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Resumen (Castellano)

En los dltimos afnos han habido numerosos estudios vinculados al desarrollo de algo-
ritmos para la asignacién de tareas con multiples robots. El concepto de inteligencia
de enjambre o colectiva (swarm intelligence) en insectos juega un papel importante
en este aspecto y estd asociado a la flexibilidad y eficiencia con la que dichos insectos
llevan a cabo todas sus tareas. Este enfoque no solo permite introducir simplicidad
en el disefio de un robot, sino también modelar un sistema de asignacion de tareas
multi-robot mediante una serie de pardmetros que no son precisamente biolégicos
(umbrales de respuesta). Un umbral de respuesta es un valor que refleja cuando un
robot pasa a ejecutar una tarea, de hecho, éste pasa a realizar la tarea si el estimulo
asociado a dicha tarea excede su umbral. El concepto de umbral de respuesta junto
con el hecho de considerar un sistema multi-robot en la realizacién de una tarea, como
un proceso sin memoria, es decir, no tener en cuenta el historial de decisiones que
ha tomado un robot, sino solo lo que ha hecho en un instante anterior, son la clave
para modelarlo como una Cadena de Markov (tipo de proceso estocdstico), principal
finalidad y contribucién de este proyecto. Ademas, debido a la aplicacion del Teorema
de Punto Fijo de Banach a un tipo especial de cadenas de Markov, se introduce tam-
bién el concepto de convergencia del modelo (Cadena de Markov). Dicho concepto
es relevante en el campo de la robética, especialmente, porque se puede conocer el
comportamiento futuro de un sistema multi-robot con la particularidad que dicho
comportamiento no cambia a partir de un cierto instante. Finalmente, este proyecto
culmina con un conjunto de experimentos que ilustran un estudio de la convergencia
del sistema en funcién de ciertos pardmetros (umbral de respuesta 8, estimulo s y pro-
babilidad de transicién g), obteniendo como principal resultado que la convergencia se
obtiene en un tiempo considerablemente pequefio y con suficiente precisién, con una
amplia influencia de los pardmetros adoptados. En las conclusiones se da una visién
global del trabajo, conceptos aprendidos, resultados obtenidos y por tltimo se comenta
el problema de asignacién de tareas en un sistema multi-robot cuando el nimero de
tareas a realizar es n (con n = 1), cuyo andlisis excede el objetivo de este proyecto.

ix



X RESUMEN

Abstract (English)

In recent years there have been numerous studies which are related to the development
of task allocation algorithms using multiple robots. The notion of swarm intelligence
plays an important role in this issue due to the flexibility and efficiency by which insects
carry out all of their tasks. This approach allows not only to introduce simplicity to the
design of a robot, but also models a multi-robot task allocation system by means of
several parameters beyond the biological framework (response thresholds). A response
threshold is a value that reflects when a robot starts to perform a task, in fact, the
robot will performe the task if the task-associated stimulus exceeds their threshold. The
concept of response threshold, added to the fact of considering a multi-robot system
when only a (only one) task has to be done, as a process without memory, namely;,
not keep in mind the decisions history that have been made by a robot but what it
has done in a previous instant, are the key to model it as a Markov chain (a kind of
stochastic process), main aim and contribution of this project. Moreover, the concept of
model of convergence is included due to an application of Banach Fixed Point Theorem
to a special Markov chain, the concept of model convergence is also included. This
concept is relevant in the field of robotics, specially, because the future behaviour of a
multi-robot system may be determined with the particularity that it does not change
after a certain instant. Finally, this project ends with a set of experiments which show a
survey of the convergence of the system depending on certain parameters (response
threshold 0, stimulus s and transition probability g), obtaining as a major result that
the convergence is achieved with a time considerably short and with enough precision,
with an extensive influence of the adopted parameters. Through the conclusions the
task allocation problem with n (n = 1) tasks is discussed, analysis that exceeds the aim
of this project.



1.1 Motivaciény objetivos

Andréi Andréyevich Mérkov (14 de junio de 1856 - 20 de julio de 1922) fue un matemati-
co ruso conocido por sus trabajos en la teoria de nimeros y la teoria de probabilidades.
Su trabajo tedrico relacionado con los procesos en los que estan involucradas compo-
nentes aleatorias (procesos estocasticos) darian fruto en un instrumento matematico
que actualmente se conoce como Cadena de Markov (CM): secuencias de valores de
una variable aleatoria en las que el valor de la variable en el futuro depende del valor
de la variable en el presente, pero es independiente de la historia de dicha variable. Las
cadenas de Markov tienen aplicaciones en campos tan dispares como la economia, la
ingenieria, la investigacién de operaciones y muchos otros.

El objetivo de este proyecto es el estudio de las cadenas de Markov para su posterior
aplicacion al campo de la robética. Asi mismo, se presta especial atencién a las cadenas
de Markov regulares, un tipo de proceso estocdstico que permite establecer el concepto
de convergencia o estabilidad de una CM a través del Teorema de Punto Fijo de Banach.
De esta forma, como veremos posteriormente, se traslada la nocién de convergencia
de un proceso estocastico al ambito de la robética.

Con las cadenas de Markov se pueden realizar predicciones de comportamien-
tos futuros. Denominando como estados a las distintas opciones que un experimento
pueda presentar, se consigue conocer a corto y largo plazo el estado en el que se en-
cuentra un proceso en un tiempo futuro. Ademads, gracias al concepto de convergencia,
se podrd establecer que un proceso estocastico modelado por una Cadena de Markov
Regular (CMR) es estable, si es convergente.

Con respecto a robdtica, de entre los multiples problemas a solucionar, este trabajo
se centrard en la asignacién de una tarea a realizar por un conjunto de robots, a partir
de ahora definido como un Sistema Multi-Robot (SMR). Para modelar este tipo de



1. INTRODUCCION

problemas como una CM son fundamentales dos aspectos: el concepto de Inteligencia
de Enjambre (IE), el cual hace referencia a la forma en la que algunos insectos llevan a
cabo sus tareas de forma organizada, y el supuesto de que se tratard como un proceso
sin memoria. El Gltimo punto, se refiere a que no se tendrd en cuenta lo que haya hecho
un robot en el pasado, sino simplemente el instante inmediatamente anterior.

En diversos articulos relacionados con esta temadtica (véase [1] [2]), se muestra
un planteamiento de posibles algoritmos de asignacién de tareas desde un punto de
vista heuristico. Esto implica que aunque los algoritmos proporcionan una buena
solucién 6ptima (sin prueba de ello), su tiempo de ejecucion pueda crecer exponencial-
mente. Incluso en aquellos casos en los que se alcance una solucién razonablemente
rédpido, no hay prueba de que esto siempre ocurra asi.

Por lo tanto, en este trabajo se aportard por un lado, un formalismo matemati-
co para el modelado del problema de asignacién de una tarea en un SMR y, por otro,
determinar la evolucién de dicho sistema. Ademads, también se introducirdn conceptos
relacionados con la estabilidad del sistema. La estabilidad, en este aspecto, se refiere
a que la probabilidad de que un robot ejecute una accion, a partir de un instante no
cambie. He aqui, la importancia de la convergencia en el modelo adoptado. Todo ello
se realizard empleando los conceptos y formalismos de la IE.

1.2 Estructura

Asi pues, el Capitulo 2 seguird principalmente la referencia [3] y desarrollaré la teoria
relacionada con las cadenas de Markov, y en particular, se tratard una CMR, a la cual
se podrd aplicar el Teorema de Punto Fijo de Banach. Ademds, se incluird una serie de
resultados vinculados tanto con el teorema mencionado como con las CMR. Dichos
resultados permitirdn establecer no solo la estabilidad de una CM sino también un
algoritmo para alcanzar dicha estabilidad.

Una vez expuesto como determinar la estabilidad de una CMR, el Capitulo 3 reunira
la teoria vista en el Capitulo 2 para aplicarla a un SMR. Este capitulo se vera apoyado en
articulos como [1, 4]. Previamente, se incorporaran en este capitulo todos los conceptos
basicos de un SMR basado en la inteligencia de enjambre, que como mencionamos
anteriormente, es el paradigma al problema de asignacion de tareas. Ademas, es el
capitulo donde se expondra la principal contribucién de este trabajo: el modelado de
un SMR a partir de una CM, aportando los conceptos de convergencia asentados en el
Capitulo 2. Este capitulo culmina con un conjunto de experimentos y resultados que se
han basado en diversas simulaciones (implementadas en el software de célculo técnico
Matlab), encauzadas hacia el estudio y simulacién de la convergencia del modelo.

En el Capitulo 4, se hara una valoracion global del proyecto, tanto en el marco
teérico como en los resultados numeéricos obtenidos. Asi mismo, se hara una breve
mencion al problema de asignacién de n (n > 2) tareas en un SMR, y a posibles lineas
de trabajo (de investigacion) futuro.



1.2. Estructura

Finalmente, se ha afiadido dos apéndices: uno, asociado a definiciones y resul-
tados bdsicos de espacios métricos y normados, con el fin de hacer la lectura de este
trabajo autocontenida, y otro, donde se explica y se detalla el c6digo implementado
en Matlab, empleado para el apartado de la evaluacién de los resultados numéricos
relacionados con la convergencia del modelo.






Una variable aleatoria es una funcién X : Q — R sobre un espacio muestral finito Q
que asigna un valor numérico al resultado de un experimento aleatorio. Ahora bien,
estos experimentos pueden representar la evolucién de un cierto proceso y por tanto,
estariamos anadiendo una componente temporal a cada variable aleatoria. Los pro-
cesos en los que interviene el azar, se denominan procesos estocasticos, los cuales se
centran en el estudio de sistemas que evolucionan a lo largo del tiempo de acuerdo
a leyes no deterministas. Asi pues, el concepto de un proceso estocéstico consiste en
una sucesion de variables aleatorias indexadas con un nimero n que generalmente se
identifica con el tiempo, esto es, {X;, : n €N}, donde N denota el conjunto de enteros
no negativos. De este modo, el nimero de personas que espera ante una ventanilla de
un banco en un instante n de tiempo; el precio de las acciones de una empresa a lo
largo de un afio; el nimero de parados en el sector de la construccién a lo largo de un
afo, constituyen ejemplos de procesos estocdsticos.

El concepto de proceso estocdstico se puede extender de manera natural, per-
mitiendo que los instantes de tiempo en los que se definen las variables aleatorias sean
continuos, es decir, {X; : ¢ € R}. No obstante, a lo largo de este trabajo nos ocuparemos
exclusivamente de los procesos estocasticos dados por variables aleatorias que toman
valores discretos y que son indexadas con un tiempo discreto, proceso estocdstico que
se conoce como Cadena.

El valor que toma una variable aleatoria en un instante de tiempo n depende
del valor que haya tomado en todos los instantes anteriores. Sin embargo, un tipo
de proceso estocéastico en el que nos centraremos es aquél en el que el valor de una
variable aleatoria en un instante n depende inicamente del valor que haya tomado ésta
en el instante n — 1, dicho concepto es la nocién de una CM. De esta forma, estamos
interesados en conocer la probabilidad de que una variable tome un determinado
valor, conociendo el valor que ha tomado en el instante inmediatamente anterior, no
teniendo en cuenta la historia de dicha variable.



2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

Una pregunta que responderemos en el desarrollo de este capitulo es: ;Existe un
instante a partir del cual las probabilidades de que las variables aleatorias tomen un
cierto valor sean siempre las mismas?; si es asi, ;en qué instante de tiempo se alcanza
dicha circunstancia?. En otras palabras, nuestro objetivo serd determinar una cierta
estabilidad de la CM en cuestion.

Por lo tanto, el objetivo de este capitulo es abarcar el concepto de convergencia de
una CM. Para abordar dicho concepto empezaremos mostrando algunas definiciones
bésicas formales de, por un lado, vectores y matrices estocésticas y, por otro, de CM.
Seguidamente, definiremos las cadenas de Markov regulares y veremos que con este
tipo de CM podremos conseguir nuestro proposito.

2.1 Matrices estocasticas

Todos los conceptos y propiedades que exponemos en este capitulo pueden consultarse
en [3]. Para empezar, vamos a introducir dos definiciones fundamentales las cuales
utilizaremos a lo largo de todo el trabajo, tales como matrices estocésticas y vectores
estocasticos.

2.1.1 Definiciones

Sea R™ un R-espacio vectorial. A cada matriz P € M, ,,(R) le podemos asociar la aplica-

cién lineal p : R” — R" definida por p(x) = xP. Denotamos por e! := (1,0,...,0),...,e" :=

(0,...,0,1) alos vectores de la base canénica de R". Asi, para cada i = 1,..., n el vector
fila p(e') := e'P es la fila i-ésima de la matriz P.
En lo sucesivo, un vector x = (x;) € R" serd llamado vector estocdstico si

n
Y xi=1y x;=0 Vie{l,...,n}.
i=1

El conjunto de vectores estocdsticos en R” lo denotaremos por 7T, es decir,

T := {x: (x1,%2,...,X,) €ER"
i=1

n
x,-ZO,inzl}.

Finalmente, diremos que una matriz P = (P;.) € M, »,(R) es una matriz estocdstica
si cada una de sus filas es un vector estocastico:

n . .
Vie{l,..,n} ) P;=1yP;20 Vje(l,..,nk.
j=1
Proposicién 2.1.1. SeanP € M, ,(R) y p(x) := xP. EntoncesP es estocdstica si y solo si

p(McT.

Demostracion. Asumamos que P es estocéstica. Recordemos que p(7) = {p(x) | x€ T}.
Entonces si consideramos x = (x1, X2, ..., X,) € T, debemos probar que p(x) € 7. Como
P} =0 Vi,jyx; =0 Vi, entonces la coordenada j-ésima del vector p(x) = xP es

6



2.1. Matrices estocasticas

n .
(xP); =) xP; =0 Vj.
i=1

Por otro lado, la suma de las coordenadas del vector xP es

n n o n X n no. n
2P)=) Y xPj=) xi) Pi=) xi=1,
j=1 i=1 j=1 i=1

j=li=1

y por tanto p(x) € T .

Ahora supongamos que p(7) € 7. En este caso la hip6tesis es que p(x) € T Vx €
T, en particular para x = e’. De esta manera, como la fila i-ésima de P la podemos
escribir como e'P = p(e’) € T para cada i € {1,..., n}, entonces concluimos que P es
estocéstica. O

En estos términos, la Proposicién 2.1.1, nos afirma que el subconjunto 7 de R"
es invariante por la aplicacién p siempre que P sea una matriz estocéstica. En otras
palabras, si P es estocdstica, el resultado de aplicar p a cualquier vector x € T sera
también un vector estocdstico. Por tanto, segtin la Proposicién 2.1.1, la aplicacién

p: T—T

x— xP

estd bien definida. En particular, si P es una matriz estocéstica, p?(x) = p(p(x)) =
p(xP) = xP2eT, y por tanto pz (T) € 7T. Porlo que se deduce de la Proposicién 2.1.1
que cualquier potencia de una matriz estocdstica es estocastica.

A continuacién introducimos la definicién de un tipo de matriz estocdstica que nos
serd util en algunas demostraciones posteriores.

Definicién 2.1.1. Sea P una matriz estocdstica, n € N y S un conjunto finito {1, ..., n}.
Sii,je S diremos que i conduce a j, o que j es accesible desde i cuando existe k = 0
tal que (Pk);'. > 0 y lo denotaremos como i — j. Sii — jyj— i, diremos queiy j
estdn comunicados. Si i y j estdn comunicados para todo i, j € S, entonces la matriz se
denomina irreducible.

Observemos que la Definicion 2.1.1 significa que es suficiente que para distintas
potencias de P todos los elementos de S estén comunicados para que P sea irreducible;
no tiene por qué darse para una tinica potencia. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Consideremos la siguiente matriz estocdstica con S = {1, 2}:
01
=7 o)

Como

entonces la matriz P es irreducible ya que para diferentes potencias de P todos los
elementos de S estdn comunicados.
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2.2 C(Cadenas de Markov

En esta seccién, después de hacer una breve introduccion a los procesos estocésticos y
sus matrices de transicion, presentaremos la definicién de CM.

2.2.1 Procesos estocasticos

Sea S ={1,2,..., n} un conjunto finito. Una sucesioén de variables aleatorias {X,,: Q — S :
n € N}!' definidas sobre un espacio de probabilidad (2, F,[P), se denomina un proceso
estocdstico con valores en S. A los elementos de S se les llama estados y S es el espacio
de estados del proceso, es decir, es el conjunto de todos los posibles valores que puede
tomar cada una de las variables aleatorias Xj,.

Observacién. El conjunto S se refiere a los diferentes estados fisicos en los que se
encuentra un determinado proceso estocéstico. Sin embargo, hemos establecido una bi-
yeccion entre el conjunto de estados y el conjunto {1,..., n}. De aqui que S ={1,2,..., n}.

Asi, un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias que proporcio-
na una descripcion de la evolucién de un determinado proceso a través del tiempo.
Estamos interesados en describir las leyes probabilisticas relacionadas a la evolucién
del proceso. De esta manera, X (x) representa el estado inicial del proceso y se dice que
X, estd en el estado j en el instante n-ésimo cuando X, (x) = j. Alo largo del trabajo
escribiremos simplemente X;, = j.

En estos términos definimos P(X;, = j) como la probabilidad de que X, esté en el
estado j en el instante n-ésimo y P(X,+1 = j|X,, = i) como la probabilidad de transi-
cién en un paso, es decir, la probabilidad de que el proceso {X}} esté en el estado j en
el instante n + 1, dado que en el instante n se encontraba en el estado i.

Como podemos observar las probabilidades condicionadas juegan un papel im-
portante en la descripcién de un proceso estocéstico. Estas probabilidades se pueden
representar de forma compacta mediante una matriz tal y como vemos en la siguiente
subseccion.

2.2.2 Matrices de transicion

Sea {X,;} un proceso estocdastico con un espacio de estados finito S. Para cada n € N, sea
P(n):=Pn) ;.) i,jes la matriz estocastica dada por

P(n+1)}:=P(Xps1 = j1 X = ),

siempre que P(X;, = i) > 0 (ya que si no, la probabilidad condicionada no estaria defini-
da). A la matriz estocdastica P(n) se le denomina matriz de probabilidades de transicién
en un paso o la matriz de transicién del proceso {X;} desde el instante n-ésimo al
instante (n + 1)-ésimo. Fijémonos en que al ser P una matriz estocéstica, cada fila de P

1Observemos que la componente temporal de las variables aleatorias y el cardinal del conjunto S
coinciden. No obstante, mantendremos esta notacion a lo largo del trabajo ya que debido al contexto no
hay lugar a confusién.
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es una distribucién de probabilidad (vector estocdstico).

Para cada n € N la matriz P(n+1) relaciona la distribucion de las variables aleatorias
X,y Xn+1 dela siguiente manera: si denotamos, para cada n € N, por 7(n) := (m (1)) jes
a la distribucién de probabilidad de X, es decir, n(n); := P(X,, = i) Vi € S, entonces
considerando una particién de S segtin los posibles valores del proceso {X},} en el paso
n, podemos usar la férmula de las probabilidades totales y obtenemos

A(n+1); =PXni1=J) = Y. PXns1 = jIXn=DP(Xp, = 1) = Y n(n);P(n+1)%,
ieS ieS

es decir,
nn+1)=nmn)Pn+1). (2.1)

2.2.3 Procesos homogéneos

En general, las probabilidades condicionadas podrian depender del instante n. Por
ejemplo, la probabilidad de pasar al estado j dado que estoy en el estado i en el instante
0, podria ser diferente a la probabilidad de pasar al estado j dado que estoy en el estado
i en el instante de tiempo 20. En lo sucesivo nos centraremos en aquellos procesos
estocdsticos cuya matriz de transiciéon no depende de 7, es decir, los denominados
procesos estocésticos homogéneos. La siguiente definicién introduce dicho concepto
formalmente.

Definicién 2.2.1. Un proceso estocdstico {X, : QO — S : n €N} con un espacio de estados
finito S ={1,...,n} sedice que es homogéneo si la matriz de transicion del proceso {X,}
es independiente de n, i.e., si existe una matriz estocdsticaP = (P;.), i,j €S tal que para
cualesquierai, j € S conP (X, =1i) >0, se tiene que

P! =P(Xpi1 = jIX, =) =P(X1 = jIXo=1) VneN.

En lo sucesivo para referirnos al elemento (i, j) de la matriz P escribiremos P;. en

lugar de P(n + l)j.. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.2. Supongamos S = {1,2} y un proceso estocdstico homogéneo {X,} con
probabilidades de transicién representadas en la siguiente matriz estocdstica:

03 0.7
P_( 0.1 0.9 )

Entonces, por ejemplo la entrada P; =P(X; =2|Xp = 1) = 0.7, nos dice que la
probabilidad de pasar del estado 1 al estado 2 en un paso es 0.7. De la misma forma,
por ejemplo, P% =P(Xg =2|X7=1) =0.7, es decir, la probabilidad de estar en el estado
2 en el instante 8, dado que en el instante anterior estaba en el estado 1 es 0.7. Con este
ejemplo ilustramos que por razones de homogeneidad, nos referiremos simplemente a
que la probabilidad de transicién del estado 1 al estado 2 en un paso (no importa cual),
es0.7.
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Nota 2.1. Debido ala homogeneidad (P(n) =P Vn e N), de laigualdad (2.1) deducimos
que si un proceso {X,} empieza con una distribucién inicial 7 (0) y P es su respectiva
matriz de transicién entonces

() =  70)P
72 = #(0)P?
rn-1 = mOP*!
y por tanto
(n) = 7(0)P". (2.2)

Esta nota serd de especial importancia en la aplicacién del Capitulo 3. A continua-
ci6én realizamos algunas observaciones relacionadas con la férmula (2.2):

e La distribucién de probabilidades de la variable aleatoria X;,, queda comple-
tamente determinada a partir de la distribucién inicial 7(0) y de la matriz de
transicion P.

* Alolargo del proceso se ha ido avanzando en el tiempo hasta llegar al instante
n, por lo que P” nos muestra en cierto modo, la evolucién del proceso después
de n instantes. Esta idea la desarrollaremos en detalle cuando hablemos de una
matriz de transicién en n pasos en la Subseccién 2.2.5.

En definitiva, la evolucién de un proceso estocastico homogéneo se reduce al estudio
de su matriz de transicion P.

A continuacién nos centramos en las denominadas cadenas de Markov, un tipo de
proceso estocdstico que se caracteriza por la ausencia de memoria. Las CM serdn el
concepto fundamental del estudio de este proyecto.

2.2.4 Cadenas de Markov

Hablando informalmente, una CM es un proceso aleatorio, en el cual si tenemos la
informacién del estado presente del proceso, saber cémo llegé a dicho estado no afecta
alas probabilidades de pasar a otro estado en el futuro. En el caso en que el espacio de
estados es finito la definicién precisa es la siguiente.

Definicién 2.2.2 (Cadena de Markov). Un proceso estocdstico {X,} con un espacio de
estados finito S se dice que tiene la propiedad de Markov si paratodoneNconn=1y
para cualquier eleccion de estados iy, iy,...,i,+1 €n S se tiene que

P(Xp+1 = in+1lXo = igy ..., X1 = in-1, Xp = in) = P(Xpp1 = in1| X = in) (2.3)

siempre que las probabilidades condicionales estén definidas. Si {X,,} tiene la propiedad
de Markov, se dice que {X,;} es una Cadena de Markov con espacio de estados S.

La siguiente definicién alternativa de la propiedad de Markov la hemos incluido
siguiendo la referencia [5], porque nos sera ttil cuando hablemos posteriormente de la
matriz de transicién en n pasosy de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

10



2.2. Cadenas de Markov

Definicién 2.2.3 (Propiedad de Markov Equivalente). Para cualesquieran,meN con
n=1eiyiy...,in,in+m € S, se tiene que

P(Xn+m+1 = intm+11Xo = lo, ..., Xpn = in) = P(Xn+m+1 = intm+11Xn = in).

Es decir, la probabilidad de pasar al estado i,4m+1 en el instante n+ m+ 1 depende
solamente de la tiltima observacion, que no tiene por qué ser la del instante n + m.

En realidad, estamos hablando de una equivalencia entre definiciones, y ademds la
Definicién 2.2.3 parece ser més general, por lo que vamos a demostrar que, efectiva-
mente, ambas definiciones son equivalentes.

Definicién 2.2.3 = Definicion 2.2.2. Esta implicacién se verifica tomando m = 0.

Definicién 2.2.2 = Definicién 2.2.3. Procederemos por induccién sobre m. La De-
finicién 2.2.3 es cierta para m = 0 ya que coincide con la Definicién 2.2.2. Asumimos
entonces que la Definicién 2.2.3 es cierta para un m fijado y demostraremos que
también se cumple la propiedad equivalente para m + 1. Denotando s:=n+m+2y
considerando una particién segtin los posibles valores de la CM en el instante n+ m +1,
podemos aplicar la férmula de las probabilidades totales:

P(Xs = is| Xo = ig,..., Xp = in)

= P(U (Xs = is, Xn+m+1 = k) | Xo = Qg,..., Xpn = in)
keS

P(U (Xs =is, Xntm+1 =k, Xo =ig,..., X = ln))
keS

P(Xo=10,....Xn=1n)

_ Z P(Xs = is, Xn+m+1 =k, Xo = lo,..., Xn = in) PXn+m+1 =k, Xo = o, ..., Xpn = in)
kes P(Xn+m+1 =k, Xo = ig,..., Xn = in) P(Xo = ig,...,Xn=1In)

= Z P(Xs = is| Xn+m+1 =k, Xo = ig, ..., Xpn = in) - P(Xprm+1 = kI Xo = ig, ..., Xpn = in).
keS

Para cada término de la suma, en la primera probabilidad podemos aplicar la hi-
potesis de esta implicacién, mientras que en la segunda probabilidad aplicaremos la
hipétesis de induccién, obteniendo:

P(Xs = i51Xo = io,..., Xn = in)

= Z P(Xs = is| Xntm+1 = Kk X = i) P(Xptm1 = kI X = ip).
kesS

Notemos que en la suma, en la primera probabilidad hemos dejado la variable X,
que condiciona. Lo podemos hacer porque esto no afecta a la probabilidad de X; = i;
condicionada a Xj,1,+1. La razén por la cual la hemos dejado es para poder aplicar la
férmula

P(AnB|C) =P(A|IBn C)P(B|C)

11



2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

para cualesquiera sucesos A, By C. Por tanto,

P(Xn+m+2 = in+m+21Xo = lo, ..., Xpn = in)
= P(Xs=is|Xo =ip,..., Xpn =in)

P(Xs =i, X =kl X,=1 .
=y B e Xt DM ) g = R = i)
kes P(Xn+m+1 = kI Xy = in)

= Z P(Xs = is, Xntm+1 = kI Xpn = ip)
kesS

= Z P(Xn+m+2 = in+m+2, Xn+m+1 = kI Xp = in)
kesS

= PXnime2 = iname2l Xn=1in)

y por tanto la Propiedad de Markov Equivalente es cierta para m + 1.

Como una CM es un tipo de proceso estocéstico, definiremos a continuacién lo que
es una CM homogénea.

Definicién 2.2.4 (Cadenas de Markov homogéneas). Una Cadena de Markov {X,, :
n e N} con un espacio de estados finito S es homogénea si la cadena {X,,} es un proceso
estocdstico homogéneo.

Recordemos que a lo largo del proyecto solamente trabajaremos con cadenas de
Markov homogéneas y que por tanto P’ es la probabilidad de transicién en un paso.
Veremos a continuacién de manera més formal la definicién de una matriz de transiciéon
en n pasos mencionada en la Subseccién 2.2.3.

2.2.5 Matrices de transicion en 7 pasos y ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov

Una herramienta fundamental en el estudio de las cadenas de Markov lo constituyen
las matrices de transicién en n pasos ya que éstas nos muestran de cierta manera la
evolucion del proceso, hecho que ya se ha comentado en la Nota 2.1. Asi, procedemos

a definir la matriz de transicién en 7 pasos como la matriz P := (PE']”) donde PE.?)
denota la probabilidad de que el proceso pase del estado i al estado j tras transcurrir n
instantes de tiempo. Asf,

Pg?):IP(Xner:lem:i) VneN((n=1), VmeN.

En particular, para cadenas de Markov homogéneas (que no dependen del tiempo)
tenemos que
P/ =P(X,=jlXo=i) VneN®n=z),

es la probabilidad de que partiendo de i llegue al estado j tras n instantes de tiempo.

Nota 2.2. Por definicién, PY) = P.

12



2.2. Cadenas de Markov

En el siguiente teorema, de acuerdo con la referencia [6], mostraremos la relacién
que existe entre la matriz de transicién en un paso y la matriz de transicién en n pasos.

Teorema 2.2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Si P = (Pj.) es la matriz de
transicién (en un paso) de una Cadena de Markov con espacio de estados finito S =
{1,..., n}, entonces

(n) _ (N pls)
Pl =) PP (2.4)
keS

para cualquier par de enteros no negativos r y s que satisfagan r + s = n.

Demostracion. Procediendo de forma similar a la demostracién de las Definiciones
2.2.2y2.2.3, para calcular PE.’]?) haremos una particién segiin los valores posibles de la
cadena en el instante r, obteniendo

PY = PXy=jlXo=1i)

= Y P(Xn=jIXr =k Xo=i)P(X; = k|Xo=1)
keS

= Y P(Xn=JjlIXr =k)P(X; =kl Xo=10) (Prop. Markov equivalente)
keS

= Y P(Xprs=jIXr =k)P(Xr = k| Xo = 1)

keS
— Npls)
- Zpikpkj‘
€S

Nota 2.3. De la relacion (2.4) se deduce que P = PP y por lo tanto

pw = pr-Dpd)
- P(n—Z)(P(l))Z

; pD (P(U)”—l
= ()’
= pr

es decir, la matriz de transicién en n pasos la podemos obtener como la potencia
n-ésima de la matriz de transicién en un paso P. De esta manera, PE.;?) representa la
entrada (i, j) de la potencia n-ésima de P.

Nota 2.4. Observemos que tanto en la Nota 2.1 como en la Nota 2.3, hemos llegado a
las mismas conclusiones; en una, de forma algebraica y, en otra, empleando teoria de
la probabilidad, respectivamente.

A continuacién, demostraremos un resultado relacionado con las matrices irredu-
cibles y con las Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, que nos seré ttil més adelante.
Esta relacién puede ser encontrada en [3] sin demostracion.

13



2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

Proposicion 2.2.1. SeaP = (P;;) € My, »(R) una matriz de transiciéon en un paso de una

Cadena de Markov con espacio de estados finito S =11,...,n} yPEJ}I ) la entrada (i, j) de
la potencia N-ésima de la matriz P. Si P es irreducible y existe un j € {1,...,n} tal que
P;.]}[) — A cuando N — oo, entonces A > 0.

Demostracion. Para empezar, como P es una matriz estocdstica todas sus entradas
serdn valores entre 0 y 1. Por tanto las entradas de las potencias sucesivas de P serdn
también nimeros entre 0 y 1, nunca estrictamente negativos. En consecuencia, por
reduccién al absurdo supongamos que A = 0. Como P es irreducible, existe ko (i) > 0 tal
que P(.k."(i)) > 0 (como j esta fijada, para cada i encontraremos un ky > 0 de manera que

P(’;O) > 0) Usando las Ecuaciones de Chapman-Komogorov, obtenemos que

N+k0(z)) Z P(N) P(ko l))-

En particular, para k =i . .
pUV) . pllali) < p(N+ha(d) (2.5)

Ahora bien, cuando N — oo, PYTR@ _, o por la suposicién que hemos hecho (1 = 0).

Como P(,k."(m > 0, entonces para que se satisfaga la desigualdad (2.5), ha de ser PEIIV ) 0.

P(N)

Por un lado paracada j>0,Y" = 1 por ser P®Y) una matriz estocastica. Por otro

£
n

lado, para cada i, P;J:D — 0yporlo tanto, dado 0 <€ < 1, existe Ny > 0 tal que P;JEV)
para todo N = Ny. De esta manera,

Vj>0, 1—ZP(N)<— n=e<l,
i=1 n

lo cual es una contradiccién. O

En general no es sencillo calcular las matrices de transiciéon en n pasos. En el
préximo ejemplo presentamos un caso particular en el cual esto se puede hacer ex-
plicitamente. Este ejemplo ha sido extraido de [3]. Sin embargo, aqui detallamos los
célculos que no son mostrados en dicha referencia.

Ejemplo 2.3. (Cadena de Markov con dos estados) Supongamos que necesitamos
una cierta pieza de una méaquina para nuestro trabajo. Cada vez que encendamos la
madquina, ésta pueda estar rota o empezar a funcionar. Asumamos que el estado de la
mdquina se verifica al comienzo de cada dia y que se dan los siguientes supuestos:

(i) Elprimer dia que se enciende la méaquina, la probabilidad de que ésta funcione
es a, y la probabilidad de que esté rotaes b=1—a.

(ii) En el encendido de la maquina en un dia cualquiera hay dos opciones:

« Sila mdquina esté rota, al inicio del siguiente dia ésta puede seguir dafiada
con probabilidad 1 — g o ser reparada ese dia con probabilidad 4.

« Si la méquina funciona, al inicio del siguiente dia se puede romper con
probabilidad p o seguir funcionando con probabilidad 1 — p.

14



2.2. Cadenas de Markov

Bajo estos supuestos, a continuacioén describimos cémo evoluciona con el tiempo el
estado de funcionamiento de la méquina.

Sea X, el estado de la méaquina al inicio del dia n-ésimo. El espacio de estados
tiene dos elementos (funciona o rota), digamos S = {1,2} y X, = 1 si la mdquina estd
rotay X, = 2 si funciona. El proceso es una CM porque lo que pasa en cada encendido
depende tinicamente del encendido anterior y es homogénea debido a que las probabi-
lidades no dependen del dia en el que se haya encendido. Ademés, fijfémonos en que
las variables son independientes ya que cada vez que encendemos la maquina, esta
puede estar rota o empezar a funcionar. Entonces el proceso puede ser descrito por la
condicién inicial,

PXo=1)=1-a, PXy=2)=a

y por la matriz de transicién

P:(l_q q ) 2.6)
p 1-p

Las probabilidades de que la maquina esté rota o funcione en el dia n-ésimo, son
las componentes del vector n(n) = (P(X, = 1),P(X, = 2)) y aplicando la férmula (2.2)
obtenemos que

n(n)=n0)P"* Vn=1,
7(0) = (b, a).

Procedemos por tanto a calcular P”. Si p = g =0, entonces

1
Pnz(o (1)) Vn=1.

Si p>0yq >0, entonces P tiene dos valores propios diferentes y por tanto es
diagonalizable. En este caso, sabemos que podemos escribir P como

P=BDB !,

donde D es una matriz diagonal (con los valores propios 1; y 1, de P en su diagonal) y
B es una matriz donde cada columna es un vector propio asociado a los valores propios
A1, A2 de P. Ademss, la n-ésima potencia de P estd dada por

P"=BD"B".
A continuacién detallamos el célculo de los valores propios de P.

I-g-A q

P 1—p-2A =1-g-AM)A-p-A)-pg=0,

De aqui se tiene que
0 = 1-p-A—q+pq+gr-A+pA+A%-pq
= A2-2A+1+(A-Dg+A-1)p

= A-12+A-Dg+A-1)p
= A-1DA-14+qg+p),
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2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

y por tanto
/1121, /lgzl—p—q.

Los vectores propios asociados a los valores propios obtenidos se calculan del modo
siguiente: si las coordenadas de un vector v son v = (w;, w»), entonces para que v sea
un vector propio de valor propio A se ha de cumplir que

5 )=

p 1-p wy we )’

de donde obtenemos que
I-quwi+quws=Aun=>0A-qQuw,—-Aw,=—quw,=>1-qg-ANw; =—-quw,.
De aqui, se tiene que

si Mi=1=>v=(-q,—-q)=-q(,1)>v;=(1,1),

si M=1—p—q3v=«ﬂJ—q—1+p+qr4—¢pﬁ»m=(L%$)

Entonces las matrices B y D son:

5 (1 1
= -p
1 q

1 0
D= .
Y (0 1—p—q)
Calculemos ahora la inversa de B como B~! = ﬁ -Adj(BT). El determinante de B es
|B| = @qq y la matriz adjunta de la traspuesta de B es

W
Adj(BT):( o )
-1 1

De esta manera,

Por lo tanto,

P" = BD"B’!
11 1 0 1 (P q)
1 7 Jlo a-p-n" |JP+il g —q

O ( p q )
pral 1 2 [l qi-p-@" -q1-p-q"

_ 1 [ prad-p-q)" q—q(l—n—q)")
Pra\ p-pQ-p-q@" q+pd-p-g"

_ i pq)+(1__)n(q —q)]_
’”‘f(p q P-4 -p P
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2.2. Cadenas de Markov

Concluimos que la distribucién de probabilidades de X;, viene dada por:

z(n) = #nO)P”
) ﬁ(b"”[(z ;7)+(1_p_q)n(_‘7p _pq”
= ﬁ[(bp+ap,bq+aq)+(1—p—q)”(bq—ap,—bq+ap)].
Por tanto

1
n(n) = i a (p+Q-p-q)"(bg-ap),q+1-p-q"(ap-bg)). 2.7)

En particular, la probabilidad de que la mdquina esté funcionando en el encendido
n-ésimo, sabiendo que funcioné en el primer encendido es:

1
PX,=2Xo=1D=nn)sr=——>Ig+1-p-q)"(ap-bqg)). (2.8)
0 2 p+q(q p-q)(ap-Dbq))

Vamos a estudiar el comportamiento asintético de la cadena, es decir

lim 7 (0)P".

n—oo

* Si (p,q) = (0,0), entonces P" =Id Vn, por tanto las probabilidades de que la
madquina esté funcionando o esté rota son la misma en cada encendido.

* Si(p,q) #(0,00y(p,q) #(1,1),entonces p+qg<2yasi|ll-p—ql=1-(p+q)| <1
Porlo tanto (1—-p—¢)" — 0 cuando n — ooy, asi, la matriz P” converge a la matriz

1
W::—(p q).
p+tq\p q

Entonces,

1
p+tq

] n 1 p 6/)
1 OP"=7(0)W = ——(b, ( = ,q). 2.9
Jim 7 ) 7(0) p+6]( a) i (p,q) (2.9)

0 1
. Sip:qzl,entoncesP:( 1 0 )y

10 si n espar
0 1 pat,

P =

01 si n esimpar
1 0 pat.

En este caso, el limite de P” cuando n — oo no existe.

En el siguiente ejemplo vamos a analizar un caso particular empleando el desarrollo
del ejemplo anterior.
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2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

Ejemplo 2.4. Vamos a reproducir el ejemplo anterior con valores concretos de a, b, p y
q. Entonces fijamos
a=08, b=0.2, p=03, g=04.

Asi, las probabilidades de que la maquina en el primer dia funcione o no, son
respectivamente
PXo=1)=0.2, P(Xp;=2)=0.8.

Segln (2.6), la matriz de transicién P viene dada por

0.6 0.4
P_( 0.3 0.7 )

Aplicando (2.7), la distribucién de probabilidades de X, es el vector de dos compo-
nentes

1 n i
n(n)zﬁ(0.3+0.3 -(-0.16), 0.4+0.3"-0.16).

Si quisiéramos conocer las probabilidades de estar en un estado u otro, por ejemplo
en el quinto dia, tendriamos que:

7(5) =(0.43,0.57),

es decir, la probabilidad de que la maquina esté rota en el quinto dia es 0.43 y la
probabilidad de que funcione en el quinto dia es 0.57. Recordemos también que

P(Xs =2|Xg =2) = 7(5) = 0.57

es la probabilidad de que funcione en el quinto dia, dado que haya funcionado en el
primero. En otras palabras, un 57 % de las veces se encendera la maquina el quinto dia
sabiendo que se ha encendido en el primer dia.

Como (p, q) # (1,1), segtn (2.9), el comportamiento asintético del proceso viene
dado por el vector

lim 7(0)P" = L(0.3,0.4) = (0.428,0572).
n—o0 0.7

De donde se deduce que, después de un ntimero n suficientemente grande de dias, el
proceso se estabiliza, es decir, a partir de dicho dia las probabilidades de que la maquina
esté rota o funcione, no cambian. De forma explicita, sabemos que la evolucion del
proceso la podemos ver reflejada a través de 7 (n), por tanto

(1) = #nOP = (0.54,0.46)
n2) = nP? = (0.462,0.538)
n3) = nOP® = (0.4386,0.5614)
@) = #mOP* = (0.43158,0.56842)
n(5) = @wOP° = (0.429474,0.570526),

que como podemos ver tiende a la distribucién de probabilidades estacionaria. Esto
significa que a partir del 5 dia, aproximadamente la probabilidad de que la maquina
esté rota o funcione serd siempre 0.43 y 0.57, respectivamente.
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2.3. Matrices estocasticas regulares

Nota 2.5. En los Ejemplos 2.3 y 2.4 hemos esbozado un concepto clave para el desarro-
llo de este trabajo: estabilidad de una Cadena de Markov (comportamiento asintético).
En la siguiente seccion introduciremos los conceptos y definiciones que nos permi-
tirdn abarcar dicha cuestion de manera formal. Asi mismo, deduciremos bajo qué
condiciones se tendré la estabilidad (también llamada convergencia) de una CM.

2.3 Matrices estocasticas regulares

En esta seccién abordaremos fundamentalmente un tipo de matrices estocdsticas, las
denominadas regulares, que proporcionardn buenas propiedades a una CM. Este con-
cepto serd importante porque es el que nos conducird a la convergencia o estabilidad
esbozada en los Ejemplos 2.3y 2.4.

Con este objetivo recordaremos, siguiendo [3] y [7], algunos aspectos bésicos de
sistemas dindmicos discretos y anélisis convexo.

2.3.1 Aplicaciones iterativas

Sea (X, d) un espacio métrico y sea f : X — X una aplicaciéon continua sobre X. A la
terna (X, d, f) se denomina sistema dindmico discreto. A continuacién denotaremos
por f¥: X — X, con k €N, la composicién de f con ella misma k veces. Asumiremos
también que f 0(x) = x. Diremos que w € X es un punto fijo de f si f(w) = w. Ademss,
siparacada xe X

lim f*(x) = w, (2.10)

k—o0
diremos que w es el punto atractor global de f. Para simplificar notacién, en lugar de
(2.10) escribiremos simplemente f*(x) — w.

En relacidén a los puntos fijos y atractores, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.1. Sea (X, d, f) un sistema dindmico discreto. Las siguientes afirmacio-
nes son ciertas:

(i) Siw esun punto fijo de f, entonces w es un punto fijo de f* vk e N.
(ii) Siparaalginxe X f*¥(x) — w, entonces w es un punto fijo de f.
(iii) Siw es el punto atractor de f, entonces w es el tinico punto fijo de f.

(iv) SeaneNconn=1.Unpuntow € X es el punto atractor de f siy solo si es el punto
atractor de f".

Demostracién. (i) Lo demostraremos por induccién. Para k = 1 es cierto por hipétesis.
Supongamos que es cierto para k y probémoslo para k + 1. Como f*(w) = w por
hipétesis de induccién, entonces

Y w) = (P w)) = fw) = w.

(i7) Si fk(x) — w, entonces karl (x) — w y por continuidad se tiene que karl (x) =
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2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

f (fk(x)) — f(w) y por lo tanto, f(w) = w ya que el limite es tinico.

(iii) Si fk(x) — w, entonces por (ii), f(w) = w, es decir, w es un punto fijo de f. Su-
pongamos que existe un punto w' € X tal que f(w') = w’, entonces por (i), f*(w') = w'
para todo k € N, es decir, f*(w’) es constante y asi f*(w’) — w'. Como f*(x) - w
Vx € X, en particular x = w' se tiene que f*(w') — w, hecho que implica que w = w'.

(iv) Asumimos que w es el punto atractor global de f. Si n =1, entonces f"(x) — w
por hipétesis. Sea n > 1. Como f*(x) — w, entonces dado € > 0,

Ako>n : d(ffx),w) <e Yk = ko.
Ahora bien, como k = ky, entonces nk = ky. Por lo tanto,
(M) @ = — w.

Supongamos que w es el punto atractor de f”. Como ( f ”)k (x) — w, entonces dado
€ >0, existe un ko > 1 tal que

d((fM W, w)<e VEk=k.
Como k = kg, nk = ko. Entonces si tomamos k' = nk, tenemos que

d(fk’(x), w) <e K=k,

es decir, f ¥ (x) — w cuando k' — oo.
O

Vamos a presentar dos ejemplos relacionados con puntos fijos y con puntos atrac-
tores, que ilustran la Proposicién 2.3.1.

Ejemplo 2.5.

e Laaplicacién f(x) = x*> con x € (—1,1) tiene un tnico punto fijo y, ademas, para
cadaxe (-1,1) .
fFx=x* —o.

Por tanto, f tiene como punto atractor el 0.
* Laaplicacién f(x) = —2x Vx € R tiene un tnico punto fijo x = 0y, ademads,
R = (—1k2kx.
Por tanto, no existe el limite cuando k — co. Asi, f no tiene punto atractor.

Nota 2.6. Como podemos observar en el Ejemplo 2.5, no todas las aplicaciones tienen
puntos atractores. No obstante, bajo ciertas condiciones, que veremos mds adelante,
si que podremos asegurar no solo la existencia de un punto atractor sino también la
unicidad.

Procedemos entonces a introducir una definicién, la cual proporcionara una de las
condiciones mencionadas en la Nota 2.6.
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2.3. Matrices estocasticas regulares

Definicién 2.3.1. Una aplicacion f : X — X es contractiva, si existe una constante
Le[0,1) (constante de contractividad), tal que d(f (x), f(y)) < Ld(x,y) Vx,y € X.

Nota 2.7. Toda aplicacién contractiva es continua.

Con la contractividad de una aplicacién junto con la propiedad de que un espacio
métrico sea completo, podremos asegurar la existencia y unicidad de un punto fijo tal y
como el siguiente teorema demuestra.

Teorema 2.3.1 (Teorema de punto fijo de Banach 2), Sea (X,d) un espacio métrico
completo y sea f : X — X una aplicacion contractiva con constante de contractividad L.
Entonces

(i) Existe un punto w € X que es el punto atractor de f.

(ii) Sesatisfacen las cotas de la estimacién previa (2.11) y posterior (2.12) del error:

n

1-L

d(f*(x), w) < d(f(x),x) VneN(conn=1),VxeX. (2.11)

d(f”(x),w)s%d(f”‘l(x),f”(x)) VneN(conn=1),VxeX. (2.12)

(iii) Larelacién de convergencia estd dada por

d(f"(x),w)<L"d(x,w) VneN(conn=1), VxeX. (2.13)

Demostracién. Queremos demostrar que existe un punto w € X tal que f*(x) — w
Vx € X. Para cada x € X, sea x; := f¥(x), donde k € N con k = 1. Como

d(xe1, ) = A0, £500) = d(F ), £ 0 = Ld(FF ), £ )
= Ld (xk, Xk-1),
entonces iterando el proceso anterior tendriamos que
d (X1, X8) < Ld (X, Xg—1) < - < L¥d (1, x0) = LA (f (20, 0 (50)
=LFd(f(x),x).

Porlo tanto param>n=1,

IA

d(Xm, Xn) Ad(Xp+1,Xn) + d(Xpe2, Xpe1) ++ - +d(Xm, Xm—1)  (Des. triangular)

1

.
= ) d(Xgs1,%k)
k=n

m—1

Y L*d(x1, x0)
k=n

IA

< dx,x) Y LX
k=n
2Hemos escrito este teorema tomando como referente [3] y [8], ya que hemos afiadido las cotas del
error (2.11) y (2.12) que en [3] no se mencionan. Sin embargo, hemos mantenido la tesis del punto atractor
de f de la referencia [3].
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2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

De donde obtenemos que

n n

d(x1, x0) =
1 (x1, x0) 1

d(xXm, Xp) < a(f(x),x). (2.14)

La expresion (2.14) tiende a cero cuando n — co, y entonces
lim d(x;,, x,) =0,
n—oo

lo que indica que {x;}r=( €s una sucesién de Cauchy. Ahora bien, como X es completo,
existe w € X tal que x; — w, es decir, fk(x) — w. Por (iii) de la Proposicién 2.3.1, w es
el tinico punto fijo de f.

Para demostrar (ii) utilizaremos (2.14). Como d(-, x) es una aplicacién continua
Vx € X y tenemos (2.14), se deduce que

n n

d(x1,x0) =

d(f7 ), w)=d(xn, w) < T -1

d(f(x),x).
Lo cual da la cota previa (2.11).

Para obtener la cota posterior (2.12), notemos que por la contractividad de f,
d(Xp+1,Xn) < Ld(Xy, Xp-1). (2.15)

En general,
Adns ko Xnik-1) < L, X 1),

Probémoslo por induccién sobre k. Para k = 1 es cierto por (2.15). Supongamos que
es cierto para k = r y comprobémoslo para k = r + 1. Como por hipétesis de induccion
d(Xn+r, Xntr-1) < L"d(xy, x4-1) entonces

A(Xpsri1, Xner) < LA™ (x), f77 1)) < LT - Ld (%, Xp—1) = L' d (x, X-1).

Por tanto, parageNcon g =1,

d(Xp+q Xn) = d(Xp+q Xn+g-1) +dXntg-1,Xn+q-2) + -+ d(Xp, Xp-1)
< L9d(xp, xp-1+ L9 d(xp, xp—1) + -+ + Ld (xp, Xp-1)
= (L+L%+...+LNd(x,, Xp-1)
q
k=1
< Z Lkd(xnyxn—l)y

k=1
y, en consecuencia,

L
d(Xn+q,Xn) < ﬁd(xn»xn—l) (2.16)
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2.3. Matrices estocasticas regulares

ya que L < 1. Tomando limites en (2.16) cuando g — co tenemos que
. L
a(f"(x), w) =d(x,,w) < ﬁd(xn,xn—l)-

Finalmente, la relaciéon de convergencia la obtenemos con el hecho de que w es un
punto fijo de f, entonces f/(w) = w para todo j = 1. En efecto,

d(f"(x), w) = d(f"x), f"(w) < Ld(f" 1 (x), f" N (w)) < --- < L"d (x0, w).
O

Nota 2.8. Obsérvese que la demostracién del Teorema 2.3.1 es constructiva; es decir,
no solo probamos la existencia del punto fijo sino que ademés damos un método
constructivo para aproximarlo con tanta precisién como se requiera. Esta metodologia
va a ser la utilizada en el Capitulo 3.

Nota 2.9. De acuerdo con [8], cada una de las desigualdades (2.11) y (2.12), nos permite
hallar los errores al aproximarnos a p usando la sucesion de iterados {x}r>¢. La estima-
cién previa (2.11) muestra que, cuando empezamos en un punto inical xp € X, el error
de aproximacién estd completamente determinado por la constante de contracciéon Ly
el desplazamiento inicial d(x, xo). De manera similar, la estimacién posterior (2.12)
muestra que, para tener d(x,, w) < €, necesitamos que el proceso pare en la primera
iteracion n-ésima para la cual la distancia entre dos iterados consecutivos sea como
mucho e(1 - L)/L, es decir,

e(1-1)

—

Dicha nota formara parte de un algoritmo que se utilizard en la Seccioén 3.4 del Capitulo
3.

d(Xp, Xp-1) <

Veamos a continuacién que el Teorema 2.3.1 se puede extender cuando una poten-
ciade f es contractiva.

Corolario 2.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo, con X acotado® ysea f: X — X
una aplicacién continua. Si para algiin n € N con n = 1, f" es una contraccion con
constante de contractividad L, entonces [ tiene un tinico punto atractor w € X y, para
k €N con k = n se satisface

d(f*x0), w) < diam(x)LLul. 2.17)

Demostracion. Por el Teorema 2.3.1, existe un tinico punto atractor w € X de f" y por
(iv) de la Proposicién 2.3.1, también w es el punto atractor de f. Por otro lado, como

k = n, entonces existen enteros gy j,con 0 < j < ntalesque k= gn+ j, donde g = {%J .
Observemos que si w es el punto atractor de f, por (iii) de la Proposicién 2.3.1, w es el
tnico punto fijo de f y por tanto f™(w) = w para todo m € N con m = 1. Asi, aplicando

la contractividad de f” obtenemos

a0, w) = d(f" @), fFw) = a( P, W) = d (£ 0, £ )

3para ver una definicién de espacio métrico acotado se puede consultar el Apéndice A.
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=d(f" (f(q—l)n(xj)),fn (f(q—l)n(w))) <Ld (f(q—l)n(xj),f(q—l)n(w))
<< L9d(xj, w) = L7d(f7 (), w) < LI diam(X).
O

Nota 2.10. Observemos que la desigualdad (2.17), nos proporciona también una cota
del error al aproximarnos a w. Sin embargo, si aplicamos el Teorema 2.3.1 a la aplicacién
contractiva f”, entonces segun la relacion de convergencia (2.13), iterando k veces
obtendriamos que

d ((f")k, w)) < L*¥d(x0, w) < L9diam(X)

ya que q = {%J < ky L < 1. En definitiva, la cota dada por el Teorema 2.3.1 es més
precisa que la dada por el Corolario 2.3.2, con la diferencia que una se expresa en
términos de la contraccién y la otra en términos de f, respectivamente. No obstante, lo
incluimos en este trabajo de acuerdo con la referencia [3], ya que serd necesario para

una demostracién posterior. Haremos referencia a este comentario en la Nota 2.14.

2.3.2 Convexidad

En este apartado presentaremos algunas definiciones bdsicas y resultados en general
sobre convexidad extraidas de la referencia [7]; conceptos necesarios para comprender
un resultado posterior.

Definicion 2.3.2. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial X. Una combinacién
convexa de los elementos xg, X1,..., X € S, es una combinacion linealZfzo a;ix;,a; =0
parai= 0,1,...,ky2§c:0a,- =1.

Segtn la definicién anterior podemos escribir el conjunto de todas las combinacio-
nes convexas de S como

S = {x | x es una combinacién convexa de S}

o de manera matematica, si x; € S paracada i € {0,1,..., k}, entonces
k k
S=3x13a;20, ) a;=1,x=) aix;.
i=0 i=0

En cuanto al conjunto de todas las combinaciones convexas S, mostramos el si-
guiente resultado.

Proposicién 2.3.2. Elconjunto S de todas las combinaciones convexas de un conjunto
S es convexo.

Demostracion. Sean x,y € S. Debemos probar que Ax + (1 — 1)y pertenece a S con
0=<A=1,esdecir,que Ax+ (1 — 1)y es una combinacién convexa de S. Como x,y € §,
entonces existen escalaresa; 20y ; =0, i =0,...,n, j=0,...,m tales que

n m
x=) aixi, y=) By
i=0 =0
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2.3. Matrices estocasticas regulares

conx;,y; €SVi,jyyX ja;=1 yZ o B;j = 1. Entonces la expresion Ax+ (1 - A)y, con
0= A <1, viene dada por

Ax+(1-A)y

n m
/12 a;x;+(1 -1) Z ,Bjyj
i=0 j=0

Y Aaixi+ Y 1-1)Bjy;

i=0 j=0

lo cual es una combinacion lineal de los elementos x; e y; de S. Ademas

Y Adai+) A-MP; = A)_ a;+1A-D)_ B;
=0 j=0 i=0 j=0

= A+(1-1)

= 1

lo que nos dice que Ax + (1 — 1)y es una combinacién convexa de S y por lo tanto
Ax+(1-A)yeS. O

El siguiente resultado muestra que S < S cuando S es convexo.
Proposicion 2.3.3. Si S es convexo y x es una combinacién convexa de S, entonces x € S.

Demostracion. Sea x = Z?ZO A;ix; una combinacién convexa de S. Es decir, x; € Sy
A1;20,i=0,...,nyademas Z;Z:O A; = 1. Debemos probar que x € S. Lo haremos por
induccién. Para n =1y n = 2 es cierto por ser S convexo. Supongamos que es cierto
paran=ry consideramos la combinacién convexa Agxg + A1 X1+ -+ Ari1Xr41.

r+1 r
Definimos A := Z/l Entonces como 1-A =) A;— Y A;=A,41, tenemos que
i=0 i=0 i=0
r r A
D Aixi |+ Apsa X = A Y x|+ (1= A)xrsr. (2.18)
i=0 iz A

Notemos que

;
a5
Zx— =1

-
i=0 Z
entonces por hipétesis de induccién, }._ %xi € S. Como x4 € S, se sigue que el

miembro derecho de la igualdad (2.18), es una combinacién convexa de dos elementos
de Sy por tanto pertenece a S (ya que S es convexo).

O

Para cualquier conjunto dado que no sea convexo, con frecuencia es ttil querer
encontrar un conjunto que sea convexo y lo contenga. Teniendo presente que la in-
terseccién de cualquier nlimero de conjuntos convexos es convexo, presentamos la
siguiente definicion.
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2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

Definicién 2.3.3 (Envoltura convexa). Sea S un subconjunto de un espacio vectorial X.
La envoltura convexa de S es el conjunto convexo mds pequeiio que contiene a S, es decir,
es el conjunto

[S]=N{K < X|Sc K y K es convexo}.

En relacidn a la envoltura convexa, probaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.4. La envoltura convexa [S] de un conjunto S < X es el conjunto de
todas las combinaciones convexas de elementos de S.

Demostracion. Sea S el conjunto de todas las combinaciones convexas de S. Queremos
demostrar que S = [S]. Si x € S, entonces x es una combinacién convexa de elementos
de Sy como S < [S], x serd una combinacién convexa de elementos de [S]. Ahora bien,
como [S] es convexo por definicién, entonces por la Proposicion 2.3.3, x € [S]. Por el
contrario, como S es convexo (Proposicién 2.3.2), en particular, [S] € S.

O

Alaluz de los conceptos basicos expuestos sobre sistemas dindmicos discretos y
andlisis convexo, nos centraremos en el estudio de las matrices estocésticas regulares.
Tal y como introdujimos al inicio de esta seccién, las matrices regulares serdn un
concepto decisivo para la convergencia de una CM. A continuacién introducimos
dicho concepto.

2.3.3 Cadenas de Markov regulares

En este apartado introducimos la definicién de una matriz estocéstica regular. Dicha
definicion la utilizaremos ampliamente a lo largo del presente capitulo y ademads en la
implementacién formal del modelo presentado en la Subseccién 3.3.1 del Capitulo 3.

Definicién 2.3.4. Una matriz estocdstica finita P se dice que es regular si existe kg € N
tal que todos los elementos de la matriz P* son distintos de cero.

Ejemplo 2.6. Consideremos la siguiente matriz de transicién:

1 1 1
.
P: E 0 E
1 0 O
En este caso, como
1 1 5
18 9 18
p:l=| 2 1 1
-1 3 6 6 |
1 1 1
3 3 3

entonces P es una matriz regular ya que P? tiene todas las entradas diferentes de cero.

Es evidente que toda matriz estocdstica regular es en particular irreducible; mien-
tras que una irreducible no tiene porque ser regular (vedse Ejemplo 2.1).

Definicion 2.3.5 (Cadena de Markov regular). Una Cadena de Markov {X,} es regular
si su matriz de transicién en un paso es regular.
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2.3. Matrices estocasticas regulares

2.3.4 Convergencia

En el Ejemplo 2.3, hablamos de la estabilidad de la CM que representaba el n-ésimo
encendido de una maquina. A pesar de que no habiamos introducido formalmente
ningdn concepto de estabilidad, la idea es clara: a partir de un instante de tiempo rn
suficientemente grande el proceso se estabiliza, es decir, el vector de distribucion a
partir de dicho instante es constante, por lo que las probabilidades de transicién no
varian.

A continuacién ya tenemos todas las herramientas necesarias para profundizar en
la cuestion de la convergencia de una CM. Empezaremos mostrando algunos resulta-
dos sobre espacios métricos que emplearemos para tal fin.

Para cada x € R”, la aplicacién || - ||; : R"” — R definida por
n
Il = ) 1xil, (2.19)
i=1

define una norma en R”. De esta manera, para cada vector estocéstico x € R”, se tiene
que ||x|l; =1.Si||-[|2 es la norma Euclidea, entones || - ||; ¥ || - ||2 son equivalentes en el
sentido de que

1xll2 < [lxll1 < nflx]l2. (2.20)

Lema 2.1. El espacio vectorial R", con la normal|-||; es completo*.

Demostracion. Sabemos que (R", ||-||2) es un espacio normado completo (i.e, el espacio
métrico asociado es completo). Sea {x;} una sucesiéon de Cauchy respecto de ||- ||, por
la desigualdad (2.20), también lo es, de nuevo por la desigualdad (2.20), respecto de
lanorma || ||2, luego es convergente para esta norma, y también lo es respecto de la
norma equivalente || - ||;. Esto demuestra que el espacio (R",]|-||;) es completo.

O

Nota 2.11. En el Apéndice A se demuestra que el conjunto de vectores estocdsticos T
es un subconjunto cerrado. Por tanto, como todo subconjunto cerrado de un espacio
métrico completo, es completo (para una demostraciéon véase la Proposicion A.2.2
del Apéndice A), se deduce que el conjunto de vectores estocdsticos 7, es un espacio
meétrico completo con la métrica asociada ala norma || ||;.

De este modo, la aplicaciéon p: T — T definida como p(x) = xP (vedse Seccion 2.1),
donde P es una matriz estocdstica, es una aplicaciéon definida sobre un espacio métrico
completo, una de las hipoétesis que requiere el Teorema 2.3.1. Nuestro objetivo ahora
serd, a través del siguiente teorema, demostrar que p es una aplicacién contractiva,
para finalmente poder aplicar el teorema de punto fijo mencionado.

4Para seguir la demostracién facilmente, se puede consultar el apartado A.2 del Apéndice A, donde se
han introducido algunos conceptos sobre espacios métricos, normados, asi como también la definicién
de una sucesién de Cauchy.
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Teorema 2.3.3. Sea P una matriz estocdstica n x n. Sea K = {R,...,R"} < R", donde
RY,...,R" son las filas deP. Sea [K] la envoltura convexa de K °. Por tiltimo, definimos

1
C:=-max||R' - R’||;.
2 ij

Entonces:
(i) C=1.
(ii) Sitodas las entradas deP son distintas de cero, entonces C < 1.
(iii) diam ([K]) :=supy e g l1x—ylh =2C.
(iv) Sea p(x) = xP. Entonces||p(x)— pWIh <Cllx—yl Vx,yeT.

Demostracion. (i) Como cada fila de P pertenece a T, entonces [|IR! = RI||; < |R!||; +
[IR/|ly =2 Vi, je{l,...,n} Por tanto,

| PR |
C=-max||R' -Ri|j<=-2=1.
2 i, 2

Vamos a probar (ii) en dos pasos. Primero, demostraremos que si existieran dos
vectores estocdsticos x, y tales que [|x — y|l; = 2, entonces algunas componentes de
dichos vectores serdn cero; segundo, procederemos por reduccién al absurdo ya que
si [|R! = R/||; = 2, entonces algunas componentes de dichos vectores serian cero, lo
cual es una contradiccién ya que todas las entradas de P son distintas de cero. Sean
entonces x = (x1,...,Xz) € y = (¥1,...,¥yn) € T tales que [|[x—yllh =2 =IxIL +1lylh ¥
consideremos los siguientes conjuntos:

A={ie{l,...n}lx;>y;} y B:={l,...n}\ A

Afirmamos que Ay B son conjuntos diferentes del vacio. En efecto, supongamos
por reduccién al absurdo que A = @, entonces B ={1,...,n} yasi x; < y; Vi. Entonces
¥i=x;+0;,cond; =0 Vi. Entonces

n n n n
Zyi=zxi+z5i$25i=0
i=1 i=1 i=1 i=1

yaque x,y € 7T.Como §; =0, de lo anterior se deduce que §; =0 Vi y por tanto, x; = y;
Vi, es decir, x = y. De aqui que ||x — yll; = 0 # 2, lo cual es una contradiccién. Ahora, si
B esvacio, x; > y; Vi. Entonces

n n
L=llxlli =) lxil> Y lyil =llyilli =1
i=1 i=1

yllegamos a una contradiccién. Probaremos ahora que necesariamente algunas com-
ponentes de x e y son nulas. En efecto,

n n n
Yolxil+ Y lyil=2=llx=yllh=)_Ixi—yil = ) (xi—y) + > (i — xi),
i=1 i=1 i=1

i€eA i€eB

5Recordemos que debido a la Proposicion 2.3.4, [K] no es més que el conjunto de todas las combina-
ciones convexas de las filas R1, ..., R"™.
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2.3. Matrices estocasticas regulares

asi, descomponiendo el miembro izquierdo de la primera igualdad, obtenemos

in+zxi+zyz'+zyi=in—zyz'+zyi—zxi

icA i€eB icA ieB icA icA ieB i€eB
Yy por tanto

Z(Zy,-+2xi)20:> Zyi+zxi:0‘
i€cA ieB i€eA ieB

En particular, y; =0 Vi€ Ay x; =0 Vi € B. Es decir, algunas componentes de x y de
y son cero. Finalmente, si suponemos que IR — RJ [l =2, algunas componentes de R!
y R/ son cero, lo cual es una contradiccién porque todas las entradas de P son distintas
de cero. Por tanto, ha de ser ||[R' — R/||; <2 y asi

| |
C=-max||[R' —Ri||j<=-2=1.
2 0 2

(iii) Sea ¢ := diam; ([K]). Tenemos que demostrar que = 2C. Recordemos que por
definicién, K < [K] y por tanto [K] contiene todos los vectores R’, i € {1,...n}. Asi,
obtenemos que
2C =nile]’1x||Ri —-RJ||; 6.

Vamos a probar que § <2C. Sea B(x,r) ={yeR" | ||y—x||; <r}labola cerrada en
R" centrada en x y radio r, respecto ala norma ||-||;. Por definicién de C, Ri e B(R/,20)
paracadai,je{l,...,n}. Como B(Rj,ZC) es convexo, entonces [K] < B(Rj,ZC) Vj,0
equivalentemente, RJ € B(x,2C) Vx € [K]. Como B(x,2C) es convexo, [K] € B(x,2C)
Vx € [K], es decir, ||x— y||; =2C Vx, y € [K] y asi se tiene que 6 < 2C.

(iv) Probaremos que si a = (ay,...,a,) € R" es tal que Z;’zl a; =0, entonces
llp(a)lly = Cllally. (2.21)

Después, tomando a = x— y, con x, y € T, obtendremos el resultado que se pide.
Sia=(0,0,...,0), la desigualdad (2.21) se satisface siempre. Supondremos entonces
que a es diferente del vector (0,0, ...,0) y ademads, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que ||al|; = 26, Notemos que, como

n
Zai: Z a; + Z a; =0,
i=1

a;>0 a;<0

entonces

Zai:—Zai.

a;>0 a;<0

Por otro lado,

n
2=llalh=Ylail= Y ai-Y ai=Y ai+ Y ai=2Y a,
i

a;>0 a;<0 a;>0 a;>0 a;>0

8Siempre lo podemos hacer en RY, ya que si a es tal que ||al| # 2, podemos redefinir un vector 4 tal

2a || _
Tall ‘—2'

que @= %, y asi se tiene que ||d|| = ‘
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2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

y por tanto ¥, 5o a; = 1, de donde obtenemos que

Zai:—Zaizl.

a;>0 a;<0

De esta manera, las combinaciones convexas

=Y aR y ¥'=-Y aR
a;>0 a;<0
pertenecen a [K] ya que por la Proposicién 2.3.4, la envoltura convexa de K coincide
con el conjunto de todas las combinaciones convexas de K. Entonces por el punto (i)
de este teorema,

/ /!
=[x =x"|lh =2C=Cllall.
1

n .
ZaiR’

i=1

llp(@)lli =laPlly =

Fijémonos en que Y7 (x; — y;) = 0 para todo x,y € 7 y por tanto estamos bajo las
hipétesis que conducen a la desigualdad (2.21); asi, tomando a = x — y y teniendo en
cuenta que la aplicacién p es lineal obtenemos

lpx=»lh =llpx)—pMIh <Cllx=yll, Vx,yeT.
O

Nota 2.12. El punto (ii) y (iv) del Teorema 2.3.3, nos esté diciendo que, en particular,
sila matriz P es regular, ya que todas sus entradas son diferentes de cero, entonces p es
contractiva con constante de contractividad C.

Nota 2.13. De acuerdo con la Notas 2.12, y teniendo en cuenta que 7 es un espacio
meétrico completo, resulta que la aplicaciéon p cumple todas las hip6tesis del Teorema
2.3.1. Por tanto, bajo las condiciones ya mencionadas en dicha nota, p tendrd un tinico
punto fijo que es atractor. Haremos especial referencia a esta nota en la Subsecciéon
3.3.1 del Capitulo 3.

A pesar de estar en estos momentos en disposicién de poder aplicar toda la teoria en
el Capitulo 3, iremos un poco mas alla, en el sentido de demostrar algunas equivalencias
relacionadas con las matrices regulares e irreducibles. Para ello, probaremos un lema
previo necesario para desarrollar un teorema posterior.

Lema 2.2. Sea p(x) := xP. Si P es una matriz estocdstica irreducible y existe w € T tal
que xP™ — w Y x € T, entonces todas las componentes de w son positivas.

Demostracion. Como xP™ — w Vx € T, en particular, e'P™ - wVi=1,..., n. Pero
e'P™ es la fila i-ésima de P™. Entonces, como cada fila de P’ converge a w, donde
w = (wy,..., wj,..., wy), en particular, el elemento P;.”j de la matriz P convergerd a w;

paracada j =1,...,n, es decir, PE.”?) — w;y como P es irreducible, por la Proposiciéon
2.2.1, wj >0 paratodo j = 1,..., ny por tanto todas las componentes de w son positivas.
O

Teorema 2.3.4. Sea P una matriz estocdstica n x n. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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2.3. Matrices estocasticas regulares

(i) P esregular.

(ii) Pesirreducibleylaaplicacionp:T — T, p(x) = xP tiene un punto atractorw € T,
estoes xP" — wVxeT.

(iii) Existe my > 0 tal que Y m = my, toda las entradas de P™ son distintas de cero.

Demostracion. (i) = (ii). Como P es regular, existe kg > 0 tal que todas las entradas de
P% son positivas, esto nos dice que todos los estados estan comunicados y por tanto P
es irreducible. Por el Teorema 2.3.3,

|

C=-max||R'"-R/||; <1,

2 0,
donde R, R?,..., R" son las filas de P%. Por tanto, p*o(x) = xP* es una aplicacién con-
tractiva con factor de contraccién C. Entonces por el Teorema 2.3.1, pko admite un
Unico punto atractor w € T y aplicando (i v) de la Proposicién 2.3.1, obtenemos que w
es un punto atractor de p.

(ii) = (iii). Como xP™ — w y P es irreducible, por el Lema 2.2, todas las compo-
nentes de w son positivas. Como e'P™ es la fila i-ésima de P™, entonces cada fila
converge a un vector cuyas componentes son todas positivas, lo que nos dice que todas
las entradas de P™" son distintas de cero. En otras palabras, existird my > 0 de manera
que P tenga todas las entradas positivas para todo m = my.

(iii) = (i). Es evidente por definicién de matriz estocdstica regular.
O

Nota 2.14. El hecho méas importante que cabe resaltar del Teorema 2.3.4, es que si P
es regular, entonces una potencia de la aplicacion p es contractiva. De esta manera,
observamos que estaremos en condiciones de poder aplicar el Corolario 2.3.2. En la
Nota 2.10, habiamos comentado que se haria alusién a dicho corolario mds adelante.
Asi pues, este es el momento en el que a través del siguiente resultado encontramos
una justificacién de haber incluido el Corolario 2.3.2 en nuestro trabajo.

Corolario 2.3.5. Bajo las condiciones del Teorema 2.3.4, se afirma lo siguiente:
(i) w es el tinico punto fijoenT de p.
(ii) Se satisface la siguiente cota superior:
1xP™ = wily =218 vm= k.

Demostracion. (i) Como w es un punto atractor de p, entonces por (iii) de la Proposi-
cién 2.3.1, tenemos que w es el tinico punto fijo de p.

(i) La aplicacién p* es contractiva con factor de contracciéon C < 1. Ademds, || x—y||; <

[lx|ly + [lyll; = 2 para todo x,y € T, lo que nos dice que diam(7") < 2 y por tanto T es
acotado. De aqui que, aplicando el Corolario 2.3.2 obtengamos

1p" 0 - wily <2¢ Bl vms k.
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2. CADENAS DE MARKOV REGULARES

La idea fundamental de estos dos tltimos resultados consiste en que si P es regular,
entonces la aplicacién p tiene un tinico punto fijo y, ademds, que una potencia de p es
contractiva, por lo que logramos aplicar el Corolario 2.3.2 el cual nos proporciona tam-
bién otra cota superior a la hora de aproximarnos al punto fijo. De aqui que, la matriz
de transicién de una CM sea decisiva en el estudio de este tipo de procesos estocdsticos.
En definitiva, en un proceso estocdstico determinado por una una CMR, siempre se
alcanzara una condicién de estabilidad, es decir, una distribucién de probabilidades
que a partir de un instante no varia con el tiempo.

En el Capitulo 3, presentaremos un modelo de un SMR al cual se asigna una tarea,
y se modelard mediante una CM que resultara ser regular. Por tanto, a dicho modelo se
podrd aplicar la teoria estudiada en en este capitulo.
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Alo largo del capitulo anterior, esencialmente, se ha visto que una CMR siempre es
estable, es decir, asint6ticamente se alcanzard un vector de distribucién que no varie
con el tiempo. En el presente capitulo se introducira al lector en conceptos relacionados
con la robética y, en especial, se verd como aplicar los conceptos vistos en el Capitulo 2
arobdtica.

La IE, un concepto ligado a la robética y que trataremos a lo largo de este capitulo,
se fundamenta en aplicar el funcionamiento del reino animal y la naturaleza. Pequefios
eventos o formas de actuar de algunos animales que para nosotros puedan parecer
insignificantes resultan ser fundamentales en el momento de resolver ciertos proble-
mas en robdtica. Muchos se preguntarén, ;cémo se puede dar este vinculo entre dos
aspectos tan diversos como lo son la robética y el mundo animal?. Algunos ejemplos
claros de esta situacion lo constituyen la construccién de nidos de hormigas, nidos de
avispas o la formacién de un enjambre de abejas. Todos los conceptos que se derivan
de la IE estan estrechamente ligados a conocer c6mo estos insectos se organizan de
una forma muy eficiente para llevar a cabo todas sus tareas.

Un SMR es un sistema compuesto por multiples agentes inteligentes que pue-
den ser utilizados para diversos fines. En este capitulo tendrdn que ejecutar una tarea y
dicho sistema se modelara mediante la IE y como un proceso sin memoria, ya que la
siguiente tarea a realizar por cada robot solo depende de la tarea que estd desempe-
fiando actualmente. La parte tedrica asentada en el Capitulo 2 permitird implementar
el modelo como una CM, al tratarse de un proceso sin memoria. Finalmente, al final
del capitulo actual mostraremos algunos experimentos, graficas y tablas en las que
estudiaremos la convergencia del modelo en funcién de algunos pardmetros.
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3. APLICACION A LA ROBOTICA

3.1 Inteligencia de enjambre

En esta secciéon ademads de describir algunos conceptos basicos que rodean el mundo
animal, en particular los insectos, daremos una breve explicacién de la importancia del
comportamiento de estos animales en un tema, en un principio, tan dispar como lo es
la robética.

3.1.1 Conceptos preliminares

De siempre, las sociedades de insectos han atraido al hombre, por lo que no es extrafio
que casi todos nosotros nos hayamos parado alguna vez a mirar cémo trabajan y haya-
mos quedado maravillados por su organizacion [9].

El comportamiento social es la conducta de una especie cuando sus miembros
interactiian unos con otros. De esta manera, introducimos el primer concepto, Euso-
cialidad. Este término tiene que ver con el nivel més alto de organizacién social que se
da en ciertos animales. Asi pues, nos referiremos a insectos eusociales, a aquéllos que
cooperen con el cuidado de crias, superpongan generaciones dentro de una colonia de
adultos y realicen una division eficiente de tareas. El término superponer generaciones
se refiere a que en un mismo nido conviven dos o mds generaciones.

Muchos animales se coordinan sin necesidad de un lider, basdandose solamen-
te en interacciones locales. Este fen6meno se conoce como Auto-Organizacién (AO). El
concepto de la AO puede ser aplicada a los insectos eusociales como por ejemplo en la
bisqueda de comida, construccién de nidos y divisién eficiente de tareas. Lo anterior
constituye un ejemplo de un sistema descentralizado, es decir, un sistema en el que el
conocimiento y la informacién se encuentran distribuidos entre todos los individuos
de la colonia.

De forma general se dice que la inteligencia colectiva es un proceso de apoyo
miutuo y colaboracién para la resolucién de problemas por parte de una comunidad,
especie de animales o grupo de personas. En cuanto a insectos se refiere, diriamos
que la inteligencia colectiva es una combinacién de los conceptos anteriores, es decir,
consiste en un sistema descentralizado y auto-organizado de insectos eusociales.

Las hormigas cortadoras de hojas, las hormigas tejedoras, las abejas, las avispas y las
termitas son algunos ejemplos de animales en cuyos comportamientos, la inteligencia
colectiva juega un papel importante en su desarrollo.

3.1.2 Modelo de comportamiento colectivo

Al parecer, el comportamiento individual de un insecto, podria diferir del comporta-
miento global de la colonia a la que pertenece, o en otras palabras, a priori no tienen
ninguna relacion.

Un insecto es un animal complejo: puede procesar bastantes entradas sensoriales,
modular su comportamiento de acuerdo a varios estimulos, incluyendo interacciones
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3.1. Inteligencia de enjambre

con compaferos de nido, y tomar decisiones en base a una gran cantidad de informa-
cion. Quiza la pregunta més dificil es como conectar el comportamiento individual con
el rendimiento colectivo. Dicho de otro modo, ;cémo se lleva a cabo esta cooperacion?
(véase pag. 6 de [10]); preguntas que tendrdn como respuesta el modelo de comporta-
miento colectivo presentado en este apartado.

El parrafo anterior da lugar a presentar una definicién de IE que serd clave en
este capitulo.

Definici6n 3.1.1 (Inteligencia de enjambre). Es la aparicion de un comportamiento
colectivo complejo a partir de la interaccién de comportamientos simples.

Los modelos basados en AO no excluyen la complejidad individual: estos modelos
muestran que en alguin nivel de descripcion es posible explicar el comportamiento
colectivo asumiendo que los insectos son entidades de interaccién relativamente sim-
ples. Por ejemplo, cuando se trata de volar desde un nido a una fuente de comida,
este proceso incluye mecanismos sensomotores complejos, pero lo que realmente nos
interesa es la fuente de comida colectiva y no el proceso de vuelo de un lugar a otro;
esto serd considerado un comportamiento simple, aunque a un nivel neurobiol6gico
de descripcidén regresar al nido verdaderamente no es una maniobra fécil de explicar.
La idea clave es que los modelos basados en AO asumen que puede ser posible explicar
algo aparentemente complejo en términos de procesos de interaccién simples. Asi pues,
los modelos basados en AO nos proporciona con potentes herramientas para transferir
el conocimiento de insectos eusociales al campo del disefio de sistemas inteligentes
(no biolégicos) ([10]).

Siguiendo con la analogia, una colonia de insectos eusociales es un sistema des-
centralizado de solucién de problemas, formado por muchas entidades de interaccién
parcialmente simples. Los problemas diarios, a los que se enfrentan los individuos de
una colonia son: busqueda de comida, construccién o ampliacién de un nido, divisién
eficiente de tareas entre individuos, alimentacion eficiente de crias, responder a retos
externos, etc. Una de las caracteristicas mdas importantes de los insectos eusociales
es que pueden resolver estos problemas de una forma flexible y sélida: la flexibilidad
permite la adaptacion a ambientes variables, mientras que la solidez dota a la colonia
con la habilidad de funcionar incluso si algunos individuos fallan al realizar sus tareas
asignadas. Finalmente, los insectos eusociales tienen habilidades cognitivas limitadas;
por lo tanto, es simple disefnar agentes fisicos (no biol6gicos) cuyo comportamiento
simula, de cierta forma, al de los insectos eusociales ([10]). Por agente fisico entende-
mos un dispositivo dotado de movimiento. En lo sucesivo asumiremos que los agentes
fisicos seran robots.

A pesar de la teérica simplicidad para disefiar robots, es necesario tener en cuenta
que han habido muy pocas aplicaciones de inteligencia de enjambre que hayan sido
desarrolladas. Una de las principales razones de la falta de éxito en este campo se
debe a que la solucién a estos problemas no esté predefinida sino que depende de las
interacciones entre individuos, y entre individuos y su entorno, asi como también del
comportamiento de cada individuo. Por lo tanto, para predecir el comportamiento de
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un sistema de IE se requiere de un exhaustivo conocimiento no solo de los comporta-
mientos individuales que deben ser implementados sino también de las interacciones
que se necesitan para producir el comportamiento global buscado (vedse [10] para més
detalles).

Un camino posible, tal y como se propone en este trabajo, consistird en consi-
derar un SMR sin memoria, es decir, suponer que la ejecucion de la siguiente tarea a
realizar depende solamente de la tarea actual que se esté realizando. Este es exacta-
mente el concepto que abarca una CM, donde el conjunto de estados estara formado
por: realizar la tarea o no realizar la tarea; y las probabilidades de transicién vendran
determinadas por lo que mas adelante definiremos como funcién de respuesta del
robot (agente).

La funcién de respuesta dependera de ciertos pardmetros que se basardn en dos
aspectos: el estimulo que tenga un robot por realizar una tarea especifica y los umbrales
de respuesta, concepto relacionado con lo activo que puede ser un robot. Por ejemplo,
si un robot tiene como umbral de respuesta 2 y como estimulo 5, quiere decir que el
estimulo es mayor que el umbral y por ello dicho robot realizar4 la tarea asignada. En
otras palabras, si el estimulo supera el umbral, entonces el robot ejecuta la tarea y en
caso contrario no la realizara.

En general, cada robot puede tener asociado un umbral de respuesta diferente
en funcién del tiempo, al igual que el estimulo, pero en nuestro estudio y diferentes
experimentos que realizaremos, tanto el umbral de respuesta como el estimulo ser4 el
mismo en cada instante de tiempo para cada robot que constituye el sistema. De esta
forma, la CM del modelo, nos proporcionaré informacién del estado de un robot en un
instante de tiempo.

Estas primeras ideas del modelo, las vamos a definir mas adelante de una ma-
nera mds formal. Sin embargo, una primera cuestiéon en la que podriamos pensar
radica en cémo definir una distribucién de probabilidades de forma que simule el
comportamiento de dichos robots. Es aqui donde se pone de manifiesto el uso de las
funciones basadas en umbrales de respuesta, o simplemente funciones de respuesta.

3.2 Funciones basadas en umbrales de respuesta

Antes de introducir cualquier definicién, es necesario tener en cuenta que el enfoque
de este modelo no es conocer la naturaleza del estimulo asociado a una tarea, sino més
bien en c6mo un individuo pasa a realizar la tarea en cuestion, dada la exposicion al
estimulo asociado. Asi pues, las nociones que mencionamos anteriormente de estimulo
y umbrales de respuesta, van a estar relacionadas con las probabilidades de transicién
del modelo.

Empezaremos por definir qué es un estimulo.

Definiciéon 3.2.1 (Estimulo). Un estimulo s es la intensidad de un incentivo asociado
con una tarea particular.
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De este modo, s puede ser una concentracién quimica. Por ejemplo si la tarea
consiste en alimentacién de larvas, entonces el estimulo asociado podria ser la emision
de feromonas, ya que éstas se emiten para dejar rastro y poder llegar a la fuente de
alimentacion, o una funcién de la distancia a una tarea (veédse [4]). En este tltimo
ejemplo nos centraremos en los experimentos que veremos en la Secci6n 3.5.

Un umbral de respuesta 6, es una variable que determina la tendencia de un robot
(agente) para responder al estimulo s y realizar la tarea asociada. De forma mads precisa
presentamos la siguiente definicién.

Definicién 3.2.2 (Umbral de respuesta). Un umbral 0 debe ser tal que la probabilidad
de respuesta sea baja para s < ' 0 y alta para s > 0.

En otras palabras, si el estimulo es muy pequeifio respecto del umbral, entonces la
idea intuitiva es que el robot (agente) no se siente suficientemente estimulado para
realizar la tarea y esto se traduce en que la probabilidad de respuesta del robot debe ser
baja.

A la luz de lo expuesto, la anterior propiedad es el factor clave en el que se ba-
sardn las funciones de respuesta. En los siguientes apartados veremos dos ejemplos
concretos de funciones de respuesta: la funcién de respuesta semi-logaritmica y la
funcion de respuesta exponencial.

3.2.1 Funcién de respuesta semi-logaritmica

Definicién 3.2.3 (Funcién de respuesta semi-logaritmica). Una funcion de respuesta
semi-logaritmica Ty(s) es aquélla que satisface el requerimiento exigido por un umbral
de respuesta 0 y viene dada por

n

S
Ty(s) = ———,
0(s) sh+0n

donde n € N con n = 1 determina la inclinacién de la curva de respuesta y s es un
estimulo.

(3.1)

Posteriormente, Ty (s) serd considerada como la probabilidad de transicién del
modelo.

Cuanto mads grande es n, mas inclinada es la curva de respuesta. Realizaremos
a continuacién un breve estudio de la funcién (3.1) para hacernos una idea de su
comportamiento. Para empezar, Tp(0) =0y
] ] s"
S To( = lim Grgn = b
por lo que Ty(s) tiene una asintota horizontal en Ty(s) = 1. Por un lado, Te’(s) >0Vs
(Ty(s) es creciente), y por otro lado

nn-1) (GnSZn—Z + QZnSn—Z) _ 2n29n82n—2
(s"+6")3 '

1E] simbolo < significa, en este caso, que el estimulo s es suficientemente pequefio respecto de 6.
2E] simbolo > significa, en este caso, que el estimulo s es suficientemente grande respecto de 6.

Ty (s) = (3.2)
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Ahora, si Té’(s*) =0y Té”(s*) # 0 para algin s* > 0, entonces el punto de inflexién
vendra dado por s*. En efecto, para que (3.2) sea cero, ha de pasar que

0 n(n-1)(0"s*"2 +0*"s""2) - 2p?0" s*"2

n20n82n—2 + n202nsn—2 _ nenSZn—z _ n02nsn—2 _ 2n20n52n—2

— _nzenSZn—Z + n262nsn—2 _ nenSZn—Z _ n02nsn—2

s"72(-n%0"s" + n?0%" — nO"s" — no*"),

de donde se deduce que

no"s" + n20"s" = n%0*" - ne*"
s"n*(n+1) = nb**(n-1)
o= gn n-1
n+l

s = B(H_l)n.
n+1

n—-1
n+l

Por tanto, tomando

1
n

’

3*29(

se tiene que T, (s*) =0y T}"(s*) # 0 °. Por tanto, Ty alcanza un punto de inflexion s*
para cualquier n > 1.

Alo largo del trabajo, emplearemos (3.1) en el caso n =2 tal como en [1, 4]. Enla
Figura 3.1 podemos observar una gréfica de la funcién (3.1) con n = 2 para distintos
valores de 6.

El significado de 8 queda perfectamente reflejado en las curvas de respuesta semi-
logaritmicas de la Figura 3.1. En efecto, para s « 0, la probabilidad de pasar a realizar
una tarea es cercana a 0 (poco probable que dicho robot realice la tarea), y para s > 0,
esta probabilidad estd muy cerca de 1, es decir, como el estimulo del robot hacia la
tarea a realizar es grande y el umbral pequefio, entonces es muy probable que el robot
pase a ejecutar la tarea. Fijfémonos que cuando s = 6, se tiene que Ty (0) = %, es decir, la
probabilidad de que pase a realizar la tarea es exactamente % (vedse pag. 756 de [4]).

Una idea intuitiva de umbral de respuesta, nos dice que si un umbral es méas peque-
o que otro, entonces la probabilidad de que un robot pase a realizar la tarea con el
umbral més pequefio sea mds alta que con el umbral grande para un estimulo fijado.

3Debido a la extensién de este cdlculo y que no tiene relevancia en el trabajo, se ha omitido dicha
comprobacién; sin embargo, se puede verificar mediante cualquier software matemadtico.
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30 40 50 60 70 80

Figura 3.1: Gréafica de funciones de respuesta semi-logaritmicas con diferentes umbrales
(0=1,5,10,20,50), y n =2.

Dado sy n, si 07 < 0>, entonces (s +0]") < (s" +0}) y por tanto Ty, (s) > Tp,(s). En
otras palabras, para valores bajos de 6 es mas probable que los robots respondan al
estimulo que con valores de 8 mas altos (vedse pag. 172 de [2]).

Todo parece indicar que la familia de funciones de respuesta (3.1), cumple con las
especificaciones exigidas por un umbral de respuesta. Sin embargo, la definicién de
umbral dada anteriormente no exige un cambio en la concavidad, por lo que es natural
pensar en otro tipo de funciones de respuesta. Un ejemplo importante es la funcion de
respuesta exponencial (vedse pag. 756 de [4]), la cual exponemos a continuacion.

3.2.2 Funcién de respuesta exponencial

A continuacién introducimos una funcién de respuesta que no presenta cambios en la
concavidad.

Definici6n 3.2.4 (Funcion de respuesta exponencial). Una funcion de respuesta expo-
nencial es aquélla que satisface el requerimiento exigido por un umbral de respuesta
viene dada por

Dlen

Ty(s)=1—e77, (3.3)

donde s es un estimulo.

Para una interpretacién biolégica de este tipo de funciones de respuesta se puede
consultar la pagina 758 de [4].

Si hacemos un pequeno anadlisis de la funcién (3.3) obtenemos que, Ty(0) = 0
y que

S

! 1 _s
Tg(s) = ée >0
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3. APLICACION A LA ROBOTICA

lo que nos asegura que este tipo de funcion es creciente. Ademads,

lim (1 — e‘g) =1,
§—+o00

y de esta manera ya tenemos la suficiente informacion para realizar una representacién

grafica. En la Figura 3.2, se muestra la representacion gréfica de (3.3) para diferentes

valores de 6.

0.8

0.6H:
| —0=0.1
[er] : —
=l v = 0.25
0=0.5
g T 9=1
0.2}
-—0=5
7 8 g 10

Figura 3.2: Grafica de funciones de respuesta exponenciales con diferentes umbrales
(6 =0.1,0.25,0.5,0.5,1.5).

Como podemos observar en las graficas de la Figura 3.2, las funciones de respuesta
exponenciales no presentan cambios en la concavidad. Asi mismo, observamos que la
probabilidad de pasar a realizar una tarea es pequefia si s < 8 y cercana a1 si s > 0.
Por tanto, el umbral de respuesta asociado a este tipo de funciones también satisface la
Definicién 3.2.2, aunque no haya un cambio en la concavidad.

Ademas, sif; < 0,, entonces % < H—Sl, y por tanto eié < eié, es decir, Ty, (s) > Tp, (s),
por lo que se mantiene la idea intuitiva de que cuanto mas pequefio sea el umbral de
respuesta, la probabilidad de pasar a ejecutar una tarea es més alta que si el umbral es
mads grande.

A partir de ahora, vamos a fijar las bases del modelo final. Para ello, nos centrare-
mos en sistemas multi-agentes donde los agentes son robots, cuyo objetivo es realizar
una tarea de modo colectivo, y emplearemos las CMR para modelar la evolucién de
dicho sistema. Llegados a este punto, cabe destacar el hecho de que la visién formal
matemadtica del modelo mencionado no ha sido desarrollada en las referencias que se
han seguido para la elaboracién de este trabajo ([1, 2, 4]).

3.3 Modelo a partir de una Cadena de Markov

Alo largo de este capitulo hemos hablado de diversos aspectos tales como inteligencia
colectiva, de c6mo este concepto es utilizado para establecer una analogia con el disefio
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de sistemas inteligentes y, sobre todo, de la importancia de los pardmetros (estimulo y
umbral) en el comportamiento de los robots que conforman el sistema. Es importante
hacer énfasis en el hecho de que no es primordial conocer el origen de los parametros,
sino tener en cuenta que estamos interesados en c6mo un robot abandona una tarea
para pasar a realizar otra, o por el contrario, se queda realizdndola. Es en este momento,
donde entra en juego el papel de las funciones de respuesta, que estdn estrechamente
ligadas a probabilidades de transicion.

3.3.1 Funcién de respuesta como probabilidad de transici6én

En nuestro modelo, ¢ tendremos un conjunto finito de robots dispuestos a realizar una
Unica tarea a lo largo del tiempo. Ademads, como la tarea se va ejecutando a lo largo del
tiempo, vamos a considerar que se trata de un proceso sin memoria, es decir, el estado
futuro de cada robot depende solamente del estado actual de dicho robot, hip6tesis
crucial que permitird modelar el proceso como una CM.

El estimulo s que cada robot tiene hacia la tarea serd constante, de la misma forma
que lo serd el umbral 8. Nos centraremos entonces en fijar la probabilidad de que un
robot pase a realizar dicha tarea.

Notemos que el modelo adoptado es un proceso meramente estocdstico ya que a lo
largo del tiempo el sistema estara descrito de la forma siguiente: sea X, el estado de
un robot en el instante 7. El conjunto de estados S del proceso estd formado por dos
elementos: realizar la tarea o no realizar la tarea, asi S = {1, 2}. De este modo,

X, =1 siunrobotno realiza la tarea en el instante n,
» =2 siunrobot realiza la tarea en el instante 7.

Dado que el proceso estocéstico {X, : n €N} lo hemos modelado como un proceso
sin memoria, a continuacién fijamos las probabilidades de transicién como sigue:

2

P(Xn+1=21X,=1) =Ty(s) = 2102 3.4)

Obsérvese que estamos empleando la funcién de respuesta semi-logaritmica con

n = 2 como probabilidad de transicion, o dicho de otra manera, como probabilidad

de ejecucion de realizar la tarea. Este supuesto se ha realizado de acuerdo con [1, 4].

Entonces (3.4) refleja la probabilidad de que un robot pase a realizar la tarea dado que

anteriormente no la estaba realizando. De la misma forma, un robot dejard de estar
activo, es decir, dejaré de realizar la tarea con probabilidad g:

P(Xp1=1X,=2)=q. 3.5)

Recordemos que todo proceso estocdstico, dadas las probabilidades de transicion,
tiene asociada una matriz de transicién P. Ademas, el proceso estocdstico {X,, : ne N}
es un proceso homogéneo ya que las probabilidades de transicién no dependen del

4Utilizaremos también la palabra “sistema” para referirnos al modelo y emplearemos ambos términos
indistintamente a lo largo del trabajo.
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3. APLICACION A LA ROBOTICA

tiempo. Entonces, segtin la Subseccion 2.2.3 donde se define un proceso estocdstico
homogéneo, podemos escribir
2
Pl=—"_ y P’=y. (3.6)
s2+62
De (3.6) se sigue que la matriz de transicién en un paso del proceso viene dada por

2 2

1-S- 5
24602 $2+62
P= . 3.7)
q l-q
Teniendo en cuenta la Definicién 2.3.4 de matriz estocéstica regular, concluimos
que la matriz P es regular y por tanto el proceso se trata de una CMR. Es momento de
recordar también la aplicacién p estudiada a lo largo del Capitulo 2:

p: T—T
x+— xP (3.8)
donde P es la matriz regular (3.7) y en nuestro caso
T: {x: (xl’xZ) E[Rz | x1,xZ 20, XI +x2 = 1}.

Importancia de la convergencia en robética

De acuerdo a la Nota 2.13, nuestro modelo tiene un tinico punto fijo atractor. En
otras palabras, existird una distribucién de probabilidad que serd constante a partir
de un cierto instante. Recordemos que es una convergencia asintdtica y por tanto
la estabilidad del proceso se puede dar en el infinito, lo que quiere decir que llegara
un momento a partir del cual, la probabilidad de que un robot ejecute una tarea sea
siempre la misma, o equivalentemente, que el sistema ha alcanzado una estabilidad
concreta, poniendo de manifiesto que este hecho se da para cualquier condicién inicial.

A partir de la CM determinada por la matriz de transicién (3.7), podemos estu-
diar la evolucién del sistema, es decir, su comportamiento a lo largo del tiempo. Sin
embargo, la importancia de encontrar un punto fijo en robdtica radica en el hecho de
que a partir de un cierto instante, podremos conocer el comportamiento definitivo de
un robot, ya que dicho comportamiento no cambiara.

La aplicacién p no solo tiene un tnico punto fijo atractor sino que ademas el
Teorema 2.3.1 nos proporciona un algoritmo para construirlo, tal y como se menciona
en la Nota 2.8. La forma de construirlo serd trascendental para la culminacién de este
trabajo, ya que sobre este algoritmo se fundamentaran los distintos experimentos que
realizaremos en la Secci6n 3.5.

3.4 Descripcion de laimplementacion

En esta seccién presentaremos la base tedrica del algoritmo principal que se encuentra
implementado en el Apéndice B. Dicho algoritmo nos permitird determinar el punto
fijo del proceso estocdstico en cuestion y las cotas del error proporcionadas por el
Teorema 2.3.1. Ademas, se ilustrard la explicacién proporcionada en la Nota 2.9.
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3.4.1 Algoritmo iterativo proporcionado por Banach

En la demostracion del Teorema 2.3.1, se construye la sucesion de iterados xj := f kx),
teniendo en cuenta que xq = f°(x) = x, donde f es una aplicacién contractiva. Enton-
ces en dicha demostracioén, se construye el punto fijo como el limite de la sucesién de
iterados.

Es necesario recordar algunas notaciones. En nuestro caso la condicién inicial,

es decir, la probabilidad de que un robot realice o no realice la tarea en el instante 0,
viene dada por el vector

7(0) = (P(Xo = 1),P(Xo = 2)). 3.9

Ademads, segtin la Nota 2.1, se tiene que
n(n) = (0)P", (3.10)

y por tanto la distribucién de probabilidades de la variable aleatoria X;, viene dada por
la distribucién inicial y la matriz de transiciéon P.

En nuestro caso, teniendo en cuenta que 7(0) = po (x) = x, la sucesién de itera-
dos descrita por la demostracién del Teorema 2.3.1 es la siguiente:

pl@@©) = =mO)P
p*(©) = m(OP?
p"*(x(0) = n(0)P",
y por tanto
p" ((0)) = (n) = n(0)P". (3.11)

Las igualdades descritas en (3.11) establecen que para conocer el vector de distri-
bucién de la variable aleatoria X;,, basta iterar n veces la aplicacién p. Dicho de otra
manera, si queremos conocer la probabilidad de que un robot ejecute la tarea o no, en
un instante cualquiera n, debemos iterar n veces la aplicacién p.

Ahora bien, si w € T es el punto fijo en cuestién, entonces gracias al Teorema
2.3.1, se tiene que
lim p"(7(0)) = lim 7(0)P" = w (3.12)
n—oo n—oo

para cualquier condicién inicial 7(0) € 7.

Todo lo anterior expone claramente una forma de construir el punto fijo. En el
siguiente apartado veremos una implementacién de este algoritmo con Matlab.
3.4.2 Condicion de convergencia en la implementacion

En la subseccién anterior hemos visto y detallado que el punto fijo lo podemos construir
a partir de la sucesion de iterados {p”" (x)},>1. Pero, ;hasta qué instante debemos iterar
la aplicacion p?. Pues bien, si dos iterados consecutivos son iguales, esto es,

p"(m(0)) = p" (7 (0) = w, (3.13)
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entonces se tiene que w € 7 es un punto fijo de p. En efecto,
w=p"™ @) = p(p"@(0) = pw),

lo que implica que w es un punto fijo de p que, a su vez, es atractor. Ademads, como la
matriz de transicién P es regular, w serd el tiinico punto fijo de p.

La condicién (3.13), serd el criterio de parada que utilizaremos para obtener la
convergencia de la CM. Los diferentes scripts de la implementacién se pueden consul-
tar en los apartados B.1, B.3, B.6, B.7 del Apéndice B. Estos scripts se utilizardn para
distintos fines.

Los scripts relacionados con la cota previa y la cota posterior del error, de acuerdo
con la Nota 2.9, serdn expuestos en detalle en los apartados B.5, B.4, B.6, B.7 del Apéndi-
ce B.

En la siguiente seccién presentaremos un conjunto de experimentos y resulta-
dos con el fin de estudiar la convergencia de la CM dada por la matriz de transicién
(3.7), para diferentes valores del umbral 8, diversos estimulos y en caso de que no
converja en el tiempo (iteraciones) requerido, seremos capaces no solo de determinar
cudn cerca “estamos” del punto fijo (distribucién de probabilidad), sino también de
acercarnos con la precisién que se desee.

3.5 Evaluacion de resultados

Antes de profundizar en el conjunto de experimentos, vamos a realizar un pequefio
ejemplo, para adentrarnos en el tema de la convergencia y sobre todo interpretar qué
significado tiene la asignacion de tareas a robots. Es importante destacar que, al igual
que se ha hecho en el Apéndice B, todos los resultados mostrados tienen una precisiéon
de 15 decimales.

Ejemplo 3.1. Supongamos que la distribucidn inicial del sistema viene dada por
7(0) = (0.7,0.3),

esto es, la probabilidad de no realizar la tarea es 0.7 y la de ejecutar la tarea es 0.3, ambas
probabilidades en el instante 0. Hemos ejecutado el script B.1 del Apéndice B con s = 10
y 8 =0.5. Matlab arroja como resultado el vector

w =(0.231212761868153,0.768787238131846)

en la iteracion 31. Esto quiere decir que tras 31 pasos, la probabilidad de que el robot se
encuentre en el estado 1 (no ejecutar la tarea) es de aproximadamente 0.23 y la probabi-
lidad de que se encuentre en el estado 2 (realizar la tarea) es de aproximadamente 0.77.
Dicho de otra manera, tras 31 unidades de tiempo, el 23 % de las veces el robot no estara
realizando la tarea y el 77 % restante la estara realizando. Entonces, lo que hay que
resaltar de este hecho es que dicha probabilidad no cambia a partir del instante 31; por
tanto en el instante 32 serd la misma probabilidad, en el instante 33 serd idéntica, y asi
sucesivamente; por lo que se dice que el sistema es estable a partir de dicho instante.
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Alo largo de esta seccidn, presentaremos diversos ejemplos en los que el objetivo
principal serd siempre encontrar la distribucién de probabilidades estable (el punto
fijo) de la CM dada por la matriz de transicion (3.7). También podremos verificar, cuan-
do no converja, cudn préximos “estamos” del punto fijo o determinar la convergencia
con la precisién que queramos.

A continuacién estudiaremos cémo influye la probabilidad g = P(X,4; = 1|X,, =2)
en el nimero de pasos necesarios para converger.

3.5.1 Influencia de la probabilidad de transicién g en la convergencia

Como ya hemos anunciado anteriormente, en este apartado se realizardn algunas
pruebas para los siguientes valores de g: 0.3, 0.6 y 0.9; mostrando los resultados a través
de algunos histogramas en los que el eje de ordenadas representa el nimero de veces
que ha convergido el sistema y el eje de abscisas el nimero de iteraciones. Como la
convergencia se da para cualquier condicién inicial todo el estudio sucesivo 1o hemos
hecho tomando como condicién inicial

7(0) = (P(Xp =1),P(Xp =2)) =(0.7,0.3).

Para generar cada histograma hemos utilizado el script B.1 del Apéndice B.
Casog=0.3

El procedimiento que se sigue para generar el vector numConvergencias el cual contiene
el conjunto de datos para generar el histograma, es el siguiente:

¢ Fijamos q = 0.3, que es la probabilidad de que un robot deje de estar activo.

¢ Para cada umbral 6, se fija un estimulo s. El incremento de 0 es de 0.5 hasta 5 y el
de s es de 20 hasta 1000.

¢ Empieza la evolucién de la CM hasta su convergencia.

* Se guarda un valor en el vector numConvergencias que corresponde con la itera-
cién en la que ha convergido, o en su defecto, un —1 si no ha convergido en un
maximo de 10000 iteraciones.

* Alfinal del proceso, el vector numConvergencias contiene 500 valores a partir del
cual obtenemos el histograma de la Figura 3.3.

En la Tabla 3.1 se muestra el contenido del vector numConvergencias y las fre-
cuencias absolutas y relativas. Asi por ejemplo, vemos que en 101 veces las cadenas
de Markov correspondientes han convergido en 19 iteraciones, representando dicha
cantidad un 20.20 % de las veces. Podemos también observar que no hay ninguna CM
que no converja ya que para ningin valor de 6 y s se ha guardado el valor —1 en el
vector numConvergencias. Asi mismo, el mayor niimero de convergencias se encuentra
entre los pasos 17 y 21.
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Histograma con g=0.3
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Figura 3.3: Histograma del vector numConvergencias con g = 0.3, 0 <0 <5 con in-
crementos de 0.5, 0 < s < 1000 con incrementos de 20. El vector numConvergencias

contiene 500 valores.

numConvergencias | Frecuencias absolutas | Frecuencias relativas

1 0 0.00%

13 0 0.00%

14 3 0.60%

15 11 2.20%

16 16 3.20%

17 60 12.00%
18 70 14.00%
19 101 20.20%
20 64 12.80%
21 62 12.40%
22 37 7.40%
23 24 4.80%
24 19 3.80%
25 22 4.40%
26 7 1.40%
27 3 0.60%
28 0 0.00%
29 0 0.00%
30 0 0.00%
31 1 0.20%

Tabla 3.1: Frecuencias absolutas y relativas del vector numConvergencias en el caso
q=0.3.

Caso g =0.6

Realizaremos el mismo proceso anterior pero fijando g = 0.6. Para cada 6 y para cada s
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tendremos una CM y estudiaremos su evolucién hasta su convergencia.

Histograma con g=0.6
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Figura 3.4: Histograma del vector numConvergencias con g = 0.6, 0 < 8 <5 con in-
crementos de 0.5, 0 < s < 1000 con incrementos de 20. El vector numConvergencias
contiene 500 valores.

En la Figura 3.4 se muestra el histograma correspondiente a los valores que contiene
el vector numConvergencias, con incrementos de 6 de 0.5 hasta 5 e incrementos de
s de 20 hasta 1000. En dicha figura podemos observar que hay algunas cadenas de
Markov que no convergen y una gran mayoria que converge entre 35 y 50 pasos. Asi
pues, vemos que tarda méas en converger que en el caso g = 0.3.

Caso g=0.9

Siguiendo la misma idea que en los dos casos anteriores, esta vez con g = 0.9, para
cada 6 fijamos un estimulo s, y procedemos con la evolucién de la CM correspondiente.

Histograma con g=0.9
350 . —

Frecuencias absolutas

-1 19 39 59 79 99 119 139 159 179 199 219 239 259
Numero de iteraciones

Figura 3.5: Histograma del vector numConvergencias con g = 0.9,0 < 6 <5 con in-
crementos de 0.5, 0 < s < 1000 con incrementos de 20. El vector numConvergencias
contiene 500 valores.

En la Figura 3.5 se puede contemplar el histograma que contiene los datos agru-
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pados, correspondientes a los valores del vector numConvergencias, con incrementos
de 6 de 0.5 hasta 5 e incrementos de s de 20 hasta 1000. En dicha figura podemos
observar que se presenta un gran incremento en el nimero de cadenas de Markov que
no convergen. Ademads, el tiempo de convergencia ha aumentado considerablemente
en comparacion a los casos g =0.3y g = 0.6.

En definitiva, podemos deducir que hay una influencia de la probabilidad de tran-
sicién P(X,4+1 = 11X, = 2) = g en la convergencia de la cadena. Esto es, cuanto mads
probable es que el robot abandone la tarea que estd realizando para estar inactivo,
entonces la convergencia de la cadena se da en un nimero més elevado de pasos que
para valores pequeios de g.

Hasta el momento hemos hablado de la influencia de g en la convergencia de
la cadena. Otra cuestion interesante es saber c6mo influye la evolucion del estimulo
(con un umbral fijado) en la convergencia de la cadena. Este estudio lo haremos en el
apartado siguiente.

3.5.2 Convergencia en funcién del estimulo fijado un umbral

En el apartado anterior vimos el desarrollo de distintas cadenas de Markov para di-
ferentes valores de 0 y s, concluyendo que cuanto mds grande sea g mds tarda en
converger. Para fijar ideas, como con el valor g = 0.6 hemos obtenido una convergencia
“equilibrada”, en el sentido de que unas pocas no convergen y la mayoria si convergen,
a partir de ahora, en los experimentos subsiguientes hemos decidido fijar g = 0.6. Para
la obtencion del resultado hemos utilizado el script B.2.

En la Figura 3.6 se muestra una grafica de estimulo vs ntimero de iteraciones ya que
nuestro objetivo es estudiar el ntimero de iteraciones en el cual la CM correspondiente
converge dado un estimulo, teniendo en cuenta que el valor de 6 esté fijado en 0.5.
Entonces en este caso, el procedimiento es como sigue:

* Fijados los valores g = 0.6 y 8 = 0.5, el estimulo s va a variar de 20 hasta 1000 con
incrementos de 20.

e Comienza el proceso de evolucién de la CM correspondiente.

 Si converge, se guarda en el vector numConvergencias la iteracién en la que ha
convergido. Si no converge, se guarda un —1.

De este modo, suponiendo que el primer estimulo es 20 y que la CM ha convergido en
75 iteraciones, entonces en nuestra grafica de la Figura 3.6, el primer punto correspon-
deria con el par (20, 75).

Asi pues, en la Figura 3.6 podemos contemplar que a medida que aumenta el
estimulo, se necesitan menos iteraciones para la convergencia de la cadena. Los picos
son debido a que para algunos valores de s la cadena no ha convergido, y por tanto a
dichos valores de s se les asigna un -1. Podemos deducir entonces, que en 4 ocasiones
no ha convergido.
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Convergencia en Funcion del Estimulo
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Figura 3.6: Gréfica estimulo vs nimero de iteraciones, g = 0.6, 0 = 0.5, 0 < s < 1000 con
incrementos de 20. Se han representado 50 pares de puntos de la forma (s, iteracién).

3.5.3 Elinverso de la distancia como un estimulo

Alolargo de la Seccion 3.2 mencionamos que pueden haber diversos tipos de estimulos,
y que en general, se podria decir que un estimulo es cualquier sefial cuantitativa que
puedan percibir los robots. En nuestro caso, vamos a suponer que el estimulo es el
inverso de la distancia que hay entre un robot y la tarea a realizar, esto es, s = %. El
estimulo anterior es constante, es decir, no depende del tiempo.

Notemos que la eleccion del estimulo como s = é refleja que a mayor distancia,
menos estimulo tiene el robot para realizar la tarea. Esta nueva forma de tomar el
estimulo coincide con la apreciacién mds natural, es decir, si la tarea se encuentra lejos
de donde esté localizado el robot, éste se sentird poco estimulado para ejecutarla.

En los siguientes puntos, nos disponemos a estudiar la influencia de la distancia en
la convergencia de la CM correspondiente. Efectuaremos diversas pruebas fijando un
valor de 6 y variando la distancia d. A continuacioén, a través de los siguientes apartados
visualizaremos el conjunto de pruebas mencionado y en cada uno de ellos utilizaremos
el script del apartado B.3 del Apéndice B.

Pruebascon 0 =0.5y0<d <40
Para llevar a cabo este apartado, fijaremos 6 = 0.5 y d variard entre 2 y 40 con in-
crementos de 2. Asi mismo, recordemos que como valor de g hemos elegido ¢ =0.6,y
que empezamos con la condicién inicial 7(0) = (0.7,0.3).

En la Figura 3.7, podemos apreciar que para los primeros valores de d, a medi-
da que aumenta la distancia, las cadenas correspondientes tardan en converger, y que a
partir de un cierto valor de d, el instante en el que converge va disminuyendo a medida
que aumenta d.

A continuacién ampliaremos el rango de la distancia para observar qué comporta-
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Convergencia en Funcion de la Distancia
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Figura 3.7: Gréfica distancia vs nimero de iteraciones, ¢ = 0.6, 8 = 0.5, 0 < d <40 con
incrementos de 2. Se han representado 20 pares de puntos de la forma (d, iteracién).

miento tiene la convergencia en funcion de dicha distancia.
Pruebas con 0 =0.5y0<d <100

El motivo por el cual hemos ampliado el rango de la distancia hasta 100, es para com-
probar sila tendencia decreciente a partir de un cierto valor de d se sigue manteniendo.

En la Figura 3.8 podemos contemplar que al aumentar la variable d hasta un limite
de 100, se tiene que, a partir de un cierto momento, el nidmero de iteraciones en el que
se da la convergencia disminuye notablemente.

Convergencia en Funcion de la Distancia
34 VAN ‘ ‘ ‘ : :

L Il 1 L L
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Figura 3.8: Gréfica distancia vs nimero de iteraciones, g = 0.6, 8 = 0.5, 0 < d < 100 con
incrementos de 2. Se han representado 50 pares de puntos de la forma (d, iteracién).

En las Figuras 3.7 y 3.8 se pone de manifiesto que a partir de un cierto valor, a
medida que aumenta la distancia, en general, las cadenas de Markov asociadas a la
matriz de transicién (3.7), convergen mds rapido. En otras palabras, cuanto menor
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3.5. Evaluacién de resultados

estimulo sienta el robot para ejecutar la tarea, el sistema tarda menos en estabilizarse.
Si nos fijamos, dicha conclusién podria entrar en discordancia con la intuicién. Es decir,
al inicio de esta subseccién habiamos comentado que fijar el inverso de la distancia
como un estimulo, implicaba que a mayor distancia, menor estimulo, y por tanto se
podria pensar que el sistema tardard més tiempo en estabilizarse; pero como acabamos
de apreciar en las dos graficas anteriores, a mayor distancia el modelo converge en
menos iteraciones a partir de un cierto valor d.

Todo lo anterior expone que el hecho de que el sistema converja depende no solo
del estimulo sino también de otros factores tales como la probabilidad de transicién
g v el umbral 6. En los siguientes experimentos, reproduciremos los dos ejemplos
anteriores pero cambiando del umbral 8 = 0.5 al umbral 8 = 1.5, todo ello con el fin de
observar si hay algiin tipo de cambio en el comportamiento de la convergencia.

Pruebasconf =15y0<d <40

En este conjunto de pruebas se ha fijado 8 = 1.5 y se ha variado d desde 2 hasta
40 en incrementos de 2.

Convergencia en Funcién de la Distancia
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Figura 3.9: Gréfica distancia vs nimero de iteraciones, ¢ = 0.6, =1.5,0 < d <40 en
incrementos de 2. Se han representado 20 pares de puntos de la forma (d, iteracién).

En la Figura 3.9, se muestra una gréfica del nimero de iteraciones en los que la
CM correspondiente converge, en funcién de la distancia. Tal como se puede observar
en la Figura 3.9, el numero de iteraciones necesario para converger aumenta hasta
un punto a partir del cual el nimero de iteraciones en el que se da la convergencia,
empieza a disminuir. Lo que indica una tendencia decreciente a partir de un cierto valor.

Pruebasconf =15y0<d <100
En esta parte, aumentamos el valor de d hasta 100. En la Figura 3.10 podemos ob-

servar que, en general, a medida que aumenta la distancia, el nimero de iteraciones
necesarios para converger, disminuye.
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3. APLICACION A LA ROBOTICA

A pesar de que al principio el ntimero de iteraciones para converger aumentay que
en la gréfica se ven algunos picos, la tendencia global de la convergencia en funcién de
la distancia sigue siendo decreciente. Asi pues, la conjetura que hemos obtenido con
6 = 0.5 en la cual afirmamos que a mayor distancia, menos iteraciones se requieren
para alcanzar la estabilidad a partir de un cierto valor de d, se sigue manteniendo
cuando 6 =1.5.

Convergencia en Funcion de la Distancia
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Figura 3.10: Gréfica distancia vs nimero de iteraciones, g = 0.6, 0 = 1.5, 0 < d < 100 con
incrementos de 2. Se han representado 50 pares de puntos de la forma (d, iteracién).

Hasta el momento, nuestros esfuerzos se han centrado en estudiar la convergencia
en funcién de los pardmetros tales como el umbral 6 o el estimulo s. Alo largo de este
capitulo hemos mencionado en diversas ocasiones que seriamos capaces de deter-
minar cudn lejos “estamos” del punto fijo (distribucién estable de probabilidad) de
la aplicacion p, en nuestro caso definida en (3.8), y también de “acercarnos” a dicho
punto con una cierta precisiéon. Todo ello lo realizaremos en la siguiente subseccion.

3.5.4 Cotaprevia
En este apartado se determinara los valores 6 y s para los cuales la CM asociada a la

matriz (3.7) no ha convergido y la cota previa descrita en general en (2.11).

Se utilizara principalmente el script implementado en el apartado B.6 del Apéndice
B. En las dos pruebas siguientes nuestro objetivo serd determinar, para los valores de 6
y s para los cuales no ha convergido la CM y ctian lejos nos hemos quedado del punto
fijo. En otras palabras, saber si estamos cerca de alcanzar la estabilidad del sistema.

Para llevarlo a cabo, fijaremos la probabilidad de transicién en g = 0.6 y se em-
pezard el proceso con 6 = 0.5y estimulo s = 20. Para cada umbral, se fija un estimulo y
sus incrementos son de 0.5 hasta 5 y de 20 hasta 1000, respectivamente.

Pruebas con un niimero maximo de 10000 iteraciones

Fijamos a 10000 el nimero maximo de iteraciones. En la primera columna de la Tabla
3.2 se muestran dos vectores donde cada uno contiene la siguiente informacién:
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3.5. Evaluacién de resultados

* thetaNoConverge: Contiene los valores de 6 para los cuales la CM no ha convergi-
do.

* sNoConverge: Contiene los valores de s para los cuales la CM no ha convergido.

En la segunda fila de la Tabla 3.2 se muestra el nimero de pares para los cuales la
CM no ha convergido. En este caso, tenemos 51 pares (6, s) que no convergieron en un
maximo de 10000 iteraciones. Por ejemplo, fijado el segundo par (0.5,600) (umbral 0.5
y estimulo 600), la CM asociada a (3.7) no ha convergido en 10000 iteraciones.

1 2 3 <o 40 50 51
thetaNoConverge | 0.5 05 05 -+ 5 5 5
sNoConverge 220 600 660 --- 600 680 840

Tabla 3.2: Valores de 6 y s para los cuales la Cadena de Markov asociada a (3.7) no ha
convergido. 0 < § <5 con incrementos de 0.5 y 0 < s < 1000 con incrementos de 20.
Numero maximo de iteraciones 10000.

La pregunta es entonces, dados los valores para los cuales no ha convergido el
sistema, ;cudn lejos se estd del punto fijo?. Para responderla, haremos uso del script
relacionado con la cota previa implementado en el apartado B.6 del Apéndice B. En este
script, se generan los valores de 0 y s para los cuales la CM correspondiente no converge
y seguidamente se utiliza la funcién cotaPrevia que retorna un vector denominado
cotaPrevia que contiene la cota superior de la distancia entre el punto fijo w y la
aplicacion p iterada n veces, esto es

n

d(p"(x),w) < d(p(x),x) Vn,

1-L

donde L es la constante de contraccién que segtin la Seccion 2.3.3 viene dada por
1
L=Z|IR'-R*||;,
5 1
ya que la matriz estocdstica (3.7) de nuestro sistema es una matriz 2 x 2.

Por tanto, el script del apartado B.6 del Apéndice B nos proporciona los datos
que se encuentran reflejados en la Tabla 3.3. En la segunda columna de esta tabla se
encuentra el vector cotaPrevia, que contiene las cotas superiores de la distancia entre
el punto fijo w yla aplicacion p tras iterar 10000 veces.

Tal y como se pueda observar en la Tabla 3.3, al iterar 10000 veces la aplicacién p,
“nos encontramos” a distancia cero del punto fijo, en otras palabras, de acuerdo con el
algoritmo, para cada par de valores (0, s) de la Tabla 3.2 resulta que ya “estamos” en el
punto fijo.

Analicemos este caso un poco mas en detalle. Recordemos que la cota previa

viene dada por
n

d(p"(x), w) <

T 4P, ),

53



3. APLICACION A LA ROBOTICA

1 2 3 --- 40 50 51
cotaPrevia |0 0 0 --- O 0 0

Tabla 3.3: Cota previa para los valores de 6 y s reflejados en la Tabla 3.2 para los cuales la
Cadena de Markov asociada a (3.7) no ha convergido. Niimero méximo de iteraciones
10000.

donde w es el punto fijo de p y 0 < L < 1. Por tanto, si n = 10000 (iteracién 10000),
entonces 0 < " « 1 y por tanto la fraccién lL—_L = 0 incluso para valores pequeiios de n.
Veamos a continuacion un ejemplo en el cual fijamos el nimero méximo de iteraciones

a 50.
Pruebas con un niimero maximo de 50 iteraciones

En este caso, fijamos el nimero méximo de iteraciones en 50 y repetimos el proceso
descrito en el caso anterior. En la Tabla 3.4 se muestran algunos de los valores para los
cuales el modelo no ha convergido. Fijémonos en que el nimero de no convergencias
ha incrementado a 138, lo cual es 16gico ya que hemos pasado de 10000 iteraciones a
exigir solo 50.

1 2 3 - 136 137 138
thetaNoConverge | 0.5 05 05 -+ 5 5 5
sNoConverge 20 40 60 --- 600 680 840

Tabla 3.4: Valores de 6 y s para los cuales la Cadena de Markov asociada a (3.7) no ha
convergido. 0 < 8 < 5 con incrementos de 0.5 y 0 < s < 1000 con incrementos de 20.
Niimero maximo de iteraciones 50.

Asimismo, la cota previa asociada a los valores de 6 y s descritos en la Tabla 3.4, se
muestra en la Tabla 3.5.

1 2 3 136 137 138
cota Previa (1071%) | 0.1990 0.2073 0.2088 --- 0.2088 0.2091 0.2095

Tabla 3.5: Cota previa para los valores de 0 y s reflejados en la Tabla 3.4 para los cuales la
Cadena de Markov asociada a (3.7) no ha convergido. Nimero maximo de iteraciones
50.

De esta forma, observemos por ejemplo, que para el primer par (0.5,20) (um-
bral 0.5 y estimulo 20), se tiene que la cota previa viene dada por 107!?-0.1990 =
0.0000000000199, que es un nimero extremadamente pequefio y nos dice que “es-
tamos”, como mucho, a dicha distancia del punto fijo en cuestién. En este caso, la
precision de maquina ha jugado un papel fundamental, porque recordemos que esta-
mos trabajando con una precisién de 15 decimales; por lo tanto, si hubiéramos fijado
una precision de por ejemplo 4 decimales, la cota previa hubiera sido cero.

Lo anterior pone de manifiesto que, con tan solo 50 iteraciones “estamos” muy
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cerca del punto fijo. De este modo, la precision es crucial a la hora de referirnos a cotas
relacionadas a la proximidad del punto fijo. Por este motivo, en el apartado siguiente
determinaremos una cota que nos ayudard a conocer cudn lejos “estamos” del punto
fijo con una precision fijada.

3.5.5 CotaPosterior

En esta subseccién especificaremos una cota cuyo sentido es opuesto al de la Subsec-
cién 3.5.4. Esta cota es la llamada cota posterior que ha sido comentada en la Nota
2.9y que, a continuacion, la adaptaremos a nuestro caso. Si w es el punto fijo de la
aplicacién p, la estimacién posterior (o cota posterior) nos dice que si queremos que
d(p"(x), w) <€, necesitaremos que el proceso acabe en la primera iteracion n—ésima
para la cual la distancia entre dos iterados consecutivos sea como mucho #, es

decir,
e(l1-1)

L

donde L es la constante de contractividad. La desigualdad anterior se deduce facilmen-
te de la expresion de la estimacion posterior dada en (2.12). Consiguientemente, la
relacion (3.14) serd crucial en el desarrollo del script del apartado B.7 del Apéndice B
que nos permitird obtener cotas posteriores.

d(p"@x),p" ) < : (3.14)

Recordemos que, como ha venido siendo habitual, fijaremos como condicién inicial
(0.7,0.3) y g = 0.6. Ademaés, el conjunto de experimentos de este apartado va a consistir
en determinar algunas cotas posteriores cuando el nimero maximo de iteraciones sea
10000 y 50, con diferentes precisiones.

Pruebas con un niimero maximo de 10000 iteraciones

En este apartado, fijamos el nimero méximo de iteraciones a 10000 en el script del
apartado B.7 y ademads hacemos distintas pruebas cone = 1072, = 107®ye = 10715, En
la Tabla 3.6 se reflejan todos los resultados, con las distintas precisiones mencionadas.

La informacién de la Tabla 3.6 nos muestra que con cada e, el sistema no ha con-
vergido en 51 ocasiones con el nimero méaximo de 10000 iteraciones. Ahora bien, con
dicho nimero de iteraciones se alcanza la precisiéon deseada en cada caso. Por esa
razon, la columna iteraciones se repite con el nimero 10000.

Por ejemplo, en la fila 50, con la precisién € = 10719 se tiene que para el par (5,680)
(umbral 5 y estimulo 680) la CM asociada a la matriz (3.7) no ha convergido en 10000
iteraciones. Sin embargo, cuando continta el proceso resulta que la distancia entre dos

iterados consecutivos es menor que la cota e(lL—_L), por lo que se tiene que

d(p"(x),w)<e,

donde w es el punto fijo del proceso, es decir, nos encontramos a una distancia de
0.0000000001 del vector de distribucion estable. En el siguiente apartado veremos qué
pasa cuando pasamos de 10000 iteraciones a un maximo de 50.
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€ thetaNoConverge | sNoConverge | iteraciones

1 0.5 220 10000

0.5 600 10000

3 0.5 660 10000
1072 | : : :

49 5 600 10000

50 5 680 10000

51 5 840 10000

1 0.5 220 10000

2 0.5 600 10000

3 0.5 660 10000
10710 ] : : :

49 5 600 10000

50 5 680 10000

51 5 840 10000

1 0.5 220 10000

2 0.5 600 10000

3 0.5 660 10000
10715 | : : :

49 5 600 10000

50 5 680 10000

51 5 840 10000

Tabla 3.6: Resumen de las iteraciones a partir de las cuales se obtiene la precisi6n
deseada en cada caso, cuando la cadena no ha convergido en un nimero méximo de
10000 iteraciones.

Pruebas con un niimero maximo de 50 iteraciones

En este caso, fijamos a 50 el nimero méximo de iteraciones en el script B.7 y pro-
baremos, al igual que antes, con las precisiones € = 1072, ¢ = 1071 ye = 107'°. En la
Tabla 3.7 se muestra un resumen de las pruebas hechas.

En la Tabla 3.7 podemos contemplar que el sistema no ha convergido en 145 oca-
siones. Con las precisiones 1072 y 10719, se alcanza con 50 iteraciones, la precisién
deseada; mientras que si exigimos una precisién de 10712, se tiene que por ejemplo en
la primera fila, el par (0.5,20) (umbral 0.5 y estimulo 20), para el cual no ha convergido
la CM en un méximo de 50 iteraciones, resulta que en la iteracién 70 se alcanza la
precision deseada.

En cualquier caso, debemos poner especial atencién en que la convergencia del
modelo se obtiene con una amplia precisién en tan solo pocos pasos del proceso. Con
este conjunto de pruebas, culmina nuestro estudio.

En el siguiente capitulo, referente a las conclusiones, proporcionaremos una visiéon
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€ thetaNoConverge | sNoConverge | iteraciones
1 0.5 20 50
2 0.5 40 50
3 0.5 60 50
1072 | : : :
143 5 600 50
144 5 680 50
145 5 840 50
1 0.5 20 50
2 0.5 50 50
3 0.5 60 50
10710 : : :
143 5 600 50
144 5 680 50
145 5 840 50
1 0.5 20 70
2 0.5 40 54
3 0.5 60 51
1071 | : : :
143 5 600 50
144 5 680 50
145 5 840 50

Tabla 3.7: Resumen de las iteraciones a partir de las cuales se obtiene la precisién
deseada en cada caso, cuando la cadena no ha convergido en un niimero maximo de

50 iteraciones.

general de este proyecto desde un punto de vista méds amplio, haremos hincapié en
los resultados de esta seccidn y se comentardn algunas dificultades al generalizar este

modelo a n tareas.
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Alo largo de este proyecto, se ha ampliado el conocimiento obtenido durante los estu-
dios del Grado de Matemiticas y se ha profundizado en la nocién general de procesos
estocésticos, cadenas de Markov, y en particular, se ha estudiado las propiedades prin-
cipales de las CMR. Se ha tratado este tipo de procesos estocdasticos desde el punto de
vista de la teoria de punto fijo la cual ha sido empleada para introducir el concepto
de convergencia de cadenas de Markov regulares. Se ha introducido el concepto de
inteligencia de enjambre y se ha comprendido la importancia que tiene en el campo de
la robética, jugando un papel fundamental en el disefio de un SMR con una tarea a ser
realizada. El hecho de considerar un SMR como un proceso estocdstico sin memoria,
fue un aspecto crucial para poder modelarlo como una CM, valor afiadido de este
trabajo, que se agrega al conocimiento adquirido. A partir de este punto, se desprenden
una serie de experimentos y pruebas que consisten en estudiar la convergencia del
modelo en funcién de ciertos parametros.

No cabe duda que la implementacién de algoritmos heuristicos es una primera
buena aproximacion en la realizacién de cualquier problema. Sin embargo, el objetivo
era aplicar la teorfa de cadenas de Markov en el &mbito de la robética y asi, establecer
la convergencia del modelo mediante un algoritmo que se basa en la demostracion del
Teorema de Punto Fijo de Banach. Un aspecto a tener en cuenta, es que en este proyecto
se ha formalizado de manera matemadtica la probabilidad de ejecucién de una tarea a
realizar por cada robot. Ademads, es importante resaltar el concepto de convergencia
en robotica, ya que poder predecir como serd el comportamiento de un robot en el
futuro es relevante para posteriores tareas que tenga que realizar el robot o posibles
decisiones que tenga que tomar.

En el dltimo apartado del capitulo anterior concerniente a la evaluacion de re-
sultados, se tratan diversos aspectos de la convergencia en funcién de los pardmetros
del modelo tales como el estimulo, el umbral y la probabilidad de transicién g. En vista
de estos resultados se concluye que la convergencia, mads alld de que se pueda alcanzar
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en un nimero pequefio de pasos con una precision considerable, es indiscutible que
depende en gran medida de los parametros adoptados.

Es de vital importancia el hecho de considerar un SMR como un proceso sin me-
moria, ya que este hecho permiti6 establecer el modelo, y asi alcanzar el propdsito
de este trabajo. Es cierto que, el conjunto de pruebas mostrado no son, en absoluto,
experimentos de los cuales se puedan sacar conclusiones determinantes, debido a que
se podria haber realizado mds pruebas tales como: probar otro tipo de estimulos que
no sea la distancia, escoger otra funcién de respuesta como probabilidad de transicién
con n > 2 o hacer un estudio en funcién de las condiciones iniciales del modelo. La
extension del trabajo no permitié incluir dichas pruebas. No obstante, hay algunas
conclusiones que se pueden destacar:

* La probabilidad de transiciéon g = 0.6 fue una buena eleccién para realizar las
pruebas subsiguientes ya que, como pudimos comprobar, la convergencia se pre-
sentaba de forma casi equilibrada: unas pocas cadenas de Markov no convergian
y la gran mayoria si convergian.

* A mayor estimulo s, se presenta una tendencia decreciente a partir de un cierto
valor en el tiempo de convergencia.

* A mayor distancia d, lo que implica menor estimulo s = %, también se presenta
una tendencia decreciente a partir de un cierto valor en el tiempo de convergen-
cia.

e Tanto el umbral 6, el estimulo s como la probabilidad de transicién g, influyen
en la convergencia del modelo.

Durante todo el proyecto se ha hablado de un SMR que realiza una tinica tarea, pero
no hay que olvidar que esto implica que el sistema se modela mediante dos estados:
realizar la tarea o no realizar la tarea. De este modo, teniendo en cuenta que el sistema
se modela explicitamente mediante umbrales de respuesta, cuando asignamos las
probabilidades

2
1 S

— 2 _
R aE YT

se sigue directamente que Pi =1- ﬁ y P% =1- g yaque cada fila de una matriz de
transicion representa una distribucién de probabilidades y debe sumar 1. También, se
debe prestar especial atencion en que la convergencia se garantiza de forma asint6tica.
No obstante, cabe mencionar el principal problema cuando se intenta generalizar un
SMR basado en inteligencia de enjambre, al caso en el que debe realizar n tareas (vedse

(L1D).

Este problema consiste en cémo asignar las probabilidades de transicién de forma
que sumen 1. Una solucién, pasa por normalizar estas probabilidades de transicion,
pero esta modificacién podria proporcionar cambios de comportamiento en la CM
([11]). Asi pues, el estudio realizado en [11] propone un acercamiento de la asignacién
de n tareas en un SMR mediante la teoria de las posibilidades. Bajo esta teoria no se
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encuentra la exigencia de que la suma sea igual a 1 de cada fila de la matriz de transi-
cion. De esta forma, las cadenas de Markov no emplearian la teoria de probabilidades,
sino la teoria de posibilidades, y es cuando se habla de cadenas de Markov posibilis-
ticas. Ademds, en el articulo mencionado se demuestra que cuando la posibilidad de
transicién depende de la distancia, la Cadena de Markov converge en un nimero finito
de pasos, para cualquier condicién inicial.

En esta linea, queda abierto un posible trabajo futuro con el objetivo de dar un
formalismo matemadtico al estudio de la estabilidad (convergencia de las Cadenas de
Markov Posibilisticas desde un punto de vista de la teoria de punto fijo), de la misma
forma que se ha hecho en este trabajo, aplicando el Teorema de Punto Fijo de Banach a
las cadenas de Markov probabilisticas.

Finalmente, cabe destacar que las principales aportaciones por mi parte a este tra-
bajo se pueden resumir en los siguientes puntos:

¢ Extraccién y estructuracion de la informacién proporcionada por mis tutores.

» Realizacion de experimentos que no se encontraban en ninguna de las referencias
empleadas y extraccidon de conclusiones basadas en dichos experimentos.

¢ Mostrar ejemplos cuyos cdlculos no estaban desarrollados en las referencias
empleadas.

* Ampliacién de ejemplos y demostracién de resultados que no se encontraban en
las referencias utilizadas.

61






A.1 Definicionesy ejemplos

A lo largo de este apéndice vamos a definir algunos conceptos bdsicos de espacios
métricos y normados, y mostraremos algunos resultados relacionados con ellos que
han sido de utilidad a lo largo de este trabajo siguiendo la referencia [12].

Definicién A.1.1 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un par (X, d) formado por
un conjunto X y por una aplicacion d : X x X — R*, donde R* denota el conjunto de
niimeros reales no negativos, que cumple los siguientes axiomas:

e d(x,y)=0< x=y.
» Simetria. d(x, y) = d(y, x) para cualesquierax,y € X.
* Desigualdad triangular. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) para cualesquiera x,y,x € X

Ejemplo A.1. Las funciones definidas como

n
di(x,y) = Y lxi—yil,
i=1

da(x,y) = (xi — yi)?,

deo(x,y) = max{lx; —yil}l_;.
son funciones distancia definidas sobre R" con x = (x1,...,Xz) € ¥y = (¥1,---, Yn)-

La distancia d; para el caso n = 1 es la distancia usual cuando X = R, mientras que
ala distancia d» se le conoce como la métrica Euclidea.
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Los subconjuntos més importantes de un espacio métrico son las bolas abier-
tas ya que constituyen el concepto fundamental de subconjunto abierto (vedse pag. 37
de [12]).

Definicion A.1.2 (Bola abierta). Sea (X, d) un espacio métricoy sean a€ X ye € R* con
€ > 0. Definimos la bola abierta en X, centrada en a y de radio €, como el conjunto

B(a,e)={xeX : d(x,a) <e€}.

Lema A.1. Sea B(x,€) una bola abierta en un espacio métrico (X,d) y sea y € B(x,€),
entonces existe d > 0 tal que B(y,6) < B(x,€).

Demostracion. Como y € B(x,¢€), entonces d(x,y) < €. De esta forma tomamos § <
e—d(x,y)>0vyasi, si ze B(y,0), entonces, por la desigualdad triangular se tiene que

dx,2)=dx, ) +d(y,2)<dx,y)+d=<d(x,y)+e—-d(x,y) =¢,
y por tanto z € B(x,¢€). O

Este resultado permite plantearse la definicién de un tipo de subconjuntos que cum-
plen la misma propiedad, es decir, de aquellos subconjuntos tales que para cualquier
punto del subconjunto, existe una bola abierta centrada en él y totalmente incluida en
el subconjunto (vedse pag. 41 de [12]).

Definicion A.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A se dice abierto en
(X,d) siparacaday € A existee >0 tal que B(y,e) < A.

Ejemplo A.2. Con la métrica usual d;, cualquier abierto de la recta real, incluyendo los
casos de intervalos no acotados (oo, a) y (b,00), es un subconjunto abierto de (R, d,).
También lo son las uniones de intervalos abiertos.

Una vez introducido el concepto de subconjunto abierto, ya estamos en condiciones
de definir lo que seria un conjunto cerrado.

Definicion A.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto C se dice cerrado en
(X, d) si su complementario X \ C es un subconjunto abierto.

Ejemplo A.3. Todo intervalo cerrado [a, b] es un conjunto cerrado pues su comple-
mentario es abierto por ser la unién de los dos conjuntos abiertos

(_my a) Y (by +OO)-

Los conjuntos cerrados tienen una caracterizacién muy ttil que se demostrarad en
el apartado A.2.

Otro tipo de subconjuntos importantes son los subconjuntos acotados.

Definicién A.1.5. Un espacio métrico, (X, d), se dice acotado si existe un niimero real k
tal que d(x,y) < k para todo par de puntos x,y € X. En este caso también se dice que la
métrica d es una métrica acotada. *

1Si no hay lugar a dudas de la métrica que se esta empleando en el contexto, simplemente diremos
que X es acotado.
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Definicién A.1.6. Una norma definida sobre unR-espacio vectorial X, es una aplicaciéon
[I-1]: X — R*, que verifica para todo x,y € X y A € R las propiedades siguientes

* llx|l=0

[|x|]| =0siysolosix=0

[[Ax] = [Alllx]|
e |lx+ yll = llx|l + |yll (Desigualdad triangular de la normay).

Definicion A.1.7. Un espacio normado sobre R es el par (X, || - ||), donde X es un R-
espacio vectorial y || - || una norma definida sobre el conjunto X.

Ejemplo A.4. Las siguientes aplicaciones son normas en R”.

n
lxlh = Y Ixl,

i=1

n
s = /L

i=1
|xlloo = maéx{|x;[}.

1<i<n
Si (X, []-1]) es un espacio normado, la aplicacion

d: XxX —- R
x,y) — llx-yll
es una métrica definida en X. Por lo tanto (X, d) es un espacio métrico. Es decir, dado
un espacio vectorial X en el que se tiene definida una norma, automaticamente se
tiene en X una estructura de espacio métrico. En estos términos se dice que (X, d) es
un espacio métrico asociado alanorma || ||.

Ejemplo A.5. Los espacios métricos asociados a las normas ||-|l1, [|-|l2 V I] - |leo SObTE
R”" son, respectivamente, los correspondientes a las distancias ya introducidas en el
Ejemplo A.1.

n
di(x,y) =llx-ylh > lxi = yil,
i=1

dry(x,y) =llx=ylla = \/Z(xi_J’i)z,
i=1

do(x,y) =llx-yllo = max{lx;—yil}} ;.

En definitiva, todo espacio normado es un espacio métrico; mientras que si (X, d)
es un espacio métrico en el que X es un espacio vectorial, éste no tiene por qué poderse
dotar de una norma de forma que d sea la distancia asociada a dicha norma.

De acuerdo con la pagina 179 de [13]: “Como espacios métricos, los espacios nor-
mados participan de todos los conceptos y propiedades de aquéllos, entre ellos las
nociones de sucesion, sucesiéon de Cauchy y completitud”, conceptos que detallaremos
a continuacion.
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A.2 Cerrados, sucesiones y convergencia

En esta seccién presentaremos algunas definiciones que nos conduciran, principal-
mente, a la caracterizacion de un conjunto cerrado. Empezaremos entonces definiendo
la convergencia de una sucesién sobre un espacio métrico X.

Definicién A.2.1. La sucesion {x,} en el espacio métrico (X, d) converge haciax € X, siy
solo si para cada niimero real e > 0, existe un ny tal que

d(x,,x)<e V n=ny.
O equivalentemente, siy solo si
lim d(x,,x)=0.
n—o0

Lo que nos dice la anterior definicion, intuitivamente, es que los términos de la
sucesion pueden estar tan cerca de x como se quiera a partir de un cierto término. Con
frecuencia escribiremos indistintamente que x, — x o que lim x,, = x, para referirnos a
que la sucesién converge a x.

Dentro de las sucesiones que son convergentes, hay un tipo especial de sucesiones
que presentaremos a continuacion.

Definicién A.2.2. Una sucesion {x,} en un espacio métrico (X, d) es una sucesion de
Cauchy si para cada niimero real € > 0, existe un natural ny tal que

d(xp,xq) <€ VY p,q=np.

Esta definicién de una sucesiéon de Cauchy refleja que todos los términos de la su-
cesion se van acercando unos a otros tanto como se quiera a parir de un cierto término.

Asi por tanto, se tiene que toda sucesion convergente es de Cauchy; mientras
que la implicacién contraria es falsa en general.

Finalmente, un concepto que también se utiliza en el desarrollo de este trabajo es
el siguiente.

Definicién A.2.3. Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy es conver-
gente.

Después de las definiciones previas, vamos a dar la caracterizacién de un cerrado.

Proposicién A.2.1. Un conjunto A es cerrado si y solo si toda sucesion convergente
{x,} € A tiene su limite en A.

Demostracion. En primer lugar, sea A un cerrado y {x,} una sucesion de A tal que
X, — X. Supongamos por reduccion al absurdo que x ¢ A4, i.e., X € A°. Como A€ es
abierto, por definicién se tiene que para cada x € A° existe € > 0 tal que B(x,€) S A°, en
particular B(x,€) € A°. Como x, — X, entonces para cada €’ > 0, existe un nimero natu-
ral ny de manera que d(x,, X) < ¢ para todo n = ny. En particular, también se cumple
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para ¢’ = €. De esta manera, para cada n > ng, la sucesion x, € A también pertenece a
A°yaque x, € B(x,€) < A, lo cual es una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que A es abierto. Por tanto, A€ es cerrado, es de-
cir, existe X € A° tal que para cada ¢ > 0, la bola B(x,¢) ha de contener al menos un
elemento de (A°)° = A (negacion de la definicién de abierto). Para cada nimero natural
n de manera que % <€, sea x, € B(X, %) C B(X,e) < A. De esta forma, se tiene una
sucesion x, € A que converge a X puesto que X ¢ A se tiene una contradiccion. O

Veamos ahora una proposicién relacionada con un conjunto cerrado y un espacio
métrico completo.

Proposicion A.2.2. Todo subespacio cerrado de un espacio métrico completo, es comple-
to.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea H < X cerrado. Probemos
que (H,dp)? también es completo. Sea {x,,} una sucesién de Cauchy en H. Como
H < X, {x,} también serd una sucesién de Cauchy en X. Por tanto, converge a un punto
x € X. Por el hecho de ser H cerrado, se tiene que x € H y por tanto {x,} converge a x
en H. O

A.3 Conjunto de vectores estocasticos 7

En la Seccién 2.3 mencionamos que el conjunto de vectores estocésticos

n
T := {x: (x1,%2,...,%X,) €R"|x; ZO,in = 1}

i=1
es un conjunto cerrado. A continuacién demostramos dicho resultado.
Proposicion A.3.1. El conjunto de vectores estocdsticos es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sea {xk}km:1 una sucesion en T tal que x; — X. Segin la Proposicién
A.2.1, debemos probar entonces que X € 7. Por un lado, para cada k = 1,2,...,m se
tiene que (xx); =0V i =1,..., n. Por tanto,

X = (klim xk) >0 Vi=1,...,n.
l

—00

Por otro lado, como para cada k =1,..., m se tiene que Z?zl (xr); =1, entonces

n n
=) ( lim xk) = lim ) (xg); = lim1=1.
1 i=1 \k—co " J; K

i —00; k—o0

1=

Es decir, x€ 7. O

28i X es un espacio métrico y H es un subconjunto de X, entonces H puede ser considerado como un
espacio métrico con la métrica de X, restringida al conjunto H. Esta métrica se llama métrica induciday
se denota por dp y el espacio métrico (H, dpy) se llama subespacio métrico inducido.
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Alo largo de este apéndice, se recopilan los scripts implementados en el software ma-
tematico Matlab para implementar los algoritmos relacionados con la convergencia
de una cadena de Markov. Ademds también se implementara el algoritmo relacionado
con las cotas del Teorema 2.3.1: estimacién previa y estimacion posterior del error.

Todos los scripts serdn ejecutados con la instruccién previa format long, que asegura
una precision de 15 decimales.

B.1 Script histogramas

Este script genera un vector que contiene el ntimero de iteraciones en el que se da
la convergencia, y dichos datos, se utilizaran para realizar un histograma. El vector
numConvergencias contendré la iteracidn en la que la cadena de Markov ha convergido
y contendrd un -1 en caso de que no converja en un méaximo de maxliter iteraciones. Se
comienza con la condicién inicial Xnew = [0.7,0.3], aunque hay que recordar que se
puede empezar con cualquiera. La idea que se sigue en este script es fijar para cada
umbral 6, un estimulo s. Dados estos dos valores, empieza la evolucién de la cadena de
Markov. Finalmente, con el vector numConvergencias se realiza algunos histogramas
que seran utilizados en la Subseccién 3.5.1 del Capitulo 3 para determinar de forma
global cudntas veces ha convergido o cuantas no.

q=0.3; %q = P(X_(n+1)=1 | X_n=2)
maxIter=10000; % Numero mdximo de iteraciones
Xnew=[0.7,0.3]; % Condicién inicial

numConvergencias = [];

theta = 0.5; % Umbral

s=20; % Estimulo

ind = 1; % Indice del vector numConvergencias
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while s <= 1000

transicion=(s"2)/(s"2+ thetan2); %=P(X_(n+1)=2 | X_n=1)
P=[1-transicion,transicion; q,1—-ql; % Matriz de transicion
for n=1:maxlter % Evolucién cadena de Markov

Xold=Xnew;

Xnew=Xold #P;

if (roundn(Xnew,—15)==roundn(Xold, -15)) % Convergencia?

numConvergencias (ind)=n; % Iteracién de convergencia

break; % Pasamos al siguiente estimulo
end
numConvergencias (ind)=-1;
end
s =s + 20;
ind = ind +1;
end
s= 20;

theta = theta + 0.5;
end

B.2 Script grafica estimulo vs nimero de iteraciones

Mediante este script, se generan par de valores (s, i teracion) a partir de los cuales se
realiza una grafica estimulo vs nimero de iteraciones necesarias para converger. Para
ello, se seguird la misma idea que en el script B.1, con la diferencia que se afiadird un
vector de estimulos, en el que en cada iteracién se guardara el estimulo en cuestion.
Asi por ejemplo, numConvergencias(7)=48y estimulos(7)=140 significa que con s = 140
la cadena de Markov ha convergido en 48 iteraciones. Para realizar dicho proceso se
mantendrd fijo un valor de 0. Este script es utilizado en la Subseccion 3.5.2 del Capitulo
3 para estudiar cémo varia la convergencia en funcién del estimulo.

q = 0.6; %q = P(X_(n+1)=1 | X n=2)
maxIter=10000; % Niimero mdximo de iteraciones
Xnew=[0.7,0.3]; % Condicién inicial

numConvergencias = [];

theta = 0.5; % Umbral

§=20; % Estimulo

ind = 1; % Indice de numConvergencias y estimulos
estimulos = [];

while s <= 1000
transicion=(s"2)/(sA2+ thetanr2); %=P(X_(n+1)=2 | X n=1)
P=[1-transicion, transicion;q,1-ql; % Matriz de transicion
for n=1:maxlIter % Evoluciéon cadena de Markov
Xold=Xnew;
Xnew=Xold +P;
if (roundn(Xnew,—-15)==roundn(Xold,—-15)) % Convergencia?
numConvergencias (ind)=n; % Iteracién de convergencia
break; % Pasamos al siguiente estimulo
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end

end

numConvergencias (ind)=-1;
end
estimulos (ind)= s;
s =8 + 20;

ind = ind +1;

B.3 Script grafica distancia vs nimero de iteraciones

Este script es muy similar al script del apartado B.2, con la diferencia que ahora el
estimulo s serd una funcién de la distancia, esto es, s = %. Por tanto, el vector estimulos
pasa a llamarse distanciasy se realiza el mismo procedimiento que en el apartado B.2.
De este modo, este script genera par de valores (d, iteracién) a partir de los cuales se
realiza una gréafica distancia vs nimero de iteraciones necesarias para converger. Este
script serd utilizado en la Subseccién 3.5.3 del Capitulo 3 para estudiar el comporta-
miento de la convergencia del modelo en funcién de la distancia, fijado un valor de

0.

q = 0.6; %q = P(X_(n+1)=1 | X_n=2)
maxIter=10000; % Numero mdximo de iteraciones
Xnew=[0.7,0.3]; % Condiciéon inicial
numConvergencias = [];

theta = 0.5; % Umbral

d=2; % Distancia

ind = 1; % Indice de numConvergencias y distancias
distancias = [];

while d <= 100

end

s=1/d; % Estimulo en funcion de la distancia
transicion=(sA2)/(s"2+ thetan2); %=P(X_(n+1)=2 | X_n=1)
P=[1-transicion, transicion; q,1-ql; % Matriz de transicion
for n=1:maxlter % Evolucion cadena de Markov

Xold=Xnew;

Xnew=Xold «P;

if (roundn (Xnew,—-15)==roundn(Xold,—-15)) % Convergencia?

numConvergencias (ind)=n; % Iteraciéon de convergencia

break; % Pasamos al siguiente estimulo
end
numConvergencias (ind)=-1;
end
distancias (ind)= d;
d=d+ 2;

ind = ind +1;
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B.4 Funcion distancia

Esta funcién calcula la distancia entres dos vectores de R? y se empleard en la Seccién
B.6 y en la Seccién B.7 del Apéndice B.

En el Capitulo 2, concretamente en la Seccién 2.3.3, se utiliza la distancia deri-
vada de la norma || - ||; en R? dada por

d((x1,%2), ¥1,¥2)) = ll(x1, x2) — (1, Y2l = 1x1 = 1l + 1x2 — y2l. (B.1)

Por tanto, la expresion (B.1) serd clave para la implementaciéon de esta funcion
que recibird como pardmetros dos vectores y devolvera su respectiva distancia. Dicha
funcién se describe a continuacién.

function d = distancia (vl,v2)

a=vl(1l)-v2(1);
b=v1(2)-v2(2);
d = abs(a)+ abs(b);

end

B.5 Funcién cota previa

La cota previa dada por la desigualdad (2.11) en el Teorema 2.3.1, dice cudn cerca “se

estd” del punto fijo w de la aplicacién p. Dicha desigualdad es

n

dip"(x),w) <

d(p(x),x) Vn, B.2
-1 (p(x),x) (B.2)
donde L es la constante de contraccidon que segtin la Subseccién 2.3.3 del Capitulo 2
viene dada por

1
L==|IR' - R?||;,
2|I 1

ya que la matriz estocdstica (3.7) del modelo es una matriz 2 x 2.

Sean (01, s1), (62, $2),..., (05, sp) pares de valores de 6 y s para los cuales las cadenas
de Markov determinada por (3.7) no han convergido. De esta forma, la funcién cota-
Previa que se implementara a continuacion recibe como pardmetros un vector que
se denotard como thetaNoConverge, el cual tendrd como componentes (01,60, ...,6,),
un vector sNoConverge de componentes (sy, S2,..., Su), la condicidn inicial, la probabi-
lidad de transicién g y el namero méximo de iteraciones n. Finalmente, la rutina en
cuestion devolvera un vector cotaPre donde cada componente serd la cota determi-
nada por (B.2) correspondiente a los valores de 6 y s para los cuales la cadena no ha
convergido. Asi por ejemplo, cotaPre(3)=0.01 es la cota correspondiente al par (theta-
NoConverge(3),sNoConverge(3)) = (63, s3). Entonces la funcién cotaPrevia se describe
como sigue:
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function [cotaPre]=cotaPrevia (thetaNoConverge,sNoConverge, condInicial,q,n)
cotaPre=[]; % Vector vacio

for i=1:length (thetaNoConverge)
theta=thetaNoConverge (i);
s = sNoConverge (i);
transicion = sA(2)/(s"(2)+ theta~(2));

% Matriz de transicion
P=[1- transicion, transicion ; q , 1-q [;

% Constante de contraccion
L= (1/2)*(distancia(P(1,:),P(2,:)));

% Calculamos la distancia inicial
distInicial= distancia(condInicial*P, condInicial);

% Cota
cotaPre(i)= (LA(n)/(1-L))=xdistInicial;
end

end

B.6 Script cota previa

En este script se utilizard la funciéon cotaPrevia implementada en la Seccién B.5. Princi-
palmente, este script estd disefiado para generar el par de valores (8, s) para los cuales
las cadenas de Markov correspondientes no hayan convergido y en la dltima linea
de coédigo se obtiene la cota previa. Para cada par (0, s), se determinaré la cotaPrevia
(B.2) para especificar cudn lejos “se estd” del punto fijo. Por ejemplo, si para 10000
iteraciones (n = 1000) y un par de valores (0, 5) la cadena de Markov no ha convergido,
entonces el script que se detalla a continuacién, mostrard como resultado cudn lejos se
ha quedado del punto fijo. Este script es utilizado en la Subseccién 3.5.4 del Capitulo 3.

q = 0.6; %q = P{X_(i+1)=1 | X_i =21} =gq
maxIter=10000; % Numero mdximo de iteraciones
Xnew=[0.7,0.3]; % Condiciéon inicial

numConvergencias=[];

theta= 0.5; % Umbral

s = 20; % Estimulo

ind = 1; % Indice del vector numConvergencias

% Para guardar los valores de theta y s para los
% cuales el proceso no ha convergido
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thetaNoConverge = [];
sNoConverge =[];

% Indice de thetaNoConverge y sNoConverge
j=L
while theta <= 5
while s<= 1000
transicion = sA(2)/(sA(2)+ thetanr(2));

% Matriz de transicion
P=[1- transicion, transicion ; q , 1-q [;
for n=1:maxIter % Evoluciéon cadena de Markov
Xold=Xnew;
Xnew=Xold «P;
if (roundn(Xnew,—-15)==roundn(Xold,-15)) % Convergencia?
numConvergencias (ind) = n;
break;
end
if n==maxIter $ Si el proceso llega al final
numConvergencias (ind)=-1;

% Guardamos el par (theta,s)
thetaNoConverge (j)=theta;
sNoConverge(j)=s;

j=j + 1;
end
end
ind = ind +1;
s = s +20;
end
s = 20;

theta = theta + 0.5;
end

[cotaPre]=cotaPrevia (thetaNoConverge ,sNoConverge,[0.7,0.3],q, maxIter)

B.7 Script cota posterior

Este script estd estrechamente ligado a la cota (3.14) y es utilizado en la Subseccién
3.5.5. En este script seremos capaces de determinar cudn lejos se quiere “estar” del
punto fijo, después de iterar n veces la aplicacién p.

Por ejemplo, si la precision ese€ =0.01, L=0.2y

e(l1-L) 0.01(1-0.2)
L 0.2

d(p" ), p’ ) < =0.04,
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entonces significa que tras iterar 10 veces el proceso, el modelo estard a una distancia
de como mucho 0.01 del punto fijo.

En el desarrollo de este script se sigue la misma idea que en el script descrito
en el apartado B.6, con la diferencia que se afilade un pardmetro epsilon que serd el que
se tendrd que modificar en funcién de la precisiéon que se desee y un vector precision
donde se guardaré la iteracion para la cual la distancia de dos iterados consecutivos

e(1-1)

satisface la cota =5

epsilon = le-5 % Precisién

q = 0.6; %q = P{X_(i+1)=1 | X_i =2 } = q
maxIter=10000; % Niimero mdximo de iteraciones
Xnew=[0.7,0.3]; % Condicion inicial
numConvergencias=[];

theta= 0.5; % Umbral

s = 20; % Estimulo

ind = 1; % Indice del vector numConvergencias

% Para guardar los valores de theta y s para los

% cuales el proceso no ha convergido

thetaNoConverge = [];

sNoConverge =[];

idx=1; % Indice de thetaNoConverge y sNoConverge

% Vector iteraciones donde cada componente contendrd la iteracién
% para la cual el sistema ha alcanzado la precisiéon deseada

% cuando no ha convergido en maxlter iteraciones

iteraciones =[];

j =1 % Indice del vector iteraciones

while theta <= 5
while s<= 1000
transicion = sA(2)/(s”(2)+ thetanr(2));

% Matriz de transicion
P=[1- transicion, transicion ; q , 1-q ];
n= 1; % Iteraciones
conv=false;
while (conv==false)
Xold=Xnew;
Xnew=Xold «P;
if (roundn (Xnew,—15)==roundn (Xold,—-15))
numConvergencias (ind) = n;
conv=true;
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end
S =

end

end

% Si el proceso llega al mdximo de iteraciones sin que
% haya convergido entonces continuamos la evolucion de
% la cadena, esta vez, el proceso parard cuando la

% distancia de dos consecutivos sea menor que la cota
if n==maxIter

end

n

numConvergencias (ind)=-1;

% Valores de theta y s para los cuales la C.M
% no ha convergido

thetaNoConverge (idx)=theta;

sNoConverge (idx)=s;

idx= idx + 1;

% Constante de contraccion
L = (1/2)«distancia(P(1,:),P(2,:));

% Cota

bound= (epsilon*(1-L))/L;
conv="false;

while conv==false

% Si la distancia de dos iterados consecutivos es
% menor que la cota, guardamos la iteraciéon para
% la cual se ha dado este hecho
if distancia (Xold,Xnew)<bound
iteraciones(j)= n;

j =+
conv=true;
% Si no es menor que la cota, continuamos el proceso
else
n=n +1;
Xold=Xnew;
Xnew=Xold *P;
end
end
n+l;

ind = ind +1;
s +20;

S =

20;

theta = theta + 0.5;

end
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