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RESUM

En el següent treball, introduirem el concepte de representació lineal d’un grup,
juntament amb altres definicions i propietats que ens permetran estudiar-les.

En primer lloc, es definirà el que és la representació lineal d’un grup finit, junta-
ment amb alguns exemples i definicions bàsiques. Seguidament, introduirem algunes
operacions entre representacions com poden ser el producte tensorial o la suma directa
de representacions.

Una vegada clara la idea de representació lineal, introduirem el concepte de caràcter
d’una representació, i veurem amb detall un recull de resultats de la teoria de caràcters.
Aquesta part serà la més important així com la més complexa. La seva importància,
com veurem, radica en el fet que el caràcter d’una representació la caracteritza per
complet. Vista la teoria de caràcters, veurem el que són el producte de representacions
així com les representacions induïdes.

Per acabar amb la teoria, deixarem una mica de banda el títol del treball i intro-
duirem breument el que serien les representacions lineals de grups no finits i com es
poden aplicar tots els resultats vists en el cas dels grups finits.

Entesa la teoria, es presentaran exemples concrets de grups i calcularem els seus
caràcters irreductibles, que determinaran les representacions irreductibles, a partir de
les quals, com haurem vist, podrem calcular tota la resta de representacions. A més,
els capítols 3,4 i 6 inclouen un grapat d’exercicis resolts que ens ajudaran a assimilar
la teoria i utilitzar-la per demostrar altres propietats, generalment derivades de les ja
vistes.
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1
INTRODUCCIÓ

En l’àmbit l’àlgebra abstracta, més específicament de la teoria de grups, existeix una
branca anomenada Teoria de representació que estudia les estructures algebraiques
abstractes en termes de grups de transformacions lineals d’espais vectorials i l’estu-
di dels seus mòduls sobre aquestes estructures algebraiques. En aquest treball, ens
centrarem en l’estudi de les representacions de grups. En particular ens centrarem en
l’estudi de les representacions de grups finits a partir del llibre de J.-P. Serre Linear Re-
presentations of Finite Groups [1]. Donarem demostracions més detallades i inclourem
la resolució de la majoria dels exercicis que és deixen pendents pel lector, la qual cosa
ens permetrà demostrar l’assoliment dels coneixements que explicarem en la teoria.

Dins la teoria de representació, es troba la teoria de caràcters. En aquest treball,
dedicarem el capítol més extens i més dens a l’estudi d’aquesta. La teoria de caràcters
és important perquè com veurem estudia els caràcters associats a una representació, i
aquests caràcters determinen la representació a estudiar.

Les característiques generals de la teoria de representació d’un grup finit sobre el
cos dels complexos, van ser descobertes per Ferdinand Georg Frobenius antes del 1900.
Més endavant, Richard Brauer va desenvolupar la teoria de representació modular, la
qual no inclourem en aquest treball, i finalment, el 1927 Hermann Weyl i el seu estudiant
Fritz Peter presentaren el Teorema de Peter–Weyl que estén bastants de resultats sobre
representacions de grups finits a les representacions de grups compactes. Així, encara
que en dedicarem en general a grups finits, dedicarem un capítol del treball a una petita
introducció de com estendre l’estudi fet a grups no finits. Per a l’elaboració d’aquest
capítol ens ajudarem dels llibres de Hermann Weyl [2], i L. Loomis [3].

Per acabar, és important notar que la teoria de representacions és útil en temes
de física, química quàntica, etc. De fet, per veure alguns exemples de l’us de la teoria
estudiada, dedicarem el darrer capítol d’aquest treball a l’estudi de alguns càlculs de
les diferents representacions de grups conegut com Cn , Dn o S4. En aquest capítol,
utilitzarem en algun exemples notació del llibre de Eyring [4], el qual dona alguns
exemples de grups i proposa la notació que seguirem en aquest treball.
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2
GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS

LINEALS

2.1. Definicions

Considerem V un espai vectorial sobre el cos dels nombres complexosC i GL(V )
el grup d’isomorfismes de V en ell mateix. D’aquesta manera, un element a de GL(V )
és, per definició, una aplicació lineal de V en V amb inversa, a−1. Quan V té una base
finita {ei } de n elements, a ve definida per una matriu quadrada

(
ai j

)
d’ordre n, on els

coeficients ai j són nombres complexos obtinguts per la expressió de les imatges a(e j )
en termes de la base {ei }. És a dir:

a(e j ) =∑
i

ai j ei per a tot j

D’aquesta manera, dir que a és un isomorfisme és equivalent a dir que det(a) = det(ai j )
és diferent de zero. I per tant, el grup GL(V ) és pot identificar amb el grup de les matrius
quadrades invertibles d’ordre n.

Considerem G un grup finit, amb element identitat 1, i amb la composició (s, t ) 7→ st .
Aleshores es defineixen les representacions lineals com:

Definició 1. Una representació lineal de G en V és un homomorfisme ρ del grup G al
grup GL(V ). Dit d’un altre manera, una aplicació

ρ : G −→ GL(V )
s 7−→ ρ(s)

de tal manera que satisfaci la igualtat:

ρ(st ) = ρ(s) ·ρ(t ) per a tot s, t ∈G

3



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

Observem que la definició anterior implica les igualtats següents:

ρ(1) = 1, ρ(
(
s−1)) = ρ (s)−1

que són fàcilment demostrables a partir de la definició de representació lineal i les
igualtats s · s−1 = 1 i s = s ·1.

Freqüentment, escriurem ρs enlloc de ρ(s). D’altra banda, quan ρ estigui fixat,
direm que V és un espai de representació de G , o de vegades , fent abús del llenguatge,
simplement una representació de G .

A partir d’ara, ens limitarem a casos on |V | tengui dimensió finita. És una gran
restricció, però per a moltes aplicacions és interessant manejar un nombre finit d’ele-
ments xi ∈V , i per tant es solen representar grups finitament generats, i en particular
grups finits. I com veurem més endavant, sempre podrem trobar una subrepresentació
de V de dimensió finita, que contengui els xi desitjats. Per fer-ho, bastarà considerar el
subespai vectorial generat per les imatges ρs(xi ) de les xi .

Considerem ara V de dimensió finita, que indicarem per n. Aleshores direm que n
és el grau de la representació de V .

Grau de la representació = dim(V )

Fixada {ei } una base de V , podem considerar Rs la matriu de ρs respecte d’aquesta
base. D’aquesta manera, les matrius Rs compliran que:

det(Rs) 6= 0, Rst = Rs ·Rt ∀s, t ∈G

Ara, si indiquem els coeficients de la matriu Rs com ri j (s), podrem expressar la segona
igualtat com:

ri j (st ) =∑
j

ri j (s) · r j k (t )

D’aquesta manera, si donam matrius invertibles Rs =
(
ri j (s)

)
que satisfan les identitats

anteriors, aquestes correspondran a una representació ρ de G en V . Això és el que es
coneix com donar una representació en forma matricial.

Donades ρ i ρ′ dues representacions del mateix grup G sobre espais vectorials V i
V ′ respectivament, es diu que són representacions semblants (o isomorfes) si existeix
un isomorfisme lineal τ : V −→ V ′ que “transforma” ρ en ρ′, és a dir que es satisfà la
identitat:

τ◦ρ(s) = ρ′(s)◦τ s ∈G .

Dit d’un altre manera, que fa que el diagrama següent commuti per a tot s ∈G .

V V

V ′ V ′

ρ(s)

τ τ

ρ′(s)

Si ρ i ρ′ venen donades en forma matricial per Rs i R ′
s respectivament, això es tradueix

en dir que existeix una matriu T invertible tal que

T ·Rs = R ′
s ·T, per a tot s ∈G

o escrit d’un altre manera R ′
s = T ·Rs ·T −1. Podrem identificar les dues representacions

fent que cada x ∈V correspongui a un element τ(x) ∈V ′ , en particular, ρ i ρ′ tendran
el mateix grau.

4



2.2. Exemples bàsics

2.2. Exemples bàsics

En primer lloc, vegem que una representació de grau 1 d’un grup G és un homo-
morfisme ρ : G −→C∗, onC∗ és el grup multiplicatiu dels nombres complexes. Com
que cada element de G té ordre finit, els valors ρ(s) de ρ són arrels de la unitat i en
particular tendrem que |ρ(s)| = 1.

A continuació podem veure alguns exemples bàsics per fer-nos una idea més clara
del que són les representacions i aprofitarem per presentar algunes representacions
que tenen un nom particular pel fet de ser comuns, especials o interessants.

2.2.1. Representació trivial (o unitat)

Si consideram ρ(s) = 1 per a tot s ∈G , obtenim la representació de grau 1 que és
coneix amb el nom de representació trivial o representació unitat.

ρ : G −→ GL(V )
s 7−→ ρs = 1

2.2.2. Representació regular

Diguem g l’ordre de G , i sigui V un espai vectorial de dimensió g amb base {et }t∈G

indexada pels elements de G . Aleshores podem considerar per a cada s ∈G la aplicació
lineal ρs determinada per:

ρs : V −→ V
et 7−→ est

És immediat veure que això defineix una representació lineal ρ anomenada represen-
tació regular de G .

El grau d’aquesta representació és igual a l’ordre de G . A més, notem que es = ρs(e1),
per tant, podem donar una base de V com les imatges de e1, ja que

{et }t∈G = {
ρt (e1)

}
t∈G .

Proposició 1. Sigui ρ′ una representació de G en W , on W conté un vector ω de tal
manera que

{
ρ′

s(ω)
}

s∈G sigui una base de W , aleshores ρ′ és isomorfa a la representació
regular.

Demostració. Considerem ρ la representació regular de G sobre V , i ρ′ una representa-
ció de G en W on W conté un vector ω de tal manera que

{
ρ′

s(ω)
}

s∈G és una base de W .
Aleshores basta considerar l’isomorfisme

τ : V −→ W
es 7−→ ρ′

s(ω)

que satisfà que τ◦ρs = ρ′
s ◦τ per a tot s ∈G . Per veure-ho basta veure que es compleix

la igualtat per als elements de la base {et }t∈G :

(τ◦ρs)(et ) = τ(est ) = ρ′
st (ω) ∀s, t ∈G

(ρ′
s ◦τ)(et ) = ρ′

s

(
ρ′

t (ω)
)= ρ′

st (ω) ∀s, t ∈G

Per tant, ρ i ρ′ són semblants.

5



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

2.2.3. Representació permutació (associada a X )

Suposem que G opera sobre un conjunt finit X . És a dir, que per a cada s ∈G existeix
una permutació x 7→ sx de X que satisfà les identitats:

1x = x, s(t x) = (st )x ∀s, t ∈G ∀x ∈ X

Aleshores, si consideram V un espai vectorial amb una base {ex }x∈X indexada pels
elements de X , per a cada s ∈G podem prendre ρs com l’aplicació lineal determinada
per

ρs : V −→ V
ex 7−→ esx

D’aquesta manera, enviant cada s ∈G a l’aplicació lineal ρs ∈GL(V ) que acabem de
definir, s’obté el que es coneix com a representació permutació associada a X .

2.3. Subrepresentacions

Considerem ρ : G −→GL(V ) una representació lineal i W un subespai vectorial de
V . Suposem que W és estable sota ρ, és a dir, suposem que W és estable 1 respecte ρs ,
(ρs(W ) ⊆W ), per a tot s ∈G ,

Aleshores, si restringim ρs a W , al ser ρs un isomorfisme de V en ell mateix i W
estable per aquest, obtindrem un isomorfisme del subespai W en ell mateix que indi-
carem per ρW

s . A més, com que ρs(x) ·ρt (x) = ρst (x) per a tot x ∈ V , en particular es
compleix per a tot x ∈W ⊆V i per tant també tendrem que ρW

s (x) ·ρW
t (x) = ρW

st (x) per
a tot x ∈W . Per tant, podem definir l’homomorfisme

ρW : G −→ GL(W )
s 7−→ ρW

s

que és una representació de G en W . Aquesta representació, ρW , s’anomena una subre-
presentació de ρ. Fent abús del llenguatge és diu que W és una subrepresentació de V .

Vegem-ne un exemple per a que quedi més clar:

Exemple 1. Considerem V la representació regular de G, i considerem W el subespai
de V de dimensió 1 generat per l’element x =∑

t∈G et . Aleshores aplicant la definició de
morfisme es satisfarà la igualtat

ρs(x) = ρs

(∑
t∈G

et

)
= ∑

t∈G
ρs(et ) = ∑

t∈G
est = x

per a tot s ∈G. És a dir, que W serà estable respecte ρ, la representació de G sobre V . Per
tant podrem considerar la subrepresentació de ρ, sobre W donada per

ρW : G −→ GL(W )
s 7−→ ρW

s

on ρW
s són les restriccions de ρs al subespai W per a tot s ∈G, i com veurem més endavant,

aquesta representació és isomorfa a la representació trivial 2.
1Direm que un subespai vectorial W ⊆ V és estable (o invariant) respecte d’una aplicació lineal

f : V −→V , quan per a tot x ∈W , f (x) ∈W .
2Demostrat a la secció 3.4, on determinarem totes les subrepresentacions de la representació regular.
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2.3. Subrepresentacions

Vegem ara un teorema sobre l’existència d’espais estables.

Teorema 1. Sigui ρ : G −→GL(V ) una representació lineal de G en V i W un subespai
vectorial de V estable sota G. Aleshores existeix un espai complementari W c de W en V
que és estable sota G.

Demostració. Considerem W ′ un espai vectorial complementari arbitrari de W en V , i
considerem p la corresponent projecció de V sobre W . Podem construir la mitjana p0

dels conjugats de p per els elements de G :

p0 = 1

g

∑
t∈G

ρt ·p ·ρ−1
t On g és l’ordre de G

Com que p és la projecció de V sobre W , i ρt és un isomorfisme de V en ell mateix sota
el que W és estable, tendrem que p0 serà una aplicació lineal de V en W . Notem que
cada un dels conjugats satisfà:

V
ρ−1

t−→ V
p−→ W

ρt−→ W

i per tant la suma de tots ells també. D’altra banda, com que ρt és un isomorfis-
me que preserva W , ρ−1

t (x) ∈ W per a tot x ∈ W . Per tant, per a qualsevol x ∈ W , si(
p ·ρ−1

t

)
(x) = ρ−1

t (x) llavors
(
ρt ·p ·ρ−1

t

)
(x) = x, i com això és cert per a tot t ∈G , tenim

que p0(x) = x. És a dir, que W és estable sota p0. Per tant, com que p0 és una aplicació
de V en W que deixa estable W , p0 és una projecció de V sobre W . D’aquesta manera,
el nucli de p0, diguem-li W0, serà un complementari de W en V .

D’altra banda, si consideram ρs ·p0 ·ρ−1
s podem observar que:

ρs ·p0 ·ρ−1
s = 1

g

∑
t∈G

ρs ·ρt ·p ·ρ−1
t ·ρ−1

s = 1

g

∑
t∈G

ρst ·p ·ρ−1
st = p0 ∀s ∈G

Escrit d’un altre manera, tendrem que ρs ·p0 = p0 ·ρs per a tot s ∈G . Finalment, per a
tot x ∈W 0 i s ∈G tendrem que p0(x) = 0 i per tant(

p0 ·ρs
)

(x) = (
ρs ·p0) (x) = ρs

(
p0(x)

)= ρs(0) = 0

Per tant, ρs(x) ∈ W 0 per a tot x ∈ W 0, la qual cosa demostra que W 0 és estable sota
G .

Existeix una forma alternativa de demostrar aquest mateix teorema:

Demostració. Considerem V un espai vectorial dotat d’un producte escalar 〈x, y〉 que
satisfà les condicions usuals: linealitat en x, semilinealitat en y (és a dir que 〈x,λy〉 =
λ〈x, y〉) i 〈x, x〉 > 0 per a tot x 6= 0. Suposem que aquest producte escalar és invariant
sota G 3 , és a dir, que 〈ρs(x),ρs(y)〉 = 〈x, y〉. Fixem-nos que sempre podrem substituir
〈x, y〉 per

∑
t∈G〈ρs(x),ρs(y)〉 de manera que sigui invariant. Aleshores, l’espai ortogonal

W 0 complementari de W en V és estable sota G .

3Notem que si el producte escalar 〈x, y〉 és invariant vol dir que, donada una base ortonormal de V ,
aleshores la matriu ρs respecte d’aquesta base és una matriu unitària.
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2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

Mantenint les hipòtesis del teorema 1, considerem x ∈V , i w i w0 les projeccions
de x en W i W 0 respectivament. Com que W i W 0 són complementaris, tendrem
que x = w +w0. I per tant, ρs(x) = ρs(w)+ρs(w0) per a tot s ∈G . Ara bé, W i W 0 són
estables sota G , per tant, ρs(w) ∈ W i ρs(w0) ∈ W 0. D’on deduïm que ρs(w) i ρs(w0)
són les projeccions de ρs(x). En consegüent les representacions de G sobre W i W 0

determinaran la representació sobre V . Quan això passi, direm que V és suma directa
de W i W 0 i escriurem V =W ⊕W 0. En aquest cas, cada element de V s’identifica amb
un parell (w, w0) on w ∈W i w0 ∈W 0. Si W i W 0 venen donats en forma matricial per
Rs i R0

s , aleshores W ⊕W 0 vendrà donat en forma matricial per Rs 0

0 R0
s


En el cas de tenir més de dues representacions en suma directa donades en forma
matricial, R1

s ,R2
s , . . . ,etc la suma directa d’un nombre arbitrari però finit, n, de repre-

sentacions és defineix de forma similar mitjançant:
R0

s 0 · · · 0

0 R2
s

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 Rn

s



2.4. Representacions irreductibles

Per començar aquesta nova secció, definirem representació irreductible.

Definició 2. Donada ρ : G −→GL(V ) una representació lineal de G, direm que aquesta
es irreductible o simple si V és un espai vectorial diferent del trivial, 0, que no conté cap
subespai estable sota G, exceptuant clar està el trivial, i el total, V .
Pel teorema 1, la segona condició és equivalent a dir que V no és suma directa de dues
representacions, apart de V = 0⊕V .

Notem que una representació qualssevol de grau 1 és sempre irreductible. Ja que si
la representació és de grau 1, aleshores |V | = 1, els únics subespais de V són el trivial i
el total i per tant no conté cap subespai estable sota G , exceptuant el trivial i el total.
Més endavant, a la secció 4.1, veurem que tot grup abelià té almenys una representació
irreductible de grau major que 1.

Les representacions irreductibles solen ser utilitzades per construir-ne d’altres
mitjançant la suma directa d’aquestes.

Teorema 2. Tota representació és suma directa de representacions irreductibles.

Demostració. Considerem V una representació lineal de G . Demostrarem el que volem
aplicant inducció sobre la dimensió de V .
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2.5. Producte tensorial de dues representacions

Si dim(V ) = 0, aleshores V és suma directa d’una família buida de representacions
irreductibles.

Una vegada vist un cas base, suposem que totes les representacions de grau menor
o igual que n, dim(V ) ≤ n són suma directa de representacions irreductibles. Vegem
ara que també es compleix per representacions de grau n +1:
Si V és irreductible no hi ha res que provar.
Si V no és irreductible, aleshores pel teorema 1, V es pot descompondre en suma
directa V ′⊕V ′′ on dim(V ′) < dim(V ) = n + 1 i dim(V ′′) < dim(V ) = n + 1. Aleshores
per la hipòtesis d’inducció les nostres representacions V ′ i V ′′ són suma directa de
representacions irreductibles. Per tant, la suma directa de totes elles és una suma
directa de representacions irreductibles que és V . Per tant, també es compleix per
a representacions de dimensió n +1. Pel que queda demostrat per inducció que és
compleix per a tota representació de dimensió n.

D’aquesta manera, donada una representació V i una de les seves descomposicions
en suma directa de representacions irreductibles V =W1 ⊕W2 ⊕·· ·⊕Wk , ens podem
demanar si aquesta descomposició és única. Ara bé, el cas en que ρs = 1 per a tot s ∈G
demostra que no és cert en general. Ja que en aquest cas els subespais Wi seran rectes, i
sabem que l’espai vectorial generat per suma directa de diverses rectes pot ser expressat
com suma directa d’altres rectes, de fet, existeixen infinites descomposicions d’aquests
espai vectorials com a suma directa de diferents rectes. No obstant això, a la secció 3.3
veurem que el nombre de Wi isomorfs a una representació irreductible donada, no
depèn de la descomposició escollida.

2.5. Producte tensorial de dues representacions

En aquesta secció, veurem que a més de la suma directa ja estudiada, que té les pro-
pietats formals d’una adició, també tenim una “multiplicació”: el producte tensorial,
també anomenat de vegades producte Kronecker. Aquest producte es defineix de la
forma següent:

Definició 3. Donats 3 espais vectorials V1, V2 i W , i l’aplicació

f : V1 ×V2 −→ W
(x1, x2) 7−→ x1 · x2

Direm que W és el producte tensorial de V1 i V2, i el denotarem per V1⊗V2, si es compleixen
les dues condicions següents:

(i) x1 · x2 és lineal en cada una de les variables de x1 i x2.

(ii) Si (e1
i ) és una base de V1 i (e2

i ) és una base de V2, la família de productes (e1
i ·e2

i ) és
una base de W .

Aquest espai existeix, i llevat d’isomorfismes, és únic.

Demostració. Sigui (e1
i )i∈I1 una base de V1 i (e2

i )i∈I2 una base de V2, considerem U

l’espai vectorial donat per U = 〈
ui j

〉
i∈I1
j∈I2

. Sigui l’aplicació f̂ donada per

f̂ : V1 ×V2 −→ U∑
i , j ai j

(
e1

i ,e2
j

)
7−→ ∑

i , j ai j ui j ,

9



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

llavors U i f̂ compleixen les condicions (i ) i (i i ). Per tant, U serà un producte tensorial
de V1 i V2.

Vegem Ara que aquest producte és únic.

Suposem que existeixen dos productes tensorials de V1 i V2 i diem-lis W i W ′

associats a les aplicacions f : V1×V2 →W i f ′ : V1×V2 →W ′ respectivament. Aleshores,
per ser productes tensorials, f i f ′ són lineals en V1 i en V2, i a més, sigui (e1

i )i∈I1

una base de V1 i (e2
i )i∈I2 una base de V2, aleshores

(
f
(
e1

i ,e2
j

))
i∈I1
j∈I2

és una base de W i(
f ′

(
e1

i ,e2
j

))
i∈I1
j∈I2

és una base de W ′.

Considerem doncs, l’aplicació F donada per

F : W −→ W ′∑
i , j

ai j f
(
e1

i ,e2
j

)
7−→ ∑

i , j
ai j f ′

(
e1

i ,e2
j

)
.

i l’aplicació F ′ donada per

F ′ : W ′ −→ W∑
i , j

ai j f ′
(
e1

i ,e2
j

)
7−→ ∑

i , j
ai j f

(
e1

i ,e2
j

)
.

Notem que ambdues estan ben definides, ja que W i W ′ són espais vectorials i per tant∑
i , j

ai j f
(
e1

i ,e2
j

)
∈W i

∑
i , j

ai j f ′
(
e1

i ,e2
j

)
∈W ′.

D’altra banda, la linealitat d’ambdues aplicacions és immediata. A més, si consideram
x ∈W i x ′ ∈W ′, tendrem que

x =∑
i , j

ax
i j f

(
e1

i ,e2
j

)
∈W i x ′ =∑

i , j
ax ′

i j f ′
(
e1

i ,e2
j

)
∈W ′,

i així, és fàcil veure que:

(
F ′ ◦F

)
(x) = F ′

(
F

(∑
i , j

ax
i j f

(
e1

i ,e2
j

)))
= F ′

(∑
i , j

ax
i j f ′

(
e1

i ,e2
j

))
=∑

i , j
ax

i j f
(
e1

i ,e2
j

)
= x

(
F ◦F ′) (x ′) = F

(
F ′

(∑
i , j

ax ′
i j f ′

(
e1

i ,e2
j

)))
= F

(∑
i , j

ax ′
i j f

(
e1

i ,e2
j

))
=∑

i , j
ax ′

i j f ′
(
e1

i ,e2
j

)
= x ′

D’on deduïm que F ′ ◦F = F ′ ◦F = I d , i per tant W ∼=W ′, i per tant el producte tensorial
és únic llevat d’isomorfismes.

A continuació, notem que de la condició (i i ) obtenim que

dim(V1 ⊗V2) = dim(V1) ·dim(V2)

Ja que per cada element de la base de V1, hi haurà tants d’elements a la base de V1 ⊗V2

com elements hi ha a la base de V2.
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2.6. Quadrat simètric i quadrat alternat

De la mateixa manera, si consideram dues representacions lineals de G ,

ρ1 : G −→ GL(V1)
s 7−→ ρ1

s
i

ρ2 : G −→ GL(V2)
s 7−→ ρ2

s
,

podem definir un element ρs ∈GL(V1 ⊗V2) per a cada s ∈G de la forma següent:

ρs(x1 · x2) = ρ1
s (x1) ·ρ2

s (x2) ∀x1 ∈V1, x2 ∈V2,

el qual escriurem com ρs = ρ1
s ⊗ρ2

s . D’aquesta manera, si consideram tots els isomor-
fismes ρs donats per cada s ∈G , ens defineixen una representació de G en V1 ⊗V2 que
anomenarem producte tensorial de les representacions ρ1 i ρ2 donades.

Com en el cas dels productes tensorials d’espais vectorials, podem veure que aques-
ta representació existeix i és única. La existència ve donada per la existència de cada un
dels isomorfismes, els quals existeixen per la existència del producte tensorial d’espais
vectorials. De la mateixa manera, la unicitat ve donada per la unicitat de cada un dels
isomorfismes, els quals de la mateixa manera, són únics per la unicitat del producte
tensorial d’espais vectorials.

La matriu de la representació ρ = ρ1 ⊗ρ2 es pot construir de la forma següent:
Considerem

(
e1

i

)
una base de V1 i r 1

i j (s) la matriu de ρ1
s respecte d’aquesta base. De

la mateixa manera, considerarem
(
e2

i

)
una base de V2 i r 2

i j (s) la matriu de ρ2
s respecte

d’aquesta base. Aleshores, satisfà que:

ρ1
s

(
e1

j

)
=∑

i
ri j (s) ·e1

i ρ2
s

(
e2

j

)
=∑

i
r 2

i j (s) ·e2
i

D’on, aplicant la definició ρs(x1 · x2) = ρ1
s (x1) ·ρ2

s (x2), tendrem que:

ρs

(
e1

j1
·e2

j2

)
= ρ1

s

(
e1

j1

)
·ρ2

s

(
e2

j2

)
= ∑

i1,i2

r 1
i1 j1

(s) · r 2
i2 j2

(s) ·e1
i1
·e2

i2

En conseqüència, com que
(
e1

i ·e2
i

)
és una base de V1 ⊗V2, tendrem que la matriu de ρs

respecte d’aquesta base serà
(
r 1

i1 j1
(s) · r 2

i2 j2
(s)

)
, que és el que coneixem com producte

tensorial de les matrius de ρ1
s i ρ2

s .
El producte tensorial de dues representacions irreductibles, en general, no és irre-

ductible. En el cas de no ser irreductible, es podrà descompondre en suma directa de
representacions irreductibles, les quals vendran determinades per la anomenada teoria
de caràcters que veurem en la secció 3.3.

2.6. Quadrat simètric i quadrat alternat

Una vegada definit el producte tensorial de dues representacions V1 i V2, conside-
rem el cas en que V1 =V2 =V . És a dir, el producte tensorial d’una representació lineal
per ella mateixa, V ⊗V . Aleshores, podem definir l’automorfisme θ de V ⊗V com:

θ : V ⊗V −→ V ⊗V
x · y 7−→ y · x

11



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

Fixem-nos que θ és independent de la base escollida. A més, observem que θ2 = 1.

A partir d’aquest automorfisme, i considerant (ei ) una base de V , podem definir
dos subespais vectorials de V ⊗V :

Quadrat Simètric:
Sym2(V ) = {z ∈V ⊗V | θ(z) = z}

Generat per la base: (ei ·e j +e j ·ei )i≤ j .

Quadrat Alternat:
Al t 2(V ) = {z ∈V ⊗V | θ(z) =−z}

Generat per la base: (ei ·e j −e j ·ei )i< j .

Per veure que efectivament són bases dels respectius subespais, sigui el conjunt
(ei ·e j +e j ·ei )i≤ j ∪ (ei ·e j −e j ·ei )i< j , veurem que és un conjunt de vectors linealment
independents. Considerem una combinació lineal de tots aquests vectors igual a 0:∑

1≤i≤ j≤n
αi j

(
ei ·e j +e j ·ei

)+ ∑
1≤i< j≤n

βi j
(
ei ·e j −e j ·ei

)= 0

Reorganitzant els sumatoris obtenim:

n∑
i

2αi i (ei ·ei )+ ∑
1≤i< j≤n

(αi j +βi j )(ei ·e j )+ ∑
1≤i< j≤n

(αi j −βi j )(e j ·ei ) = 0

Però com que (ei ·e j ) és una base de V ⊗V , tots els coeficients han de ser 0, d’on obtenim
queαi i = 0 per a tot i = 1, . . . ,n. A més, per a tot 1 ≤ i < j ≤ n: (αi j +βi j ) = 0 = (αi j −βi j )
d’on βi j = 0, i per tant αi j = 0. I com que tots els coeficients han de ser obligatòriament
0 els nostres vectors són linealment independents dos a dos.

Obtenim així, n2 vectors independents en un espai de dimensió n2, la qual cosa
implica que tenim una base de V ⊗V . Ara bé, si consideram els subespais generats per
(ei ·e j +e j ·ei )i≤ j i per (ei ·e j −e j ·ei )i< j podem observar fàcilment que

θ(ei ·e j +e j ·ei ) = e j ·ei +ei ·e j = ei ·e j +e j ·ei∀i ≤ j

θ(ei ·e j −e j ·ei ) = e j ·ei −ei ·e j =−(ei ·e j −e j ·ei )∀i < j

i per tant, aquests dos subespais es troben dins el quadrat simètric i el quadrat alternat
respectivament. Finalment, com que la intersecció del quadrat simètric i el quadrat al-
ternat és {0}, i hem vist que la unió dels nostres subespais era una base de V ⊗V , podem
concloure que els nostres subespais generen el quadrat simètric i el quadrat alternat res-
pectivament, és a dir que els dos subconjunts són les seves bases com volíem demostrar.

Obtenim així, que aquests espais tenen la propietat que estan en suma directa, ja
que com hem dit la seva intersecció és {0} ja que és l’únic vector que és igual al seu
oposat (z =−z), i la seva suma directa és V ⊗V :

V ⊗V = Sym2(V )⊕ Al t 2(V )

12



2.6. Quadrat simètric i quadrat alternat

Si diem dim(V ) = n, tendrem que:

dim
(
Sym2(V )

)= n(n +1)

2
i dim

(
Al t 2(V )

)= n(n −1)

2

Vegem a més, que els subespais Sym2(V ) i Al t 2(V ) són estables sota G :

(ρs ⊗ρs)(ei ·e j +e j ·ei ) = ρs(ei ·e j )+ρs(e j ·ei ) = ρs(ei ) ·ρs(e j )+ρs(e j ) ·ρs(ei )

= ∑
i1,i2

ri j (s) · ri j (s) · (ei ·e j )+ ∑
i1,i2

ri j (s) · ri j (s) · (e j ·ei )

= ∑
i1,i2

ri j (s) · ri j (s) · (ei ·e j +e j ·ei )

(ρs ⊗ρs)(ei ·e j −e j ·ei ) = ρs(ei ·e j )−ρs(e j ·ei ) = ρs(ei ) ·ρs(e j )−ρs(e j ) ·ρs(ei )

= ∑
i1,i2

ri j (s) · ri j (s) · (ei ·e j )− ∑
i1,i2

ri j (s) · ri j (s) · (e j ·ei )

= ∑
i1,i2

ri j (s) · ri j (s) · (ei ·e j −e j ·ei ).

Per tant, aquests defineixen dues representacions lineals anomenades quadrada
simètrica i quadrada alternada de la representació V .
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TEORIA DE CARÀCTERS

3.1. El caràcter d’una representació

Considerem V un espai vectorial generat per la base {ei } de n elements. D’altra
banda, considerem a una aplicació de V en ell mateix amb matriu

(
ai j

)
. Anomenarem

traça de a l’escalar donat per la funció:

Tr(a) =
n∑
i

ai i

Sabem que aquesta suma coincideix amb la suma dels valors propis d’a tenint en
compte la multiplicitat de cada un, per tant, no dependrà de la base escollida.
Considerem ara ρ : G −→GL(V ) una representació del grup finit G a l’espai vectorial V .
Aleshores, per a cada s ∈G definim el caràcter de la representació ρ com la funció χρ
de G enC donada per

χρ(s) = Tr(ρs).

La importància d’aquesta funció ve donada principalment pel fet de que caracteritza la
representació ρ, tal i com veurem més endavant a la secció 3.3.

Proposició 2. Si χ és el caràcter d’una representació ρ de grau n, aleshores tendrem
que:

(i) χ(1) = n

(ii) χ
(
s−1

)=χ(s)∗ per a tot s ∈G 1

(iii) χ
(
t st−1

)=χ(s) per a tot s, t ∈G.

1Sigui z = x + i y un nombre complexe, denotarem per z∗ o z el seu conjugat x − i y .
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3. TEORIA DE CARÀCTERS

Demostració. Sabem que ρ(1) = 1, i per tant la seva matriu és la identitat, d’on obtenim
que Tr(1) = dim(V ) = n i queda demostrat (i ).

Per demostrar (i i ) observem que ρs és d’ordre finit. En conseqüència, passa el
mateix amb els valors propis λ1, . . . ,λn que tendran valor absolut igual a 1. 2 Aleshores,
com sabem que el conjugat d’un nombre complex de mòdul 1 és igual al seu invers,
tendrem que:

χ(s)∗ = Tr
(
ρs

)∗ =∑
λ∗

i =∑
λ−1

i = Tr
(
ρ−1

s

)= Tr
(
ρs−1

)=χ(
s−1)

I d’aquesta manera, queda demostrada la igualtat (i i ).
Per demostrar la igualtat (i i i ) fixem-nos que si prenem u = t s i v = t−1 aleshores

la igualtat a demostrar queda reduïda a χ(uv) =χ(vu). Ara bé, com que sabem que la
igualtat

Tr(ab) = Tr(ba)

és compleix per a qualssevol matrius a i b , que es puguin multiplicar, la igualtat (i i i )
queda demostrada.

Definició 4. Una funció de classe és una funció f de G en C que satisfà (i i i ), o el que
és el mateix, que f (uv) = f (vu). A més, veurem més endavant a la secció 3.5 que tota
funció de classe és composició de caràcters.

Proposició 3. Considerem ρ1 : G −→ GL(V1) i ρ2 : G −→ GL(V2) dues representacions
lineals de G. Aleshores, si consideram χ1 i χ2 els seus caràcters, és satisfà que:

(i) El caràcter χ de la representació suma directa V1 ⊕V2 és igual a χ1 +χ2.

(ii) El caràcterΨ de la representació producte tensorial V1 ⊗V2 és igual a χ1 ·χ2.

Demostració. Considerem ρ1 i ρ2 dues representacions lineals donades en forma ma-
tricial R1

s i R2
s respectivament. Aleshores la representació V1 ⊕V2 vendrà donada de

forma matricial per

Rs =
(
R1

s 0
0 R2

s

)
Per tant, Tr(Rs) = Tr

(
R1

s

)+Tr
(
R2

s

)
, d’on obtenim que χ(s) =χ1(s)+χ2(s).

Si procedim de la mateixa forma per demostrar (i i ), seguint amb la notació de la
secció 2.5, tendrem que els espais V1 i V2, d’ordre n i m respectivament, representats per

les matrius R1
s =

(
r 1

i j (s)
)

i R2
s =

(
r 2

i j (s)
)

respectivament, aleshores el producte tensorial

V1 ⊗V2 vendrà donat en forma matricial per

Rs =
r 1

11(s)R2
s r 1

1n(s)R2
s

r 1
n1(s)R2

s r 1
nn(s)R2

s


2Notem que aquest fet és conseqüència del fet que ρs pot ser definida per una matriu unitària tal i

com hem vist a la secció 3 del capítol 2.
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3.1. El caràcter d’una representació

Vegem un exemple reduït, d’una forma més explícita. Considerem les representacions
ρ1 i ρ2 de graus 2 i 3 respectivament, donades en forma matricial per:

R1
s =

r 1
11(s) r 1

12(s)

r 1
21(s) r 1

22(s)

 R2
s =


r 2

11(s) r 2
12(s) r 2

13(s)

r 2
21(s) r 2

22(s) r 2
23(s)

r 2
31(s) r 2

32(s) r 2
33(s)


Aleshores el producte tensorial ρ1 ⊗ρ2 vendrà donat en forma matricial per:

Rs =



r 1
11(s)r 2

11(s) r 1
11(s)r 2

12(s) r 1
11(s)r 2

13(s) r 1
12(s)r 2

11(s) r 1
12(s)r 2

12(s) r 1
12(s)r 2

13(s)

r 1
11(s)r 2

21(s) r 1
11(s)r 2

22(s) r 1
11(s)r 2

23(s) r 1
12(s)r 2

21(s) r 1
12(s)r 2

22(s) r 1
12(s)r 2

23(s)

r 1
11(s)r 2

31(s) r 1
11(s)r 2

32(s) r 1
11(s)r 2

33(s) r 1
12(s)r 2

31(s) r 1
12(s)r 2

32(s) r 1
12(s)r 2

33(s)

r 1
21(s)r 2

11(s) r 1
21(s)r 2

12(s) r 1
21(s)r 2

13(s) r 1
22(s)r 2

11(s) r 1
22(s)r 2

12(s) r 1
22(s)r 2

13(s)

r 1
21(s)r 2

21(s) r 1
21(s)r 2

22(s) r 1
21(s)r 2

23(s) r 1
22(s)r 2

21(s) r 1
22(s)r 2

22(s) r 1
22(s)r 2

23(s)

r 1
21(s)r 2

31(s) r 1
21(s)r 2

32(s) r 1
21(s)r 2

33(s) r 1
22(s)r 2

31(s) r 1
22(s)r 2

32(s) r 1
22(s)r 2

33(s)


Aleshores, el caràcter del producte tensorial de dues representacions V1 i V2 serà:

Ψ(s) =∑
i , j

r 1
i i (s)r 2

j j (s) =
(∑

i
r 1

i i (s)

)
·
(∑

j
r 2

j j (s)

)
=χ1(s) ·χ2(s)

Com volíem demostrar.

Proposició 4. Considerem ρ : G −→ GL(V ) una representació lineal de G i χ el seu
caràcter. Aleshores si consideram χ2

σ el caràcter de la representació quadrada simètrica
Sym2(V ) de V i χ2

α el caràcter de la representació quadrada alternada Al t 2(V ) de V .
Aleshores per a cada s ∈G tendrem que:

χ2
σ(s) = 1

2

(
χ(s)2 +χ(

s2))
χ2
α(s) = 1

2

(
χ(s)2 −χ(

s2))
i per tant: χ2

σ(s)+χ2
α(s) =χ(s)2.

Demostració. Considerem un cert s ∈G fixat però arbitrari. Aleshores podem conside-
rar els vectors propis de ρs com una base (ei ) de V , ja que ρs és pot expressar en forma
d’una matriu unitària i per tant els seus vectors propis són una base ortonormal. En
conseqüència, tendrem que per a cada valor propi λi ∈C de ρs , es satisfarà la igualtat
ρsei =λi ei . I per tant:

χ(s) =∑
λi

Ara bé, ρs2 = ρsρs i per tant els valors propis de ρs2 en la base (ei ) escollida seran λ2
i ∈C.

D’on obtenim que el caràcter de ρ2
s serà:

χ
(
s2)=∑

λ2
i
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3. TEORIA DE CARÀCTERS

D’altra banda, tenim que:

(ρs ⊗ρs)(ei ·e j −e j ·ei ) =λiλ j · (ei ·e j −e j ·ei )

(ρs ⊗ρs)(ei ·e j +e j ·ei ) =λiλ j · (ei ·e j +e j ·ei )

Per tant:

χ2
σ(s) = ∑

i≤ j
λiλ j =

∑
λ2

i +
∑
i< j

λiλ j = 1

2

(∑
λi

)2 + 1

2

∑
λ2

i

χ2
α(s) = ∑

i< j
λiλ j = 1

2

(∑
λi

)2 − 1

2

∑
λ2

i

Simplement operant, obtenim que:

χ2
σ(s)+χ2

α(s) = 1

2

(
χ(s)2 +χ(

s2))+ 1

2

(
χ(s)2 −χ(

s2))= 1

2
χ(s)2 + 1

2
χ(s)2 =χ(s)2

On es veu reflectit el fet de que V ⊗V és suma directa de Sym2(V ) i Al t 2(V ).

3.2. Lema de Schur; aplicacions bàsiques

Proposició 5. (Lema de Schur) Siguin ρ1 : G −→GL(V1) i ρ2 : G −→GL(V2) dues repr-
sentacions irreductibles de G, i f una aplicació lineal de V1 a V2 tal que ρ2

s ◦ f = f ◦ρ1
s

per a tot s ∈G. Aleshores:

(1) Si ρ1 i ρ2 no són isomorfes, aleshores tendrem que f = 0.

(2) Si V1 =V2 i ρ1 = ρ2, aleshores f és una homotècia, és a dir, un múltiple escalar de
la identitat.

Demostració. En el cas en que f = 0 és trivial. Suposem doncs que f 6= 0 i considerem
W1 el seu nucli, que és el conjunt de x ∈V1 tals que f (x) = 0. Per a cada x ∈W1 tendrem
que

(
f ρ1

s

)
(x) = (

ρ2
s f

)
(x) = 0, per tant ρ1

s (x) ∈W1, i per tant W1 és estable sota G . Com
que V1 és irreductible, W1 és V1 o 0; el primer cas està exclòs, ja que implica que f = 0 i
com ja hem dit és un cas trivial.
De la mateixa manera, la imatge W2 de f , que és el conjunt de les f (x) ∈ V2 tals que
x ∈V1, és estable, i per tant, com que W2 6= 0 és igual a V2. Doncs bé, les dues propietats
W1 = 0 i W2 =V2 demostren que f és un isomorfisme de V1 a V2, el que prova el punt
(i ) del lema.
Suposem ara que V1 =V2, ρ1 = ρ2 i considerem λ un valor propi de f , sabem que n’e-
xisteix almenys un ja que el cos d’escalars és el cos dels nombres complexes. Indiquem
f ′ = f −λI d . Aleshores, com que λ és un valor propi de f , el nucli de f ′ és diferent de 0.
D’altre banda, tenim que

ρ2
s f ′ = ρs( f −λI d) = ρs f −λρs = f ρs −λρs = f ′ρ1

s .

Aleshores, la primera part de la demostració, demostra que aquesta propietat és possible
únicament si f ′ = 0, és a dir, si f =λI d .

Considerem en el que queda de secció, V1 i V2 dues representacions irreductibles
del grup G d’ordre g .
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3.2. Lema de Schur; aplicacions bàsiques

Corol.lari 1. Sigui h una aplicació lineal de V1 a V2, si consideram

h0 = 1

g

∑
t∈G

(
ρ2

t

)−1
hρ1

t

aleshores:

(1) Si ρ1 i ρ2 no són isomorfes, aleshores h0 = 0.

(2) Si V1 =V2 i ρ1 = ρ2, h0 és una homotècia de raó (1/n)Tr(h), amb n = dim(V1).

Demostració. En primer lloc, notem que ρ2
s h0 = h0ρ1

s , ja que(
ρ2

s

)−1
h0ρ1

s =
1

g

∑
t∈G

(
ρ2

s

)−1 (
ρ2

t

)−1
hρ1

tρ
1
s =

1

g

∑
t∈G

(
ρ2

t s

)−1
hρ1

t s = h0.

Aleshores, podem aplicar el lemma de Shur prenent f = h0. Aplicant-la, obtenim h0 = 0
en el primer cas i h0 =λ on λ és un escalar en el segon. A més, en el darrer cas tenim
que

Tr(h0) = 1

g

∑
t∈G

Tr
((
ρ1

t

)−1
hρ1

t

)
= 1

g

∑
t∈G

Tr(h) = Tr(h)

i com que Tr
(
h0

)= Tr(λ) = n ·λ, tendrem que λ= (1/n)Tr(h).

Considerem ara el corol.lari 1 suposant que ρ1 i ρ2 venen donades en forma matri-
cial:

ρ1
t =

(
r 1

i j (t )
)

i , j∈I1

ρ2
t =

(
r 2

i j (t )
)

i , j∈I2

L’aplicació lineal h està definida per la matriu (xi j ) on i ∈ I2 i j ∈ I1, de la mateixa

manera h0 vendrà donada per
(
x0

i j

)
on i ∈ I2 i j ∈ I1. Aleshores, per la definició de h0

tendrem que

x0
i2i1

= 1

g

∑
t , j1, j2

r 2
i2 j2

(
t−1)x j2 j1 r 1

j1i1
(t ) amb i1, j1 ∈ I2, i2, j2 ∈ I2 i t ∈G .

La part dreta de la igualtat és una forma lineal respecte a x j2 j1 . En el cas (1) aquesta
forma desapareix per a tot sistema de valors de x j2 j1 ; ja que els seus coeficient són 0.

Corol.lari 2. Si ρ1 i ρ2 no són isomorfes, mantenint la notació anterior, tendrem:

1

g

∑
t∈G

r 2
i2 j2

(
t−1)x j1 j1 r 1

j1i1
(t ) = 0 amb i1, j1 ∈ I2, i2, j2 ∈ I2.

per a i1, i2, j1, j2 arbitraris.

En el cas (2), de la mateixa manera, tendrem que h0 =λ, i.e., x0
i2i1

=λδi2i1 (on δi2i1

denota el símbol de Kronecker, igual a 1 si i1 = i2 i 0 altrament), amb λ= (1/n)Tr(h), és
a dir que λ= (1/n)δ j2 j1 x j2 j1 . D’on obtenim l’igualtat:

x0
i2i1

= 1

g

∑
t , j1, j2

r 2
i2 j2

(
t−1)x j2 j1 r 1

j1i1
(t ) = 1

n

∑
j1, j2

δi2i1δ j2 j1 x j2 j1

amb i1, j1 ∈ I2 i i2, j2 ∈ I2. Llavors, igualant els coeficients de x j2 j1 , obtenim com calia
esperar:
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3. TEORIA DE CARÀCTERS

Corol.lari 3. Si V1 =V2 i ρ1 = ρ2, mantenint la notació anterior, tendrem:

1

g

∑
t

r 2
i2 j2

(
t−1)r 1

j1i1
(t ) = 1

n
δi2i1δ j2 j1 =

{
1/n si i1 = i2 i j1 = j2

0 altrament

amb i1, j1, i2, j2 ∈ I1
3.

Per acabar aquesta secció, cal remarcar que:

(1) Si φ and ψ són funcions de G aC, l’operació

〈φ,ψ〉 = 1

g

∑
t∈G

φ
(
t−1)ψ(t ) = 1

g

∑
t∈G

φ(t )ψ
(
t−1) .

satisfà 〈φ,ψ〉 = 〈ψ,φ〉. A més 〈φ,ψ〉 és lineal en φ i en ψ. Amb aquesta notació,
els corol.laris 2 i 3 venen donats respectivament per

〈r 2
i2 j2

,r 1
j1i1

〉 = 0 i 〈r 2
i2 j2

,r 1
j1i1

〉 = 1

n
δi2i1δ j2 j1 .

(2) Suposem que les matrius (ri j (t )) són unitàries, en cas contrari, podem aconseguir-
ho mitjançant el canvi explicat a la demostració alternativa del teorema 1). Ales-
hores tendrem que ri j

(
t−1

)= r j i (t )∗ i els corol.laris 2 i 3 són exactament relacions
d’ortogonalitat per al producte escalar (φ|ψ) definit a la secció següent.

3.3. Relacions ortogonals de caràcters.

Per començar, aquesta secció, introduirem una mica de notació.

Definició 5. Sigui G un grup finit d’ordre g , i φ i ψ dues funcions de G enC, indicarem
per

(φ|ψ) = 1

g

∑
s∈G

φ(s)ψ(s)∗

el producte escalar d’aquestes. Aquest és lineal enφ, semilineal enψ i satisfà que (φ|φ) >
0 per a tot φ 6= 0.

Considerem ara ψ̂ la funció definida per la expressió ψ̂(s) = ψ
(
s−1

)∗
, aleshores

satisfà que

(φ|ψ) = 1

g

∑
s∈G

φ(s)ψ̂
(
s−1)= 〈φ,ψ̂〉.

En particular, si χ és el caràcter d’una representació G , sabem per la proposició 1 que
χ̂ = χ, per tant, (φ|χ) = 〈φ,χ〉 per a totes les funcions φ sobre G . Per tant, utilitzarem
(φ|χ) o 〈φ,χ〉 indistintament, quan tractem amb caràcters.

Teorema 3. Siguin χ i χ′ caràcters de dues representacions irreductibles no isomorfes
aleshores:

3Notem que com que V1 =V2 llavors podem considerar I1 = I2
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3.3. Relacions ortogonals de caràcters.

(i) (χ|χ) = 1. És a dir, χ és “de norma 1”.

(ii) (χ|χ′) = 0. És a dir, χ i χ′ són ortogonals.

Demostració. Considerem ρ una representació irreductible de caràcter χ, donada en
forma matricial ρs =

(
ri j (s)

)
. Aleshores sabem que χ(s) =∑

ri i (s), per tant:

(χ|χ) = 〈χ,χ〉 =∑
i , j

〈ri i ,r j j 〉.

Ara pel corol.lari 3 del Lema de Schur, sabem que 〈ri i ,r j j 〉 = δi j /n, on n és el grau de ρ.
Aleshores:

(χ|χ) =
(∑

i , j
δi j

)
/n =

(∑
i
δi i

)
/n = n/n = 1

ja que la matriu
(
ri j (s)

)
és d’ordre n. D’on obtenim (i ).

Considerem ara ρ′ una altra representació irreductible de caràcter χ′, no isomorfa

a ρ, donada en forma matricial ρ′
s =

(
r ′

i j (s)
)
. Aleshores sabem que χ′(s) =∑

r ′
i i (s), per

tant:

(χ|χ′) = 〈χ,χ′〉 =∑
i , j

〈ri i ,r ′
j j 〉.

Ara bé, com que ρ i ρ′ no són isomorfes, podem aplicar el corol.lari 2 del Lema de Schur,
que ens diu que 〈ri i ,r ′

j j 〉 = 0, pel que (χ|χ′) = 0 com volíem veure.

Aquest darrer teorema, demostra que els caràcters irreductibles, que són caràcters
de representacions irreductibles, formen un sistema ortonormal.

Teorema 4. Sigui V una representació lineal de G, amb caràcter φ, suposem que V
descompon en suma directa de representacions irreductibles:

V =W1 ⊕·· ·⊕Wk

Aleshores, si W és una representació amb caràcter χ, el nombre de Wi isomorfes a W és
igual al producte escalar (φ|χ) = 〈φ,χ〉.

Demostració. Siguin χi els caràcters de les representacions Wi , per la proposició 2
tenim que φ=χ1 +·· ·+χk .
Aleshores (φ|χ) = (χ1|χ)+·· ·+ (χk |χ), i aplicant el teorema 3 sabem que (χi |χ) és 1 si
Wi és isomorfa a W i 0 si no ho és. Per tant, (φ|χ) serà igual el nombre de Wi isomorfes
a W com volíem demostrar.

Corol.lari 4. El nombre de Wi isomorfes a W no depèn de la descomposició escollida.

Demostració. Això és degut a que (φ|χ) no depèn de la descomposició escollida.

Aquest nombre, l’anomenarem “nombre de vegades que W apareix en V ” o també,
“nombre de vegades que W està contingut en V ”.

Corol.lari 5. Dues representacions amb el mateix caràcter són isomorfes.

21
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Demostració. Considerem ρ i ρ′, dues representacions lineals de G en V i V ′ respec-
tivament. Siguin χ i χ′ els seus caràcters tals que χ = χ′, aleshores si descomponem
V i V ′ en irreductibles, aplicant el corol.lari anterior, sabem que tota representació
irreductible de V esta continguda en V ′ el mateix nombre de vegades, i de la mateixa
manera, tota representació irreductible de V ′ apareix el mateix nombre de vegades en
V . Per tant, són suma directa dels mateixos subespais i per tant existeix un isomorfisme
entre les dues sumes directes.

Aquest darrers resultats ens permeten reduir l’estudi de representacions a l’estudi
dels seus caràcters. Si χ1, . . . ,χh són els distints caràcters irreductibles de G , i W1, . . . ,Wh

les respectives representacions, cada representació V és isomorfa a la suma directa

V =
m1

W1 ⊕·· ·⊕W1 ⊕·· ·⊕
mh

Wh ⊕·· ·⊕Wh

on mi són enters majors que 0. Aleshores, el caràcter φ de V és descompon en

φ= m1χ1 +·· ·+mhχh , (3.1)

on cada mi satisfarà que mi = (φ|χi ).
Notem, que en particular, si aplicam això al producte tensorial Wi⊗W j de dues represen-
tacions irreductibles, obtenim que el producte χi ·χ j descompon en χiχ j =∑

mk
i jχk ,

on mk
i j són enters majors que 0.

Vist això, si consideram (φ|φ) i fem us de les relacion ortogonals vistes al teorema 3
i l’expressió (2.1), obtenim la igualtat:

(φ|φ) =
h∑

i , j
mi m jχiχ j =

h∑
i=1

m2
i

d’on obtenim el teorema següent, que ens dona un bon criteri d’irreductibilitat.

Teorema 5. Sigui φ el caràcter d’una representació V , aleshores (φ|φ) és un enter positiu.
A més, (φ|φ) = 1 si, i només si, V és irreductible.

Demostració. Clarament,
∑

m2
i és un enter positiu per ser cada mi un enter positiu.

Ara bé, com que cada m2
i és un enter positiu,

∑
m2

i és 1 si, i només si, una de les mi ’s és
igual a 1 i les altres són 0, és a dir, si

V = 0W1 ⊕·· ·1Wi ⊕·· ·⊕0Wh

i per tant V és isomorfa a una de les Wi .

3.4. Descomposició de la representació regular

A continuació, introduirem una mica de notació.
Per al que queda del Capítol 2, denotarem amb χ1, . . . ,χh els caràcters irreductibles de
G , i amb n1, . . . ,nh els seus graus. Recordem doncs, que, per la proposició 1, ni =χi (1).

Considerem R la representació regular de G . Recordem de la secció 2 del capítol 2
que la representació regular és aquella tal que si considerem la base de V donada per
(et )t∈G la representació ρ satisfà que ρset = est . Si s 6= 1, tendrem que st 6= t per a tot t ,
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3.5. Nombre de representacions irreductibles

pel que els termes de la diagonal de la matriu de ρs seran tot zeros. En altres paraules,
tendrem que Tr(ρs) = 0. D’altra banda, per s = 1 tendrem que

Tr(ρs) = Tr(1) = dim(R) = g .

D’aquesta manera, obtenim el resultat següent:

Proposició 6. El caràcter rG de la representació regular ve donat per les igualtats se-
güents:

rG (1) = g amb g l’ordre de G,

rG (s) = 0 si s 6= 1.

Corol.lari 6. Tota representació irreductible Wi està continguda dins la representació
regular amb multiplicitat igual al seu grau ni .

Demostració. D’acord amb el teorema 4, el nombre de vegades que Wi està continguda
en R és igual a 〈rG ,χi 〉. Aleshores aplicant la definció de producte escalar tenim que

〈rG ,χi 〉 = 1

g

∑
s∈G

rG
(
s−1)χi (s) = 1

g
g ·χi (1) =χi (1) = n1.

Corol.lari 7. Siguin Wi les representacions irreductibles d’un grup G d’ordre g , aleshores
els seus graus ni i els seus caràcters χi satisfan:

(i) La relació
h∑

i=1
n2

i = g .

(ii) Si s ∈G és diferent de 1, aleshores

h∑
i=1

niχi (s) = 0.

Demostració. Per el corol.lari 1, tenim que rG =∑
niχi (s) per a tot s ∈G . Aleshores, si

prenem s = 1 obtenim el resultat (i ), d’altra banda, si prenem s 6= 1 obtenim el resultat
(i i ).

3.5. Nombre de representacions irreductibles

Recordem que una funció f de G aC s’anomena funció de classe si f
(
t st−1

)= f (s)
per a tot s, t ∈G . Una vegada recordat això, vegem alguns resultats.

Proposició 7. Sigui f una funció de classe de G i ρ : G −→ GL(V ) una representació
lineal de G, considerem ρ f l’aplicació lineal de V en ell mateix definida per:

ρ f =
∑
t∈G

f (t )ρt .

Aleshores, si V és irreductible de grau n i caràcter χ, ρ f és una homotècia de radi λ donat
per:

λ= 1

n

∑
t∈G

f (t )χ(t ) = g

n
( f |χ∗).
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Demostració. Si consideram ρ−1
s ρ f ρs , obtenim

ρ−1
s ρ f ρs =

∑
t∈G

f (t )ρ−1
s ρtρs =

∑
t∈G

f (t )ρs−1t s

A continuació, si prenem u = s−1t s tendrem que:

ρ−1
s ρ f ρs =

∑
u∈G

f
(
sus−1)ρu = ∑

u∈G
f (u)ρu = ρ f

Per tant, acabam de veure que ρ f ρs = ρsρ f i en conseqüència, podem aplicar la segona
part del lema de Shur que demostra que ρ f és una homotècia. Aleshores, la traça d’una
homotècia de radi λ és nλ, i la traça de ρ f és

∑
t∈G f (t )Tr(ρt ) =∑

t∈G f (t )χ(t ). D’aquesta
manera, igualant ambdues traces obtenim com volíem demostrar que

λ= 1

n

∑
t∈G

f (t )χ(t ) = g

n
(g |χ∗)

Definim l’espai H com l’espai de funcions de classe de G . Notem, que els caràcters
irreductibles χ1, . . . ,χh són elements de H .

Teorema 6. Els caràcters χ1, . . . ,χh formen una base ortonormal de H.

Demostració. Al teorema 3, ja hem demostrat que els caràcters χi formen un sistema
ortonormal en H . Per tant, només ens queda demostrar que aquest sistema genera H .
Per veure això, és suficient veure que tot element de H ortogonal a tots els χ∗i és zero.
Considerem f un element de H ortogonal a tots els χ∗i . Aleshores, si per a cada repre-
sentació ρ de G , consideram ρ f =

∑
t∈G f (t )ρt , com que f és ortogonal als χ∗i , utilitzant

la proposició anterior obtenim que ρ f és zero sempre que ρ sigui irreductible, ja que si
és irreductible ρ f = g

n (g |χ∗)I d , que és zero per l’ortogonalitat de f amb els χ∗i . Ara bé,
si considerem la descomposició de ρ en suma directa d’irreductibles ρi , llavors ρ f serà
la suma directa de les respectives ρi f =

∑
t∈G f (t )ρi t . Ara bé, com que ρi és irreductible,

ja hem vist que ρi f = 0 per a tota subrepresentació ρi , i per tant ρ f també serà zero.
Acabam de veure que ρ f és zero sempre, tant si ρ és irreductible com si no. Aleshores,
si aplicam això a la representació regular i calculem la imatge del vector e1 de la base
sota ρ f , obtenim que:

ρ f e1 =
∑
t∈G

f (t )ρt e1 =
∑
t∈G

f (t )et

Doncs bé, com que ρ f és zero,ρ f e1 = 0 i per tant,
∑

t∈G f (t )et = 0 d’on podem concloure
que f (t ) = 0 per a tot t ∈G , pel que f = 0 com volíem veure.

Recordem que dos elements t i t ′ de G s’anomenen conjugats un de l’altre si existeix
s ∈G tal que t ′ = st s−1. Recordem també que això és una relació d’equivalència que
parteix G en classes que s’anomenen classes de conjugació.

Teorema 7. El nombre de representacions irreductibles de G (llevat d’isomorfismes) és
igual al nombre de classes de conjugació G.
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Demostració. Considerem C1, . . . ,Ck les distintes classes de conjugació de G . Aleshores,
dir que f és una funció de classe en G és el mateix que dir que f és constant en cada
una de les classes. La constant de cada classe Ci la denotarem per λi i aquesta podrà
ser elegida arbitràriament, en conseqüència, la dimensió de l’espai H de funcions de
classe és igual a k, ja que cada dimensió fa referència a la constant d’una classe diferent.
D’altra banda, pel teorema 6, aquesta dimensió és igual al nombre de representacions
irreductibles de G (llevat d’isomorfismes), ja que els seus caràcters irreductibles en són
una base, pel que queda demostrat el que volíem.

Un altre conseqüència del teorema 6 és la següent:

Proposició 8. Considerem s ∈G, i c(s) el nombre d’elements de la classe de conjugació
de s. Aleshores:

(i) Es satisfà la igualtat:
h∑

i=1
χi (s)∗χi (s) = g

c(s)

(ii) Per a cada t ∈G no conjugat de s, es satisfà la igualtat:

h∑
i=1

χi (s)∗χi (t ) = 0

Demostració. Considerem fs la funció que té per imatges: 1 en tota la classe de s i 0 a la
resta de G . Com que fs és una funció de classe, pel teorema 6 podem escriure-la com:

fs =
h∑

i=1
λiχi , amb λi = ( fs |χi ) = c(s)

g
χi (s)∗

Aleshores, per a cada t ∈G tendrem que

fs(t ) = c(s)

g

h∑
i=1

χi (s)∗χi (t )

Finalment, si prenem t = s, fs(s) = 1 i per tant, aïllant, obtenim (i ). D’altra banda, si
prenem t no conjugat de s, fs(t ) = 0 i per tant, obtenim (i i ).

3.6. Descomposició canònica d’una representació

Considerem ρ : G −→GL(V ) una representació lineal de G . A continuació, definirem
una descomposició en suma directa de V que és menys “fina” que la descomposició en
representacions irreductibles, però amb l’avantatge que és única.

Definició 6. Considerem χ1, . . . ,χh els distints caràcters de les representacions irreducti-
bles W1, . . . ,Wh de G, i n1, . . . ,nh els seus graus. Sigui V =U1⊕·· ·⊕Um una descomposició
de V en suma directa de representacions irreductibles, per a cada i = 1, . . . ,h denota-
rem per Vi la suma directa dels U1, . . .Um que són isomorfs a Wi . D’aquesta manera,
obtindrem la descomposició

V =V1 ⊕·· ·⊕Vh

que és el que es coneix com descomposició canònica de V .
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Notem, que com que els Wi són tots els caràcter irreductibles de G , llavors tot U j ,
al ser irreductible, serà isomorf a algun Wi , i com que els caràcters dels Wi són distints,
només podrà ser isomorf a un d’ells. Això ens demostra que cada U j amb j ∈ {1, . . . ,m}
es trobarà contingut en un, i només un, Vi , el que demostra que la descomposició està
ben definida.

En altres paraules, podem dir que la descomposició canònica de V és una descom-
posició en suma directa de representacions irreductibles agrupant aquelles representa-
cions que són isomorfes. Vegem a continuació alguna de les seves propietats:

Proposició 9. La projecció pi de V sobre Vi associada a la descomposició canònica ve
donada per la expressió:

pi = ni

g

∑
t∈G

χi (t )∗ρt .

Demostració. Considerem

qi = ni

g

∑
t∈G

χi (t )∗ρt

i vegem que qi és igual a la projecció pi de V en Vi .

Per la proposició 7, si restringim qi a una representació irreductible W de caràcter
χ i de grau n, és una homotècia de radi ni

n (χi |χ). D’aquesta manera, per l’ortogonalitat
de caràcters irreductibles qi = 0 si χ 6= χi i qi = 1 si χ = χi . En altres paraules qi és
la identitat en una representació isomorfa a Wi i zero en la resta de representacions.
Per tant, en vista de la definició de Vi , qi serà la identitat en Vi i serà zero en la resta
de V j amb j 6= i . D’aquesta manera, si descomponem un element x ∈ V en les seves
components xi ∈Vi , x = x1+x2+·· ·+xh , tendrem que qi (x) =∑h

j=1 qi (x j ) = xi . Pel que
qi és igual a la projecció pi de V en Vi com volíem demostrar.

Teorema 8. La descomposició canònica no depèn de la descomposició de V en suma de
representacions irreductibles escollida inicialment.

Demostració. Per la proposició anterior, pi determina Vi i com que pi no depèn de la
descomposició de V en suma de representacions irreductibles escollida inicialment, la
nostra representació canònica tampoc.

Així, la descomposició d’una representació V pot ser donada en dos passos. En
primer lloc, la descomposició canònica V1⊕·· ·⊕Vn que acabam de determinar. Aquesta
pot ser trobada fàcilment mitjançant les expressions donades per a les projeccions pi .
Seguidament, si és necessari, s’escull una descomposició de Vi com suma directa de
representacions irreductibles Wi :

Vi
∼=Wi ⊕·· ·⊕Wi

Aquesta darrera descomposició, en general, pot ser donada d’una infinitat de maneres.
Aquesta, és tan arbitraria com l’elecció de la base en un espai vectorial.
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3.7. Descomposició explicita d’una representació

Mantenint la notació de la secció anterior, considerem la descomposició canònica
de la representació V com

V =V1 ⊕·· ·⊕Vh .

Hem vist que podíem determinar la component i-ésima Vi mitjançant la corresponent
projecció vista a la proposició 9. Ara, donarem un mètode per construir explícitament
una descomposició de Vi com suma directa de subrepresentacions isomorfes a Wi .
Considerem Wi donada en forma matricial (rαβ(s)) respecte d’una base (e1, . . . ,en),
aleshores sabem que χi (s) = ∑

α rαα(s) i n = ni = dim(Wi ). Seguidament, per a cada
parell d’enters α,β ∈ {1, . . . ,n}, prendrem pαβ l’aplicació lineal de V en V definida per

pαβ =
n

g

∑
t∈G

rβα
(
t−1)ρt .

Proposició 10. Elegir una base de Vi ,1 ens dona una descomposició de Vi com suma
directa de representacions isomorfes a Wi .

(i) La aplicació pαα és una projecció que és zero sobre els V j amb j 6= i . La seva imatge,
Vi ,α, es troba continguda en Vi , i Vi és la suma directa dels Vi ,α per 1 ≤α≤ n. És a
dir, que pi =∑

α pαα.

(ii) La aplicació lineal pαβ és zero sobre els V j amb j 6= i , així com també ho és sobre
els Vi ,γ per γ 6=β. Aquesta aplicació defineix un isomorfisme de Vi ,β a Vi ,α.

(iii) Sigui x1 un element diferent de 0 de Vi ,1, considerem xα = pα,1(x1) ∈Vi ,α. Aleshores
els xα són linealment independents i generen un subespai vectorial W (x1) estable
sota G i de dimensió n. Per a cada s ∈G, tendrem que

ρs(xα) =∑
β

rβα(s)xβ

En particular, W (x1) és isomorf a Wi .

(iv) Si
(
x(1)

1 , . . . , x(m)
1

)
és una base de Vi ,1, la representació Vi és la suma directa de les

subrepresentacions W
(
x(1)

1

)
, . . . ,W

(
x(m)

1

)
definida al punt (i i ).

Demostració. En primer lloc, observem que la definició de l’aplicació pαβ ens permet
definir-la en qualsevol representació arbitraria de G , i en particular en les representaci-
ons irreductibles W j . Doncs bé, per a cada Wi tendrem l’aplicació

pαβ(eγ) = n

g

∑
t∈G

rβα
(
t−1)ρt (eγ) = n

g

∑
δ

∑
t∈G

rβα
(
t−1)rδγ(t )eδ

Pel corol.lari 3 de la proposició 5, el lema de Schur, obtenim que:

pαβ(eγ) =
{

eα si γ=β
0 al tr ament .

(3.2)

D’aquesta igualtat, obtenim que en particular:

pαα(eγ) =
{

eα si γ=α
0 al tr ament ,

(3.3)
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d’on deduïm que
∑
α pαα(eγ) = eγ. Per tant, l’aplicació

∑
α pαα és l’aplicació identitat

sobre Wi . A més, podem obtenir la propietat següent:

pαβ ◦pγδ =
{

pαδ si β= γ
0 al tr ament .

(3.4)

Ja que,

(
pαβ ◦pγδ

)
(ei ) =

{
pαβ(eγ) si i = δ
0 al tr ament

}
=

{
eα si i = δ i β= γ
0 al tr ament .

Que és equivalent a:

(
pαβ ◦pγδ

)
(ei ) =

{
pαδ(ei ) si β= γ
0 al tr ament .

Fixem-nos, que això implica que pαα ◦ pαα = pαα, el que demostra que pαα és una
projecció. D’altra banda, si veiem com actua sobre la base, tendrem que satisfà la
igualtat

ρs ◦pαγ =
∑
β

rβα(s)pβγ. (3.5)

Ja que :

(
ρs ◦pαγ

)
(ei ) =

{
ρs(eα) si i = γ
0 al tr ament

}
=

{ ∑
β rβα(s)(eβ) si i = γ

0 al tr ament ,

i això, és el mateix que{ ∑
β rβα(s)(eβ) si i = γ

0 al tr ament

}
=∑

β

rβα(s)pβ,γ(ei ).

D’altra banda, fixem-nos que per a cada W j amb j 6= i , també podem utilitzar el
corol.lorari 2 del lema de Schur amb el mateix raonament per demostrar que totes les
aplicacions pαβ són zero. Així, com que pαα és zero sobre W j , i V j és isomorf a una
suma directa de copies de W j , pαα és zero sobre totes aquestes copies, i per tant també
sobre V j . Aleshores,

∑
α pαα també serà zero sobre V j .

Doncs bé, com que anteriorment hem vist que pαα enviava elements de la base de
Vi a ells mateixos o a zero, hem vist que pαα (Vi ) ⊂Vi . Per tant, essent V =V1 ⊕·· ·⊕Vh ,
tendrem que pαα (V ) = pαα (Vi ) ⊆Vi . Definim Viα = pαα (Vi ).

Recordem, que com V =V1 ⊕·· ·⊕Vh és una descomposició canònica de V , llavors
Vi = W (1)

i ⊕W (2)
i ⊕ ·· · ⊕W (m)

i on tots els W (k)
i són irreductibles i isomorfs entre ells.

Aleshores, si consideram Wi =W (1)
i ,tendrem que Wi

∼=W (k)
i per a tot k ∈ {1, . . . ,m}. Per

tant, podem prendre una base de Wi ,
{
e i

1, . . . ,e i
n

}
, i els respectius isomorfismes a W (k)

i i
per les expressions (3.2) i (3.3) tendrem que:

pαβ
(
e i
γ

)
=

{
e i
α si γ=β

0 al tr ament
pαα

(
e i
γ

)
=

{
e i
α si γ=α

0 al tr ament .

Vist això, descomponem Vi en suma directa de subrepresentacions isomorfes a les
diferents W (k)

i

Vi =W (1)
1 ⊕·· ·⊕W (1)

n ⊕·· · · · ·⊕W (m)
1 ⊕·· ·⊕W (m)

n
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aleshores si aplicam pαα obtenim

pααVi = {0}⊕·· ·⊕W (1)
α ⊕·· ·⊕ {0}⊕·· · · · ·⊕ {0}⊕·· ·⊕W (m)

α ⊕·· ·⊕ {0} =Vi ,α.

d’on deduïm que Vi =Vi ,1⊕·· ·⊕Vi ,n i per tant
∑
α pαα = pi , pel que queda demostrat (i ).

D’altra banda, hem vist que pαβ(x) = 0 per a tot x ∈V j , vegem que passa si x ∈Vi .
Considerem x ∈ Vi ,γ. Aleshores, com que Vi ,γ = pγγVi , podem escriure x de la forma
x = pγγ(y) amb y ∈ Vi . Així, si calculam pαβ(x) amb β 6= γ utilitzant l’expressió (3.4)
obtenim

pαβ(x) = (
pαβ ◦pγγ

)
(x) = 0,

ja que β 6= γ per hipòtesis. En canvi, si γ=β, per l’expressió (3.2) l’aplicació pαβ envia
la base de Vi ,β a la base de Vi ,α, i per tant, defineix un isomorfisme de Vi ,β a Vi ,α,
demostrant així l’apartat (i i ).

Considerem x1 ∈Vi ,1 diferent de 0. Així, podem definir xα = pα1(x1) ∈Vi ,α. Alesho-
res, com que els Vi ,α estan en suma directa, xα i xα′ són linealment independents per a
tot α,α′ ∈ {1, . . . ,n}. Així, els n vectors linealment independents generen un subespai
vectorial, W (x1), que serà de dimensió n. A més, fent ús de l’expressió (3.5) fixem-nos
que

ρs(xα) = (
ρs pα1

)
(x1) =∑

β

rβα(s)pβ1x1 =
∑
β

rβα(s)xβ.

On podem observar que ρs(xα) ∈ W (x1) per a tot xα ∈ W (x1), per tant com que les
imatges de tots els vectors de la base de W (x1) són de W (x1) el subespai W (x1) serà
estable sota G . Notem que W (x1) és una subrepresentació estable de Wi , ja que els seus
generadors de xα ∈Wi per a tot α ∈ {1, . . . ,n}. Ara bé, com que Wi és una representació
irreductible de dimensió n, Wi

∼=W (x1), demostrant així l’apartat (i i i ).

Finalment, considerem
(
x(1)

1 , . . . , x(m)
1

)
una base de Vi ,1, i recordem que:

Vi =W (1)
1 ⊕·· ·⊕W (1)

n ⊕·· · · · ·⊕W (m)
1 ⊕·· ·⊕W (m)

n

i d’altra banda,
Vi ,1 =W (1)

1 ⊕·· ·⊕ {0}⊕·· · · · ·⊕W (m)
1 ⊕·· ·⊕ {0},

que és el mateix espai que
Vi ,1 =W (1)

1 ⊕·· ·⊕W (m)
1 .

Aleshores, per l’apartat (i i i ), sabem que Wi
∼=W (x1) per a cada x1 ∈Vi ,1 diferent de 0,

en particular per a cada vector x(k)
1 de la base donada. Per tant, tendrem que

Vi ,1 =W
(
x(1)

1

)
⊕·· ·⊕W

(
x(m)

1

)
.

Obtenint així l’apartat (i v), com volíem demostrar.
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3.8. Exercicis

Exercici 1. Siguin χ i χ′ els caràcters de dues representacions, provau les igualtats:(
χ+χ′)2

σ =χ2
σ+χ′σ2 +χχ′(

χ+χ′)2
α =χ2

α+χ′α2 +χχ′

Demostració. Sabem que χ2
σ(s) = 1

2

(
χ(s)2 +χ(

s2
))

i χ2
α(s) = 1

2

(
χ(s)2 −χ(

s2
))

. Aleshores,
utilitzant la mateixa notació, com que el caràcter d’una representació és un nombre
complex, podem demostrar les igualtats de la manera següent:

Considerem un cert s ∈G fixat però arbitrari. Aleshores:(
χ+χ′)2

σ (s) = 1

2

((
χ(s)+χ′(s)

)2 + (
χ

(
s2)+χ′ (s2)))

= 1

2

(
χ(s)2 +χ′(s)2 +2χ(s)χ′(s)+χ(

s2)+χ′ (s2))
= 1

2

(
χ(s)2 +χ(

s2))+ 1

2

(
χ′(s)2 +χ′ (s2))+χ(s)χ′(s) =χ2

σ+χ′σ2 +χχ′

(
χ+χ′)2

α (s) = 1

2

((
χ(s)+χ′(s)

)2 − (
χ

(
s2)+χ′ (s2)))

= 1

2

(
χ(s)2 +χ′(s)2 +2χ(s)χ′(s)−χ(

s2)−χ′ (s2))
= 1

2

(
χ(s)2 −χ(

s2))+ 1

2

(
χ′(s)2 −χ′ (s2))+χ(s)χ′(s) =χ2

α+χ′α2 +χχ′

Exercici 2. Sigui X un conjunt finit sobre el que actua G, considerarem ρ la representació
permutació associada a X , vista a la secció 2.2.3 , i χX el caràcter de ρ. Sigui s ∈ G,
demostrau que χX (s) és igual al nombre d’elements de X fixats per s.

Demostració. Sabem que ρs envia cada element de la base V escollida a un element de
la mateixa base, ja sigui ell o un altre. Aleshores, si consideram RX (s) = (ri j (s)) la matriu
associada a ρX (s), cada fila i cada columna tindrà un únic 1 i la resta seran zeros. Ara
bé, sigui {ex }x∈X una base de V indexada pels elements de X . Aleshores tendrem que

ρX s(ex ) =∑
i

ri x ei = esx .

Per tant, els elements de la base que queden fixos seran aquells que ρX s(ex ) = ex , és a
dir, aquells que tenguin l’u de la columna col·locats a la diagonal, rxx = 1. Concloem
així, que la traça de la nostra matriu i per tant χX (s) serà la suma de tots els elements
que queden fixos ja que serà el nombre d’uns que hi haurà a la diagonal.

Exercici 3. Considerem ρ : G −→GL(V ) una representació lineal amb caràcter χ i indi-
quem amb V ′ el dual de V , i.e., l’espai de formes lineals de V . Per a cada x ∈V i x ′ ∈V ′

indicarem per 〈x, x ′〉 el valor de la forma lineal x ′ en x. Demostrau que existeix una
única representació lineal ρ′ : G −→GL(V ′), tal que

〈ρs x,ρ′
s x ′〉 = 〈x, x ′〉 per a tot s ∈G , x ∈V , x ′ ∈V ′.

Aquesta és anomenada representació contragradient (o representació dual) de ρ. A més,
el seu caràcter és χ∗.

30



3.8. Exercicis

Demostració. Considerem l’aplicació ρ̂ : G −→GL(V ′) donada per ρ̂s(x ′) = ρ̂s x ′ on ρ̂s x ′

ve donat per: ρ̂s x ′(x) = 〈ρs−1 (x), x ′〉.
ρ̂ : G −→ GL(V ′)

s 7−→ ρ̂s : V ′ −→ V ′

x ′ 7−→ ρ̂s x ′ : V −→ C

x 7−→ ρ̂s x ′(x) = 〈ρs−1 (x), x ′〉
Vegem que és una representació que satisfà el que ens demanen.

Vegem que és una representació, és a dir que satisfà la igualtat ρ̂st (x ′) = ρ̂s(x ′)·ρ̂t (x ′)
per a tot s, t ∈G , x ′ ∈V ′. És a dir, volem veure que ρ̂st x ′(x) = ρ̂s x ′(x) · ρ̂t x ′(x) per a tot
s, t ∈G , x ′ ∈V ′, x ∈V . Vegem-ho:

ρ̂st x ′(x) = 〈ρ(st )−1 (x), x ′〉 = 〈ρt−1s−1 (x), x ′〉 = 〈ρt−1 (x)ρs−1 (x), x ′〉 = 〈ρt−1 (x), x ′〉·〈ρs−1 (x), x ′〉
Ara bé, 〈ρs−1 (x), x ′〉 és un element dels complexes, un cos commutatiu. Pel que

〈ρt−1 (x), x ′〉 · 〈ρs−1 (x), x ′〉 = 〈ρs−1 (x), x ′〉 · 〈ρt−1 (x), x ′〉 = ρ̂s x ′(x) · ρ̂t x ′(x)

com volíem veure. Per tant ρ̂ és una representació de G en V ′.

D’altra banda, utilitzant que ρs−1 = ρ−1
s podem veure fàcilment que es satisfà la

condició 〈ρs x, ρ̂s x ′〉 = 〈x, x ′〉 per a tot s ∈G , x ∈V , x ′ ∈V ′.

〈ρs x, ρ̂s x ′〉 = ρ̂s x ′ (ρs x
)= 〈ρs−1 (ρs x), x ′〉 = 〈ρ−1

s

(
ρs(x)

)
, x ′〉 = 〈x, x ′〉

Considerem ara una representació linealρ′ : G −→GL(V ′), tal que satisfà la condició
del enunciat.

Aleshores, ρ′ vendrà determinada per les imatges de ρ′
s de cada x ′, i.e. ρ′

s x ′. Ara bé,
ρ′

s x ′ ve determinat per ρ′
s x ′(x) = 〈ρ−1

s x, x ′〉 per a tot s ∈G , x ∈ V , x ′ ∈ V ′. Per el mateix
raonament, ρ̂ vendrà determinat per ρ̂s x ′(x) = 〈ρ−1

s x, x ′〉 per a tot s ∈G , x ∈V , x ′ ∈V ′.
Per tant, ρ′ = ρ̂ serà la representació dual de ρ i queda demostrada la unicitat d’aquesta.

Vegem ara que si χ és el caràcter de ρ el caràcter de la representació dual ρ′ és χ∗.

En primer lloc, sabem queρ′
s x ′(x) = x ′ (ρ−1

s (x)
)
. D’altra banda, sabem que si {e1, . . . ,en}

és una base de V , aleshores la base dual associada {e1, . . . ,en} de V ′ ve donada per:

e i (e j ) =
{

1 si i = j
0 si i 6= j

Aleshores, si indiquem per Rs =
(
ri j (s)

)
la matriu de ρs sabem que la matriu de ρ−1

s

ve donada per R−1
s que indicarem per

(
r−1

i j (s)
)
. D’aquesta manera, la representació ρ′

vendrà donada en forma matricial per

R ′
s =


r1,1

(
s−1

)
0 · · · 0

0 r2,2
(
s−1

) . . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 rn,n

(
s−1

)
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Finalment, el caràcter de la representació dual vendrà donat per la traça de R ′
s , que serà

la mateixa que la traça de R−1
s . Utilitzant el segon punt de la proposició 2, obtenim com

volíem demostrar que χ′ =χ∗.

Exercici 4. Siguin ρ1 : G −→ GL(V1) i ρ2 : G −→ GL(V2) dues representacions lineals
de caràcters χ1 i χ2 respectivament. Considerem W = Hom(V1,V2) l’espai vectorial
d’aplicacions lineals f : V1 −→V2. Per a cada s ∈G i f ∈W indicarem ρs f = ρ2,s ◦ f ◦ρ−1

1,s ;
pel que ρs f ∈W . Demostrau que això defineix una representació lineal ρ : G −→GL(W ),
i que el seu caràcter és χ∗1 ·χ2. Aquesta representació, és isomorfa a ρ′

1 ⊗ρ2, on ρ′
1 és la

representació dual de ρ1 que hem vist a l’exercici anterior.

Demostració. En primer lloc, vegem quina forma te la nostra aplicació ρ.

ρ : G −→ GL(W )
s 7−→ ρs : W −→ W

f 7−→ ρs f

Vegem ara que és una representació, és a dir, que ρ(st ) f = ρ(s)ρ(t ) f per a tot f ∈W
i s, t ∈G . Sabem que

ρ(st ) f = ρ2,(st ) ◦ f ◦ρ−1
1,(st ).

Ara, com que ρ1 i ρ2 són representacions es satisfà que

ρ2,(st ) ◦ f ◦ρ−1
1,(st ) = ρ2,(st ) ◦ f ◦ρ1,(st )−1 = ρ2,sρ2,t ◦ f ◦ρ1,t−1ρ1,s−1

I si tornam a agrupar en termes de la nostra representació ρ, tenim que

ρ2,sρ2,t ◦ f ◦ρ1,t−1ρ1,s−1 = ρ2,s ◦ρt f ◦ρ1,s−1 = ρsρt f = ρ(s)ρ(t ) f

com volíem demostrar.

Vegem ara que el caràcter de ρs és χ(s) =χ∗1 ·χ2. Per demostrar-ho, considerarem
en primer lloc una base de W donada per

(
ei1,i2

)
, on cada element de la base vendrà

definit de la forma següent:

ei1,i2 : V1 −→ V2

e j1 7−→ ei1,i2

(
e j1

)= {
ei2 si e j1 = ei1

0 si e j1 6= ei1

Una vegada fixada una base de W , sabem que el caràcter de ρs vendrà donat per la
traça de la matriu que representa ρs en forma matricial, diguem-li R(s). Doncs bé, per
definició, la traça de R(s) vendrà donada per la suma de les components ei1,i2 dels
respectius elements ρ2,s ◦ ei1,i2 ◦ρ1,s−1 . És a dir, la suma de les components λi1,i2 que
satisfan la igualtat següent

ρ2,s ◦ei1,i2 ◦ρ1,s−1 =λi1,i2 ei1,i2 +
∑

j1, j2 6=i1,i2

λ j1, j2 e j1, j2

Ara bé, fixem-nos que si avaluem les dues aplicacions en ei1 obtenim

ρ2,s ◦ei1,i2 ◦ρ1,s−1

(
ei1

)=λi1,i2 ei1,i2

(
ei1

)+ ∑
j1, j2 6=i1,i2

λ j1, j2 e j1, j2

(
ei1

)
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Aplicant la definició de la base
(
ei1,i2

)
a la part dreta de la igualtat, obtenim

λi1,i2 ei1,i2

(
ei1

)+ ∑
j1, j2 6=i1,i2

λ j1, j2 e j1, j2

(
ei1

)=λi1,i2 ei2 +
∑

j2 6=i2

λi1, j2 e j2

És a dir, que la component λi1,i2 ei2 que volem conèixer coincideix amb la component
ei2 de la imatge de ei1 .
A continuació, considerarem λi∗

1, j els coeficients de la columna i−ésima de la matriu

de R−1
1 (s) que representa ρ1,s−1 en forma matricial, i λi

2, j els coeficients de la columna
i−ésima de la matriu de R2(s) que representa ρ2,s en forma matricial. Aleshores, si
avaluem la aplicació de la part esquerra de la igualtat en ei1 , tenim que:

ρ2,s ◦ei1,i2 ◦ρ1,s−1

(
ei1

)= ρ2,s ◦ei1,i2

(
λ

i1∗
1,i1

ei1 +λi1∗
1, j1

e j1

)
On aplicant la definició de la base

(
ei1,i2

)
obtenim

ρ2,s ◦ei1,i2

(
λ

i1∗
1,i1

ei1 +λi1∗
1, j1

e j1

)
= ρ2,s

(
λ

i1∗
1,i1

ei2

)
=λi2

2,i2
λ

i1∗
1,i1

ei2 +
∑

j2 6=i2

λ
i2
j2
λ

i1∗
i1

e j2

Aleshores, la nostra component λi1,i2 coincideix amb λi2
2,i2
λ

i1∗
1,i1

par a tot i1, i2, pel que el
caràcter de la nostra representació vendrà donat per

χ= ∑
i1,i2

λi1,i2 =
∑

i1,i2

λ
i2
2,i2
λ

i1∗
1,i1

Finalment, com que λi1∗
1,i1

són les components de la diagonal de R−1
1 (s), sabem que∑

i1
λ

i1∗
1,i1

=χ∗1 , i com que λi2
2,i2

són les components de la diagonal de R2(s), sabem que∑
i2
λ

i2
2,i2

=χ2, i per tant:∑
i1,i2

λ
i2
2,i2
λ

i1∗
1,i1

=∑
i1

λ
i1∗
1,i1

∑
i2

λ
i2
2,i2

=χ2
∑
i1

λ
i1∗
1,i1

=χ2χ
∗
1

On queda demostrat com volíem que χ=χ2χ
∗
1 .

Exercici 5. Considerem ρ una representació lineal amb caràcter χ. Demostrau que el
nombre de vegades que la representació unitat està continguda en ρ és exactament
(χ|1) = (1/g )

∑
s∈G χ(s).

Demostració. Sabem que el el caràcter de la representació trivial és χ1(s) = 1 per a tot
s ∈ G . D’altra banda, sabem pel teorema 4 que el nombre de vegades que ρ conté la
representació trivial és (χ|χ1) = (χ|1). Aplicant la definició del producte escalar obtenim
com volíem

(χ|1) = (1/g )
∑
s∈G

χ(s)1∗ = (1/g )
∑
s∈G

χ(s)

Exercici 6. Sigui X un conjunt finit sobre el que G actua, considerem ρ la representació
permutació corresponent i χ el seu caràcter.
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(a) El conjunt Gx, d’imatges sota G d’un element de x ∈ X , és el que anomenam una
òrbita. Diguem-li c al nombre d’òrbites diferents. Demostrar que c és igual al
nombre de vegades que ρ conté la representació unitat 1; deduir d’aquest fet, que(
χ|1)= c. En particular, si G és transitiu (i.e., si c = 1), ρ pot ser descompost de la

forma 1⊕θ on θ no conte la representació unitat. Si ψ és el caràcter de θ, tendrem
que χ= 1+ψ i

(
ψ|1)= 0.

(b) Considerem ara que G actua sobre el producte X × X de X amb ell mateix mit-
jançant la igualtat s(x, y) = (sx, s y). Demostrar que el caràcter de la corresponent
representació permutació és igual a χ2.

(c) Suposem que G és transitiva sobre X i que X té com a mínim dos elements. Ales-
hores direm que G és doblement transitiva si, per a tot x, y, x ′, y ′ ∈ X amb x 6= y i
x ′ 6= y ′, existeix s ∈G tal que x ′ = sx i y ′ = s y. Demostrar que les propietats següents
són equivalents:

(i ) G és doblement transitiu.

(i i ) La acció de G sobre X ×X té dues orbites, la diagonal i la seva complementa-
ria.

(i i i ) (χ2|1) = 2.

(i v) La representació θ definida a l’apartat (a) és irreductible.

(a) Demostració. Sigui {xi }i∈I el conjunt de representants de les diferents òrbites de
la nostra acció, aleshores |I | és el nombre d’òrbites diferents, és a dir c.
D’altra banda, per l’exercici anterior, sabem que el nombre de vegades que ρ
conté la representació unitat 1 és exactament (χ|1) que ve donat per:

(χ|1) = 1

g

∑
s∈G

χ(s)

Ara bé, com que χ(s) és el caràcter d’una representació permutació, sabem per
l’exercici 2 que coincideix amb el nombre d’elements fixos per s. És a dir que

1

g

∑
s∈G

χ(s) = 1

g

∑
s∈G

|{x ∈ X |s · x = x}|

Seguidament, sabem que
∑

s∈G |{x ∈ X |s · x = x}| = ∑
x∈X |{s ∈ G|s · x = x}|, on

aquests darrers conjunts són els que coneixem com estabilitzador de x ( St ab(x)).
Pel que

1

g

∑
s∈G

|{x ∈ X |s · x = x}| = 1

g

∑
x∈X

|St ab(x)|

A més, sabem també que |Gx| = [G : St ab(x)], pel que |St ab(x)| = [G : Gx] i per
tant, com que |G| = g tenim que

1

g

∑
x∈X

|St ab(x)| = 1

g

∑
x∈X

|G|
|Gx| =

∑
x∈X

1

|Gx|
Finalment, si consideram ni el nombre d’elements de l’òrbita Gxi obtenim que∑

x∈X

1

|Gx| =
∑
i∈I

ni

|Gxi |
= ∑

i∈I
1 = |I | = c
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On acabam de demostrar que (χ|1), el nombre de vegades que ρ conté la repre-
sentació unitat 1 és exactament c, és a dir el nombre d’òrbites diferents.

D’aquest fet, deduïm que si c = 1, ρ pot ser descompost de la forma 1⊕θ, ja que
1 és una representació irreductible. A més, sigui ψ el caràcter de θ sabem que
χ = 1+ψ, i com que (χ|1) = c = 1, tendrem que (χ|1) = (1|1)+ (ψ|1) = 1+ (ψ|1).
D’on deduïm que (ψ|1) = 0 i per tant que θ no conté la representació unitat.

(b) Demostració. Sigui χX×X el caràcter de la representació permutació de X × X ,
sabem que χX×X (s) és el nombre d’elements de X × X fixos per s. Aleshores,
sigui Fs = {x ∈ X |sx = x} sabem que |Fs | = χX (s) = χ(s). Ara bé, si consideram el
conjunt d’elements fixos per s en X ×X el podem expressar com

{(x, y) ∈ X ×X |sx = x, s y = y} = Fs ×Fs

i per tant χX×X (s) = |Fs ×Fs | =χ2(s). Per tant, acabam de demostrar com volíem
que χX×X =χ2.

(c) Vegem primer l’equivalència entre (i ) i (i i ).

Com que G és transitiu, la diagonal, diguem-li D , de X ×X serà una òrbita. Ja que
fixat un element de la diagonal, per exemple (x, x) ∈ D ⊂ X × X , per qualssevol
altre element (y, y) ∈ D sabem que existirà un s ∈G tal que s(x, x) = (y, y) i per tant
tot D serà una òrbita. D’altra banda, notem que s(x, x) = (sx, sx) és un element de
la diagonal pel que no hi haurà elements de fora de la diagonal, D , dins aquesta
òrbita.
D’altra banda, vegem que si G és doblement transitiu D sirà un altre òrbita. Sigui
(x, y) ∈ D , per ser G doblement transitiu, sabem que per a tot (x ′, y ′) ∈ D existeix
un s ∈G tal que s(x, y) = (x ′, y ′) d’on deduïm que D està tot dins una òrbita, i com
que les òrbites són disjuntes, D serà una òrbita, i D un altre. Pel que acabam de
demostrar que (i ) ⇒ (i i ).

Sempre que G sigui transitiu D sirà una òrbita, ara bé, si D també és una òrbita,
aleshores voldrà dir que per a tot (x, y), (x ′, y ′) ∈ D existirà un s tal que s(x, y) =
(x ′, y ′). És a dir, que donats x, y, x ′, y ′ ∈ X amb x 6= y i x ′ 6= y ′, existeix s ∈G tal que
x ′ = sx i y ′ = s y , que és la definició de que G sigui doblement transitiu. Pel que
acabam de demostrar que (i i ) ⇒ (i ).

Ara bé, de l’apartat (a), sabem que el nombre d’òrbites diferents d’una acció
coincideix amb el nombre de vegades que conté la representació unitat, i de
l’apartat (b), sabem que el caràcter de la representació permutació de G sobre
X ×X és χ2. Per tant, el nombre d’òrbites de l’acció de G sobre X ×X és igual a
(χ2|1). D’on obtenim que (i i ) ⇒ (i i i ).

D’altra banda, com ja hem dit sempre que G sigui transitiu D sirà una òrbita, per
tant si (χ2|1) = 2 forçosament D sirà l’altre òrbita. D’on obtenim que (i i i ) ⇒ (i i ) i
per tant que (i ) ⇔ (i i ) ⇔ (i i i ).

Finalment, sigui ψ el caràcter de la representació θ definida en l’apartat (a),
sabem que χ = 1+ψ. A més, sabem de l’apartat (a) que (ψ|1) = 0 i com que la
representació trivial és irreductible, (1|1) = 1. Per tant

χ2 = 1+2ψ+ψ2.
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Aleshores, (χ2|1) = 2 si, i només si:

(χ2|1) = (1|1)+2(ψ|1)+ (ψ2|1) = 1+0+ (ψ2|1) = 2

És a dir, ssi (ψ2|1) = 1. Ara bé, per l’exercici 5, com que ψ és un valor real,

1 = (ψ2|1) = 1

g

∑
s∈G

ψ2(s) = (ψ|ψ)

D’on, aplicant el teorema 5, això passa ssi ψ és irreductible. Pel que acabam de
veure que (i i i ) ⇔ (i v).
D’aquesta manera, queda demostrada, com volíem, l’equivalència entre les 4
propietats.

Exercici 7. Demostrar que per cada caràcter de G que és zero per a tot s 6= 1 és un múltiple
integral del caràcter rG de la representació regular.

Demostració. Recordem que el caràcter rG de la representació regular és 0 per a tot s 6= 1
i g per a s = 1. Aleshores si considerem χ un caràcter qualssevol d’una representació W
de G tal que χ(s) és zero per a tot s 6= 1, tenim la igualtat χ(s) = rG (s) = 0 per a tot s 6= 1.
Pel que per veure que el nostre caràcter és un múltiple integral del caràcter rG bastarà
veure que χ(1) = k · g amb k ∈N, ja que g = rG (1).

Considerem a continuació la representació trivial de caràcter 1. Aleshores, pel
teorema 4, el nombre de vegades que W conté la representació trivial és exactament
(χ|1). Aleshores aplicant la definició del producte escalar tenim que:

(χ|1) = 〈χ|1〉 = 1

g

∑
s∈G

χ
(
s−1) ·1

Ara bé, com que χ(s) és zero per a tot s 6= 1 tendrem la igualtat (χ|1) = 1
g χ(1). És a dir,

que
χ(1) = (χ|1)g

Finalment, el nombre de vegades que W conté la representació trivial ha de ser
un enter, per tant prenent k = (χ|1) ∈N es satisfà com volíem que el nostre caràcter
arbitrari és un múltiple integral del caràcter rG .

Exercici 8. Sigui Hi l’espai vectorial d’aplicacions lineals h : Wi →V tals que ρsh = hρs

per a tot s ∈G. Cada h ∈ Hi envia Wi a Vi .

(a) Demostrar que la dimensió de Hi és igual al nombre de vegades que Wi apareix en
V , i.e., a dim(Vi )/dim(Wi ).

(b) Considerem que G actua sobre Hi ⊗Wi mitjançant el producte tensorial de la
representació trivial de G sobre Hi i la representació donada sobre Wi . Demostrar
que la aplicació

F : Hi ⊗Wi →Vi

definida per la l’expressió

F (
∑

hα ·wα) =∑
hα(wα)

és un isomorfisme de Hi ⊗Wi a Vi .
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(c) Considerem (h1, . . . ,hk ) una base de Hi i formem la suma directa Wi ⊕·· ·⊕Wi de k
copies de Wi . El sistema (h1, . . . ,hk ) defineix de manera obvia l’aplicació lineal h de
Wi ⊕·· ·⊕Wi a Vi . Es demana, demostrar que aquesta aplicació és un isomorfisme
de representacions i que cada isomorfisme es pot obtenir d’aquesta manera. En
particular, descompondre Vi en suma directa de representacions isomorfes a Wi

equival a elegir una base de Hi .

Demostració. (a) Considerem V1 ⊕V2 ⊕·· ·⊕Vh la descomposició canònica de V on
cada Vi és una suma directa de Wi , és a dir, que Vi = Wi1 ⊕ ·· · ⊕Wik . Alesho-
res, si consideram l’aplicació projecció π j : Vi −→ Wi j podem escriure h com
(h1,h2, . . . ,hk ) on h j = π j ◦h. Ara bé, cada h j sirà de la forma h j : Wi −→Wi , i a
més, satisfarà com h que ρsh j = h jρs per a tot s ∈G , per tant, estam en condi-
cions d’aplicar el lema de Shur, que ens diu que h j és una homotècia i per tant
un isomorfisme. És a dir, que si considerem Hi j l’espai vectorial d’aplicacions
lineals h j tals que h j : Wi −→Wi i ρsh j = h jρs , Hi j tendrà dimensió 1.

D’aquesta manera, podem descompondre Hi com

Hi = Hi 1 ⊕·· ·⊕Hi k

On tots els Hi j seran de dimensió 1, d’on deduïm que Hi tindrà dimensió k que
és el nombre de vegades que apareix Wi en Vi , a més, com que la descomposició
de V era la canònica, k sirà també el nombre de vegades que apareix Wi en V .

b) Per demostrar que F és un isomorfisme, hem de veure que és un morfisme bijectiu
que admet inversa.

Vegem en primer lloc que és una funció exhaustiva. Considerem un element
qualssevol v =∑

vα ∈Vi , aleshores com que Vi és suma directa de Wi , per l’apar-
tat anterior existirà un isomorfisme hα ∈ Hi tal que hα(wα) = vα per a qualque
wα ∈Wi . Aleshores,

F
(∑

hα ·wα

)=∑
hα (wα) =

∑
vα = v

Per tant, F és exhaustiva. D’altra banda, per veure que es injectiva i per tant
bijectiva, bastarà veure que la dimensió de Hi ⊗Wi és la mateixa que la de Vi .
Doncs bé, sabem que dim(Hi ⊗Wi ) = dim(Hi ) ·dim(Wi ), i a l’apartat anterior,
hem vist que dim(Hi ) és igual al nombre de vegades que apareix Wi en Vi , per
tant dim(Hi ) ·dim(Wi ) = dim(Vi ). D’aquest fet deduïm que F és una aplicació
injectiva, ja que era exhaustiva, i per tant és bijectiva.

Finalment, ens queda veure que F admet invers. Per veure-ho, bastarà amb
demostrar que F commuta amb l’acció de G sobre Hi ⊗Wi i sobre Vi , és a dir,
que el diagrama següent commuta:

Hi ⊗Wi Vi

Hi ⊗Wi Vi

F

ρ′=1Hi ⊗ρ|Wi
ρ|Vi

F
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Per veure-ho, considerem h ∈ Hi , w ∈Wi , i s ∈G qualssevol aleshores tendrem
que (

F ◦ρ′
s

)
(h ⊗w) = F

(
ρ′

s(h ⊗w)
)

= F
((

1Hi ⊗ρ|Wi s
)

(h ⊗w
)

= F
(
h ⊗ρ|Wi s(w)

)
= h

(
ρWi s(w)

)
Ara bé, com que h ∈ Hi , es compleix que h

(
ρ|Wi s(w)

)= ρ|V s(h(w)), d’on(
F ◦ρ′

s

)
(h ⊗w) = ρ|V s(h(w))

= ρ|Vi s(h(w))

= ρ|Vi s(F (hw))

= (ρ|Vi s ◦F )(hw)

D’aquesta manera, acabam de veure que per qualssevol h ∈ Hi , w ∈Wi , i s ∈G es
satisfarà la igualtat (

F ◦ρ′
s

)
(h ⊗w) = (ρ|Vi s ◦F )(hw)

És a dir, que el diagrama commuta, per tant F admet inversa, F−1 = ρ′−1◦F−1◦ρ|Vi ,
d’on concloem que F serà un isomorfisme.
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4
SUBGRUPS, PRODUCTES I REPRESENTACIONS

INDUÏDES

4.1. Subgrups abelians

Considerem G un grup finit, i mantendrem aquesta restricció per a tots els grups
considerats en aquest capítol a excepció de que es digui el contrari. Direm que G és
abelià (o commutatiu) si st = t s per a tot s, t ∈G . Aquest fet implica que cada classe de
conjugació de G constarà d’un únic element. A més, també es complirà que qualsevol
funció de G serà una funció de classe. Les representacions lineals d’aquests grups seran
particularment simples del teorema següent.

Teorema 9. Les propietats següents són equivalents:

(i ) G és abelià.

(i i ) totes les representacions irreductibles de G són de grau 1.

Demostració. Sigui g l’ordre de G , considerem (n1, . . . ,nh) els graus de les distintes
representacions irreductible de G . Aleshores del capítol 2 sabem pel teorema 7 que h
és el nombre de classes de G i pel corol.lari 7 que es satisfà l’equació g = n2

1 +·· ·+n2
h .

Doncs bé, G és abelià si, i només si, les seves classes tenen un element. Això passarà si,
i només si, G té g classes, és a dir si g = h. Ara bé, h = n2

1 +·· ·+n2
h si, i només si, tots els

ni són igual a 1. Pel que queda demostrat el teorema.

Corol.lari 8. Sigui A un subgrup abelià d’un grup G no necessàriament abelià, si consi-
deram a = |A| i g = |G| aleshores cada representació irreductible de G és de grau menor o
igual a l’index de A dins G, que és igual a g /a.

Demostració. Considerem ρ : G −→ GL(V ) una representació irreductible de G . Res-
tringint ρ al subgrup A, obtenim una representació de A donada per ρA : A −→ GL(V ).
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Considerem ara W ⊆V una subrepresentació irreductible de ρA , aleshores per el teo-
rema anterior, la subrepresentació W és de grau 1. Seguidament, si consideram V ′ el
subespai vectorial de V generat per les imatges ρsW de W , variant s dins G . És clar que
V ′ és estable sota G , i com que ρ és irreductible no té subespais estables llevat del zero
i ell mateix, pel que V ′ =V . Ara bé, per a cada s ∈G i cada t ∈ A tendrem que

ρst W = ρsρt W = ρsW.

Pel que el nombre de ρsW diferents és com a molt g /a, i per tant el nombre de genera-
dors de V són com a molt g /a i obtenim, com volíem, que dim(V ) ≤ g /a.

4.2. Producte de dos grups

Considerem ρ1 : G1 →GL(V1) i ρ2 : G2 →GL(V2) dues representacions lineals de G1

i G2 respectivament. Definirem una representació lineal ρ1 ⊗ρ2 de G1 ×G2 a V1 ⊗V2

d’una forma similar al procediment vist a la secció 2.5. Definirem la representació
producte tensorial de les representacions ρ1 i ρ2, ρ1 ⊗ρ2, per

(ρ1 ⊗ρ2)(s1, s2) = ρ1(s1)⊗ρ2(s2).

On ρ1(s1)⊗ρ2(s2) és un isomorfisme de V1 ⊗V2 en ell mateix que podem escriure de la
forma ρ1

s1
⊗ρ2

s2
i ve donat per:

ρ1
s1
⊗ρ2

s2
: V1 ⊗V2 −→ V1 ⊗V2

(x1, x2) 7−→ (
ρ1

s1
(x1),ρ2

s2
(x2)

)
D’aquesta manera, procedint com a la proposició 3 del capítol anterior, siguin χ1 i

χ2 els caràcters de ρ1 i ρ2 respectivament, el caràcter χ de ρ1 ⊗ρ2 ve donat per:

χ(s1, s2) =χ1(s1) ·χ2(s2).

Notem que si G1 i G2 són iguals a un mateix grup G , la representació ρ1⊗ρ2 definida
és una representació de G ×G . Aleshores, quan ens restringim al subgrup diagonal de
G×G (donat pels elements (s, s) amb s ∈G), obtenim la representació de G denotada per
ρ1⊗ρ2 vista a la secció 2.5; malgrat la idèntica notació d’aquestes dues representacions,
és important distingir-les. La principal diferència, és que un és producte tensorial
de dues representacions d’un mateix grup i l’altre és el producte tensorial de dues
representacions de grups diferents.

Teorema 10. Siguin ρ1 : G1 →GL(V1) i ρ2 : G2 →GL(V2) dues representacions lineals de
G1 i G2 respectivament, aleshores:

(i) Si ρ1 i ρ2 són irreductibles, ρ1 ⊗ρ2 és una representació irreductible de G1 ×G2.

(ii) Cada representació irreductible de G1×G2 és isomorfa a una representació ρ1⊗ρ2,
on ρ1 i ρ2 són representacions irreductibles de G1 i G2 respectivament.

Demostració. Si ρ1 i ρ2 són irreductibles, pel teorema 3 de la secció 3.3 sabem que:

1

g1

∑
s1

|χ1(s1)|2 = 1,
1

g2

∑
s2

|χ2(s2)|2 = 1
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Si multiplicam ambdues expressions, obtenim:

1

g1g2

∑
s1,s2

|χ1(s1)|2|χ2(s2)|2 = 1

g

∑
s1,s2

|χ1(s1, s2)|2 = 1

el que demostra que la representació ρ1 ⊗ρ2 és irreductible, per el teorema 5.
Per provar (i i ), sabem pel teorema 3 del capítol 2 que si dues representacions no són

isomorfes llavors els seus caràcters són ortogonals, per tant, serà suficient demostrar
que cada funció de classe, f , de G1 ×G2 que és ortogonal als caràcters de la forma
χ1(s1)χ2(s2), és zero. Suposem doncs que existeix f tal que∑

s1,s2

f (s1, s2)χ1(s1)∗χ2(s2)∗ = 0.

Si fixam χ2 i definim g1(s1) :=∑
s2

f (s1, s2)χ2(s2)∗ tendrem que:∑
s1

g1(s1)χ1(s1)∗ = 0 per a tot χ1.

Ara bé, com que f és una funció de classe de G1 ×G2, g1 és una funció de classe de G1,
el que implica que g1(s1) = 0 per a tot s1 ∈G1. Ara bé, si g1(s1) = 0, podem fixar un s1

fixat i definir g2(s2) = f (s1, s2), llavors

g1(s1) =∑
s2

f (s1, s2)χ2(s2)∗ =∑
s2

g2(s2)χ2(s2)∗ = 0 per a tot χ2 i tot s1.

Per tant, com que g2(s2) és una funció de classe de G2, ja que f és una funció de classe
de G1 ×G2, implica que g (s2) = 0 per a tot s2 ∈ G2. Finalment, com que g (s2) = 0 per
a qualsevol s1 fixat, obtenim, com volíem veure, que f (s1, s2) = 0 per a tot (s1, s2) ∈
G1 ×G2

El teorema anterior redueix completament l’estudi de representacions de G1 ×G2 a
l’estudi de representacions de G1 i de G2.

4.3. Representacions induïdes

4.3.1. Definició de les representacions induïdes

Considerem ρ : G →GL(V ) una representació lineal de G , i, essent H un subgrup
de G , ρH la seva restricció sobre H . Sigui W una subrepresentació de ρH , és a dir, un
subespai vectorial de V estable sota ρt per a tot t ∈ H , considerem θ : H →GL(W ) la
representació de H sobre W definida per ρt . Donat s ∈G , l’espai vectorial ρsW depèn
únicament de la classe lateral per l’esquerra sH de s; en efecte, com W és estable sota
ρt , per a tot t ∈ H , es satisfà que ρt W =W , i si substituïm s per st , amb t ∈ H , obtenim
que

ρst W = ρsρt W = ρsW,

pel que les representacions de tots els elements d’una mateixa classe tenen la mateixa
imatge.
Considerem un classe lateral per l’esquerra, σ, de H , llavors podem definir el subespai
Wσ de V com ρsW on s ∈ σ (ja que per a tot s ∈ σ, ρsW és el mateix espai). D’altra
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banda, les imatges dels Wσ respecte les diferents ρs amb s ∈σ, són altres Wσ′ , ja que
sigui Wσ = ρt W llavors

ρsWσ = ρsρt W = ρst W = ρs′W

on s′ és el representant de la classe lateral on pertany st . Fixem-nos, a més, que com
G/H és una partició de G , la suma

∑
σ∈G/H Wσ és una subrepresentació de V .

Definició 7. Direm que una representació ρ de G en V és induïda per la representació θ
de H en W si V és igual a la suma directa de les Wσ on σ ∈G/H. És a dir, si

V = ⊕
σ∈G/H

Wσ.

Podem escriure aquesta condició d’altres formes, com per exemple:

(i ) Cada x ∈ V és pot escriure de manera única com
∑
σ∈G/H xσ, on xσ ∈ Wσ per a

cada σ. (Ja que això implicaria que les Wσ estan en suma directa i la seva suma
és V .)

(i i ) Si R és un sistema de representants de G/H , l’espai vectorial V és suma directa
de ρr W , amb r ∈ R. (Ja que si r és representant de la classe σ, llavors ρr W =Wσ

i la condició (i i ) queda reduïda a la definició 7.)

En particular, tendrem que dim(V ) =∑
r∈R dim(ρr W ) = [G : H ] ·dim(W ).

A continuació, veurem alguns petits resultats sobre representacions induïdes en
forma d’exemples.

Exemple 2. Considerem V la representació regular de G, aleshores l’espai V té una base
de la forma (et )t∈G tal que ρset = est per a cada s, t ∈ G. Llavors, sigui W el subespai
vectorial de V amb base (et )t∈H , la representació θ de H en W és la representació regular
de H.Sigui r ∈ R (un sistema de representants de G/H), el representant de la classe σ,
ρr W = {er t }t∈H . Ara bé, sabem que qualsevol element s ∈ G és pot escriure de forma
única com s = r t on r ∈ R, i t ∈ H, per tant els ρr W són disjunts i a més contenen tots els
elements de V . I per tant, V és suma directa de ρr W amb r ∈ R la qual cosa demostra,
per la condició (i i ), que ρ és induïda per θ.

Exemple 3. Considerem V un espai vectorial amb base (eσ) indexada pels elements σ
de G/H, i ρ : G →V la representació lineal determinada per ρseσ = esσ per a cada s ∈G
i σ ∈G/H. Notem que ρ està ben definida, ja que si σ és una classe lateral per l’esquerra,
sσ serà també una classe lateral. D’aquesta manera, obtenim una representació de G
que és la representació permutació de G associada a G/H. El vector eH corresponent a la
classe lateral per l’esquerra del neutre, H, és invariant sota H, de fet, la representació de H
sobre el subespai W generat únicament per eH és la representació trivial de H. D’aquesta
manera, ρr W = er H amb r ∈ R, on R és un sistema de representants de G/H, i per tant
er H és un element de la base de V. Finalment, com que R és un sistema de representants
de G/H i les classes formen una partició de V , podem escriure V com suma directa dels
ρr W i, per la condició (i i ), W indueix la representació ρ de G en V .

Exemple 4. Si ρ1 : G → V1 és induïda per θ1 : H1 → W 1 i ρ2 : G → V2 és induïda per
θ2 : H2 →W 2 , llavors ρ1 ⊕ρ2 és induïda per θ1 ⊕θ2, ja que

V1 =
⊕

σ1∈G/H1

W 1
σ1

i V2 =
⊕

σ2∈G/H2

W 2
σ2
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i per tant

V1 ⊕V2 =
( ⊕
σ1∈G/H1

W 1
σ1

)⊕( ⊕
σ2∈G/H2

W 2
σ2

)
.

Exemple 5. Considerem (V ,ρ) una representació de G que és induïda per (W,θ) una
representació de H, i W1 és un subespai estable de W . Llavors, sigui R un sistema de
representants de G/H, el subespai de V donat per V1 =∑

r∈R ρr W1, és estable sota G, ja
que quan li aplicam ρt amb t ∈G, obtenim que

ρt V1 = ρt
∑
r∈R

ρr W1 =
∑
r∈R

ρtr W1 =
∑

r ′∈R ′
ρr ′W1

On R ′ és un altre sistema de representants de G/H, i com que ja hem vist que tots els
elements d’una mateixa classe tenen la mateixa representació,

∑
r ′∈R ρr ′W1 =V1. A més,

fixem-nos que
∑

r∈R ρr W1 ⊆ ∑
r∈R ρr W , i per ser V induïda per W sabem que podem

escriure
∑

r∈R ρr W en suma directa, pel que si les ρr W són disjuntes les ρr W1 també i per
tant tendrem que V1 = ⊕

r∈R
ρr W1 d’on deduïm, per la condició (i i ), que la representació

de G en V1 és induïda per la representació de H en W1.

Exemple 6. Considerem la representació (ρ,V ) de G induïda per una representació
(θ,W ) de H, i (ρ′,V ′) una altra representació de G tal que la seva restricció a H és (ρ′

H ,V ′).
Llavors, per la definició de representació induïda, V = ⊕

σ∈G/H
Wσ. Ara bé, si consideram

les representacions (ρ⊗ρ′,V ⊗V ′) i (θ⊗ρ′
H ,W ⊗V ′), es satisfarà que

V ⊗V ′ = ⊕
σ∈G/H

Wσ⊗V ′,

i per tant, ρ⊗ρ′ és induïda per θ⊗ρ′
H .

4.3.2. Existència i unicitat de representacions induïdes

Lema 1. Suposem que (V ,ρ) és induïda per (W,θ) i considerem ρ′ : G → GL(V ′) una
representació lineal de G. Sigui f : W →V ′ una aplicació lineal tal que f (θt w) = ρ′

t f (w)
per a tot t ∈ H i w ∈ W . Aleshores, existeix una única aplicació lineal F : V → V ′ que
estén f i satisfà que F ◦ρs = ρ′

s ◦F per a tot s ∈G.

Demostració. Vegem en primer lloc la unicitat de F . Considerem una una funció F :
V →V ′ que estén f i satisfà que F ◦ρs = ρ′

s ◦F per a tot s ∈G . Llavors, sigui x un element
de ρsW , tendrem que ρ−1

s x ∈W , pel que

F (x) = F (ρsρ
−1
s x) = ρ′

sF (ρ−1
s x) = ρ′

s f (ρ−1
s x).

D’aquesta manera, qualssevol F que satisfà les condicions queda determinada per
l’expressió anterior en ρsW . Ara bé, com que V és suma directa de les ρsW , també
queda F determinada en V , fet que demostra la seva unicitat.

Vegem ara que efectivament existeix F . Considerem x ∈ Wσ i s ∈ σ fixat. Llavors
podem definir la funció F (x) de V en V ′ mitjançant l’expressió F (x) = ρ′

s f (ρ−1
s x) vista

anteriorment. Ara bé, que aquesta definició no depèn de l’element s fixat, ja que si
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fixam qualsevol altre element s′ ∈σ tendrem que s′ = st per a qualque t ∈ H , i per tant
la imatge de F serà la mateixa:

F (x) = ρ′
s′ f (ρ−1

s′ x) = ρ′
st f (ρ−1

st x) = ρ′
sρ

′
t f (ρ−1

t ρ−1
s x)

i aplicant la propietat de f i que θ i ρ són iguals sobre H , obtenim

F (x) = ρ′
sρ

′
t f (ρ−1

t ρ−1
s x) = ρ′

sρ
′
t f (θ−1

t ρ−1
s x) = ρ′

s f (θtθ
−1
t ρ−1

s x) = ρ′
s f (ρ−1

s x),

que és la imatge en cas de fixar s.
Finalment, com que V és la suma directa dels Wσ, existeix una única aplicació

lineal F : V →V ′ que estén l’aplicació definida sobre Wσ, i a més, sigui x ∈Wσ, podem
observar que F ◦ρs = ρ′

s ◦F :(
F ◦ρs

)
(x) = ρ′

s f
(
ρ−1

s ρs x
)= ρ′

s f (x) = f (θs x) = f
(
ρs x

)= ρ′−1
s ρ′

s f
(
ρs x

)= (
ρ′

s ◦F
)

(x)

per a tot s ∈G , i com que V és la suma directa dels Wσ, també es compleix per a tot V
com volíem demostrar.

Teorema 11. Donada (W,θ) una representació lineal de H, existeix una representació
(V ,ρ) de G que és induïda per (W,θ). A més, aquesta és única llevat d’isomorfismes.

Demostració. En primer lloc, provarem l’existència de la representació induïda ρ. Pel
corol.lari 6 de la proposició 6, sabem que si la nostra representació θ és irreductible
llavors és isomorfa a una subrepresentació de la representació regular de H , la qual,
per l’exemple 2, pot induir la representació regular de G . Ara bé, en el cas de que θ no
sigui irreductible sabem que descompon en suma directa d’irreductibles, i per tant per
l’exemple 4 pot induir una representació que serà suma de representacions regulars de
G .

Vegem ara la unicitat de ρ llevat d’isomorfismes. Considerem (V ,ρ) i (V ′,ρ′) dues
representacions induïdes per (W,θ). Aleshores si aplicam el lema 1 prenent com f
l’aplicació inclusió de W en V ′, sabem que existeix una aplicació lineal F : V → V ′

que és la identitat en W , ja que estén la aplicació inclusió. A més, pel lema 1 també
sabem que aquesta aplicació satisfà que F ◦ρs = ρ′

s ◦F per a tot s ∈ G . Ara bé, com
que F és la identitat en W , F (W ) =W , i per tant

(
ρ′

s ◦F
)

W = ρ′
sW . Aleshores, la imatge

de F conté totes les imatges ρ′
sW , i per tant és igual a V ′. Ara bé, com que V ′ i V són

ambdues induïdes per θ, V ′ = ⊕
σ∈G/H

Wσ =V , d’on deduïm que ambdós espais tenen la

mateixa dimensió: dim(V ′) = [G : H ] ·dim(W ) = dim(V ). Aleshores, com que F és una
aplicació exhaustiva, és un isomorfisme, d’on deduïm que V ∼=V ′, i queda demostrat el
teorema.

4.3.3. Caràcter d’una representació induïda

Sigui (V ,ρ) una representació de G induïda per (W,θ) una representació de H ,
acabam de veure, (V ,ρ) queda determinada, llevat d’isomorfismes, per (W,θ). Per tant,
siguin chiρ i χθ els caràcters corresponents de ρ i de θ respectivament, podrem calcular
χρ a partir de χθ. Vegem com al teorema següent:
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Teorema 12. Considerem h l’ordre de H i R un sistema de representants de G/H. Llavors
per a cada s ∈G el caràcter de ρ ve donat per:

χρ(s) = ∑
r∈R

r−1 sr∈H

χθ
(
r−1sr

)= 1

h

∑
t∈G

t−1 st∈H

χθ
(
t−1st

)
En particular, notem que χρ(s) és una combinació lineal de valors de χθ sobre la inter-
secció de H amb la classe de conjugació de s ∈G.

Demostració. En primer lloc, recordem que V és suma directa de les imatges ρr W de
les r ∈ R. A més, sabem també que ρs envia els ρr W a altres ρr ′W , és a dir els permuta
entre ells. Més concretament, si consideram sr ∈G , com que G/H és una partició de G ,
podem escriure sr de la forma rs t amb rs ∈ R i t ∈ H , on rs és el representant escollit de
la classe on pertany sr , i amb aquesta notació, podem veure que ρs envia ρr W a ρrs W ,
ja que rs t pertany a la classe representada per rs i per tant sabem que les imatges de W
de ρrs t W i ρrs són iguals, i per tant tendrem:

ρs(ρr W ) = ρs(ρr W ) = ρsr (W ) = ρrs t W = ρrs W

Vist això, podem determinar el caràcter χρ(s) = Tr(ρs), utilitzant la base de V que ve
donada per la unió de les bases de les imatges ρr W . Fixant aquesta base, per a cada
r ∈ R, els elements que corresponen a ρr W tendran zeros a la diagonal si rs 6= r , ja que
hem vist que ρs(ρr W ) = ρrs W . En canvi, si rs = r , els elements de la base que provenen
de ρr W ens proporcionaran la traça de ρs restringit a ρr W . D’aquesta manera, obtenim
que:

χρ(s) = ∑
r∈Rs

Trρr W (ρs,r ),

on Rs representa el conjunt de r ∈ R tals que rs = r i ρs,r és la restricció de ρs a ρr W .
Ara bé, fixem-nos que rs pertany a Rs i per tant rs = r , si, i només si, sr ∈ r H és a dir si
podem escriure sr de la forma r t amb t ∈ H . Fixem-nos, que si sr = r t llavors r−1sr = t
i per tant r−1sr ∈ H . Pel que podem expressar χρ(s) com:

χρ(s) = ∑
r∈R

r−1 sr∈H

Trρr W (ρs,r ),

D’altra banda, per calcular Trρr W (ρs,r ) per r ∈ Rs , fixem-nos que ρr és un isomor-
fisme, pel que si el restringim a W , defineix un isomorfisme de W a ρr W . Aleshores, si
consideram un element del nostre sumatori, t = r−1sr ∈ H , podem veure que sobre W
és satisfà la igualtat

ρr ◦θt = ρr ◦ρr−1sr = ρsr = ρs ◦ρr = ρs,r ◦ρr ,

Pel que χρ(r )χθ(t) = χρ(s)χρ(r ) i per tant χθ(t) = χρ(s) sobre W . D’on obtenim que
la traça de ρs,r és la mateixa que la de θt , i per tant la podem escriure com χθ(t) =
χθ(r−1sr ). Aplicant aquest càlcul de la traça a la darrera expressió, obtenim la expressió
desitjada

χρ(s) = ∑
r∈R

r−1 sr∈H

χθ
(
r−1sr

)
.
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Finalment, notem que tots els elements u d’una mateixa classe lateral r H (r ∈ Rs) es
poden escriure u = r t amb t ∈ H , i per tant si r−1sr ∈ H aleshores u−1su = t−1r−1sr t ∈
H . D’aquesta manera, observam que tots els elements t d’una mateixa classe lateral
r H satisfan que χθ

(
t−1st

)=χθ (
r−1sr

)
, d’on obtenim la segona expressió:

χρ(s) = ∑
r∈R

r−1 sr∈H

χθ
(
r−1sr

)= 1

h

∑
t∈G

t−1 st∈H

χθ
(
t−1st

)
.
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4.4. Exercicis

Exercici 9. Demostrar directament, utilitzant el lema de Schur, que cada representació
irreductible d’un grup abelià, finit o no, té grau 1.

Demostració. Considerem (V ,ρ) una representació irreductible d’un grup G abelià.
Aleshores, com que G és abelià, ρsρt = ρtρs per a tot s, t ∈G , ja que ρst = ρt s . Aleshores,
si fixam t ∈G podem aplicar el lemma de Schur prenent f = ρt i ρ1 = ρ2 = ρ, tenint així
que f és una homotècia. Per tant, ρt és una homotècia (múltiple escalar de la identitat)
per a tot t ∈G . Ara bé, ρ és irreductible, per tant ha de ser d’ordre 1, ja que si fos d’ordre
n > 1 podríem descompondre V = 〈e1, . . .en〉 de la forma següent:

V =λsW1 ⊕·· ·⊕λsWn

amb Wi = 〈ei 〉, i per tant ρ seria reductible.

Exercici 10. Considerem ρ una representació de G de grau n i caràcter χ. Sigui C el
centre de G i c el seu ordre, es demana:

(a) Demostrar que ρs és una homotècia per a cada s ∈ C . Deduir d’aquest fet que
|χ(s)| = n per a tot s ∈C .

(b) Provar la desigualtat n2 ≤ g /c.

(c) Demostrar que, si ρ és una representació fidel (i.e., ρs 6= 1 per a tot s 6= 1), el grup C
és cíclic.

Demostració. (a) Com a l’exercici anterior, si fixam s ∈C podem aplicar el lemma
de Schur prenent f = ρs i ρ1 = ρ2 = ρ, tenint així que f és una homotècia i per
tant ρs és una homotècia per a tot s ∈C . Aleshores, tendrem que χ(s) = nλs per a
tot s ∈C on λs són els valors propis de ρs una matriu unitària, pel que λsλ

∗
s = 1

per atot s ∈C . Aleshores per a tot s ∈C es satisfà

∣∣χ(s)
∣∣=√

n2λsλ
∗
s = n.

(b) Com que ρ és irreductible, pel teorema 3 sabem que

(
χ|χ)= 1

g

∑
s∈G

χ(s)χ(s)∗= 1

g

∑
s∈G

|χ(s)|2 = 1.

Per l’apartat anterior, sabem que∑
s∈C

|χ(s)|2 = c ·n2,

aleshores, com que C ⊂G tenim que

1

g
·n2 = 1

g

∑
s∈C

|χ(s)|2 ≤ 1

g

∑
s∈G

|χ(s)|2 = 1,

d’on deduïm la igualtat n2 ≤ g /c.
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(c) Considerem l’aplicació θ : C −→W definida per θ(s) = ρ(s) per a tot s ∈C . Alesho-
res com que C és un subgrup de G , θ està ben definida i a més és una representa-
ció de C en W . Ara bé, θ és una representació d’un grup abelià, i és irreductible
per estar continguda dins ρ que és irreductible, aleshores pel teorema 9 és de grau
1, el que implica que GL(W ) =C. D’altra banda, si ρ és fidel, llavors el kerρ = 1
i pel primer teorema d’isomorfisme sabem que C ∼= ρ(C ) ⊆GL(W ). Finalment,
com que C és un subgrup finit, d’ordre c , isomorf a un subgrup d’ordre c dinsC, i
l’únic grup de c elements dinsC és el grup cíclic que formen les c arrels c-èsimes
de la unitat, d’on deduïm que C serà un subgrup cíclic com volíem demostrar.

Exercici 11. Sigui G un grup abelià d’ordre g , i sigui Ĝ el conjunt de caràcters irreducti-
bles de G. Si χ1,χ2 ∈ Ĝ, aleshores χ1χ2 ∈ Ĝ. Demostrar que això converteix a Ĝ en un grup
abelià d’ordre g ; aquest és el grup dual de G. Per a cada s ∈G, l’aplicació fs : χ 7→ χ(s)

és un caràcter irreductible de Ĝ i per tant un element del dual ̂̂G de Ĝ. Demostrar que
l’aplicació

F : G −→ ̂̂G
s 7−→ fs

és un homomorfisme injectiu, i concloure d’això que f és un isomorfisme.

Demostració. Com que Ĝ és tancat pel producte, és un grup, i com que els seus ele-
ments són de C, serà abelià ja que C un cos commutatiu. Com hem vist en la secció
4.1, un grup abelià d’ordre g té g classes de conjugació, i pel teorema 7 sabem que el
nombre de classes de conjugació de G coincideix amb el nombre de representacions
irreductibles llevat d’isomorfismes, o el que és el mateix el nombre de caràcters irre-
ductible, d’on deduïm que |Ĝ| = g .

Considerem ara l’aplicació F donada per:

F : G −→ ̂̂G
s 7−→ fs : Ĝ −→ C

χ 7−→ χ(s)

Vegem que F és un homomorfisme, és a dir, que F (st ) = F (s)F (t ) per a tot s, t ∈G . Ara
bé, com que G és el grup de caràcters irreductibles, χst =χsχt d’on:

F (st ) = fst =χst =χsχt = fs ft = F (s)F (t ),

per a tot s, t ∈G . Aleshores, queda demostrat que F és un homomorfisme. Vegem ara,
que aquest homomorfisme és injectiu.

Vegem ara que aquest homomorfisme és injectiu. Com que G és abelià, sabem
que és producte directe de grups cíclics, G =Cn1 ×·· ·×Cnk . Aleshores, pel teorema 10,
sabem que tota representació irreductible ρ de G serà de la forma ρ1⊗ρ2⊗·· ·⊗ρk amb
ρi una representació irreductible del grup cíclic Cni , i per tant, per la proposició 3 un
caràcter χ de ρ vendrà donat per χ(s) =χ1(s) · · ·χk (s) on χi és el caràcter irreductible
de la representació ρi . És a dir, que Ĝ = Ĉn1 ×·· ·× Ĉnk .
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Calculem ara el nucli de F , que sabem que ve donat per

kerF = {
s ∈G | fs(χ) = 1 ∀χ ∈ Ĝ

}
.

Ara bé, sigui s ∈ kerF , llavors χ(s) =χ1(s) · · ·χk (s) = 1 i com veurem en la secció 6.1 més

endavant, els caràcters irreductibles d’un grup cíclic venen donats per χ j (r l ) = e
2πi j l

n la
qual cosa implica que si χ j (s) = 1 per tot a j ∈ {1,2, . . . ,n1}, on n denota l’ordre del grup
cíclic, llavors s = 1. Així, tendrem aquest fet per a tot χi (s) d’on deduïm que si s ∈ kerF
llavors s = 1, i per tant F serà un homomorfisme injectiu.

Exercici 12. Demostrar que cada representació irreductible de G està continguda en una
representació induïda per una representació irreductible de H.

Demostració. Considerem (V ,ρ) una representació irreductible de G . Aleshores, pel
corol.lari 6 sabem que com que V és irreductible, V ⊆ RG on RG és la representació
regular de G .

Considerem θ : H −→GL(W ) la representació lineal de H definida per θ(h) = ρ(h)
per a tot h ∈ H . Així, com que W ⊆V ⊆ RG , θ serà isomorfa a la representació regular de
H que per l’exemple 2 de la secció 4.3 sabem que indueix RG , és a dir que θ indueix RG

RG = ⊕
r∈R

ρr W.

On R és un sistema de representant de G/H . Suposem que W és reductible, aleshores
existeix un subespai W ′ estable sobre H , és a dir que θt W ′ =W ′ per a tot t ∈ H . Ales-
hores podem definir la subrepresentació θ′ de H en W ′ determinada per θ′(t) = θ(t).
D’altra banda, com hem vist al inici de la secció 4.3,

∑
r∈R ρr W ′, on R és un sistema de

representants de G/H , és una subrepresentació de V , ja que ρr W ′ = ρr ′W ′ i per tant és
un subespai estable de V . Ara bé, V és una representació irreductible, per tant no pot
existir una subrepresentació de V i en conseqüència la nostra hipòtesis és falsa i per
tant W ha de ser irreductible.

Exercici 13. Suposem que G és el producte directe de dos grups H i K i que ρ és una
representació de G induïda per una representació θ de H. Demostrar que ρ és isomorfa a
θ⊗ rk on rk denota la representació regular de K .

Demostració. Considerem t ∈ H i s ∈ K , llavors la representació θ⊗ rk ve donada per:

θ⊗ rk : H ×K −→ V1 ⊗V2

t s 7−→ θ(t ) · rk (s).

Sabem per la proposició 3, que el caràcter d’aquesta representació és χ(tk) = χθ(t) ·
χrk (k) per a tot t ∈ H i k ∈ K . Ara bé, per la proposició 6, χrk (1) = g , on g denota l’ordre
del grup, mentre que χrk (k) = 0 per a tot k 6= 1. Aleshores, sigui s ∈G podem escriure s
de manera única com tk amb t ∈ H i k ∈ K i per tant χ serà

χ(s) =χ(tk) =
{

g ·χθ(t ) si k = 1
0 si k 6= 1.

És a dir que χ(s) = 0 si s ∉ H i χ(s) = gχθ(s) si s ∈ H .
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D’altra banda, el teorema 12 ens dona el caràcter χρ de ρ en funció del caràcter χθ
de θ. Sigui R un sistema de representants de G/H , llavors

χρ(s) = ∑
r∈R

r−1 sr∈H

χθ(r−1sr ).

Ara bé, considerant un r ∈ R fixat, podem considerar r ∈ {1}×K , i aleshores r−1sr ∈ H si,
i només si, s = t ·1 ∈ H×{e} d’on deduïm que χρ(s) = 0 per a tot s = tk amb k 6= 1. D’altra
banda, si s = t ·1 ∈ H × {e}, r−1sr = r−1hr = h d’on obtenim que si s ∈ H , χθ(r−1sr ) =
χθ(s). Finalment, tenim g classes de conjugació, i per tant g representants i g sumands,
per tant

χρ(s) =
{

g ·χθ(s) si s ∈ H
0 si s ∉ H .

Podem observar com els caràcters χr ho i χ són iguals, i per tant les representacions ρ i
θ⊗ rk són isomorfes.
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5
GRUPS COMPACTES

5.1. Grups compactes

Per iniciar aquest capítol, introduirem algunes definicions que utilitzarem al llarg
del capítol.

Definició 8. Sigui (G , ·) un grup i T una topologia sobre G, llavors (G ,T , ·) és un grup
topològic si la operació s · t i la inversa s−1 són continues respecte T .

Una vegada definit el que és un grup topològic, ja podem donar la definició de grup
compacte.

Definició 9. Sigui (G ,T , ·) un grup topològic, serà un grup compacte si T és la topologia
d’un espai compacte.

Seguidament, enunciarem el teorema de Borel-Lebesgue molt útil a l’hora de mirar
si un espai és compacte o no.

Teorema 13. (Teorema de Borel-Lebesgue) Si un subconjunt E ⊆ Cn , les propietats
següents són equivalents:

(i) E és tancat i fitat.

(ii) E és compacte.

(iii) Tot subconjunt infinit de E té un punt d’acumulació en E.

5.2. Mesura de Haar en un grup compacte

Durant tot l’estudi de representacions lineals de grups finits, hem utilitzat sovint
la operació de mitjana sobre el grup a estudiar. És a dir, al estudiar un grup G d’ordre
g , utilitzàvem mitjanes com la funció (1/g )

∑
t∈G f (t), on els valors de f podien venir
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donats per nombres complexos o, més generalment, per elements d’un espai vectorial.
En el cas dels grups compactes, existeix una operació anàloga que en lloc d’utilitzar
una suma finita, utilitza una integral respecte d’una mesura d t , l’operació

∫
G f (t )d t .

Aquesta mesura d t , és una manera d’assignar un “volum invariant” a subconjunts
de grups topològics localment compactes 1. Més formalment:

Definició 10. Una mesura de Haar (o mesura invariant) en un grup G localment com-
pacte és una mesura µ :Σ→ [0,∞), amb Σ una σ-àlgebra continguda en tots els subcon-
junts de Borel de G, tal que:

(i) µ(G) = 1.

(ii) µ(sE) =µ(E) per a tot s ∈G ,E ∈Σ.

Està demostrat que la mesura de Haar per un grup G localment compacte sempre
existeix i és única. D’altra banda, les propietats anteriors són equivalents a:

(i) Invariant sota translacions cap a la dreta (esquerra): per a cada funció continua
f i cada s ∈G és satisfà∫

G
f (t )d t =

∫
G

f (t s)d t

(∫
G

f (t )d t =
∫

G
f (std t

)
(ii) La massa total de d t és igual a 1: ∫

G
d t = 1

Notem per acabar, que si G és d’ordre finit g , la mesura de Haar d t és obtinguda
assignant a cada element t ∈G una massa igual a 1/g .

5.3. Representacions de grups compactes

Considerem G un grup compacte i V un espai vectorial de dimensió finita sobre el
cos dels nombres complexos. Una representació lineal de G en V és un homomorfisme
continu ρ : G →GL(V )2.

La majoria de propietats i resultats de representacions lineals de grups finits estu-
diats als capítols anteriors es compleixen per a representacions de grups compactes,
únicament hem de reemplaçar les expressions “(1/g )

∑
t∈G f (t)” per les expressions

“
∫

G f (t )d t”. Per exemple, el producte escalar (φ|ψ) de dues funcions φ iψ vendrà donat
per:

(φ|ψ) =
∫

G
φ(t )ψ(t )∗d t

Notem, que no sempre és suficient aquest canvi. Per exemple, en la descomposició
de la representació regular, secció 3.4. En aquest cas, si G no és finit la representació
és de dimensió infinita, i per tant no té sentit referir-nos al seu caràcter, pel que la
proposició 5 perd el seu sentit.

1 Recordem que un espai topològic compacte és localment compacte. I això implica que un grup
compacte serà també un grup localment compacte (que la seva topologia sigui localment compacte).

2Equival a dir que la funció de dues variables η(s, x) = ρs (x) amb s ∈G i x ∈V és continua.
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6
EXEMPLES

Finalment, acabarem veient alguns exemples de com trobar les diferents represen-
tacions de determinats grups.

6.1. Grup cíclic Cn

Recordem que Cn és el grup d’ordre n que consisteix en les potencies d’un element
r tal que r n = 1, és a dir, Cn = {

1,r,r 2, . . . ,r n−1
}
. Podem considerar-lo com el grup de

les rotacions d’angles 2kπ/n al voltant d’un punt. A més, recordem que tot grup cíclic
és abelià, pel que Cn és un grup abelià.

Al ser un grup abelià, pel teorema 9, totes les representacions irreductibles de Cn

són de grau 1. Sigui ρ una representació irreductible de Cn , considerem el caràcter
de ρr donat pel nombre complex χ(r ) = w . D’aquesta manera, el caràcter de ρr k serà
χ(r k ) = wk . Aleshores, com que r n = 1 i χ(1) = 1, per ser una representació de grau 1,
χ(r n) = wn = 1. Aquest fet, implica que w ha de ser una arrel n-èsima de la unitat, és a
dir que w = e2πi j /n amb j ∈ {0,1, . . . ,n −1}. Finalment, com que existeixen n caràcters
diferents per les representacions de grau 1, existiran n representacions irreductibles
diferents. Els caràcters de les representacions irreductibles de Cn vendran donats per
χ0,χ1, . . . ,χn−1 on

χ j (r k ) = e
2πi j k

n .

Notem que χ j ·χ j ′ = χ j+ j ′ si considerem l’index j de χ j mòdul n, és a dir, si χ j+ j ′ =
χ j+ j ′−n en cas de que j + j ′ ≥ n.

Vegem un exemple més particular, per exemple C4. La taula de caràcters és la
següent:
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1 r r 2 r 3

χ0 1 1 1 1
χ1 1 w w2 w3

χ2 1 w2 1 w2

χ3 1 w3 w2 w1

On

w = e
2πi

4 = e
πi
2 =

p
2

2
+
p

2

2
i

Podem observar, que χ0 ·χi =χi per a tot i = 0,1,2,3, així com també es compleixen
també les igualtats següents.

χ1 ·χ1 =χ2 χ3 ·χ3 =χ2 χ2 ·χ2 =χ0

χ1 ·χ2 =χ3 χ1 ·χ3 =χ0 χ2 ·χ3 =χ1

6.2. Grup C∞

El grup infinit, C∞, és el grup de rotacions en el pla. Considerem doncs rα la rotació
d’angle α sobre el pla, amb α mòdul 2π. Aleshores, si representam rα de la forma
rα = eπα, la mesura de Haar definida al capítol 4 de C∞ vendrà donada per 1

2πdα 1.
D’altra banda, com que C∞ és un grup abelià, totes les seves representacions irre-

ductibles seran de grau 1. És a dir, que el caràcter d’una representació irreductible ρ
aplicat a un element rα ∈C∞ serà deC. Ara bé, r 2π/α

α = 1, i per tant sigui χ el caràcter
de ρ, χ(r 2π/α

α ) =χ(rα)2π/α = 1. Per tant, χ(rα) serà una arrel (2π/α)-ésima de la unitat.
És a dir:

χ(rα) = e i nα amb n ∈Z
D’aquesta manera, per a cada n ∈Z podem definir una representació irreductible

diferent de manera que, si fixam n i consideram ρn , una representació irreductible,el
seu caràcter vendrà donat per

χn(rα) = e i nα.

6.3. Grup dièdric Dn

Recordem que aquest és el grup de rotacions i simetries en el pla que preserven
un polígon regular de n vèrtexs. Aquest grup està format per n rotacions, que formen
un subgrup isomorf al grup cíclic Cn , i n simetries. És a dir, serà un grup d’ordre 2n.
Recordem algunes propietats d’aquest grup.

Si consideram r la rotació d’angle 2π/n i s una de les simetries, aleshores:

r n = 1 s2 = 1 sr s−1 = r−1.

Sabem a més, que cada element x de Dn es pot escriure de manera única com r k ,
amb k ∈ {1,2, . . . ,n −1}, si x és una rotació (és a dir si pertany a Cn), o com sr k , amb
k ∈ {1,2, . . . ,n −1}, si x no és una rotació (és a dir si no pertany a Cn). Fixem-nos que la

propietat sr s−1 = r−1 implica que sr k s−1 = r−k , i per tant
(
sr k

)2 = 1.

1La constant 1
2π s’utilitza per imposar que satisfaci la condició (i ) de la definició 11.
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6.3.1. Realitzacions de Dn com un grup de moviments rígids d’un espai
tridimensional

Hi ha diferents realitzacions de Dn :

(a) La realització usual. Es prenen les rotacions, com rotacions al voltant de l’eix
Oz, i les simetries, com simetries respecte n línies del pla Ox y . Aquestes línies
formen angles que són múltiples de π/n. Eyring la denota Dn al seu llibre [4].

(b) La mateixa realització, però en lloc de considerar les simetries respecte de línies
del pla Ox y , es consideren respecte de plans que contenen l’eix Oz. Aquesta
realització, és la que Eyring [4] denota C n v al seu llibre.

A continuació, vegem quines són les diferents representacions irreductibles d’a-
quests grups, per fer-ho separarem l’estudi entre els Dn de n parell i de n senar.

6.3.2. Representacions irreductibles del grup Dn amb n parell (n ≥ 2)

En primer lloc, notem que existeixen 4 representacions de grau 1 (i per tant irre-
ductibles) que venen donades per totes les possibles formes d’enviar r i s a 1 o −1. Els
caràcters d’aquestes 4 representacions els podem representar a la taula següent:

r k sr k

ψ1 1 1
ψ2 1 −1
ψ3 (−1)k (−1)k

ψ4 (−1)k (−1)k+1

Vegem ara les representacions de grau 2. Considerem w = e2πi /n i j ∈Z arbitrari.
Així, podem definir una representació (ρ j ,V ) de Dn donada per

ρ j (r k ) =
(

w j k 0
0 w− j k

)
, ρ j (sr k ) =

(
0 w− j k

w j k 0

)
.

És fàcil veure que és una representació, ja que tots els elements es poden representar
per r k o sr k i per tant podem cobrir totes les possibilitats amb els 4 casos següents:

ρ j (r k ) ·ρ j (r k ) =
(

w j k 0
0 w− j k

)
·
(

w j k 0
0 w− j k

)
=

(
w2 j k 0

0 w−2 j k

)
= ρ j (r k · r k )

ρ j (sr k ) ·ρ j (sr k ) =
(

0 w− j k

w j k 0

)
·
(

0 w− j k

w j k 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= ρ j (sr k · sr k )

ρ j (r k ) ·ρ j (sr k ) =
(

w j k 0
0 w− j k

)
·
(

0 w− j k

w j k 0

)
=

(
0 1
1 0

)
= ρ j (r k · sr k )

ρ j (sr k ) ·ρ j (r k ) =
(

0 w− j k

w j k 0

)
·
(

w j k 0
0 w− j k

)
=

(
0 w−2 j k

w2 j k 0

)
= ρ j (sr k · r k )

Una vegada vist que és una representació, fixem-nos que la representació ρ j és
induïda per la representació irreductible de Cn vista a la secció 6.1. Per provar-ho,
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considerarem el subgrup normal de Dn generat per r , notem que aquest subgrup és
Cn = 〈r 〉. Si fixam s una simetria, podem considerar el sistema de representants de G/H
donat per R = {1, s}. Sigui (ρ̂,W ) la representació irreductible de Cn , llavors

V = ⊕
r∈R

ρr W

Recordem que els caràcters irreductibles de Cn són χ j (r k ) = e
2πi j k

n , que depenen
únicament del valor de j mòdul n. D’aquesta manera, les representacions ρ j i ρn− j

són isomorfes, ja que tenen el mateix caràcter:

χ j

(
r k

)
= w− j k +w j k = w−(n− j )k +w (n− j )k =χn− j

(
r k

)
χ j

(
sr k

)
= 0 =χn− j

(
sr k

)
Aquest fet ens permet limitar-nos a les representacions ρ j amb j ∈ {0,1, . . . ,n/2}.
Si ens fixam en els casos extrems, j = 0 i j = n/2, són representacions reductibles,

ja que mirant les traces de les matrius que determinen ρ j veiem que el seus caràcters
són iguals als caràcters ψ1 +ψ2 i ψ3 +ψ4 respectivament.
Una vegada vists els casos extrems, vegem la resta de casos, sigui 0 < j < n/2 llavors ρ j

és una representació irreductible, ja que no té subespais estables exceptuant el trivial
i el total. Per veure-ho, basta fixar-se en que w j 6= w− j , i per tant les úniques línies
estables sota ρ j (r ) són els eixos de coordenades. Però aquests no són estables sota
ρ j (s), per tant, no hi ha subespais estables apart del 0 i el total, d’on deduïm que ρ j és
irreductible.

Els caràcters d’aquestes representacions ρ j els denotarem per χ j i si feim els càlculs
tenim que:

χ j

(
r k

)
= w j k +w− j k = 2cos

(
2π j k

n

)
χ j

(
sr k

)
= 0

D’aquesta manera, podem considerar j , j ′ ∈ {1,2, . . . ,n/2−1} amb j 6= j ′, llavors els
caràcters χ j i χ j ′ seran diferents. Aquest fet implica que ρ j i ρ j ′ no seran representa-
cions isomorfes. Així, per a cada j ∈ {1,2, . . . ,n/2−1} tendrem un caràcter irreductible
diferent i per tant, tendrem n/2−1 representacions irreductibles diferents de grau 2.

Si feim recompte hem construït 4 representacions irreductibles de grau 1 i n/2−1 de
grau 2. Aleshores, si sumam els quadrats dels graus de totes aquestes representacions
irreductibles, obtenim

4 ·12 +
(n

2
−1

)
·22 = 2n,

que correspon amb l’ordre de Dn . Finalment, aplicant el corol.lari 7 de la proposició 6,
podem concloure que Dn no té més representacions irreductibles llevat d’isomorfismes.

6.3.3. Representacions irreductibles del grup Dn amb n senar

En primer lloc, vegem quines són les possibles representacions de grau 1 (i per tant
irreductibles) que venen donades per totes les possibles formes d’enviar r i s a 1 o −1. Si
n és senar, com que r n = r 0 = 1 aleshores no podem enviar r k a −1, i per tant les nostres
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representacions de grau 1 enviaran r k a 1 i s a 1 o −1. Aquestes dues representacions
que obtenim tendran el caràcters representats a la taula següent:

r k sr k

ψ1 1 1
ψ2 1 −1

D’altra banda, notem que les representacions ρ j de grau 2 descrites en el cas de
n parell segueixen essent irreductibles per a 0 < j < n/2. Com que són les mateixes
representacions, tenen el mateix caràcter i per tant segueixen essent no isomorfes entre
elles. Ara bé, si n és senar el conjunt de possibles j és

{
1,2, . . . , n−1

2

}
. D’on que obtenim

un total de (n −1)/2 representacions irreductibles de grau 2.
Novament, si feim recompte hem construït 2 representacions irreductibles de grau

1 i (n −1)/2 de grau 2. Aleshores, si sumam els quadrats dels graus de totes aquestes
representacions irreductibles, obtenim

2 ·12 +
(

n −1

2

)
·22 = 2n,

que correspon amb l’ordre de Dn . Novament, aplicant el corol.lari 7 de la proposició 6,
concloem que Dn no té més representacions irreductibles llevat d’isomorfismes.

6.4. Grup Dnh

Considerem I el grup d’ordre 2 format pels elements {1, i } amb i 2 = 1. Així, el grup
Dnh ve donat per el producte Dn × I . La forma de realitzar Dnh , s’hereta completament
de la realització usual de Dn . Si realitzam Dn com un grup de rotacions i simetries
en un espai tridimensional com hem vist en l’apartat (i ) de les realitzacions d’aquest,
llavors podem realitzar Dnh com un grup generat per aquestes rotacions i simetries de
Dn i la simetria i respecte l’origen.

Per trobar les representacions irreductibles de Dnh , farem us del teorema 10, que
ens diu que les representacions irreductibles d’aquest grup seran productes tensorials
de representacions irreductibles de Dn i I respectivament. Aleshores, per determinar
aquestes representacions, necessitam les representacions irreductibles d’aquests dos
grups. Les de Dn les hem calculat en l’exemple anterior (5.3), vegem doncs quines són
les representacions irreductibles del grup I .

Notem que existeixen dues representacions irreductibles de grau 1 de I . Aquestes
venen donades per ρg (i ) = 1 i ρu(i ) =−1. És directe veure que no són isomorfes, i per
tant, pel corol.lari 7 de la proposició 6, sabem que no hi ha més representacions irreduc-
tibles. Podem veure com venen donats els caràcters d’aquestes dues representacions
en la taula següent:

1 i
g 1 1
u 1 −1

D’aquesta manera, com que I té dues representacions irreductibles, Dnh tendrà
el doble de representacions irreductibles que Dn . En particular, per a cada caràcter

57



6. EXEMPLES

irreductible χ de Dn obtindrem dos caràcters irreductibles de Dnh donats per χg i χu

de la manera següent:

x i x
χg χ(x) χ(x)
χu χ(x) −χ(x)

on x ∈ Dn

Més concretament, les representacions irreductibles de Dnh vendran determinades
per

ρ
j
g (r k ) = ρ j

u(r k ) =
(

w j k 0
0 w− j k

)
ρ

j
g (sr k ) = ρ j

u(sr k ) =
(

0 w− j k

w j k 0

)

ρ
j
g (i r k ) =

(
w j k 0

0 w− j k

)
ρ

j
u(i r k ) =

( −w j k 0
0 −w− j k

)

ρ
j
g (i sr k ) =

(
0 w− j k

w j k 0

)
ρ

j
u(i sr k ) =

(
0 −w− j k

−w j k 0

)
.

Així, per exemple, un caràcter χ j de Dn , com els vists a l’exemple anterior, ens
donarà dos caràcters χ jg i χ ju de Dnh com es mostra en la taula següent:

r k sr k i r k i sr k

χ jg 2cos
(

2π j k
n

)
0 2cos

(
2π j k

n

)
0

χ ju 2cos
(

2π j k
n

)
0 −2cos

(
2π j k

n

)
0

I així amb cada un dels caràcters de Dn .

6.5. Grup D∞

El grup D∞, és el grup de rotacions i simetries en el pla que preserven l’origen.
Aquest grup està format per infinites rotacions, rα, que formen un subgrup infinit
isomorf a C∞, i infinites simetries. Si consideram s una simetria arbitraria, aleshores es
compleixen les propietats

s2 = 1 i srαs−1 = r−1
α = r−α.

D’altra banda, cada element x de D∞ es pot escriure de manera única com rα, si x
és una rotació, és a dir, si pertany a C∞, o com srα, si x no és una rotació, és a dir, si no
pertany a C∞. La mesura de Haar de D∞ és dα/4π. En particular, la funció mitjana de
la funció f ,

∫
G f (t )d t , l’escriurem en dues parts de la manera següent:

∫
G

f (t )d t = 1

4π

∫ 2π

0
f (rα)dα+ 1

4π

∫ 2π

0
f (srα)dα
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6.5.1. Realitzacions de D∞ com un grup de moviments rígids en un espai
tridimensional

Hi ha dues realitzacions de D∞:

(a) La realització usual. Es prenen les rotacions, com rotacions al voltant de l’eix
Oz, i les simetries, com simetries respecte línies del pla Ox y que passen per O
(l’origen).

(b) La mateixa realització per les rotacions, però en lloc de considerar les simetries
respecte de línies del pla Ox y , es consideren respecte de plans que contenen l’eix
Oz.

A continuació, vegem quines són les diferents representacions irreductibles d’a-
quest grup.

6.5.2. Representacions irreductibles del grup D∞

Construirem les representacions irreductibles de D∞ de forma molt similar a com
ho hem fet a l’exemple 5.3. En primer lloc, com passava amb Dn , tenim 2 represen-
tacions irreductibles de grau 1, els seus caràcters, ψ1 i ψ2, venen donats per la taula
següent:

rα srα
ψ1 1 1
ψ2 1 −1

D’altra banda, hi ha una sèrie de representacions irreductibles de grau 2, ρ j amb
j ∈ {1,2,3, . . .} definides per

ρ j (rα) =
(

e i jα 0
0 e−i jα

)
, ρ j (srα) =

(
0 e−i jα

e i jα 0

)
.

Per tant, el caràcter χ j corresponent a la representació ρ j per a cada j ∈ {1,2, . . .} ve
donat per:

χ j (rα) = 2cos( jα) χ j (srα) = 0.

Es pot demostrar que aquests són tots els caràcters irreductibles de D∞, però no
s’inclou en aquest treball ja que queda fora dels coneixements a assolir en aquest.

6.6. Grup D∞h

Aquest grup, així com Dnh = Dn × I , D∞h = D∞× I i pot ser realitzat com el grup
generat per D∞ i la simetria i a través de l’origen. D’aquesta manera, tots els seus
elements es poden escriure de manera única mitjançant una de les 4 expressions
següents:

rα, srα, i rα, i srα,

La mesura de Haar de D∞h és (1/8π)dα. Això, com passava a l’exemple anterior, vol
dir que la funció mitjana de la funció f ,

∫
G f (t )d t , l’escriurem en 4 parts de la manera
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següent:∫
G

f (t )d t = 1

8π

(∫ 2π

0
f (rα)dα+

∫ 2π

0
f (srα)dα+

∫ 2π

0
f (i rα)dα+

∫ 2π

0
f (i srα)dα

)
Per trobar les representacions irreductibles de D∞h , farem us del teorema 10, com

hem fet amb l’exemple 5.4. Així, sabem que les representacions irreductibles d’aquest
grup seran productes tensorials de representacions irreductibles de D∞ i I respec-
tivament. Per determinar aquestes representacions, necessitam les representacions
irreductibles d’aquests dos grups. Les de D∞ les hem calculat en l’exemple anterior
(5.5), i les de I en l’exemple 5.4.

Com que I té dues representacions irreductibles, g i u, D∞h tendrà el doble de
representacions irreductibles que D∞. En particular, per a cada caràcter irreductible χ
de D∞ obtindrem dos caràcters irreductibles de D∞h donats per χg i χu de la mateixa
manera que en l’exemple 5.4.

Per exemple, un caràcter χ j de Dn com els vists a l’exemple anterior ens donarà
dos caràcters χ jg i χ ju de Dnh com es mostra en la taula següent:

rα srα i rα i srα
χ jg 2cos

(
jα

)
0 2cos

(
jα

)
0

χ ju 2cos
(

jα
)

0 −2cos
(

jα
)

0

I així amb cada un dels caràcters de D∞.

6.7. Grup simètric S3

Recordem que S3 és el grup de permutacions de 3 elements. Recordem també, que
consta de 6 elements repartits en tres classes de conjugació diferents. Els elements són:

1 element neutre que serà la identitat (1).

3 transposicions.

2 cicles de tres elements.

Considerem t una transposició qualsevol y c un del 3-cicles. Llavors es compleixen les
propietats següents:

t 2 = 1 c3 = 1, tc = c2t

Podem veure que t té ordre parell mentre que c té ordre senar, per tant, només existeixen
2 caràcters de grau 1, el caràcter unitat χ1, que envia tot a 1, i el caràcter χ2 que envia
t a −1 i c a 1. Llavors, pel teorema 7, sabem que existeix un caràcter irreductible més.
Sigui θ aquest caràcter i n el seu grau, llavors pel corol.lari 7 de la proposició 6 sabem
que 1+1+n2 = 6, pel que n = 2. Finalment, podem deduir els valors de θ per a cada
element de S3 utilitzant novament el corol.lari 7 de la proposició 6 que ens diu que
χ1(σ)+χ2(σ)+2θ(σ) = 0 per a tot σ ∈S3.

χ1(t )+χ2(t )+2θ(t ) = 0 =⇒ 1−1+2θ(t ) = 0 =⇒ θ(t ) = 0
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χ1(c)+χ2(c)+2θ(c) = 0 =⇒ 1+1+2θ(c) = 0 =⇒ θ(c) =−1

D’aquesta manera, recordant que θ(1) és el grau de θ, obtenim la taula de caràcters
següent:

1 t c
χ1 1 1 1
χ2 1 −1 1
θ 2 0 −1

6.8. Grup alternat A4

Recordem que el grup A4 és el grup de les permutacions parelles d’un conjunt de
quatre elements, per exemple {a,b,c,d}. Una curiositat és que aquest grup és isomorf
al grup de rotacions en R3 que deixen estable un tetraedre amb el baricentre a l’origen.
El grup consta de 12 elements de diferents tipus2:

1 element neutre que serà la identitat (1).

3 productes de dues transposicions, elements d’ordre 2. (Aquests elements, cor-
respon a les simetries del tetraedre respecte les línies que ajunten els punts
mitjans de les arestes oposades.) Les denotarem per:

x = (a,b)(c,d) y = (a,c)(b,d) z = (a,d)(b,c)

8 3-cicles, elements d’ordre 3: (a,b,c), (a,c,b), (a,b,d), . . . , (b,d ,c). (Aquests ele-
ments, corresponen a les rotacions de ±120◦ respecte les línies que ajunten un
vèrtex amb el baricentre de la cara oposada.)

Sigui t = (a,b,c), llavors K = {
1, t , t 2

}
és un subgrup de A4. De la mateixa manera,

H = {
1, x, y, z

}
també és un subgrup, de fet, aquest és coneix com grup de Klein i es

denota per V4 i és un subgrup normal de A4 ja que:

t xt−1 = z, t y t−1 = x, t zt−1 = y,

i si consideram t un altre 3-cicle qualsevol podrem comparar cada una de les seves
conjugacions amb alguna de les tres anteriors, i per tant també seran un element de H .
Si consideram HK , podem veure que HK =A4 :

H1 = {1, x, y, z}

H t = {(a,b,c), (b,d ,c), (a,d ,b), (a,c,d)}

H t 2 = {(a,c,b), (a,d ,c), (b,c,d), (a,b,d)}

2Denotarem per:

(a,b la transposició: a 7→ b, b 7→ a

(a,b,c) la permutació cíclica: a 7→ b, b 7→ c, c 7→ a

(a,b)(c,d) el producte de transposicions: a 7→ b, b 7→ a, c 7→ d , d 7→ c
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Notem a més, que H ∩K = 1. Si K fos un subgrup normal de A4, A4 seria el producte
directe de H i K , però com que no ho és, relaxant la condició de normalitat de que
ambdós subgrups siguin normals a que ho sigui únicament un d’ells, obtenim que
A4 és el que s’anomena producte semidirecte3 del subgrup K i el subgrup normal H ,
denotat per A4 = K oH , i això implica com hem pogut veure que cada element de A4

es pot escriure de manera única com un producte h ·k on h ∈ H i k ∈ K .
A4 té 4 classes de conjugació: {1}, {x, y, z}, {t , t x, t y, t z} i {t 2, t 2x, t 2 y, t 2z}, llavors, pel

teorema 7, A4 té 4 caràcters irreductibles. Notem que K ∼=C3 on C3 denota el grup cíclic
de 3 elements que hem estudiat de forma general a l’exemple 5.1. Llavors, com que C3

té 3 caràcters de grau 1 (χ0,χ1,χ2), els podem estendre a A4 prenent χi (hk) =χi (k) per
a cada h ∈ H i cada k ∈ K . Finalment, el darrer caràcter ψ el podem determinar a partir
del corol.lari 7 de la proposició 6.

|A4| = 12χ0(1)2 +χ1(1)2 +χ2(1)2 +ψ(1)2

1+1+1+ψ(1)2 = 12 =⇒ψ(1) = 3.

χ0(h)+χ1(h)+χ2(h)+3ψ(h) = 01+1+1+3ψ(h) = 0 ψ(h) =−1 per a tot h ∈ H .

χ0(t )+χ1(t )+χ2(t )+3ψ(t ) = 0 =⇒ 1+w +w2 +3ψ(t ) = 0 =⇒ψ(t ) = 0 , i per tant
, ψ(t 2) =ψ(t )ψ(t ) = 0.

Llavors obtenim la taula de caràcters següent:

1 h t t 2

χ0 1 1 1 1
χ1 1 1 w w2

χ2 1 1 w2 w
ψ 3 −1 0 0

On h ∈ H i

w = e2πi /3 =−1

2
+ i

p
3

2
.

Una vegada tenim tots els caràcters irreductibles, com que les tres primeres repre-
sentacions irreductibles són de grau 1 vendran determinades pel seu caràcter, el qual
queda determinat per la taula anterior. En canvi, la representació irreductible correspo-
nent al caràcter ψ, és de grau 3, pel que no vendrà determinada pel seu caràcter. Per
determinar-la, considerarem el grup A4 com el grup de les rotacions enR3 que deixen
estables un tetraedre amb baricentre a l’origen. Així doncs, podem determinar la repre-
sentació irreductible, diem-li ρ, corresponent al caràcter ψ mitjançant el procediment
següent.

Considerem un tetraedre regular amb baricentre a l’origen, per exemple el tetraedre
de vèrtexs:

A = (1,1,1)

B = (1,−1,−1)

C = (−1,1,−1)

3La diferència entre un producte directe i un producte semidirecte, és que la condició de producte
semidirecte és més suau, ja que basta que un dels 2 subgrups del producte sigui normal.
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D = (−1,−1,1).

Notem que és un tetraedre regular, ja que:

|−→AB | = |−→AC | = |−−→AD| = |−→BC | = |−−→BD| = |−−→C D| = 2.

Una vegada fixats els vèrtexs del nostre tetraedre, la representació vendrà donada
de manera que la imatge de cada permutació del grup serà aquell isomorfisme que
permuta els vèrtexs corresponents a la permutació. Per exemple, la imatge de (a,b,c)
serà l’isomorfisme que envia el vèrtex A a B , el vèrtex B a C i el vèrtex C a A.

Per determinar la representació, basta amb determinar les imatges dels elements
generadors del grup. En el nostre cas, sabem que el grup A4 ve generat pels 3-cicles,
en particular, com que donat t = (a,b,c) sabem que t 2 = (a,c,b), podem generar A4 a
partir dels elements:

σ1 = (a,b,c)

σ2 = (a,b,d)

σ3 = (a,c,d)

σ4 = (b,c,d).

Per determinar les imatges de ρ d’aquests 4 generadors, ens basta determinar les
imatges dels elements de la base de R3. Fixem-nos que la base canònica de R3 ve
donada en funció dels vèrtexs del nostres tetraedre com:

−→e1 = (1,0,0) = 1
2

(−−→
O A+−−→

OB
)

−→e1 = (0,1,0) = 1
2

(−−→
O A+−−→

OC
)

−→e1 = (0,0,1) = 1
2

(−−→
O A+−−→

OD
)

Així, les imatges de σ1,σ2,σ3 i σ4 vendran determinades per les imatges d’aquests 3
vectors. Calculem-les:

Calculem ρσ1 :

Com que σ1 = (a,b,c) les imatges de la base canònica venen donades per:

• ρσ1 (e1) = 1
2ρσ1 (

−−→
O A)+ρσ1 (

−−→
OB) = 1

2

(−−→
OB +−−→

OC
)
= 1

2 (0,0,−2) =−1e3

• ρσ1 (e2) = 1
2ρσ1 (

−−→
O A)+ρσ1 (

−−→
OC ) = 1

2

(−−→
OB +−−→

O A
)
= 1

2 (2,0,0) = 1e1

• ρσ1 (e3) = 1
2ρσ1 (

−−→
O A)+ρσ1 (

−−→
OD) = 1

2

(−−→
OB +−−→

OD
)
= 1

2 (0,−2,0) =−1e2

Aleshores ρσ1 vendrà donada en forma matricial per:

Rσ1 =
 0 1 0

0 0 −1
−1 0 0
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Calculem ρσ2 :

Com que σ2 = (a,b,d) les imatges de la base canònica venen donades per:

• ρσ2 (e1) = 1
2ρσ2 (

−−→
O A)+ρσ2 (

−−→
OB) = 1

2

(−−→
OB +−−→

OD
)
= 1

2 (0,−2,0) =−1e2

• ρσ2 (e2) = 1
2ρσ2 (

−−→
O A)+ρσ2 (

−−→
OC ) = 1

2

(−−→
OB +−−→

OC
)
= 1

2 (0,0,−2) =−1e3

• ρσ2 (e3) = 1
2ρσ2 (

−−→
O A)+ρσ2 (

−−→
OD) = 1

2

(−−→
OB +−−→

O A
)
= 1

2 (2,0,0) = 1e1

Aleshores ρσ1 vendrà donada en forma matricial per:

Rσ2 =
 0 0 1
−1 0 0
0 −1 0


Calculem ρσ3 :

Com que σ3 = (a,c,d) les imatges de la base canònica venen donades per:

• ρσ3 (e1) = 1
2ρσ3 (

−−→
O A)+ρσ3 (

−−→
OB) = 1

2

(−−→
OC +−−→

OB
)
= 1

2 (0,−2,0) =−1e3

• ρσ3 (e2) = 1
2ρσ3 (

−−→
O A)+ρσ3 (

−−→
OC ) = 1

2

(−−→
OC +−−→

OD
)
= 1

2 (0,0,−2) =−1e1

• ρσ3 (e3) = 1
2ρσ3 (

−−→
O A)+ρσ3 (

−−→
OD) = 1

2

(−−→
OC +−−→

O A
)
= 1

2 (2,0,0) = 1e2

Aleshores ρσ1 vendrà donada en forma matricial per:

Rσ3 =
 0 −1 0

0 0 1
−1 0 0


Calculem ρσ4 :

Com que σ4 = (b,c,d) les imatges de la base canònica venen donades per:

• ρσ4 (e1) = 1
2ρσ4 (

−−→
O A)+ρσ4 (

−−→
OB) = 1

2

(−−→
O A+−−→

OC
)
= 1

2 (0,−2,0) = 1e2

• ρσ4 (e2) = 1
2ρσ4 (

−−→
O A)+ρσ4 (

−−→
OC ) = 1

2

(−−→
O A+−−→

OD
)
= 1

2 (0,0,−2) = 1e3

• ρσ4 (e3) = 1
2ρσ4 (

−−→
O A)+ρσ4 (

−−→
OD) = 1

2

(−−→
O A+−−→

OB
)
= 1

2 (2,0,0) = 1e1

Aleshores ρσ4 vendrà donada en forma matricial per:

Rσ4 =
0 0 1

1 0 0
0 1 0
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Així, queda determinada la representació ρ, corresponent al caràcter ψ, sobreR3

que s’estén per linealitat sobre C3. És fàcil comprovar, que el caràcter de ρ sobre els
3-cicles és 0, ja que R2

σi
té zeros a la diagonal per a tot i ∈ {1,2,3,4}. D’altra banda,

construint x, y, z ∈ H com productes de σ1,σ2,σ3 i σ4, obtenim:

Rx = Rσ1σ4 = Rσ1 Rσ4 =
1 0 0

0 −1 0
0 0 −1



Ry = Rσ1σ2 = Rσ1 Rσ2 =
−1 0 0

0 1 0
0 0 −1



Rz = Rσ2σ1 = Rσ2 Rσ1 =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 1


On podem observar que el caràcter de ρ sobre els elements del grup de Klein és −1 com
indica la taula de caràcters.

6.9. Grup simètric S4

Estudiem ara les representacions irreductibles del grup S4, que recordem que és el
grup de totes les permutacions d’un conjunt de quatre elements, per exemple {a,b,c,d}.
Recordem, d’altra banda, que aquest grup és isomorf al grup de tots els moviments
rígids que deixen estable un tetraedre regular. Té 24 elements, repartits en 5 classes de
conjugació. Els elements són:

1 element neutre que serà la identitat (1).

6 transposicions: (a,b), (a,c), (a,d), (b,c), (b,d), (c,d).

3 productes de dues transposicions, que són els elements d’ordre 2 de A4:

x = (a,b)(c,d) y = (a,c)(b,d) z = (a,d)(b,c)

8 elements d’ordre 3, els 3-cicles: (a,b,c), (a,c,b), (a,b,d), . . . , (b,d ,c).

6 elements d’ordre 4, els 4-cicles:

(a,b,c,d), (a,b,d ,c), (a,c,b,d), (a,c,d ,b), (a,d ,b,c), (a,d ,c,b).

Considerem H = {1, x, y, z} i L el subgrup de permutacions que deixen d fix, és a dir
S3:

L =S3 = {1, (a,b), (a,c), (b,c), (a,b,c), (a,c,b)} .

Com passava en l’exemple anterior, S4 és el producte semidirecte del subgrup L i
el subgrup normal H , ja que H ∩L = 1 i HL =S4 com podem veure a continuació:

H1 = {1, x, y, z} = {1, (a,b)(c,d), (a,c)(b,d), (a,d)(b,c)}
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H(a,b) = {(a,b), (c,d), (a,d ,b,c), (a,c,b,d)}

H(a,c) = {(a,c), (a,d ,c,b), (b,d), (a,b,c,d)}

H(b,c) = {(b,c), (a,b,d ,c), (a,c,d ,b), (a,d)}

H(a,b,c) = {(a,b,c), (b,d ,c), (a,d ,b), (a,c,d)}

H(a,c,b) = {(a,c,b), (a,d ,c), (b,c,d), (a,b,d)}

D’aquesta manera, cada representació de L és estesa a una representació de S4

mitjançant la expressió: ρ(h · l ) = ρ(l ) per a cada h ∈ H i cada l ∈ L. Ara bé, L és isomorf
al grup S3 estudiat en l’exemple 5.7, i per tant, té 3 representacions irreductibles de
graus 1,1 i 2 que s’estenen a S4.

D’altra banda, A4 és un subgrup normal d’índex 2 en S4, pel que S4/A4 té dues
classes, A4 i S4 \A4. Aleshores, podem estendre la representació irreductible ρ′ de
caràcter ψ de A4 a S4 de manera que la representació sigui la representació trivial per
als elements de S4 \A4. És a dir, que sigui ρ̂ la extensió de ρ′ a S4, vendrà donada per:

ρ̂(σ) =
{
ρ′(σ) si σ ∈A4,
1 si σ ∉A4.

A més, la representació ρ̂ serà irreductible sobre S4, ja que ρ′ ho és sobre A4. El caràcter
de ρ̂ també el denotarem per ψ.

Per veure com són els caràcters d’aquestes representacions, considerarem R =
{1, (a,b), (a,b)(c,d), (a,b,c), (a,b,c,d)} un sistema de representants de cada una de les
classes de conjugació, i calcularem els caràcters en cada una de les classes. Per fer els
càlculs més simples, escriurem aquests 5 representants de la forma h · l amb h ∈ H i
l ∈ L. Clarament, 1 = 1 ·1 amb 1 ∈ H i 1 ∈ L i el seu caràcter ve determinat pel grau de la
representació, vegem la resta:

• (a,b) = 1 · (a,b) on 1 ∈ H i (a,b) ∈ L.

• (a,b)(c,d) = (a,b)(c,d) ·1 on (a,b)(c,d) ∈ H i 1 ∈ L.

• (a,b,c) = 1 · (a,b,c) on 1 ∈ H i (a,b,c) ∈ L.

• (a,b,c,d) = (a,d)(b,c) · (a,c) on v ∈ H i (a,c) ∈ L.

Utilitzant aquestes descomposicions i les taules de caràcters corresponents dels exem-
ples 5.7 i 5.8 obtenim:

χ1

Aquesta és la representació trivial, i per tant el seu caràcter és 1 per a tot element
de S3.

χ2

Recordem que χ2(h · l ) = χ2(l ) amb h ∈ H i l ∈ L. Per tant, mirant la taula del
exemple 5.7 tenim que:

• χ2(1) = 2, que és el grau de la representació.

• χ2 ((a,b)) =−1.
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• χ2 ((a,b)(c,d)) =χ2 (1) = 1.

• χ2 ((a,b,c)) = 1.

• χ2 ((a,b,c,d)) =χ2 ((a,c)) =−1.

θ

Recordem que θ(h · l ) = θ(l ) amb h ∈ H i l ∈ L. Per tant, mirant la taula de l’exem-
ple 5.7 tenim que:

• θ(1) = 2, que és el grau de la representació.

• θ ((a,b)) = 0.

• θ ((a,b)(c,d)) = θ (1) = 2.

• θ ((a,b,c)) =−1.

• θ ((a,b,c,d)) = θ ((a,c)) = 0.

ψ

Per calcular el caràcter ψ, notem que ψ(σ) = 1 si σ ∉A4, en cas contrari tenim el
caràcter calculat en l’exemple anterior. Per tant, mirant la taula de l’exemple 5.8
tenim que:

• ψ(1) = 3, que és el grau de la representació.

• ψ ((a,b)) = 1, ja que (a,b) ∉A4.

• ψ ((a,b)(c,d)) =−1.

• ψ ((a,b,c)) = 0.

• ψ ((a,b,c,d)) = 1, ja que (a,b,c,d) ∉A4.

Finalment, el producte tensorial de la representació no trivial de grau 1 de caràcter
χ2 i la representació ρ̂ de grau 3 de caràcterψ també serà una representació irreductible
pel teorema 10. El caràcter d’aquesta representació, vendrà donat per:

χ2ψ(1) =χ2(1) ·χ2ψ(1) = 1 ·3 = 3.

χ2ψ ((a,b)) =χ2 ((a,b)) ·ψ ((a,b)) = (−1) ·1 = 1.

χ2ψ ((a,b)(c,d)) =χ2 ((a,b)(c,d)) ·ψ ((a,b)(c,d)) = 1 · (−1) =−1.

χ2ψ ((a,b,c)) =χ2 ((a,b,c)) ·ψ ((a,b,c)) = 1 ·0 = 0.

χ2ψ ((a,b,c,d)) =χ2 ((a,b,c,d)) ·ψ ((a,b,c,d)) = 1 · (−1) =−1.

I com que tenim 5 caràcters irreductibles i S4 té 5 classes de conjugació, sabem que
no n’hi ha més. Podem representar tots els caràcters irreductibles a la taula següent:

1 (a,b) (a,b)(c,d) (a,b,c) (a,b,c,d)
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 1 −1
θ 2 0 2 −1 0
ψ 3 1 −1 0 1
χ2ψ 3 −1 −1 0 −1

Notem que els valors dels caràcters irreductibles de S3 i S4 són enters. Aquesta
propietat, és una propietat general de les representacions dels grup simètrics.
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6.10. Grup del cub

Sigui C el cub de vèrtexs (x, y, z) on x, y, z ∈ {−1,+1} enR3, definim el grup G del
cub com el grup d’isomorfismes deR3 en ell mateix que deixen el cub C estable. És a
dir, aquells isomorfismes que permuten els seus 8 vèrtexs.

Notem que per un vèrtex fixat,v pot anar a parar a 8 vèrtexs diferents. Llavors, com
que són moviments que deixen C estable, els seus tres vèrtexs adjacents han de seguir
essent els mateixos, pel que tenim 3 vèrtexs adjacents a v en C i 3 vèrtexs adjacents a v
en la imatge de C , pel que tenim 6 maneres diferents de col.locar aquests 3 vèrtexs. Per
tant, deduïm d’aquest raonament que el grup del cub ens permet definir 6·8 moviments
diferents possibles. |G| = 48.

Aquest grup es pot construir de diverses maneres:

(i ) El grup G conté el grup S3 de permutacions de {x, y, z}, és a dir, la permutació
dels eixos, ja que la imatge del conjunt de vèrtexs serien els propis vèrtexs. De
la mateixa manera, i per la mateixa raó, G també conté el grup M d’ordre 8 que
consisteix en les transformacions:

(x, y, z) 7→ (∓x,∓y,∓z).

que vendria a ser el grup generat per les simetries de cada un dels eixos de
coordenades respecte l’origen.

En conseqüència, MS3 ⊆G , i com que |MS3| = 8 ·6 = |G|, G = MS3. Aleshores,
com que M és un subgrup normal de G però S3 no ho és, G és el producte
semidirecte del grup S3 i el subgrup normal M , ja que els elements de M i S3 no
commuten. És a dir que G = M oS3.

(i i ) Considerem T el tetraedre en R3 amb vèrtexs (1,1,1), (1,−1,−1), (−1,1,−1),
(−1,−1,1). D’altra banda, sigui i la simetria respecte l’origen, és a dir: (x, y, z) 7→
(−x,−y,−z), considerem T ′ = i T . D’aquesta manera, cada vèrtex de C coincideix
o bé un vèrtex de T o bé un vèrtex de T ′.
Sigui S(T ) el grup d’isomorfismes deR3 en ell mateix que deixen T estable, lla-
vors per a cada s ∈ S(T ) es satisfan les igualtats sT ′ = si T = T ′, el que demostra
que s també deixa estable el conjunt de vèrtexs de T ′. Com que deixa estables els
vèrtexs de T i T ′, deixarà estables tots els vèrtexs del cub C , i per tant S(t ) ⊆G .

Notem, que com que S(T ) ⊆ G i {1, i } = I ⊆ G , llavors S(T )× I ⊆ G . Ara bé, per
l’exemple 5.7, sabem que S(T ) =S4, i per tant, S(T ) té 24 elements i S(T )I en ten-
drà 48. A més, S(T )∩ I = {1}, i com que ambdós subgrups són normals, tenim que
G és el producte directe del grup S(T ) i el grup I , G = S(T )× I . Així, pel teorema
10, sabem que les representacions irreductibles d’aquest grup seran productes
tensorials de representacions irreductibles de S(T ) i I respectivament. Alesho-
res, per determinar aquestes representacions, necessitam les representacions
irreductibles d’aquests dos grups.

Finalment, com que S(T ) =S4, els caràcters irreductibles de S(T ) són els 5 estu-
diats en l’exemple anterior. De la mateixa manera, els caràcters irreductibles de I
els hem estudiat en l’exemple 5.4 i hem vist que eren u i g . Així, pel teorema 10,
podem calcular els 10 caràcters irreductibles de G resultants dels possibles pro-
ductes d’un caràcter irreductible de S(T ) amb un caràcter irreductible de I . Cal
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notar, que com que u i g són caràcters irreductibles de representacions de grau 1,
els productes tensorials obtinguts tendran el grau donat per la representació de
S4. D’on deduïm que G tendrà 4 caràcters irreductibles de grau 1, 2 de grau 2 i 4
de grau 3.

Aquests caràcters vendran donats de la forma següent:

Com que els caràcters u i g satisfan u(1) = g (1) = 1, aleshores els 10 caràcters de
G actuen sobre S4 × {1} com es veu a la taula següent:

1 (a,b) (a,b)(c,d) (a,b,c) (a,b,c,d)
(χ1)g 1 1 1 1 1
(χ2)g 1 −1 1 1 −1
θg 2 0 2 −1 0
ψg 3 1 −1 0 1

(χ2ψ)g 3 −1 −1 0 −1
(χ1)u 1 1 1 1 1
(χ2)u 1 −1 1 1 −1
θu 2 0 2 −1 0
ψu 3 1 −1 0 1

(χ2ψ)u 3 −1 −1 0 −1

Seguidament, com que sabem que el caràcter g és el caràcter de la representació
trivial de I , també satisfà que g (i ) = 1. Aleshores, els caràcters irreductibles ob-
tinguts com productes d’un caràcter de S4 i g actuen sobre S4× {i } com es veu a
la taula següent:

i (a,b)i (a,b)(c,d)i (a,b,c)i (a,b,c,d)i
(χ1)g 1 1 1 1 1
(χ2)g 1 −1 1 1 −1
θg 2 0 2 −1 0
ψg 3 1 −1 0 1

(χ2ψ)g 3 −1 −1 0 −1

Finalment, com que u(i ) =−1 els caràcters irreductibles obtinguts com productes
d’un caràcter de S4 i u actuen sobre S4 × {i } com es veu a la taula següent:

i (a,b)i (a,b)(c,d)i (a,b,c)i (a,b,c,d)i
(χ1)u −1 −1 −1 −1 −1
(χ2)u −1 1 −1 −1 1
θu −2 0 −2 1 0
ψu −3 −1 1 0 −1

(χ2ψ)u −3 1 1 0 1
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6.11. Exercicis

Exercici 14. Demostrar que en Dn , amb n parell (resp. senar), les simetries formen
dues (resp. una) classes de conjugació, i que els elements de Cn , les rotacions, formen
(n/2)+1 (resp. (n +1)/2)) classes. Obtenir així el nombre de classes de Dn i comprovar
que coincideix amb el nombre de caràcters irreductibles.

Demostració. Sabem que cada element x de Dn es pot escriure de manera única com
r k , amb k ∈ {1,2, . . . ,n −1}, si x és una rotació (és a dir si pertany a Cn), o com sr k , amb
k ∈ {1,2, . . . ,n −1}, si x no és una rotació (és a dir si no pertany a Cn). A més, sabem que

s−1 = s i sr k = r−k s = (
sr k

)−1
. Considerem una simetria qualsevol sr j , aleshores els

elements de la seva classe de conjugació seran de la forma:

sr i sr j sr i = sr 2i− j r i sr j r−i = sr j−2i

amb i ∈ {1,2, . . . ,n −1}. Fixem-nos que sr 2i− j = (
sr j−2i

)−1
, a més, podem veure que tots

els elements de la classe són simetries.

Si n és parell, llavors 2i − j tendrà mantindrà la paritat de j per a tot i enter, per
tant, tendrem dues classes de conjugació, una amb les simetries sr k amb k parell,
i un altre amb les simetries sr k amb k senar. Les dues classes de conjugació són
les següents:{

s, sr 2, sr 4, . . . , sr (n−2)} ,
{

sr, sr 3, sr 5, . . . , sr (n−1)} .

En canvi, si n és senar, la classe de conjugació de s vendrà donada pels elements
de la forma sr 2i i per tant contindrà totes les simetries sr k amb k parell, i a més,
com que per i ≥ (n +1)/2, l’exponent 2i mòdul n serà senar, totes les simetries
sr k amb k senar també estaran contingudes dins la classe de s. Així, tendrem una
única classe de conjugació que englobarà totes les simetries, és a dir que vendrà
donada per: {

s, sr, sr 2, . . . , sr n−1} .

Considerem ara una rotació qualsevol r j , aleshores els elements de la seva classe
de conjugació seran de la forma:

sr i r j sr i = r− j r i r j r−i = r j .

Fixem-nos que tots els elements de la classe són rotacions, de fet la classe únicament
conté l’element r j i l’element r− j .

Si n és parell, tendrem (n/2)−1 classes de dos elements{
r j ,r− j

}
amb j ∈ {1,2, . . . , (n/2)−1}

i dues classes d’un únic element: {r (n/2)} i {1}, ja que satisfan que r j = r− j .

Així obtenim un total de (n/2)−1+2 = (n/2)+1 classes de conjugació formades
per rotacions.
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Si n és senar, tendrem (n −1)/2 classes de dos elements{
r j ,r− j

}
amb j ∈ {1,2, . . . , (n −1)/2}

i la classe {1} d’un únic element.

Així obtenim un total de (n−1)/2+1 classes de conjugació formades per rotacions.

Finalment, sumant les classes formades per rotacions i per simetries en cada cas,
obtenim:

En el cas n parell, tenim un total de (n/2)+3 classes de conjugació, que coincideix
amb el nombre de representacions irreductibles per n parell que hem trobat,
(n/2)−1 de grau 2 i 4 de grau 1.

En el cas n senar, tenim un total de (n−1)/2+2 classes de conjugació, que també
coincideix amb el nombre de representacions irreductibles per n senar trobades,
(n −1)/2 de grau 2 i 2 de grau 1.

Exercici 15. Siguin ρ j les representacions irreductibles de grau 2 del grup Dn , demostrar
que χ j ·χ j ′ =χ j+ j ′ +χ j− j ′ . En particular, veure que

χ j ·χ j =χ2 j +χ0 =χ2 j +ψ1 +ψ2.

Demostrar que ψ2 és el caràcter del quadrat alternat de ρ j , i que χ2 j +ψ1 és el caràcter
del simètric alternat ρ j .

Demostració. Recordem de la secció 6.3, que el caràcter de la representació
(
V ,ρ j

)
del

grup Dn ve donat per:

χ j

(
r k

)
= w−i j +w i j χ j

(
sr k

)
= 0

on w = e2πi /n . Així doncs, és fàcil veure que

χ j

(
r k

)
·χ j ′

(
r k

)
=

(
w−k j +wk j

)(
w−k j ′ +wk j ′

)
= wk( j+ j ′) +w−k( j+ j ′) +wk( j− j ′) +w−k( j− j ′)

=χ j+ j ′
(
r k

)
+χ j− j ′

(
r k

)
.

A més, com que χ j
(
sr k

)
és 0, es satisfà la igualtat = χ j ·χ j ′

(
sr k

) = χ j+ j ′ +χ j− j ′
(
sr k

)
.

Per tant, es compleix com volíem demostrar, que χ j ·χ j ′ =χ j+ j ′ +χ j− j ′ .
Aplicant aquesta igualtat sobre χ j ·χ j obtenim que χ j ·χ j =χ2 j +χ0. Recordem els

caràcters irreductibles ψ1 i ψ2 de Dn . Podem observar-los donats juntament amb χ0

en la taula següent:
1 r k sr k

ψ1 1 1 1
ψ2 1 1 −1
χ0 2 2 0
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Podem veure que χ0 =ψ1 +ψ2, i per tant

χ j ·χ j =χ2 j +χ0 =χ2 j +ψ1 +ψ2.

Per la proposició 3 del capítol 3, sabem que χ j ·χ j és el caràcter del producte
tensorial ρ j ⊗ρ j . Considerem la representació ρ j en forma matricial determinada, com
mostra la secció 6.3, per:

ρ j (r k ) =
(

w j k 0
0 w− j k

)
ρ j (sr k ) =

(
0 w− j k

w j k 0

)

Llavors, si calculem la forma matricial de la representació ρ j ⊗ρ j , de la forma vista en
la demostració de la proposició 3, ve determinada per:

ρ j (r k ) =


w j k 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 w− j k

 ρ j (sr k ) =


0 0 0 w− j k

0 0 1 0
0 1 0 0

w j k 0 0 0


D’altra banda, per la secció 2.6 sabem que la representació producte tensorial

és suma directa de les subrepresentacions quadrada simètrica, Sym2(V ), i quadrada
alternada, Al t 2(V ). A més, donada una base ei de V , sabem que les bases d’aquestes
subrepresentacions venen donades per:

Sym2(V ): Generat per la base: (ei ·e j +e j ·ei )i≤ j

Al t 2(V ): Generat per la base: (ei ·e j −e j ·ei )i< j .

En el nostre cas, dim(V ) = 2 i per tant la base de Al t 2(V ) ve donada únicament per el
vector (e1 · e2 − e2 · e1). Vegem quina és la representació de G sobre V ⊗V . Per fer-ho,
sabem que (

ρ j ⊗ρ j
)

(e1 ·e2 −e2 ·e1) =
(
ρ j ⊗ρ j

)
(e1 ·e2)−

(
ρ j ⊗ρ j

)
(e2 ·e1),

i per tant, a partir de la matriu de la representació calculada tendrem que(
ρ

j
r k ⊗ρ j

r k

)
(e1 ·e2 −e2 ·e1) = 1 · (e1 ·e2)−1 · (e2 ·e1) = 1 · (e1 ·e2 −e2 ·e1)(

ρ
j
sr k ⊗ρ j

sr k

)
(e1 ·e2 −e2 ·e1) = 1 · (e2 ·e1)−1 · (e1 ·e2) =−1 · (e1 ·e2 −e2 ·e1).

Aleshores, el caràcter de la representació Al t 2(V ) ve donada per

χAl t (1) = 1 χAl t

(
r k

)
= 1 χAl t

(
sr k

)
=−1,

que és exactament el caràcter de ψ2.
Finalment, utilitzant de nou la proposició 3, sabem que

χAl t +χSym =χ j ·χ j =χ2 j +ψ1 +ψ2,

si χAl t =ψ2, el caràcter del quadrat simètric vendrà donat per χSym =χ2 j +ψ1.
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Exercici 16. Sigui V4 el subgrup de Klein donat a la secció 6.8, considerem (W,θ) la
representació de V4 de grau 1 donada per θ(1) = θ(x) = 1 i θ(y) = θ(z) =−1.Demostrar
que la representació de grau 3 de A4 induïda per θ és irreductible i el seu caràcter és el
caràcter irreductible ψ de A4.

Demostració. Vegem en primer lloc que θ és una representació, és a dir que θsθt = θst

per a tot s, t ∈V4. Com que V4 és un grup commutatiu basta provar que:

θ1 ·θt = 1 ·θt = θt = θ1·t ∀t ∈V4

θx ·θy =−1 = θz = θx y

θx ·θz =−1 = θy = θxz

θy ·θz = 1 = θx = θy z

Una vegada vist que θ és una representació de V4 vegem que la representació de A4

induïda per θ és de grau 3. Sabem que V4 és un subgrup normal de A4 d’índex 3 (vist a
la secció 6.8). Considerem R el sistema de representants de cada una de les tres classes
donat per R = {1, (a,b,c), (a,c,b)}. Llavors, podem escriure qualsevol element σ ∈A4 de
manera única com σ= tr amb t ∈V4 i r ∈ R. D’aquesta manera, podem estendre θ a
ρ :A4 −→V de manera que:

V =W ⊕ρ(a,b,c)W ⊕ρ(a,c,b)W

Així, com que W té dimensió 1, la dimensió de V vendrà donada, com hem vist a la
secció 4.3, per

dim(V ) = [G : H ] ·dim(W ) = 3 ·1 = 3.

Finalment, pel teorema 12 sabem que el caràcter de ρ vendrà donat per

χρ(s) = ∑
r∈R

r−1 sr∈V4

χθ(r−1sr )

Ara bé, sabem que tots els elements d’una mateixa classe de conjugació tenen el
mateix caràcter, per tant ens bastarà calcular els caràcters per a cada un dels represen-
tants:

χρ(x) = ∑
r∈R

r−1 sr∈V4

χθ(r−1sr ) =χρ(x)+χρ(y)+χρ(z) =−1

χρ ((a,b,c)) =
∑
r∈R

r−1 sr∈V4

χθ(r−1sr ) = 0

χρ ((a,c,b)) =χρ ((a,c,b)) ·χρ ((a,c,b)) = 0

Poem veure que aquest caràcter coincideix amb el caràcter irreductible ψ vist en la
secció 6.8, per tant la representació ρ serà isomorfa a la representació irreductible
corresponent al caràcter ψ, pel que ρ serà irreductible com volíem demostrar.
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Exercici 17. Demostrar que la realització usual de Dn (notació de Eyring [4]) com a
grup del moviments rígids en R3 és reductible, i el seu caràcter ve donat per χ1 +ψ2.
Demostrar també, que la realització de Dn que considera les simetries respecte de plans
que contenen l’eix Oz, té caràcter χ1 +ψ1.

Demostració. Considerem ρ : Dn −→GL(R3) la representació usual de Dn .
Com que Dn està generat per una simetria qualsevol s i una rotació qualsevol r ,

s i r diferent de la identitat, si prenem la base canònica {e1,e2,e3} de R3, ρ quedarà
determinada per ρs i ρr . Doncs bé, considerem la simetria s com la simetria respecte
l’eix Ox i la rotació r la rotació d’angle α = 2π/n al voltant de l’eix Oz. Aleshores, ρ
quedarà determinat per:

ρ(r ) =
cosα −sinα 0

sinα cosα 0
0 0 1

 ρ(s) =
1 0 0

0 −1 0
0 0 −1


Podem veure que W1 = 〈e3〉 és un subespai estable de R3, i de la mateixa manera,
W2 = 〈e1,e2〉 també és estable sota ρ. Així, deduïm que ρ és reductible i que es pot
escriure com suma directa de les subrepresentacions (W1,θ1) i (W2,θ2):

ρ = θ1 ⊕θ2

Aleshores, si consideram χθ1 i χθ2 els caràcters de les representacions θ1 i θ2 satisfan
la taula següent:

1 r s
χθ1 1 1 −1
χθ2 2 2cos 2π

n 0

Podem observar, que χθ1 =ψ1 i χθ2 =χ1. Aleshores per la proposició 2 de la secció 3.1
tendrem que χρ(s) = χθ1 (s)+χθ2 (s) = −1 i que χρ(r ) = χθ1 (r )+χθ2 (r ) = 1+2cos 2π

n =
1+χ1. Aleshores χρ =ψ2 +χ1, com volíem veure.

D’altra banda, si consideram la realització de Dn que pren les simetries respecte
de plans que contenen l’eix Oz, podem prendre de nou la base canònica de R3. La
diferència amb la realització anterior serà sobre la simetria, aquesta representació
vendrà donada per:

ρ(r ) =
cosα −sinα 0

sinα cosα 0
0 0 1

 ρ(s) =
1 0 0

0 −1 0
0 0 1


Podem veure de nou que W1 = 〈e3〉 és un subespai estable deR3, i de la mateixa

manera, W2 = 〈e1,e2〉 també és estable sota ρ. Així, deduïm que ρ és reductible i que
es pot escriure com suma directa de les subrepresentacions (W1,θ1) i (W2,θ2). Com en
la realització anterior, si consideram χθ1 i χθ2 podem representar els caràcters de les
representacions θ1 i θ2 en la taula següent:

1 r s
χθ1 1 1 1
χθ2 2 2cos 2π

n 0
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Aleshores, observem que χθ1 =ψ1 i χθ2 =χ1. Aleshores per la proposició 2 de la secció
3.1 tendrem que χρ(s) =χθ1 (s)+χθ2 (s) = 1 i que χρ(r ) =χθ1 (r )+χθ2 (r ) = 1+2cos 2π

n =
1+χ1. Aleshores χρ =ψ1 +χ1, com volíem veure.

Exercici 18. Sigui G el grup del cub, considerem G+ el subgrup de G que consisteix
en els elements de determinant 1 (el grup de les rotacions del cub). Demostrar que, si
descomponem G en S(T )× I , la projecció p : G → S(T ) defineix un isomorfisme de G+ a
S(T ) =S4.

Demostració. Considerem en primer lloc T el tetraedre enR3 amb vèrtexs a = (1,1,1),
b = (1,−1,−1), c = (−1,1,−1), d = (−1,−1,1). Llavors sigui S(T ) el grup de les isometries
del cub que deixen T estable, sabem que és isomorf a S4. Aleshores, tal i com hem fet
a l’exemple 6.8, fixats els vèrtexs del nostre tetraedre, la representació vendrà donada
de manera que la imatge de cada permutació del grup serà aquell isomorfisme que
permuta els vèrtexs corresponents a la permutació. Per exemple, la imatge de (a,b,c)
serà l’isomorfisme que envia el vèrtex a a b, el vèrtex b a c i el vèrtex c a a. Aleshores,
sabem que S4 ve generat per les transposicions de la forma (a, j ) amb j ∈ {b,c,d}.
Calculant les imatges de la representació irreductible ρ, d’ordre 3 d’aquests elements
de S4 obtenim:

ρ(a,b) =
1 0 0

0 0 −1
0 −1 0

 ρ(a,c) =
 0 0 −1

0 1 0
−1 0 0

 ρ(a,d) =
 0 −1 0
−1 0 0
0 0 1


Podem veure que les transposicions que generen S(T ) tenen determinant −1. Així,

com que det(AB) = det(A)det(B), sabem que les permutacions que descomponguin
un nombre imparell de transposicions tendran determinant −1, són les permutacions
senars, i les permutacions que descomponguin un nombre parell de transposicions
tendran determinant 1, que són les permutacions senars. Notem que S4 té 12 permuta-
cions parells que són les de A4 i 12 permutacions senars que són les que no pertanyen
a A4.

D’altra banda, la representació de i ∈ I ve donada per:

ρi =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 −1


que té determinant −1. Aleshores I té un element de determinant 1, la identitat, i un
element de determinant -1, i .

Considerem G = S(T )× I , és a dir que els elements g ∈ G és poden escriure de
forma única com g = st amb s ∈ S(T ) i t ∈ I . Llavors un element g ∈G serà de G+ si els
elements s i t de la descomposició g = st tenen el mateix determinant. És a dir, g ∈G
serà un element de G+ si descompon g = st d’una de les maneres següents.

s i t tenen determinant 1, i per tant s ∈A4 i t = 1 ∈ I .

s i t tenen determinant -1, i per tant s ∈S4 \A4 i t = i ∈ I .
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És a dir, G+ = {
g ∈G | g = st amb det(s) = det(i )

}
i |G+| = |S4|.

Una vegada determinats els elements de G+, considerem la projecció p definida
per:

p : G = S(T )× I −→ S(T )
st 7−→ s.

Restringint el domini, podem consideram l’aplicació p|G+ com la restricció de p sobre
G+. Serà un morfisme, ja que al ser una restricció de p és compleix que:

p|G+(g g ′) = p(g g ′) = ss′ = p(g )p(g ′)

on g , g ′ ∈G amb g = st i g ′ = s′t ′ les seves descomposicions en S(T )× I . Ara bé, siguin
g , g ′ ∈G+ tals que p|G+(g ) = p|G+(g ′), llavors si escrivim g = st i g ′ = s′t tenim que s = s′.
Aleshores, si s té determinant 1, llavors t = t ′ = 1; en cas que s tengui determinant −1,
llavors t = t ′ = i , ja que g , g ′ ∈ G+ i per tant en ambdós casos si p|G+(g ) = p|G+(g ′)
llavors g = g ′, el que demostra que p|G+ és injectiva. Finalment, com que hem vist
que |G+| = |S4| i tenim un morfisme injectiu de G+ a S4, concloem que p|G+ és un
isomorfisme de G+ a S4 i per tant G+ ∼=S4.
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7
CONCLUSIONS

Al llarg d’aquest treball, hem presentat les representacions lineals de grups junta-
ment amb un recull de resultats de la teoria de caràcters que ens permeten calcular les
diferents representacions d’un grup. A més, com dèiem al capítol 1, la introducció, hem
vist alguns exemples de calcular aquestes representacions de determinats grups així
com alguns resultats extres obtinguts dels exercicis.

Al segon capítol, hem introduït l’idea de representació, juntament amb alguns
exemples bàsics d’aquestes. A més, hem vist algunes operacions entre representacions
com la suma directa de representacions i el producte tensorial de representacions.
Tal vegada el resultat més important és que tota representació és suma directa de
representacions irreductibles.

Al tercer capítol, tal vegada el més dens de tots pel nivell d’abstracció que conté,
hem introduït la idea de caràcter d’una representació, juntament amb un llarg recull de
resultats i propietats de la teoria de caràcters. Aquest capítol ha estat molt important ja
que hem vist que el caràcter d’una representació te determina la representació. Hem
vist que dues representacions amb el mateix caràcter són isomorfes, i hem donat uns
quants de resultats per al calcul de caràcters irreductibles. Per acabar, hem vist com
calcular la descomposició canònica i la descomposició explicita d’una representació.

Al quart capítol, hem estudiat petits detalls dels grups abelians, i hem afegit algunes
relacions entre representacions de grups finits com les representacions induïdes. On
hem demostrat la seva utilitat mitjançant la resolució d’alguns exercicis que hem
adjuntat al final del capítol.

Al cinquè capítol, hem fet una petita introducció als grups topològics i com estendre
els resultats dels capítols 1,2 i 3 a grups compactes no necessàriament finits. Aquest
capítol, ha quedat una mica al marge degut al distanciament amb la resta de capítols i
els coneixements previs que feia falt adquirir. En un futur, seria interessant estudiar
aquest tipus de representacions més a fons i veure dins a quin punt s’assemblen a les
representacions de grups finits estudiades.

Per acabar, al sisè capítol, hem fet alguns exemples dels càlculs de caràcters irre-
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ductibles d’alguns grups determinats com S3 o A4 i d’altres d’una forma més general
com el grup Cn o Dn . A més, hem resolt alguns exercicis on hem utilitzat aquestes
representacions i caràcters irreductibles per determinar propietats que a primera vista
no tenen a veure amb representacions,però en les quals les representacions ens han
estat útils. Aquest fet, ens demostra un poc la raó per la que la teoria de caràcters i la
teoria de representació es pot trobar en ciències com la física, la química o la química
quàntica, etc.
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