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En el segiient treball, introduirem el concepte de representacio lineal d'un grup,
juntament amb altres definicions i propietats que ens permetran estudiar-les.

En primer lloc, es definira el que és la representaci6 lineal d'un grup finit, junta-
ment amb alguns exemples i definicions basiques. Seguidament, introduirem algunes
operacions entre representacions com poden ser el producte tensorial o la suma directa
de representacions.

Unavegada clara la idea de representacio lineal, introduirem el concepte de caracter
d’una representacio6, i veurem amb detall un recull de resultats de la teoria de caracters.
Aquesta part sera la més important aixi com la més complexa. La seva importancia,
com veurem, radica en el fet que el caracter d'una representacio la caracteritza per
complet. Vista la teoria de caracters, veurem el que s6n el producte de representacions
aixi com les representacions induides.

Per acabar amb la teoria, deixarem una mica de banda el titol del treball i intro-
duirem breument el que serien les representacions lineals de grups no finits i com es
poden aplicar tots els resultats vists en el cas dels grups finits.

Entesa la teoria, es presentaran exemples concrets de grups i calcularem els seus
caracters irreductibles, que determinaran les representacions irreductibles, a partir de
les quals, com haurem vist, podrem calcular tota la resta de representacions. A més,
els capitols 3,4 i 6 inclouen un grapat d’exercicis resolts que ens ajudaran a assimilar
la teoria i utilitzar-la per demostrar altres propietats, generalment derivades de les ja
vistes.






Enl'ambit I'algebra abstracta, més especificament de la teoria de grups, existeix una
branca anomenada Teoria de representacié que estudia les estructures algebraiques
abstractes en termes de grups de transformacions lineals d’espais vectorials i I'estu-
di dels seus moduls sobre aquestes estructures algebraiques. En aquest treball, ens
centrarem en |'estudi de les representacions de grups. En particular ens centrarem en
I'estudi de les representacions de grups finits a partir del llibre de J.-P. Serre Linear Re-
presentations of Finite Groups [1]. Donarem demostracions més detallades i inclourem
la resoluci6 de la majoria dels exercicis que és deixen pendents pel lector, la qual cosa
ens permetra demostrar 'assoliment dels coneixements que explicarem en la teoria.

Dins la teoria de representacio, es troba la teoria de caracters. En aquest treball,
dedicarem el capitol més extens i més dens a I’estudi d’aquesta. La teoria de caracters
és important perqueé com veurem estudia els caracters associats a una representacio, i
aquests caracters determinen la representacié a estudiar.

Les caracteristiques generals de la teoria de representacié d'un grup finit sobre el
cos dels complexos, van ser descobertes per Ferdinand Georg Frobenius antes del 1900.
Més endavant, Richard Brauer va desenvolupar la teoria de representacié modular, la
qual no inclourem en aquest treball, i finalment, el 1927 Hermann Weyli el seu estudiant
Fritz Peter presentaren el Teorema de Peter-Weyl que estén bastants de resultats sobre
representacions de grups finits a les representacions de grups compactes. Aixi, encara
que en dedicarem en general a grups finits, dedicarem un capitol del treball a una petita
introduccié de com estendre I'estudi fet a grups no finits. Per a I'’elaboracié d’aquest
capitol ens ajudarem dels llibres de Hermann Weyl [2], i L. Loomis [3].

Per acabar, és important notar que la teoria de representacions és ttil en temes
de fisica, quimica quantica, etc. De fet, per veure alguns exemples de I'us de la teoria
estudiada, dedicarem el darrer capitol d’aquest treball a I'estudi de alguns calculs de
les diferents representacions de grups conegut com Cy,, D, 0 &4. En aquest capitol,
utilitzarem en algun exemples notaci6 del llibre de Eyring [4], el qual dona alguns
exemples de grups i proposa la notacié que seguirem en aquest treball.






2.1. Definicions

Considerem V un espai vectorial sobre el cos dels nombres complexos C i GL(V)
el grup d’'isomorfismes de V en ell mateix. D’aquesta manera, un element a de GL(V)
és, per definici6, una aplicaci6 lineal de V en V amb inversa, a'. Quan V té una base
finita {e;} de n elements, a ve definida per una matriu quadrada (ai j) d’ordre n, on els
coeficients a;; son nombres complexos obtinguts per la expressio de les imatges a(e;)
en termes de la base {e;}. Es a dir:

a(ej) =Zal~jei per a tot j
i

D’aquesta manera, dir que a €s un isomorfisme és equivalent a dir que det(a) = det(a; )
és diferent de zero. I per tant, el grup GL(V) és potidentificar amb el grup de les matrius
quadrades invertibles d’ordre n.

Considerem G un grup finit, amb element identitat 1, i amb la composici6 (s, t) — st.
Aleshores es defineixen les representacions lineals com:

Definici6 1. Una representacio lineal de G en V és un homomorfisme p del grup G al
grup GL(V). Dit d’'un altre manera, una aplicacio

p: G — GL(V)
s —  p()

de tal manera que satisfaci la igualtat:

p(st)=p(s)-p(t) peratots,teG



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

Observem que la definici6 anterior implica les igualtats segiients:
p(1) =1, p((sN=p®™

que son facilment demostrables a partir de la definicié de representaci6 lineal i les
igualtats s-s"'=1is=s-1.

Freqlientment, escriurem p; enlloc de p(s). D’altra banda, quan p estigui fixat,
direm que V és un espai de representacié de G, o de vegades , fent abtis del llenguatge,
simplement una representacio de G.

A partir d’ara, ens limitarem a casos on |V| tengui dimensi6 finita. Es una gran
restricci6, pero per a moltes aplicacions és interessant manejar un nombre finit d’ele-
ments x; € V, i per tant es solen representar grups finitament generats, i en particular
grups finits. I com veurem més endavant, sempre podrem trobar una subrepresentacié6
de V de dimensi6 finita, que contengui els x; desitjats. Per fer-ho, bastara considerar el
subespai vectorial generat per les imatges p;(x;) de les x;.

Considerem ara V de dimensi6 finita, que indicarem per n. Aleshores direm que n
és el grau de la representacié de V.

Grau de la representacié = dim(V)

Fixada {e;} una base de V, podem considerar R la matriu de p; respecte d’aquesta
base. D’aquesta manera, les matrius R; compliran que:

det(R;) #0, Ryt =Rs-R; Vs, teG

Ara, si indiquem els coeficients de la matriu R; com r;(s), podrem expressar la segona
igualtat com:
rij(st) = rij(s) - 1jk(t)
J

D’aquesta manera, si donam matrius invertibles R = (ri j (s)) que satisfan les identitats
anteriors, aquestes correspondran a una representacié p de G en V. Aixo és el que es
coneix com donar una representacié en forma matricial.
Donades p i p’ dues representacions del mateix grup G sobre espais vectorials V i
V' respectivament, es diu que s6n representacions semblants (o isomorfes) si existeix
un isomorfisme lineal 7: V — V' que “transforma” p en p’, és a dir que es satisfa la
identitat:
Top(s)=p'(s)ot  seG.

Dit d'un altre manera, que fa que el diagrama segiient commuti per a tot s € G.

vy

Vi —— VvV’
p'(s)

Si p i p’ venen donades en forma matricial per R; i R} respectivament, aix0 es tradueix
en dir que existeix una matriu 7 invertible tal que

T-Ry=Ry- T, peratotseG

o escrit d'un altre manera R. = T - R;- T~!. Podrem identificar les dues representacions
fent que cada x € V correspongui a un element 7(x) € V', en particular, p i p’ tendran
el mateix grau.

4



2.2. Exemples basics

2.2. Exemples basics

En primer lloc, vegem que una representacié de grau 1 d’'un grup G és un homo-
morfisme p: G — C*, on C* és el grup multiplicatiu dels nombres complexes. Com
que cada element de G té ordre finit, els valors p(s) de p s6n arrels de la unitat i en
particular tendrem que |p(s)| = 1.

A continuacié podem veure alguns exemples basics per fer-nos una idea més clara
del que s6n les representacions i aprofitarem per presentar algunes representacions
que tenen un nom particular pel fet de ser comuns, especials o interessants.

2.2.1. Representacio trivial (o unitat)

Si consideram p(s) = 1 per a tot s € G, obtenim la representaci6 de grau 1 que és
coneix amb el nom de representaci6 trivial o representacié unitat.

p: G — GL(V)
S —_— pS:]'

2.2.2. Representacio regular

Diguem g l'ordre de G, i sigui V un espai vectorial de dimensié g amb base {e;}eG
indexada pels elements de G. Aleshores podem considerar per a cada s € G la aplicaci6
lineal p; determinada per:

ps: V. — V
€y — €5t

Es immediat veure que aix0 defineix una representaci6 lineal p anomenada represen-
tacio6 regular de G.

El grau d’aquesta representacio és igual a'ordre de G. A més, notem que e; = ps(ey),
per tant, podem donar una base de V com les imatges de e;, ja que

{ertrec = {pt(el)}teG :

Proposicio6 1. Sigui p' una representacié de G en W, on W conté un vector w de tal
manera que {p’(w)} seG Sigui una base de W, aleshores p' és isomorfa a la representacié
regular.

Demostracié. Considerem p la representaci6 regular de G sobre V, i p’ una representa-
ci6 de G en W on W conté un vector w de tal manera que {p(w)} . és una base de W.
Aleshores basta considerar 'isomorfisme

7: V. — W
e — P’S(CU)

que satisfa que 7o ps = p’ o7 per a tot s € G. Per veure-ho basta veure que es compleix
la igualtat per als elements de la base {e;} reG:

(tops)e) =T(es) = pi;(w) Vs, teG

(psom)(er) = p (P (@) = py (@) Vs,1€G

Per tant, p i p’ s6n semblants. O



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

2.2.3. Representacié permutaci6 (associada a X)

Suposem que G opera sobre un conjunt finit X. Es a dir, que per a cada s € G existeix
una permutacié x — sx de X que satisfa les identitats:

1x=x, s(tx)=(st)x Vs,teG VxeX

Aleshores, si consideram V un espai vectorial amb una base {ey}cx indexada pels
elements de X, per a cada s € G podem prendre p; com I'aplicacié lineal determinada
per
ps: V. — V
€x — €Esx
D’aquesta manera, enviant cada s € G a I'aplicacio lineal ps € GL(V) que acabem de
definir, s’obté el que es coneix com a representacié permutaci6 associada a X.

2.3. Subrepresentacions

Considerem p : G — GL(V) una representacio lineal i W un subespai vectorial de
V. Suposem que W és estable sota p, és a dir, suposem que W és estable ! respecte p,
(ps(W)c W), peratotseq,

Aleshores, si restringim ps a W, al ser p; un isomorfisme de V en ell mateixi W
estable per aquest, obtindrem un isomorfisme del subespai W en ell mateix que indi-
carem per pgv. A més, com que ps(x) - p:(x) = pss(x) per atot x € V, en particular es
compleix per a tot x € W < V i per tant també tendrem que pg" (x) - p}V (x) = p¥ (x) per
atot x € W. Per tant, podem definir 'homomorfisme

Vi G — GLW)

s — pY

que és una representacié de G en W. Aquesta representacié, p'”, s’'anomena una subre-
presentaci6 de p. Fent abus del llenguatge és diu que W és una subrepresentacié6 de V.

Vegem-ne un exemple per a que quedi més clar:

Exemple 1. Considerem V la representacio regular de G, i considerem W el subespai
deV de dimensio 1 generat per l'element x =Y ;¢ e;. Aleshores aplicant la definicio de
morfisme es satisfara la igualtat

ps(x) = ps(Z et) =) psle)=) es=x

teG teG teG
pera tot s € G. Es a dir, que W sera estable respecte p, la representacié de G sobre V. Per
tant podrem considerar la subrepresentacié de p, sobre W donada per

o": G — GLW)

w
S = P

onpl sén les restriccions de p s al subespai W per a tot s € G, i com veurem més endavant,
aquesta representacié és isomorfa a la representacié trivial*.

IDirem que un subespai vectorial W < V és estable (o invariant) respecte d’una aplicaci6 lineal
f:V—V,quanperatotxe W, f(x)e W.
2Demostrat a la secci6 3.4, on determinarem totes les subrepresentacions de la representacié regular.



2.3. Subrepresentacions

Vegem ara un teorema sobre I'existencia d’espais estables.

Teorema 1. Siguip: G — GL(V) una representacio lineal de G en V i W un subespai
vectorial de V estable sota G. Aleshores existeix un espai complementari W€ de W en 'V
que és estable sota G.

Demostracié. Considerem W' un espai vectorial complementari arbitraride Wen V, i
considerem p la corresponent projeccié de V sobre W. Podem construir la mitjana p°
dels conjugats de p per els elements de G:

1
pO:—Zp[-p-p;I On g ésl'ordre de G

8 G
Com que p és la projecci6 de V sobre W, i p; és un isomorfisme de V en ell mateix sota
el que W és estable, tendrem que p° sera una aplicaci6 lineal de V en W. Notem que
cada un dels conjugats satisfa:

o' 14 Pt
—_— —_ —_

|4 |4 w w

i per tant la suma de tots ells també. D’altra banda, com que p; és un isomorfis-
me que preserva W, p;l(x) € W per a tot x € W. Per tant, per a qualsevol x € W, si
(p-p;Y) ) =p;l(x) lavors (p;- p-p;t) (x) = x, i com aixd és cert per a tot ¢ € G, tenim
que p°(x) = x. Es a dir, que W és estable sota p°. Per tant, com que p° és una aplicacié
de V en W que deixa estable W, p° és una projecci6 de V sobre W. D’aquesta manera,
el nucli de p°, diguem-li Wy, sera un complementari de W en V.

D’altra banda, si consideram p;- p°- p;! podem observar que:

L1 o] .
ps P st == pseprpps s =) parprpy =p° VsEG
8 teG 8 teG

Escrit d'un altre manera, tendrem que p;- p° = p°- p, per a tot s € G. Finalment, per a
tot x€ W% i s € G tendrem que p°(x) = 0i per tant

(P°-0s5) 0 = (ps-p°) () = ps (P°(0) = ps(0) =0

Per tant, ps(x) € WO per a tot x € W9, la qual cosa demostra que W és estable sota
G. O

Existeix una forma alternativa de demostrar aquest mateix teorema:

Demostracio. Considerem V un espai vectorial dotat d'un producte escalar (x, y) que
satisfa les condicions usuals: linealitat en x, semilinealitat en y (és a dir que {(x,1y) =
A{x,y)) i{x,x) >0 per a tot x # 0. Suposem que aquest producte escalar és invariant
sota G 2, és a dir, que (ps(x), ps(¥)) = (x, y). Fixem-nos que sempre podrem substituir
(x,y) per Y_;eq{ps(x), ps(y)) de manera que sigui invariant. Aleshores, I'espai ortogonal
WP complementari de W en V és estable sota G. O

3Notem que si el producte escalar (x, y) és invariant vol dir que, donada una base ortonormal de V,
aleshores la matriu p respecte d’aquesta base és una matriu unitaria.



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

Mantenint les hipotesis del teorema 1, considerem x€ V,i wi wO les projeccions
de x en W i W respectivament. Com que W i W° sén complementaris, tendrem
que x=w+ wO. 1 per tant, ps(x) = ps(w) + ps(wo) peratot se G. Arabé, Wi W9 sén
estables sota G, per tant, ps(w) € W i pg(w®) € W°. D’on deduim que p;(w) i ps(w®)
sén les projeccions de p,(x). En consegiient les representacions de G sobre W i W?°
determinaran la representaci6 sobre V. Quan aixo passi, direm que V és suma directa
de Wi W9 iescriurem V = W @ W°. En aquest cas, cada element de V s’identifica amb
un parell (w, w® on weWiw’ewO Si Wiw?venen donats en forma matricial per
R;iR?, aleshores W @ W° vendra donat en forma matricial per

Ry, 0

0 R
En el cas de tenir més de dues representacions en suma directa donades en forma
matricial, Rg, Rf, ...,etcla suma directa d'un nombre arbitrari pero finit, n, de repre-
sentacions és defineix de forma similar mitjancant:

R(s) o --- 0
0 R?

: .0
0 -~ 0 RI

2.4. Representacions irreductibles
Per comencar aquesta nova seccid, definirem representaci6 irreductible.

Definicié 2. Donada p : G — GL(V) una representacié lineal de G, direm que aquesta
es irreductible o simple si V és un espai vectorial diferent del trivial, 0, que no conté cap
subespai estable sota G, exceptuant clar esta el trivial, i el total, V.

Pel teorema 1, la segona condicié és equivalent a dir que V no és suma directa de dues
representacions, apartdeV =08 V.

Notem que una representacié qualssevol de grau 1 és sempre irreductible. Ja que si
la representacio és de grau 1, aleshores | V| = 1, els tnics subespais de V sén el trivial i
el total i per tant no conté cap subespai estable sota G, exceptuant el trivial i el total.
Més endavant, a la secci6 4.1, veurem que tot grup abelia té almenys una representaci6
irreductible de grau major que 1.

Les representacions irreductibles solen ser utilitzades per construir-ne d’altres
mitjancant la suma directa d’aquestes.

Teorema 2. Tota representacio és suma directa de representacions irreductibles.

Demostracié. Considerem V una representacio lineal de G. Demostrarem el que volem
aplicant induccié sobre la dimensi6 de V.



2.5. Producte tensorial de dues representacions

Si dim(V) =0, aleshores V és suma directa d'una familia buida de representacions
irreductibles.

Una vegada vist un cas base, suposem que totes les representacions de grau menor
o igual que n, dim(V) < n s6n suma directa de representacions irreductibles. Vegem
ara que també es compleix per representacions de grau n + 1:
Si V és irreductible no hi ha res que provar.
Si V no és irreductible, aleshores pel teorema 1, V es pot descompondre en suma
directa V' ® V" on dim(V'") < dim(V) = n+1 i dim(V") < dim(V) = n + 1. Aleshores
per la hipotesis d’inducci6 les nostres representacions V' i V" s6n suma directa de
representacions irreductibles. Per tant, la suma directa de totes elles és una suma
directa de representacions irreductibles que és V. Per tant, també es compleix per
a representacions de dimensié n + 1. Pel que queda demostrat per induccié que és
compleix per a tota representacié de dimensio 7. O

D’aquesta manera, donada una representacié V i una de les seves descomposicions
en suma directa de representacions irreductibles V=W, e W, & --- & Wy, ens podem
demanar si aquesta descomposicio és inica. Ara bé, el cas en que ps=1peratot se G
demostra que no és cert en general. Ja que en aquest cas els subespais W; seran rectes, i
sabem que I'espai vectorial generat per suma directa de diverses rectes pot ser expressat
com suma directa d’altres rectes, de fet, existeixen infinites descomposicions d’aquests
espai vectorials com a suma directa de diferents rectes. No obstant aix0, a la secci6 3.3
veurem que el nombre de W; isomorfs a una representaci6 irreductible donada, no
depen de la descomposici6 escollida.

2.5. Producte tensorial de dues representacions

En aquesta seccio, veurem que a més de la suma directa ja estudiada, que té les pro-

29,

pietats formals d’'una adici6, també tenim una “multiplicacié”: el producte tensorial,
també anomenat de vegades producte Kronecker. Aquest producte es defineix de la
forma segiient:

Definici6 3. Donats 3 espais vectorials V1, Vo i W, i l'aplicacié

fr ixV, — W
(X1,X2) — X1°X2

Direm que W és el producte tensorial de V1 i Va, i el denotarem per V1 ® V>, si es compleixen
les dues condicions segiients:

(i) x1-x2 és lineal en cada una de les variables de x; i x».

(ii) Si (e}) ésuna basede V7 i (el?) és una base de V>, la familia de productes (e} . e?) és
una base de W.

Aquest espai existeix, i llevat d'isomorfismes, és tnic.
Demostracié. Sigui (e})iE 1, una base de V i (el?),-E 1, una base de V;, considerem U
I'espai vectorial donat per U = (u;;) ier, . Sigui I'aplicacié fdonada per
Jjelp
f: V] X VZ — U

1,2
Zi,jaij(el-»ej) — i) ijUij,



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

llavors U i f compleixen les condicions (i) i (i7). Per tant, U sera un producte tensorial
de %] i Vs.

Vegem Ara que aquest producte és tinic.

Suposem que existeixen dos productes tensorials de V; i V, i diem-lis W i W’
associats a les aplicacions f: V) x V, — Wi f’: V; x V, — W' respectivament. Aleshores,
per ser productes tensorials, f i f' son lineals en V; i en V5, i a més, sigui (e})iE I

una base de V; i (el?),-el2 una base de V>, aleshores (f (e}, e?)) ieh és una base de W i

Jelp
(f’ (ell, e?)) s, és unabase de W',
Consideremez:zloncs, I'aplicacié F donada per
F: w — W
;jaijf(e},e?) — ?jaijf’(e%,e?).
il'aplicacié F’' donada per
F': w’ — W
%aijf’(e},ei) — %aijf(e},e?).
Notem que ambdues estan ben definides, ja que W i W' s6n espais vectorials i per tant

Zaijf(e},ei)ew i Zaijf'(e},e?)EW'.
ij ij

D’altra banda, la linealitat d’ambdues aplicacions és immediata. A més, si consideram
xeWix'e W, tendrem que

_ X 1 2 : I _ X e 12 /
x—Zaijf(ei,ej)EW i x—Zaijf (el.,ej)EW,
1] 1]

i aixi, és facil veure que:

(F'oF)(x)=F'|F Zafjf(e},e?) =F Zafjf/(e},ei)) :Zafjf(e},ei) =x
ij i,j i,j

(FOF’) x)=F|F Zajc]’f/(ell,ei) =F Zafjlf(ell,ei)) = Zaf]’f’(ell,ei) =x
i,j 1,] Lj

D’on deduim que F'o F = F'o F = Id, i per tant W = W/, i per tant el producte tensorial
és Unic llevat d’isomorfismes. O

A continuaci6, notem que de la condici6 (ii) obtenim que
dlm(Vl ® V) = dlm(Vl) . dlm(Vz)

Ja que per cada element de la base de Vi, hi haura tants d’elements ala base de V; @ V,
com elements hi ha a la base de V5.

10



2.6. Quadrat simetric i quadrat alternat

De la mateixa manera, si consideram dues representacions lineals de G,

p': G — GL(W) p?’: G — GL(W)
s — py s — p3

)

podem definir un element p; € GL(V; ® V,) per a cada s € G de la forma segiient:
ps(x1-x2) = py(x1) - p5(x2) VX € VY, Xp €V,

el qual escriurem com p; = pi ® pﬁ. D’aquesta manera, si consideram tots els isomor-
fismes p; donats per cada s € G, ens defineixen una representaci6 de G en V; ® V> que
anomenarem producte tensorial de les representacions p! i p?> donades.

Com en el cas dels productes tensorials d’espais vectorials, podem veure que aques-
ta representacio existeix i és inica. La existéncia ve donada per la existéncia de cada un
dels isomorfismes, els quals existeixen per la existéncia del producte tensorial d’espais
vectorials. De la mateixa manera, la unicitat ve donada per la unicitat de cada un dels
isomorfismes, els quals de la mateixa manera, sén tinics per la unicitat del producte
tensorial d’espais vectorials.

La matriu de la representacio p = p1 ® p? es pot construir de la forma seglient:
Considerem (e}) una base de V7 i rl.lj(s) la matriu de p! respecte d’aquesta base. De
la mateixa manera, considerarem (e?) una base de V5 i rl.zj (s) la matriu de p? respecte
d’aquesta base. Aleshores, satisfa que:

pi(e})=zrij(s)‘e,1 P?(e§)=zri2j(s)'ezg
l 1
D’on, aplicant la definici6 p(x; - x2) = p}(xl) -pf(xz), tendrem que:
12 1(,1 2( .2 1 2 1,2
Ps (ejl 'ejz) =Ps (ejl) P5 (ejz) =2 Ty (975 ,(9)€,
1

L2

En conseqiiencia, com que (e} . e?) és una base de V; ® V», tendrem que la matriu de p;

respecte d’aquesta base sera (rll1 i (s)- rl.z2 i (s)), que és el que coneixem com producte

tensorial de les matrius de p! i p2.

El producte tensorial de dues representacions irreductibles, en general, no és irre-
ductible. En el cas de no ser irreductible, es podra descompondre en suma directa de
representacions irreductibles, les quals vendran determinades per la anomenada teoria
de caracters que veurem en la secci6 3.3.

2.6. Quadrat simetric i quadrat alternat

Una vegada definit el producte tensorial de dues representacions V; i V5, conside-
rem el cas en que V; = V, = V. Es a dir, el producte tensorial d'una representacio lineal
per ella mateixa, V ® V. Aleshores, podem definir 'automorfisme 6 de V ® V com:

0: VeV — VeV
Xy — y-x

11



2. GENERALITATS SOBRE LES REPRESENTACIONS LINEALS

Fixem-nos que 6 és independent de la base escollida. A més, observem que 62 = 1.

A partir d’aquest automorfisme, i considerant (e;) una base de V, podem definir
dos subespais vectorials de V@ V:

= Quadrat Simetric:
Sym*(V)={ze Ve V|0(z) = z}

Generat per la base: (¢;-ej +e;-e;)i<;.

= Quadrat Alternat:
Al (V)={zeVeV|0(2)=-2}

Generat per la base: (e;-ej —e;j-e;)i<;.

Per veure que efectivament s6n bases dels respectius subespais, sigui el conjunt
(ei-ej+ej-e;)i<jUle;i-ej—ej-e;)i<j, veurem que €s un conjunt de vectors linealment
independents. Considerem una combinaci6 lineal de tots aquests vectors igual a 0:

>, aijleicejreje)+ ) Pijlei-ej—ej-e)=0

l<isj<n 1<i<j=n

Reorganitzant els sumatoris obtenim:

n
Zzaii(ei‘ei)"' Y. (aij+Bileice)+ Y (aij—Pij)ej-e)=0

1<i<j=n 1<i<j=n

Perd com que (e;-e;) és unabase de V@V, tots els coeficients han de ser 0, d’on obtenim
que a;; =Operatoti=1,...,n.Amés,peratotl <i<j<n:(a;j+pP;j) =0=(a;j—Bij)
d’on §;; =0, ipertant a;; = 0.1 com que tots els coeficients han de ser obligatoriament
0 els nostres vectors s6n linealment independents dos a dos.

Obtenim aixi, n? vectors independents en un espai de dimensi6 n?, la qual cosa
implica que tenim una base de V ® V. Ara bé, si consideram els subespais generats per
(ei-ej+ej-e)i<jiper(e;-ej—ej-e;)i<j podem observar facilment que

O(ei-ej+ej-e)=ej-ej+ei-ej=ej-ej+ej-eVis<j

H(ei-ej—ej-ei):ej-ei—el--ej:—(el—-ej—ej-el-)Vi<j

i per tant, aquests dos subespais es troben dins el quadrat simetric i el quadrat alternat
respectivament. Finalment, com que la interseccié del quadrat simetric i el quadrat al-
ternat és {0}, i hem vist que la uni6 dels nostres subespais era una base de V® V, podem
concloure que els nostres subespais generen el quadrat simetric i el quadrat alternat res-
pectivament, és a dir que els dos subconjunts s6n les seves bases com voliem demostrar.

Obtenim aixi, que aquests espais tenen la propietat que estan en suma directa, ja
que com hem dit la seva intersecci6 és {0} ja que és I'inic vector que és igual al seu
oposat (z = —z),ila seva suma directa és Vo V:

VeV =Sym*(V)e Alt*(V)

12



2.6. Quadrat simetric i quadrat alternat

Si diem dim(V) = n, tendrem que:

nn+1)
2

nn-1)
2

dim (Sym*(V)) = i dim(AlF(V)=

Vegem a més, que els subespais Sym?(V) i Alt?(V) sén estables sota G:

(ps®ps)lei-ej+ej-e)=pslei-ej)+pslej-e) =psle) - pslej) +psle;) - psle;)
=) rij(s)-rij(s)-(e;-ej) + Y rij(s)-rij(s)-(ej-e;)
i1,12 i1,i2

= rij(8)-1ij(s)-(ei-ej+ej-e)
i,z

(ps®ps)lei-ej—ej-e;) =pslei-ej) —pslej-e) = psle) - pslej) —pslej) - psle;)
= D 1ij(8) Tij(8) - (eive) = ) Tij(s) Tij(s)- (e ;)

in,ip i, ip
=D 1ij(8)-1ij(s)-(e;-ej—ej-ep).
in,i2

Per tant, aquests defineixen dues representacions lineals anomenades quadrada
simetrica i quadrada alternada de la representacio V.

13






3.1. Elcaracter d’'una representacio

Considerem V un espai vectorial generat per la base {e;} de n elements. D’altra
banda, considerem a una aplicacié de V en ell mateix amb matriu (ai j). Anomenarem
traca de a l’escalar donat per la funcié:

Tr(a) = Z aii
i

Sabem que aquesta suma coincideix amb la suma dels valors propis d’a tenint en
compte la multiplicitat de cada un, per tant, no dependra de la base escollida.
Considerem ara p : G — GL(V) una representacié del grup finit G a I'espai vectorial V.
Aleshores, per a cada s € G definim el caracter de la representaci6 p com la funcio y,
de G en C donada per

Xo(s) =Tr(ps).

La importancia d’aquesta funcié ve donada principalment pel fet de que caracteritza la
representacio p, tal i com veurem més endavant a la secci6 3.3.

Proposicié 2. Si y és el caracter d’'una representacio p de grau n, aleshores tendrem
que:

@ xM)=n
i) x(s7Y) =x()* peratorseG'

@iii) x (tst™1) = x(s) peratots,teG.

1Sigui z = x + i y un nombre complexe, denotarem per z* o z el seu conjugat x — i .

15



3. TEORIA DE CARACTERS

Demostracio. Sabem que p(1) = 1, i per tant la seva matriu és la identitat, d’on obtenim
que Tr(1) = dim(V) = ni queda demostrat (i).

Per demostrar (ii) observem que p; és d’ordre finit. En conseqiiéncia, passa el
mateix amb els valors propis A1, ..., 1, que tendran valor absolut igual a 1. > Aleshores,
com sabem que el conjugat d'un nombre complex de modul 1 és igual al seu invers,
tendrem que:

X®* =Tr(ps) =3 4] =3 A;' =Tr(p;") = Tr(ps1) = x (s7)

I d’aquesta manera, queda demostrada la igualtat (i ).

Per demostrar la igualtat (iii) fixem-nos que si prenem u = tsi v = ¢t~ ! aleshores
la igualtat a demostrar queda reduida a y (uv) = y(vu). Ara bé, com que sabem que la
igualtat

Tr(ab) = Tr(ba)

és compleix per a qualssevol matrius ai b, que es puguin multiplicar, la igualtat (iii)
queda demostrada. O

Definicié 4. Una funcié de classe és una funcio f de G en C que satisfa (iii), o el que
és el mateix, que f(uv) = f(vu). A més, veurem més endavant a la seccio 3.5 que tota
funcié de classe és composicié de cardcters.

Proposicié 3. Considerem p' : G — GL(V}) i p? : G — GL(V») dues representacions
lineals de G. Aleshores, si consideram x1 i x2 els seus cardcters, és satisfa que:

(i) Elcaracter yx de la representacié suma directa V& V, ésiguala y1 + 2.

(ii) El caracterV de la representacio producte tensorial V1 ® V, ésigual a x1 - x».

Demostracio. Considerem p; i py dues representacions lineals donades en forma ma-
tricial R} i Rf respectivament. Aleshores la representacié V; @ V, vendra donada de
forma matricial per

Rl 0 )

RS:(O R2

Per tant, Tr (R;) = Tr(R}) + Tr(R?), d’on obtenim que y(s) = x1(s) + x2(s).

Si procedim de la mateixa forma per demostrar (ii), seguint amb la notaci6 de la
secci6 2.5, tendrem que els espais V; i V,, d’ordre n i m respectivament, representats per
les matrius R} = (rl1 j(s)) iR2= (rl.zj(s)) respectivament, aleshores el producte tensorial
V1 ® V» vendra donat en forma matricial per

MOLA (8RS
s =
rl (s)R? rk (s)R?

2Notem que aquest fet és conseqiiéncia del fet que ps pot ser definida per una matriu unitaria tal i
com hem vist a la secci6 3 del capitol 2.
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3.1. El caracter d'una representacio

Vegem un exemple reduit, d'una forma més explicita. Considerem les representacions
P11 p2 de graus 2 i 3 respectivament, donades en forma matricial per:

. . GIORUACEEAC
(s} () 2 2 2 2

RS = RS = r21 (S) rZZ(S) r23(3)
rzl1 (s) rgz(s) ) ) )

3 (s) 3 (s) I35 (s)

Aleshores el producte tensorial p; ® p» vendra donat en forma matricial per:

T i) 15, ) rh 58 ThLETHE) )15, (8) (971759
M5 () 1 ()15,(8) 1158 ThLETF(S) 1, ()15,(5) (971559
. rhOr5(s) T )rE(8) ()5 (8) 19015 (s) ()1 () 1 (s)rE,(s)
rL )2 () )15 () rh(IT5(S) ()T () rh()T5(s) 1), (9)ri(s)
rL)2() 1 ()T5(8) 1 (IT5(S) Ta()T2(S) 1a()TE,(s) 1)y ()TE(s)
r )2 1 (DT5(8) 1y (IT5(S) Ty (ITE(S) 1ay()TE(S) 1)y ()T25(S)

Aleshores, el caracter del producte tensorial de dues representacions V; i V, sera:

W(s) =) r(9)r7;(s) = (Z r}l-(S)) : (Z r]?j(s)) = 21(9) - x2(s)
i,j i j

Com voliem demostrar. O

Proposicié 4. Considerem p : G — GL(V) una representacio lineal de G i y el seu
caracter. Aleshores si consideram y> el caracter de la representacié quadrada simetrica
Sym?(V) de V i y? el caracter de la representacié quadrada alternada Alt*(V) de V.
Aleshores per a cada s € G tendrem que:

xa(9) == (x(9*+x(sY))

| = DN =

xa() == (x(9*-x(s%)

2

i per tant: y2(s) + y2(s) = x(s)2.

Demostracio. Considerem un cert s € G fixat pero arbitrari. Aleshores podem conside-
rar els vectors propis de p; com una base (e;) de V, ja que ps és pot expressar en forma
d’'una matriu unitaria i per tant els seus vectors propis s6n una base ortonormal. En
conseqiiéncia, tendrem que per a cada valor propi A; € C de py, es satisfara la igualtat
psei = Aje;. I per tant:

x(8)=) A

Arabé, p,2 = pspsiper tant els valors propis de pz en la base (e;) escollida seran /112. e C.
D’on obtenim que el caracter de p? sera:

x(s) =247
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3. TEORIA DE CARACTERS

D’altra banda, tenim que:
(ps®ps)lei-ej—ej-e)=Aidj-(ei-ej—ej-e)

(p5®p5)(e,~-ej+ej-e,-) :/1,-/1]~(e,--ej+ej-ei)

Per tant:

1 1
=LAk =Y AT+ Y Aidj =2 (L) + 5 T A3

i=j i<j

1 1
=Y Aidj =2 (X A) -5 X A7

i<j

Simplement operant, obtenim que:
1 1 1 1
Xo(®)+Xa(®) =5 (X" + 1 (%) + 5 (X (9° —x(s9)) = Sx(O*+ S 29" = x(9°

On es veu reflectit el fet de que V ® V és suma directa de Sym?(V) i Alt>(V). O

3.2. Lema de Schur; aplicacions basiques

Proposici6 5. (Lema de Schur) Siguin p' : G — GL(V}) i p?> : G — GL(V») dues repr-
sentacions irreductibles de G, i f una aplicacié lineal de Vy a V, tal que p>o f = fop}
per a tot s € G. Aleshores:

(1) Sip'ip? no sén isomorfes, aleshores tendrem que f = 0.

(2) SiVy =V, ip1 =p2,aleshores f és una homotécia, és a dir, un multiple escalar de
la identitat.

Demostracio. En el cas en que f =0 és trivial. Suposem doncs que f # 01i considerem
W1 el seu nucli, que és el conjunt de x € V; tals que f(x) =0. Per a cada x € W; tendrem
que (fpl) (x) = (p2f) (x) =0, per tant p} (x) € Wy, i per tant W) és estable sota G. Com
que V) ésirreductible, W) és V; o 0; el primer cas esta exclos, ja que implica que f =01
com ja hem dit és un cas trivial.

De la mateixa manera, la imatge W> de f, que és el conjunt de les f(x) € V; tals que
x € V1, és estable, i per tant, com que W # 0 és igual a V». Doncs bé, les dues propietats
W) =01 W, =V, demostren que f és un isomorfisme de V; a V», el que prova el punt
(i) del lema.

Suposem ara que V; = Vs, p! = p? i considerem A un valor propi de f, sabem que n’e-
xisteix almenys un ja que el cos d’escalars és el cos dels nombres complexes. Indiquem
f'= f—AlId. Aleshores, com que A és un valor propi de f, el nucli de f’ és diferent de 0.
D’altre banda, tenim que

p5f' =ps(f = Ald) = psf = Aps = fps—Aps = ['py.

Aleshores, la primera part de la demostraci6, demostra que aquesta propietat és possible
Unicament si ' =0, és a dir, si f = Ald. O

Considerem en el que queda de seccid, V; i V, dues representacions irreductibles
del grup G d’ordre g.
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3.2. Lema de Schur; aplicacions basiques

Corollari 1. Sigui h una aplicacié lineal de Vy a Vs, si consideram

Y (08 hp!

8 teG

h°—1

aleshores:
(1) Sip'ip? nosén isomorfes, aleshores h° =

2 Sivi=V, ip1 = pz, h° és una homotecia de raé (1/n) Tr(h), amb n = dim(V3;).

0_

Demostracié. En primer lloc, notem que p2h® = h%p!, ja que

1 1 1 1
(02) " h%l==Y (037 (03) holpt== Y (%) hpls= ho.
8 teG teG

Aleshores, podem aplicar el lemma de Shur prenent f = h°. Aplicant-la, obtenim h° =
en el primer cas i h° = A on A és un escalar en el segon. A més, en el darrer cas tenim
que

1
Tr(h?) = ZTr((pt) "hp}) == ¥ Tr() = Tr(h)
8 1€G teG

i com que Tr(h°) =Tr(A) = n- A, tendrem que A = (1/n)Tr(h). O

Considerem ara el corollari 1 suposant que p' i p? venen donades en forma matri-

cial:
_ (1 2_ (.2
B (rif(t))i,jell Pe= (rij(t))i,jelz
Laplicaci6 lineal h esta definida per la matriu (x;;) on i € I i j € I, de la mateixa

manera h° vendra donada per (x?].) onie€ lbije . Aleshores, per la definici6 de K0
tendrem que

1211 T s

)szjl ]lll(t) amb iy, j1 €Dy, iz, joe biteG.
gl’]l,]z

lz]z (
La part dreta de la igualtat és una forma lineal respecte a x;, ;. En el cas (1) aquesta
forma desapareix per a tot sistema de valors de xj, ,; ja que els seus coeficient son 0.

Corollari 2. Sip' ip? no sén isomorfes, mantenint la notacié anterior, tendrem:
122 (t Y xj ;i (=0 biy, j1€ Db, iz ja€ L
g tEGrizjz Xjjp T (=0 ambiy, 1 € L2, 12, J2 € L2.

per aiy, iy, j1, j» arbitraris.

En el cas (2), de la mateixa manera, tendrem que =2, ie., x =A0;,;, (on by,
denota el simbol de Kronecker, igual a 1 si i} = ip i 0 altrament), amb /l = (1/n)Tr(h), és
adirque A = (1/n)d j,;, xj,j,. D’on obtenim l'igualtat:

lgll = Z 12]2( )szjl jlll(t) Z 612116]2]1x]2h
g Ljuje i

amb iy, j1 € [ i iy, j» € I. Llavors, igualant els coeficients de x, ;,, obtenim com calia
esperar:
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3. TEORIA DE CARACTERS

CoroHMari3. SiVi=V, i p1 = pz, mantenint la notacioé anterior, tendrem:

le 5 [ 1\ 1 1 1/n siiyj=ixij1=j»
=N r? o (r o (D)==064,1,04,i, =
g;rluz( )rhll() pn Bhrlan 0 altrament

... 3
amb iy, j1,i2, jo € I".

Per acabar aquesta secci6, cal remarcar que:

(1) Si¢ and v s6n funcions de G a C, 'operacié

1 _ 1 _
yy==YY ¢ty ==> dpy (™).
8§ 1eG 1eG

satisfa (¢, v) = (v, ). Amés (¢, ) és lineal en ¢ i en 1. Amb aquesta notacio,
els corollaris 2 i 3 venen donats respectivament per
2 1 =0 . 2 1 _ 1 5i:8i:
g Thi? =0 1 <ri2j2’rj1i1>—; i2i10 o 1+
(2) Suposem que les matrius (r;;(£)) sOn unitaries, en cas contrari, podem aconseguir-
ho mitjang¢ant el canvi explicat a la demostraci6 alternativa del teorema 1). Ales-

hores tendrem que r;; (£7!) = rj;(1)* i els corollaris 2 i 3 s6n exactament relacions
d’ortogonalitat per al producte escalar (¢p|y) definit a la seccid segiient.

3.3. Relacions ortogonals de caracters.

Per comencar, aquesta secci6, introduirem una mica de notaci6.

Definici6 5. Sigui G un grup finit d'ordre g, i ¢ iy dues funcions de G en C, indicarem
per

1
@ly) == dpy(s)*

seG

el producte escalar d'aquestes. Aquest és lineal en ¢, semilineal en y i satisfa que (P|p) >
0 peratot¢p #0.

Considerem ara ¥ la funcié definida per la expressié ¥/(s) = 1//(3_1)*, aleshores
satisfa que

Gly) = é Y o (s™) = 9,9).

seG
En particular, si y és el caracter d'una representacié G, sabem per la proposicié 1 que
X = ¥, per tant, (¢|y) = (¢, x) per a totes les funcions ¢ sobre G. Per tant, utilitzarem
(dlx) o (¢, y) indistintament, quan tractem amb caracters.

Teorema 3. Siguin y i ¥’ caracters de dues representacions irreductibles no isomorfes
aleshores:

SNotem que com que V; = V» llavors podem considerar I; = I
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3.3. Relacions ortogonals de caracters.

2

(i) (xly)=1. Esadir, x és “de norma 1’.
(i) (x|x) =0. Esadir, y iy’ sén ortogonals.

Demostracio. Considerem p una representaci6 irreductible de caracter y, donada en
forma matricial pg = (rij (s)). Aleshores sabem que y(s) = }_ r;;(s), per tant:

W) =6 x) =D _(rii rjj)-

i,j

Ara pel corollari 3 del Lema de Schur, sabem que (r;;,7j;) = 6,~j/n, on n és el grau de p.
Aleshores:

(W) = (Z&y

i,j

/n:(z5”)/n=n/n:1
i

ja que la matriu (r;;(s)) és d’ordre n. D’on obtenim (i).

Considerem ara p’ una altra representacio irreductible de caracter y’, no isomorfa
a p, donada en forma matricial p/, = (rlfj (s)). Aleshores sabem que y'(s) =Y. rlfl. (s), per
tant:

) = x'y =2 Arii T ).
ij

Ara bé, com que p i p’ no sén isomorfes, podem aplicar el corollari 2 del Lema de Schur,
que ens diu que (r;;, r;.j> =0, pel que (yIx") = 0 com voliem veure. O

Aquest darrer teorema, demostra que els caracters irreductibles, que sén caracters
de representacions irreductibles, formen un sistema ortonormal.

Teorema 4. Sigui V una representacio lineal de G, amb caracter ¢, suposem que V
descompon en suma directa de representacions irreductibles:

V=W o oW

Aleshores, si W és una representacié amb caracter x, el nombre de W; isomorfesa W és
igual al producte escalar (¢ly) = (b, x).

Demostracio. Siguin y; els caracters de les representacions W;, per la proposici6 2
tenimque ¢ =y +---+ ¥k

Aleshores (¢ply) = (x11%) + -+ (xxlx), i aplicant el teorema 3 sabem que (y;|y) és 1 si
W; ésisomorfaa W i0 sino ho és. Per tant, (¢|y) sera igual el nombre de W; isomorfes
a W com voliem demostrar. O
Corollari 4. El nombre de W; isomorfes a W no depen de la descomposicié escollida.

Demostracio. Aixo és degut a que (¢p|y) no depen de la descomposicié escollida. O

Aquest nombre, I'anomenarem “nombre de vegades que W apareix en V” o també,
“nombre de vegades que W esta contingut en V.

Corollari 5. Dues representacions amb el mateix caracter son isomorfes.

21



3. TEORIA DE CARACTERS

Demostracié. Considerem p i p/, dues representacions lineals de G en V i V' respec-
tivament. Siguin y i ' els seus caracters tals que y = y/, aleshores si descomponem
V i V' en irreductibles, aplicant el corollari anterior, sabem que tota representacio
irreductible de V esta continguda en V' el mateix nombre de vegades, i de la mateixa
manera, tota representacio irreductible de V' apareix el mateix nombre de vegades en
V. Per tant, s6n suma directa dels mateixos subespais i per tant existeix un isomorfisme
entre les dues sumes directes. O

Aquest darrers resultats ens permeten reduir I'estudi de representacions a I’estudi
dels seus caracters. Si y1,..., ¥, son els distints caracters irreductibles de G,i Wy, ..., Wy,
les respectives representacions, cada representacié V és isomorfa a la suma directa

mp

my
V=We---aW&---0oW,od---0& W,
on m; s6n enters majors que 0. Aleshores, el caracter ¢ de V és descompon en
G=miy1+-+mpxp, 3.1)

on cada m; satisfara que m; = (¢ly;)-

Notem, que en particular, si aplicam aix0 al producte tensorial W;®W; de dues represen-
. . . . .. 3 i L k

tacions irreductibles, obtenim que el producte y; - y j; descomponen y;x;j =3 m;iXe

on mf.“j son enters majors que 0.

Vist aix0, si consideram (¢b|¢p) i fem us de les relacion ortogonals vistes al teorema 3
il'expressi6 (2.1), obtenim la igualtat:

h h

2

Plp) =) mimjyix; =) m;
ij i=1

d’on obtenim el teorema segiient, que ens dona un bon criteri d’irreductibilitat.

Teorema 5. Sigui ¢ el caracter d'una representacio V, aleshores (¢|p) és un enter positiu.
A més, (Pl¢p) =1 si, i només si, V és irreductible.

Demostracié. Clarament, ). ml2 és un enter positiu per ser cada m; un enter positiu.
Ara bé, com que cada mf és un enter positiu, }_ ml2 és 1 si, i només si, una de les m;’s és
igual a 11iles altres s6n 0, és a dir, si

V=0W & 1W;®---®0W,

iper tant V és isomorfa a una de les W;. O

3.4. Descomposici6 de la representacio regular

A continuaci6, introduirem una mica de notaci6.
Per al que queda del Capitol 2, denotarem amb y,..., xj, els caracters irreductibles de
G,iamb ny,..., ny els seus graus. Recordem doncs, que, per la proposici6 1, n; = y;(1).
Considerem R la representaci6 regular de G. Recordem de la secci6 2 del capitol 2
que la representacio regular és aquella tal que si considerem la base de V donada per
(er)tec la representacio p satisfa que pse; = es;. Si s # 1, tendrem que st # ¢ peratot ¢,
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3.5. Nombre de representacions irreductibles

pel que els termes de la diagonal de la matriu de p; seran tot zeros. En altres paraules,
tendrem que Tr(ps) = 0. D’altra banda, per s = 1 tendrem que

Tr(ps) =Tr(1) =dim(R) = g.
D’aquesta manera, obtenim el resultat segiient:

Proposicié 6. El caracter rg de la representacié regular ve donat per les igualtats se-
giients:

rcs(1)=g amb g l'ordre de G,
rg(s) =0 sis#1.

Corollari 6. Tota representacio irreductible W; esta continguda dins la representacio
regular amb multiplicitat igual al seu grau n;.

Demostracio. D’acord amb el teorema 4, el nombre de vegades que W; esta continguda
en R ésigual a (rg, x;). Aleshores aplicant la definci6é de producte escalar tenim que

1 1

(re,xid==>_ rG(S_l)Xi(S) =—g-xi)=xi(1)=ny.
8 seG g

O

Corollari 7. Siguin W; les representacions irreductibles d'un grup G d'ordre g, aleshores
els seus graus n; i els seus caracters y; satisfan:

(i) Larelacio

2 _
n;=g.
1

h
i=

(i) Sise G ésdiferent de 1, aleshores

h
Y nixi(s)=0.

i=1

Demostracio. Per el corollari 1, tenim que rg =Y n;x;(s) per atot s € G. Aleshores, si
prenem s = 1 obtenim el resultat (i), d’altra banda, si prenem s # 1 obtenim el resultat
(ii). O

3.5. Nombre de representacions irreductibles

Recordem que una funci6 f de G a C s'anomena funci6 de classe si f (rs¢71) = f(s)
per atot s, t € G. Una vegada recordat aixo, vegem alguns resultats.

Proposicié 7. Sigui f una funcié de classe de G i p : G — GL(V) una representacio
lineal de G, considerem p ¢ U'aplicacié lineal de V en ell mateix definida per:

pr=73 f(D)p:.
teG
Aleshores, si V és irreductible de grau n i caracter x, p r és una homotecia de radi A donat
per:

1 _8
A= - techmxm = n(flx ).
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3. TEORIA DE CARACTERS

Demostracié. Si consideram p;!p £Ps, obtenim

p;lpfps = Z f(t)Ps_lptPs = Z FOps1ys
teG teG

A continuacié, si prenem u = s~ s tendrem que:

pstopps= ) flsus)pu= ) fWpu=ps

ueG ueG

Per tant, acabam de veure que p rps = psp s i en conseqiiencia, podem aplicar la segona
part del lema de Shur que demostra que p y és una homotecia. Aleshores, la traga d'una
homoteciaderadi A és nA,ilatracade of 6sY ec f(OTr(py) = e f (D) x(2). D’aquesta
manera, igualant ambdues traces obtenim com voliem demostrar que

1 _8
A= anGf(t)x(t)— n(glx )

O

Definim I'espai H com l’espai de funcions de classe de G. Notem, que els caracters
irreductibles y1,..., Y, s6n elements de H.

Teorema 6. Els cardacters x1,..., xn formen una base ortonormal de H.

Demostracio. Al teorema 3, ja hem demostrat que els caracters y; formen un sistema
ortonormal en H. Per tant, només ens queda demostrar que aquest sistema genera H.
Per veure aix0, és suficient veure que tot element de H ortogonal a tots els y; és zero.
Considerem f un element de H ortogonal a tots els ;. Aleshores, si per a cada repre-
sentacio p de G, consideram pf =3 ;¢ f (1) p;, com que f és ortogonal als 7, utilitzant
la proposici6 anterior obtenim que p s és zero sempre que p sigui irreductible, ja que si
és irreductible pf = %(gl x*)1d, que és zero per I'ortogonalitat de f amb els y . Ara bé,
si considerem la descomposicio de p en suma directa d’irreductibles p;, llavors p f sera
la suma directa de les respectives p; p = ¥ e f(£)pi,. Arabé, com que p; és irreductible,
ja hem vist que p; s =0peratota subrepresentacio p;, i per tant p y també sera zero.
Acabam de veure que p ¢ és zero sempre, tant si p és irreductible com si no. Aleshores,
si aplicam aix0 a la representaci6 regular i calculem la imatge del vector e; de la base
sota p ¢, obtenim que:

pre1=Y f(Dprer=Y. f(D)e;

teG teG

Doncs bé, com que PFf és zero, pre1 = 0ipertant, Y e [ (t)e; =0d on podem concloure
que f(t) =0peratot t € G, pel que f =0 com voliem veure. O

Recordem que dos elements ¢ i t' de G s’'anomenen conjugats un de Ialtre si existeix
se Gtalque t' = sts~'. Recordem també que aixd és una relaci6 d’equivaléncia que
parteix G en classes que s’anomenen classes de conjugacio.

Teorema 7. El nombre de representacions irreductibles de G (llevat d’'isomorfismes) és
igual al nombre de classes de conjugacio G.
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3.6. Descomposicié canonica d'una representacio

Demostracio. Considerem Cy, ..., Cy les distintes classes de conjugaci6 de G. Aleshores,
dir que f és una funci6 de classe en G és el mateix que dir que f és constant en cada
una de les classes. La constant de cada classe C; la denotarem per A; i aquesta podra
ser elegida arbitrariament, en conseqiiéncia, la dimensié de I'espai H de funcions de
classe ésigual a k, ja que cada dimensio fa referencia a la constant d'una classe diferent.
D’altra banda, pel teorema 6, aquesta dimensi6 és igual al nombre de representacions
irreductibles de G (llevat d'isomorfismes), ja que els seus caracters irreductibles en s6n
una base, pel que queda demostrat el que voliem. O

Un altre conseqiiéncia del teorema 6 és la segiient:

Proposicié 8. Considerem s € G, i c(s) el nombre d’elements de la classe de conjugacio
de s. Aleshores:
(i) Es satisfa la igualtat:

I g
;Xi(s) xi(s) = o

(i) Per acadat € G no conjugat de s, es satisfa la igualtat:
h
Y X xi(0=0
i=1

Demostracio. Considerem f; la funci6 que té per imatges: 1 en totala classe de si0 ala
resta de G. Com que f; és una funcié de classe, pel teorema 6 podem escriure-la com:

h c(s) x
fs= Aixi, amb /1i=(fs|)(i):?7(i(5)
i=1

Aleshores, per a cada t € G tendrem que

h
fs(0) = % P HON 0]
i=1

Finalment, si prenem ¢ = s, f5(s) = 1 i per tant, aillant, obtenim (§). D’altra banda, si
prenem f no conjugat de s, f;(#) = 01 per tant, obtenim (i7). O

3.6. Descomposici6 canonica d’una representacio

Considerem p : G — GL(V) unarepresentacio lineal de G. A continuacio, definirem
una descomposicié en suma directa de V que és menys “fina” que la descomposici6 en
representacions irreductibles, pero amb l'avantatge que és tnica.

Definici6 6. Considerem y1,..., x5 els distints caracters de les representacions irreducti-
blesWy,...,W), deG,iny,..., ny els seus graus. Sigui V = U, &---& Uy, una descomposicio
de V en suma directa de representacions irreductibles, per a cada i = 1,..., h denota-
rem per V; la suma directa dels U,,... Uy, que son isomorfs a W;. D'aquesta manera,
obtindrem la descomposicié

V=Vie---eV,

que és el que es coneix com descomposicié canonica deV .
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3. TEORIA DE CARACTERS

Notem, que com que els W; son tots els caracter irreductibles de G, llavors tot Uj,
al ser irreductible, sera isomorf a algun W;, i com que els caracters dels W; s6n distints,
només podra ser isomorf a un d’ells. Aixo ens demostra que cada U; amb j € {1,..., m}
es trobara contingut en un, i només un, V;, el que demostra que la descomposici6 esta
ben definida.

En altres paraules, podem dir que la descomposicié canonica de V és una descom-
posici6é en suma directa de representacions irreductibles agrupant aquelles representa-
cions que sé6n isomorfes. Vegem a continuacié alguna de les seves propietats:

Proposici6 9. La projeccio p; de V sobre V; associada a la descomposicié canonica ve
donada per la expressio:

n; .
pi=—Y xi®)ps
teG

Demostracio. Considerem

n‘ *
gi=—Y xi® p:
teG

ivegem que g; és igual a la projecci6 p; de V en V;.

Per la proposici6 7, si restringim g; a una representacio irreductible W de caracter
x ide grau n, és una homotécia de radi % (xilx). D’aquesta manera, per I'ortogonalitat
de caracters irreductibles gq; = 0si y # x; i g; = 1 si x = x;. En altres paraules g; és
la identitat en una representacié isomorfa a W; i zero en la resta de representacions.
Per tant, en vista de la definicié de V;, g; sera la identitat en V; i sera zero en la resta
de Vj amb j # i. D’aquesta manera, si descomponem un element x € V en les seves
components x; € V;, x = X1 + X2 + -+ + Xy, tendrem que g;(x) = Z?zl qi(xj) = x;. Pel que
qg; ésigual ala projecci6 p; de V en V; com voliem demostrar. O

Teorema 8. La descomposicié canonica no depén de la descomposicié de V en suma de
representacions irreductibles escollida inicialment.

Demostracio. Per la proposici6 anterior, p; determina V; i com que p; no depéen de la
descomposici6 de V en suma de representacions irreductibles escollida inicialment, la
nostra representacié canonica tampoc. O

Aixi, la descomposicié d'una representacié V pot ser donada en dos passos. En
primer lloc, la descomposici6 canonica V; & --& V,; que acabam de determinar. Aquesta
pot ser trobada facilment mitjancant les expressions donades per a les projeccions p;.
Seguidament, si és necessari, s’escull una descomposicié de V; com suma directa de
representacions irreductibles W;:

ViZWie--e W,

Aquesta darrera descomposici6, en general, pot ser donada d'una infinitat de maneres.
Aquesta, és tan arbitraria com I’elecci6 de la base en un espai vectorial.
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3.7. Descomposici6 explicita d’'una representacio

3.7. Descomposicié explicita d’'una representacio

Mantenint la notacié de la seccié anterior, considerem la descomposicié canonica
de la representacié V com
V=Vi®---a V.

Hem vist que podiem determinar la component i-ésima V; mitjancant la corresponent
projeccié vista a la proposici6 9. Ara, donarem un métode per construir explicitament
una descomposicié de V; com suma directa de subrepresentacions isomorfes a W;.

Considerem W; donada en forma matricial (rq4(s)) respecte d'una base (e, ..., en),
aleshores sabem que x;(s) = X4 Taa(S) i B = n; = dim(W;). Seguidament, per a cada
parell d'enters a, f € {1,..., n}, prendrem p,g I'aplicacio lineal de V en V definida per

n -

Pap=" 2 rpa(t) pr.
e

Proposicié 10. Elegir una base de V; ens dona una descomposicié de V; com suma

directa de representacions isomorfes a W;.

(i) Laaplicacio paq és una projeccio que és zero sobre els V; amb j # i. La seva imatge,
Vi a, s troba continguda en V;, i V; és la suma directa dels V; o per1 < a < n. Esa
dir, que p; =Y. 4 Paa-

(ii) Laaplicacio lineal pop és zero sobre els Vi amb j # i, aixi com també ho és sobre

els Vi y pery # B. Aquesta aplicacio defineix un isomorfisme de Vi g a Vi q.

(iii) Siguix) un element diferentde 0deV; 1, considerem xq = pq,1(x1) € V; o. Aleshores
els xq son linealment independents i generen un subespai vectorial W (x,) estable
sota G i de dimensio n. Per a cada s € G, tendrem que

ps(Xa) = Z rpa(8)Xp
B

En particular, W (x;) és isomorfa W;.

(iv) Si (xil), s xim)) és una base de V; 1, la representacio V; és la suma directa de les
subrepresentacions W (xi”) e, W (xim)) definida al punt (ii).
Demostracio. En primer lloc, observem que la definicio de I'aplicacié pop ens permet

definir-la en qualsevol representaci6 arbitraria de G, i en particular en les representaci-

ons irreductibles W;. Doncs bé, per a cada W; tendrem l'aplicaci6

n -1 n -1

=2 rpa () piley) == 3 rpa(t™) r5y(D)es
8 teG 875 G

Pel corollari 3 de la proposicié 5, el lema de Schur, obtenim que:

paﬁ(ey) =

| eq siy=p
Pap(ey) _{ 0 altrament. (5:2)
D’aquesta igualtat, obtenim que en particular:
| eq siy=a
Paaley) _{ 0 altrament, (3.3)
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3. TEORIA DE CARACTERS

d’on deduim que }_, paa(ey) = ey. Per tant, I'aplicacio 3., paq €s'aplicaci6 identitat
sobre W;. A més, podem obtenir la propietat segiient:

_| Pas sip=y
Pap©Pyo _{ 0 altrament. 34

Ja que,

{ papley) sii=6 feq sii=8if=y
(p“ﬁopyﬁ)(el)_{o altrament |~ | 0 altrament.

Que és equivalent a:

N Pas(ei) Siﬁ:Y
(paﬁop}’5) (e;) = { 0 altrament.

Fixem-nos, que aixo implica que pgq © Paa = Paa, €l que demostra que pq, €és una
projeccié. D’altra banda, si veiem com actua sobre la base, tendrem que satisfa la
igualtat

Ps° Pay =) Tpa(S)Ppy- (3.5)
B
Jaque:

L_ ) psleq) sii=y _J Xprpa(s)eg) sii=vy
(ps© Pay) (e,)—{ 0 altrament }_{ 0 altrament,

i aixo, és el mateix que

Zﬁ rﬁa(s)(eﬁ) Sil':)/ _ |
{ 0 altrament _%rﬁa(s)l?ﬁ,y(ez).

D’altra banda, fixem-nos que per a cada W; amb j # i, també podem utilitzar el
corollorari 2 del lema de Schur amb el mateix raonament per demostrar que totes les
aplicacions p,pg son zero. Aixi, com que pgq €s zero sobre Wj, i V; és isomorf a una
suma directa de copies de W, paq €s zero sobre totes aquestes copies, i per tant també
sobre V;. Aleshores, }_ 4 paq també sera zero sobre V;.

Doncs bé, com que anteriorment hem vist que p, enviava elements de la base de
V; a ells mateixos o a zero, hem vist que pgq (Vi) € V;. Per tant, essent V=V, &--- & Vp,
tendrem que pgq (V) = paq (Vi) € V;. Definim Vig = paq (Vi).

Recordem, que com V =V} & --- & V), és una descomposici6é canonica de V, llavors
Vi = Wl.“) ® Wl.(z) @D Wl.(m) on tots els Wl.(k) son irreductibles i isomorfs entre ells.
Aleshores, si consideram W; = Wl.m,tendrem que W; = Wl.(k) peratot ke {l,...,m}. Per
tant, podem prendre una base de W;, {e{, e, eil}, i els respectius isomorfismes a Wi(k) i
per les expressions (3.2) i (3.3) tendrem que:

i i

i\_]| ea siy=p i\_] e siy=a
p“ﬁ(eY)_{ 0 altrament p““(eY)_{ 0 altrament.

Vist aix0, descomponem V; en suma directa de subrepresentacions isomorfes a les
diferents Wl.(k)
Vl-zwl(l)@...@w(l)@ ...... @W(m)@...@Wr(lm)
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3.7. Descomposici6 explicita d’'una representacio

aleshores si aplicam p,, obtenim
paaVi :{0}@...@]/\/0([1)@...@{()}69 ...... GB{O}QB"'QBWC(KM)@"'@{O} = Vi,a-
d'ondeduimque V; =V, 1®---@V; ,ipertant} , paa = pi, pel que queda demostrat ().

D’altra banda, hem vist que pq5(x) = 0 per a tot x € V;, vegem que passa si x € V;.
Considerem x € V; y. Aleshores, com que V; y = p,, Vi, podem escriure x de la forma
X = pyy(y) amb y € V;. Aixi, si calculam pyg(x) amb § # y utilitzant I'expressio (3.4)
obtenim

Pap(x) = (pap© pyy) (X) =0,

jaque f # vy per hipotesis. En canvi, siy = 8, per I'expressio (3.2) I'aplicacio p,p envia
la base de V; g a la base de Vj o, i per tant, defineix un isomorfisme de V; g a Vjq4,
demostrant aixi 'apartat (ii).

Considerem x; € V;; diferent de 0. Aixi, podem definir x, = pg1(x1) € V; . Alesho-
res, com que els V; , estan en suma directa, x4 i x4’ s6n linealment independents per a
tot a,a’ € {1,..., n}. Aixi, els n vectors linealment independents generen un subespai
vectorial, W (x;), que sera de dimensi6 n. A més, fent tis de I'expressio (3.5) fixem-nos
que

ps(xg) = (Pspal) (x1) = % rﬁa(s)pﬁlxl = % rﬁa’(s)xﬁ-

On podem observar que p;(xq) € W(x;) per a tot x, € W(x;), per tant com que les
imatges de tots els vectors de la base de W (x;) sén de W (x;) el subespai W (x;) sera
estable sota G. Notem que W (x;) és una subrepresentacié estable de W;, ja que els seus
generadors de x, € W; peratot a € {1,...,n}. Ara bé, com que W; és una representaci6
irreductible de dimensié n, W; = W (x;), demostrant aixi I’apartat (iii).

Finalment, considerem (xil), e, xim)) una base de V; 1, i recordem que:

Vi:WI(DGB"'GBW(DEB ...... @W(m)e;...Q;Wr(lm)

i d’altra banda,
W’I:Wfl)@...@{o}@ ...... @Wl(m)@...@{o},

que és el mateix espai que
Vir=wWe-ow™.

Aleshores, per 'apartat (iii), sabem que W; = W (x;) per a cada x; € V; ; diferent de 0,
en particular per a cada vector xik) de la base donada. Per tant, tendrem que

Vip= W(xil)) D@ W(xﬁm)).

Obtenint aixi I'apartat (i v), com voliem demostrar.
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3.8. Exercicis

Exercici 1. Siguin y i y' els caracters de dues representacions, provau les igualtats:
2 2 2
+x)s=xo+ 26" +2X'
2 2 2
(+x)e=Xa+xa” +2X
Demostracié. Sabem que x2(s) = 5 (x()? + x (s?)) i ¥2(s) = 3 (x(9)% = x (s?)). Aleshores,
utilitzant la mateixa notacid, com que el caracter d'una representacié és un nombre
complex, podem demostrar les igualtats de la manera segiient:
Considerem un cert s € G fixat pero arbitrari. Aleshores:

! ]' ! !
(2059 = 5 (19 +2©) + (x () + 1/ ()
1
=3 ()((3)2 + 7 (9% +2x()x () +x (sz) +1' (32))

1 1
=5 (X(S)z +X (32)) + > (X’(S)z +1 (sz)) +x(8)x'(s) = X% +X:12 + 11

(19 +x'9)* = (e () +1' (7))

(12 + 1 2+ 241 ) - x (s2) - 1 (s7))

(x+1)% (9=

NN =N~

1
(@* =2 () + 5 (O =1 () + O = x5 + 2"+ 21’
O

Exercici 2. Sigui X un conjunt finit sobre el que actua G, considerarem p la representacio
permutacio associada a X, vista a la seccié 2.2.3 , i xx el caracter de p. Sigui s € G,
demostrau que x x (s) és igual al nombre d’elements de X fixats per s.

Demostracio. Sabem que p; envia cada element de la base V escollida a un element de
la mateixa base, ja sigui ell o un altre. Aleshores, si consideram Rx (s) = (r;;(s)) la matriu
associada a px(s), cada fila i cada columna tindra un tinic 1 i la resta seran zeros. Ara
bé, sigui {ex} rcx una base de V indexada pels elements de X. Aleshores tendrem que
pxslex) =) rixe; = esy.
i

Per tant, els elements de la base que queden fixos seran aquells que px (ex) = ey, ésa
dir, aquells que tenguin I'u de la columna col-locats a la diagonal, rx, = 1. Concloem
aixi, que la traca de la nostra matriu i per tant y x (s) sera la suma de tots els elements
que queden fixos ja que sera el nombre d'uns que hi haura a la diagonal. O

Exercici 3. Considerem p : G— GL(V) una representacio lineal amb caracter x i indi-
quem amb V' el dual de V, i.e., Uespai de formes lineals de V. Peracadax €V ix' € V'
indicarem per (x,x') el valor de la forma lineal x' en x. Demostrau que existeix una
tinica representacié lineal p' : G — GL(V'), tal que

(psx, 0 x"y=(x,x'y  peratotseG,xeV,x' eV’
Aquesta és anomenada representacié contragradient (o representacié dual) de p. A més,

el seu caracter és y*.
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Demostracié. Considerem I'aplicacié p: G — GL(V') donada per ps(x') = psx’ on psx’
ve donat per: psx’(x) = (o1 (x), x').

p: G — GLV)
s — os: V. — vV
!/ P~ !/

X — psx': V. — C
X ﬁsxl(X) = (ps—l (x)»xl>

Vegem que és una representacié que satisfa el que ens demanen.
Vegem que és una representacio, és a dir que satisfa la igualtat p; (x") = ps(x)-p(x")

peratots, t€ G, x' € V'. Es a dir, volem veure que p,x'(x) = psx'(x) - p,x'(x) per a tot
s,te G, x' € V',xeV.Vegem-ho:

Psex' (X)) = (p(sp-1 (%), x) = (P 151 (), ) = (P 1 () ps-1 (%), XY = (P -1 (x), x) (-1 (x), x")
Arabé, (ps1(x), X'y és un element dels complexes, un cos commutatiu. Pel que
(P12, XY (ps1(x), XY = (ps-1(x), X' - {p 1 (x), X'y = psx’ (x) - prx' (%)

com voliem veure. Per tant p és una representaci6 de Gen V',

D’altra banda, utilitzant que ps1 = p;! podem veure facilment que es satisfa la
condici6 (psx, psx'y = (x,x') peratot se G,xe V,x' e V'.

(psx, Psx’y = Psx’ (p5X) = (ps-1(psX), %'y = (5" (ps(x)), XY = (x,x")

Considerem ara una representacio lineal p’ : G — GL(V"), tal que satisfa la condicio
del enunciat.

Aleshores, p’ vendra determinada per les imatges de p’, de cada x', i.e. p’.x’. Ara bé,
p.x' ve determinat per p’,x'(x) = (p;'x,x') peratot s€ G,x € V,x' € V'. Per el mateix
raonament, p vendra determinat per psx’'(x) = (p;'x,x') peratots€ G,xe V,x' e V'
Per tant, p’ = p sera la representacio dual de p i queda demostrada la unicitat d’aquesta.

Vegem ara que si y és el caracter de p el caracter de la representaci6 dual p’ és y*.

En primer lloc, sabem que p,x'(x) = x' (p;!(x)). D’altra banda, sabem que si {ey, ..., e,}
és una base de V, aleshores la base dual associada {e,..., e"} de V' ve donada per:

i1 sioi=]
e(ef)‘{o si i#]

Aleshores, si indiquem per R; = (ri j(s)) la matriu de ps sabem que la matriu de p;l

-1 . . -1 y .2 !
ve donada per R; " que indicarem per (r i (s)). D’aquesta manera, la representacio p

vendra donada en forma matricial per

ri(sh 0 0
R; _ 0 2,2 (S_l)
: E : 0
O M 0 rnyn (8_1)
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Finalment, el caracter de la representaci6 dual vendra donat per la traca de R}, que sera
la mateixa que la traca de R;!. Utilitzant el segon punt de la proposici6 2, obtenim com
voliem demostrar que ' = y*. O

Exercici 4. Siguin p1: G — GL(1) i p2 : G — GL(V,) dues representacions lineals
de caracters y1 1 x» respectivament. Considerem W = Hom(Vy, V) lUespai vectorial
d’aplicacions lineals f : V1 — V,. Peracadas€ G i f € W indicarem psf = pa,so fo pl"i;
pel que ps f € W. Demostrau que aixo defineix una representacio lineal p : G — GL(W),
i que el seu cardacter és x7 - x2. Aquesta representacio, és isomorfa a p| ® pz, on p} ésla
representacio dual de p1 que hem vist a l'exercici anterior.

Demostracio. En primer lloc, vegem quina forma te la nostra aplicaci6 p.

p: G — GLW)
s — Ps: w — W
f— posf

Vegem ara que és una representacio, és a dir, que p(st) f = p(s)p(t) f peratot fe W
is, te G.Sabem que

-1
psof =p2sn°fop s

Ara, com que p; i p» sén representacions es satisfa que

-1
P2,s0° f 001 (s = P2,is0° 0 P15t = P2,502,60 [0 P1,1-101,51

I si tornam a agrupar en termes de la nostra representacié p, tenim que

P2,502,6° foP1,-101,51 = P2,s0Pefop1,51 = psprf =pS)p0) f

com voliem demostrar.

Vegem ara que el caracter de p; és y(s) = x] - x2. Per demostrar-ho, considerarem
en primer lloc una base de W donada per (el-l, iz), on cada element de la base vendra
definit de la forma segiient:

eii,: Vi — V2
e, Si ej=e
€j iy, iy (ejl) = { ” . h "
0 si ej#e

Una vegada fixada una base de W, sabem que el caracter de p; vendra donat per la
traca de la matriu que representa p en forma matricial, diguem-li R(s). Doncs bé, per
definici6, la traga de R(s) vendra donada per la suma de les components e;, ;, dels
respectius elements p 50 e;, j, © 0 1. Es a dir, la suma de les components Ai, i, que
satisfan la igualtat segiient

02,5 €iyi, © P1,571 = iy iy €1,y + . Z . Aji,j2€ji,jo
J1 o #0102

Ara bé, fixem-nos que si avaluem les dues aplicacions en e;, obtenim

P2,5°€i,i, ©P1,57! (eil) = Aiy,iy €y iy (eil) + Z /1]'1']'2 €ji,j2 (eil)
Juj2# il
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Aplicant la definici6 de la base (e;, ;,) ala part dreta de la igualtat, obtenim
Aiieiis(en)+ D Ajyjeip(en) = iiei+ Y Aijpejs
Jui#inis J2#iz

Es a dir, que la component A
e;, delaimatge de ¢;,.
A continuacio6, considerarem Ai*j els coeficients de la columna i—ésima de la matriu

i1i, €i, que volem coneixer coincideix amb la component

de R 1(s) que representa p; -1 en forma matricial, i ité i els coeficients de la columna
i—ésima de la matriu de R»(s) que representa p; ; en forma matricial. Aleshores, si
avaluem la aplicaci6 de la part esquerra de la igualtat en e;,, tenim que:

. ) = Lk h* 5.
0P2,5°€iy,i, ©P1,571 (ell) = P2,5°€i,i, (Al,il e+ /11,]‘1 e]l)
On aplicant la definicié de la base (e;,,;,) obtenim
N P L S I Y S L fp gir*
P2,s° €in iy (’11,1'1 et Ay} eh) = P25 (’11,;'1 elz) = Ay, Mg et ; AnAi e
J2712

*

Aleshores, la nostra component A;, ;, coincideix amb /1;2 i Ailil
caracter de la nostra representacié vendra donat per

— A o qlr*
X= Z All,lz - Z /12,1'2/11,,'1

i1,i2 11,12

par a tot i, i», pel que el

Finalment, com que /1;‘; son les components de la diagonal de Rl‘l(s), sabem que
X /1;1 ;."1 = X1 icomque /1;2 i) s6n les components de la diagonal de R;(s), sabem que

> Az = X2, i per tant:

2,0
in E i1 * i _ E *
2 Az Ay, = XA LAy, = X2 AL = Xedd
3]

11,12 i1 2

On queda demostrat com voliem que y = y2x7-
O

Exercici 5. Considerem p una representacié lineal amb caracter y. Demostrau que el
nombre de vegades que la representacié unitat esta continguda en p és exactament

(1) = (1/8) Xsei x(5).

Demostracio. Sabem que el el caracter de la representacio trivial és y;(s) = 1 per a tot
s € G. D’altra banda, sabem pel teorema 4 que el nombre de vegades que p conté la
representacio trivial és (y|x1) = (y|1). Aplicant la definici6 del producte escalar obtenim
com voliem

WD =@1/g) Y xOH1* =1/ Y x(s)

seG seG
O

Exercici 6. Sigui X un conjunt finit sobre el que G actua, considerem p la representacio
permutacio corresponent i x el seu caracter.
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(a)

(b)

()

(@)

34

El conjunt Gx, d’'imatges sota G d'un element de x € X, és el que anomenam una
orbita. Diguem-li ¢ al nombre d’orbites diferents. Demostrar que c és igual al
nombre de vegades que p conté la representacio unitat 1; deduir d’aquest fet, que
(x11) = c. En particular, si G és transitiu (i.e., si ¢ = 1), p pot ser descompost de la
formal®0 on 0 no conte la representacio unitat. Sivw és el caracter de 0, tendrem

quey=1+wi(y|1)=0.

Considerem ara que G actua sobre el producte X x X de X amb ell mateix mit-
Jjancant la igualtat s(x, y) = (sx, sy). Demostrar que el caracter de la corresponent
representacié permutacio és igual a y°.

Suposem que G és transitiva sobre X i que X té com a minim dos elements. Ales-
hores direm que G és doblement transitiva si, peratotx,y,x',y € X ambx # y i
X' # ¥, existeix s € G tal que x' = sx iy’ = sy. Demostrar que les propietats segiients
son equivalents:

(i) G ésdoblement transitiu.

(ii) Laaccio de G sobre X x X té dues orbites, la diagonal i la seva complementa-
ria.

(ii) (x%11)=2.

(iv) Larepresentacié 0 definida a l'apartat (a) és irreductible.

Demeostracio. Sigui {x;};cr el conjunt de representants de les diferents orbites de
la nostra accid, aleshores |I| és el nombre d’orbites diferents, és a dir c.

D’altra banda, per I'exercici anterior, sabem que el nombre de vegades que p
conté la representaci6 unitat 1 és exactament (y|1) que ve donat per:

1
D ==2" x(9
seG
Ara bé, com que y(s) és el caracter d'una representacié permutacio, sabem per
I'exercici 2 que coincideix amb el nombre d’elements fixos per s. Es a dir que

1 Y xs) = 1 Y HxeX|s-x=x}
8 seG 8 seG
Seguidament, sabem que Y glix € X|s-x = x}| = Y yex|{s € Gls-x = x}|, on
aquests darrers conjunts son els que coneixem com estabilitzador de x ( Stab(x)).
Pel que
1 1
— Z fxeX|s-x=x}=— Z |Stab(x)|
seG 8 xex
A més, sabem també que |Gx| = [G: Stab(x)], pel que |Stab(x)| = [G: Gx] i per
tant, com que |G| = g tenim que

Gl « 1

1 1
=Y IStab(x)| = = =
g xeX g xeX IGx' xeX IGx'

Finalment, si consideram n; el nombre d’elements de I'orbita Gx; obtenim que
1 n;

— = =Y 1=|ll=c¢

wex 1Gxl g lGxil g
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(b)

(©

On acabam de demostrar que (|1), el nombre de vegades que p conté la repre-
sentaci6 unitat 1 és exactament c, és a dir el nombre d’orbites diferents. O

D’aquest fet, deduim que si ¢ = 1, p pot ser descompost de la forma 1 &0, ja que
1 és una representaci6 irreductible. A més, sigui v el caracter de 6 sabem que
¥ =1+1,icom que (y|1) = ¢ =1, tendrem que (y|1) = (111) + (w|1) = 1 + (ywI|1).
D’on deduim que (y|1) = 0 i per tant que 6 no conté la representacié unitat.

Demostracio. Sigui yx«x el caracter de la representaci6é permutacié de X x X,
sabem que yxxx(s) és el nombre d’elements de X x X fixos per s. Aleshores,
sigui F; = {x € X|sx = x} sabem que |F;| = yx(s) = x(s). Ara bé, si consideram el
conjunt d’elements fixos per s en X x X el podem expressar com

{(x, ) e Xx X|sx=x,sy=y}=Fsx F;

ipertant yx«x(s) =|Fs x Fg| = )(2(5). Per tant, acabam de demostrar com voliem
que yxxx = x°. 0

Vegem primer |'equivaléncia entre (i) i (7).

Com que G és transitiu, la diagonal, diguem-li D, de X x X sera una orbita. Ja que
fixat un element de la diagonal, per exemple (x, x) € D < X x X, per qualssevol
altre element (y, y) € D sabem que existira un s € G tal que s(x, x) = (y, y) i per tant
tot D sera una orbita. D’altra banda, notem que s(x, x) = (sx, sx) és un element de
la diagonal pel que no hi haura elements de fora de la diagonal, D, dins aquesta
orbita.

D’altra banda, vegem que si G és doblement transitiu D sira un altre orbita. Sigui
(x,7) € D, per ser G doblement transitiu, sabem que per a tot (x', ') € D existeix
un s € G tal que s(x, y) = (x', ") d’on deduim que D esta tot dins una drbita, i com
que les orbites sén disjuntes, D sera una orbita, i D un altre. Pel que acabam de
demostrar que (i) = (ii).

Sempre que G sigui transitiu D sira una drbita, ara bé, si D també és una drbita,
aleshores voldra dir que per a tot (x, y), (x', ) € D existira un s tal que s(x,y) =
(x,y"). Es a dir, que donats x, y,x',y' € X amb x # y i x' # )/, existeix s € G tal que
x'=sxiy = sy, que ésla definici6 de que G sigui doblement transitiu. Pel que
acabam de demostrar que (ii) = (i).

Ara bé, de 'apartat (a), sabem que el nombre d’orbites diferents d'una accié
coincideix amb el nombre de vegades que conté la representacié unitat, i de
I'apartat (b), sabem que el caracter de la representacié permutacié de G sobre
X x X és y2. Per tant, el nombre d’orbites de I'accié de G sobre X x X és igual a
(x?11). D’on obtenim que (ii) = (iii).

D’altra banda, com ja hem dit sempre que G sigui transitiu D sira una orbita, per
tant si ()(2 |1) = 2 forcosament D sira I'altre drbita. D’on obtenim que (iii)= (ii)i
per tant que (i) < (ii) © (iii).

Finalment, sigui v el caracter de la representacié 6 definida en I'apartat (a),
sabem que y = 1+ . A més, sabem de I'apartat (a) que (y|1) = 0i com que la
representacio trivial és irreductible, (1]1) = 1. Per tant

y2=1+2y+y2
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Aleshores, (lel) =2 si, i només si:
(21 = A1) + 21 + (1) = 1+ 0+ (?]1) =2

Es a dir, ssi (1//2 |1) = 1. Ara bé, per I'exercici 5, com que y és un valor real,

1=@?) ==Y v2(s) = (wlw)

1

8 seG
D’on, aplicant el teorema 5, aix0 passa ssi ¢ és irreductible. Pel que acabam de
veure que (iii) © (iv).

D’aquesta manera, queda demostrada, com voliem, I'’equivaléncia entre les 4
propietats.

Exercici 7. Demostrar que per cada caracter de G que és zero per a tot s # 1 és un miiltiple
integral del caracter r¢ de la representacio regular.

Demostracio. Recordem que el caracter rg de la representaci6 regular és 0 peratot s # 1
i g per a s = 1. Aleshores si considerem y un caracter qualssevol d'una representacié W
de G tal que x(s) és zero per a tot s # 1, tenim la igualtat y(s) = rg(s) =0 per atot s # 1.
Pel que per veure que el nostre caracter és un multiple integral del caracter rg bastara
veure que y(1) = k-gamb ke N, jaque g =rg(1).

Considerem a continuaci6 la representacio trivial de caracter 1. Aleshores, pel
teorema 4, el nombre de vegades que W conté la representaci6 trivial és exactament
(xI1). Aleshores aplicant la definici6é del producte escalar tenim que:

Yoxlsh1

1
1) =) =—
8 seG

Ara bé, com que y(s) és zero per a tot s # 1 tendrem la igualtat (y|1) = éx(l). Es a dir,
que
() =KxIg
Finalment, el nombre de vegades que W conté la representacio trivial ha de ser

un enter, per tant prenent k = (y|1) € IN es satisfa com voliem que el nostre caracter
arbitrari és un multiple integral del caracter rg. O

Exercici 8. Sigui H; l'espai vectorial d'aplicacions lineals h: W; — V tals que psh = hps
peratotseG. Cada h € H; enviaW; a V;.

(a) Demostrar que la dimensio de H; és igual al nombre de vegades que W; apareix en
V,i.e,adim(V;)/dim(W;).

(b) Considerem que G actua sobre H; ® W; mitjangant el producte tensorial de la
representacio trivial de G sobre H; i la representacio donada sobre W;. Demostrar
que la aplicacio

F-HeW; -V,

definida per la I'expressio
F(Z hq - wq) = Z ha(wq)

és un isomorfismede H;® W; a V;.
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(c) Considerem (hy, ..., hy) una base de H; i formem la suma directa W;&---& W; de k

copies de W;. El sistema (hy, ..., hy) defineix de manera obvia l'aplicacié lineal h de
Wi &---@& W; aV;. Es demana, demostrar que aquesta aplicacié és un isomorfisme
de representacions i que cada isomorfisme es pot obtenir d'aquesta manera. En
particular, descompondre V; en suma directa de representacions isomorfes a W;
equival a elegir una base de H;.

Demostracio. (a) Considerem V; &V, & ---& V}, la descomposicié canonica de V on

b)

cada V; és una suma directa de W;, és a dir, que V; = W; @ --- ® W;,. Alesho-
res, si consideram l'aplicaci6 projeccio 7 : V; — W;; podem escriure i com
(h1,hy,...,hi) on hj =mjoh. Arabé, cada h; sira de laforma h; : W; — W;,ia
més, satisfara com h que psh; = hjp; per a tot s € G, per tant, estam en condi-
cions d’aplicar el lema de Shur, que ens diu que h; és una homotecia i per tant
un isomorfisme. Es a dir, que si considerem H; j 'espai vectorial d’aplicacions
lineals h; tals que hj: W; — W;ipsh; = hjps, H;j tendra dimensio 1.

D’aquesta manera, podem descompondre H; com
H;=Hj ®---@Hjj

On tots els H;; seran de dimensio 1, d’on deduim que H; tindra dimensio k que
és el nombre de vegades que apareix W; en V;, a més, com que la descomposici6
de V erala canonica, k sira també el nombre de vegades que apareix W; en V.

Per demostrar que F és un isomorfisme, hem de veure que és un morfisme bijectiu
que admet inversa.

Vegem en primer lloc que és una funci6 exhaustiva. Considerem un element
qualssevol v =) v, € V;, aleshores com que V; és suma directa de W;, per I'apar-
tat anterior existira un isomorfisme h, € H; tal que hy (wy) = v, per a qualque
wq € W;. Aleshores,

F() ha-wa)=) ha(wg)=) va=v

Per tant, F és exhaustiva. D’altra banda, per veure que es injectiva i per tant
bijectiva, bastara veure que la dimensié de H; ® W; és la mateixa que la de V;.
Doncs bé, sabem que dim(H; ® W;) = dim(H;) - dim(W;), i a I'apartat anterior,
hem vist que dim(H;) és igual al nombre de vegades que apareix W; en V;, per
tant dim(H;) - dim(W;) = dim(V;). D’aquest fet deduim que F és una aplicaci6
injectiva, ja que era exhaustiva, i per tant és bijectiva.

Finalment, ens queda veure que F admet invers. Per veure-ho, bastara amb
demostrar que F commuta amb ’accié de G sobre H; ® W; i sobre V;, és a dir,
que el diagrama segiient commuta:

Heow, —L v

p’=1Hl-®p|W{ Jpvi

Hi 9 W; ——V;
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Per veure-ho, considerem h € H;, w € W;, i s € G qualssevol aleshores tendrem
que

(Fopy)(hew)=F(pi(hew))

(1r, @ plwis) (h@ w)
(

(

F
F

h®p|Wls(W))
h PWis(w))

Ara bé, com que h € H;, es compleix que h (plw,s(w)) = plys(h(w)), d’on

(Fopl) (hew)=plys(h(w))
= ply,s(h(w))
= ply,s(F(hw))
= (plv;so F)(hw)

D’aquesta manera, acabam de veure que per qualssevol h € H;, we W;,ise Ges
satisfara la igualtat
(Fop}) (h®w) = (ply;so F)(hw)

Es a dir, que el diagrama commuta, per tant F admetinversa, F~! = p’"1oF~1op|y,,
d’on concloem que F sera un isomorfisme.
O



4.1. Subgrups abelians

Considerem G un grup finit, i mantendrem aquesta restricci6 per a tots els grups
considerats en aquest capitol a excepcié de que es digui el contrari. Direm que G és
abelia (o commutatiu) si st = ts per atot s, t € G. Aquest fet implica que cada classe de
conjugaci6 de G constara d'un tinic element. A més, també es complira que qualsevol
funcié de G sera una funcié de classe. Les representacions lineals d’aquests grups seran
particularment simples del teorema segiient.

Teorema 9. Les propietats segiients son equivalents:
(i) G ésabelia.
(ii) totes les representacions irreductibles de G sén de grau 1.

Demostracio. Sigui g 'ordre de G, considerem (ny,...,ny) els graus de les distintes
representacions irreductible de G. Aleshores del capitol 2 sabem pel teorema 7 que &
és el nombre de classes de G i pel corollari 7 que es satisfal’equacié g = n% +eeet ni
Doncs bé, G és abelia si, i només si, les seves classes tenen un element. Aixo passara si,
inoméssi, G té g classes, ésa dirsi g = h.Arabé, h = nf +eeet ni si, i només si, tots els

n; sén igual a 1. Pel que queda demostrat el teorema. O

Corollari 8. Sigui A un subgrup abelia d’'un grup G no necessariament abelia, si consi-
deram a = |A| i g = |G| aleshores cada representacio irreductible de G és de grau menor o
igual a l'index de A dins G, que és iguala g/ a.

Demostracié. Considerem p : G — GL(V) una representaci6 irreductible de G. Res-
tringint p al subgrup A, obtenim una representaci6 de A donada per p4: A— GL(V).
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Considerem ara W < V una subrepresentaci6 irreductible de p 4, aleshores per el teo-
rema anterior, la subrepresentacié W és de grau 1. Seguidament, si consideram V'’ el
subespai vectorial de V generat per les imatges psW de W, variant s dins G. Es clar que
V' és estable sota G, i com que p és irreductible no té subespais estables llevat del zero
i ell mateix, pel que V' = V. Ara bé, per a cada s € Gicada t € A tendrem que

pstW=psp:tW=psW.

Pel que el nombre de p W diferents és com a molt g/a, i per tant el nombre de genera-
dors de V sén com a molt g/a i obtenim, com voliem, que dim(V) < g/a. O

4.2. Producte de dos grups

Considerem p1 :G1—GL(W)i p2 : G2 — GL(V;,) dues representacions lineals de G,
i G, respectivament. Definirem una representacio lineal p1 ® p2 deGixGyaVieV,
d’'una forma similar al procediment vist a la secci6 2.5. Definirem la representacié
producte tensorial de les representacions p' i p?, p! ® p?, per

(o' ® p*)(s1,52) = pl(s1) ® P?(s2).

On p1 (s ® p2(32) és un isomorfisme de V; ® V, en ell mateix que podem escriure de la
forma pﬁl ® pi ive donat per:

pil ® p%z : VieVh, — Ve,
(x1,x2) — (pg, (x1),p5,(x2))

D’aquesta manera, procedint com a la proposici6 3 del capitol anterior, siguin y; i
x2 els caracters de p! i p? respectivament, el caracter y de p! ® p? ve donat per:

x(s1,82) = x1(81) - x2(82).

Notem que si G i G, sén iguals a un mateix grup G, la representacié p' ® p? definida
és una representaci6 de G x G. Aleshores, quan ens restringim al subgrup diagonal de
G x G (donat pels elements (s, s) amb s € G), obtenim la representaci6 de G denotada per
p! ® p? vista ala secci6 2.5; malgrat la identica notacié d’aquestes dues representacions,
és important distingir-les. La principal diferéncia, és que un és producte tensorial
de dues representacions d'un mateix grup i l'altre és el producte tensorial de dues
representacions de grups diferents.

Teorema 10. Siguin p1 :G; — GL(\W) ip2 : G2 — GL(V») dues representacions lineals de
G, i Gy respectivament, aleshores:

(i) Sip'ip? sén irreductibles, p' ® p? és una representacié irreductible de Gy x Gs.

(ii) Cada representacid irreductible de G, x G, és isomorfa a una representacié p' ® p?,
on p! i p? sén representacions irreductibles de Gy i G, respectivament.

Demostracié. Sip! i p? sén irreductibles, pel teorema 3 de la secci6 3.3 sabem que:
1 1
— Y InsPF=1, — Y Ixa(s2)P =1
gl S1 g2 S2
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Si multiplicam ambdues expressions, obtenim:

1

1
Y )Pl ==Y Ixi(s, 2P =1

8182 51,5, 51,82

el que demostra que la representaci6 p! ® p? és irreductible, per el teorema 5.

Per provar (ii), sabem pel teorema 3 del capitol 2 que si dues representacions no sé6n
isomorfes llavors els seus caracters son ortogonals, per tant, sera suficient demostrar
que cada funcié de classe, f, de G; x G2 que és ortogonal als caracters de la forma
x1(s1) x2(82), és zero. Suposem doncs que existeix f tal que

Z fs1,82)x1(s1)  x2(s2)* =0.

$1,82

Si fixam y» i definim g (s1) := X5, f (51, 52) x2(s2)* tendrem que:

Y gi(s)xi1(s)*=0  peratoty;.
$1

Ara bé, com que f és una funcié de classe de Gy x G2, g1 és una funcié de classe de Gy,
el que implica que g;(s1) =0 per a tot s; € G;. Ara bé, si g1 (s;) = 0, podem fixar un s;
fixat i definir go(s2) = f(s1, s2), llavors

g1(s1) =) fs1,2)x2(52)" =)_ga(s2)x2(s2)* =0  peratot y, itot s.
S2 2

Per tant, com que g»(s2) és una funci6 de classe de Gy, ja que f és una funci6 de classe
de G; x G, implica que g(s2) = 0 per a tot s, € G». Finalment, com que g(s») = 0 per
a qualsevol s; fixat, obtenim, com voliem veure, que f(sy,s2) = 0 per a tot (s1,s2) €
G x Gy O

El teorema anterior redueix completament I'estudi de representacions de G; x G, a
I'estudi de representacions de G; i de Go.

4.3. Representacions induides

4.3.1. Definici6 de les representacions induides

Considerem p : G — GL(V) una representacio lineal de G, i, essent H un subgrup
de G, py la seva restricci6 sobre H. Sigui W una subrepresentacié de pgy, és a dir, un
subespai vectorial de V estable sota p; per a tot t € H, considerem 6 : H — GL(W) la
representacié de H sobre W definida per p;. Donat s € G, 'espai vectorial psW depen
unicament de la classe lateral per 'esquerra sH de s; en efecte, com W és estable sota
P peratot t € H, es satisfa que p, W = W, i si substituim s per s¢t, amb ¢ € H, obtenim
que

pstW =psp:W =psW,
pel que les representacions de tots els elements d’'una mateixa classe tenen la mateixa
imatge.
Considerem un classe lateral per ’esquerra, o, de H, llavors podem definir el subespai
Wy de V com psW on s € o (ja que per a tot s € g, psW és el mateix espai). D’altra
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banda, les imatges dels W, respecte les diferents p; amb s € g, s6n altres Wy, ja que
sigui W, = p,W llavors
PsWo =psptW=pW=pgW

on s’ és el representant de la classe lateral on pertany st. Fixem-nos, a més, que com
G/ H és una partici6 de G, la suma )¢5, g Wy €és una subrepresentaci6 de V.

Definicié 7. Direm que una representacio p de G en 'V és induida per la representacio 0
de H en W siV és igual a la suma directa de les W, on o € G/ H. Es a dir; si

V= P Ws,.

oeG/H

Podem escriure aquesta condici6 d’altres formes, com per exemple:

(i) Cada x € V és pot escriure de manera tinica com ) ,¢cg/ g Xg, ON Xg € Wy per a
cada 0. (Ja que aix0 implicaria que les W;; estan en suma directa i la seva suma
ésV.)

(ii) Si R ésun sistema de representants de G/ H, I’espai vectorial V és suma directa
de p, W, amb r € R. (Ja que si r és representant de la classe o, llavors p, W = W,
ila condicié6 (ii) queda reduida a la definici6 7.)

En particular, tendrem que dim(V) =} ,cgdim(p, W) = [G: H] - dim(W).
A continuaci6, veurem alguns petits resultats sobre representacions induides en
forma d’exemples.

Exemple 2. Considerem V la representacio regular de G, aleshores l'espai V' té una base
de la forma (e;) e tal que pse; = eg; per a cada s, t € G. Llavors, sigui W el subespai
vectorial de V- amb base (e;) te f, la representacio 8 de H en W és la representacié regular
de H.Siguir € R (un sistema de representants de G/ H), el representant de la classe o,
orW = {e;stten. Ara bé, sabem que qualsevol element s € G és pot escriure de forma
Unicacoms=rtonre€R,ite H, pertantels p. W son disjunts i a més contenen tots els
elements de V. I per tant, V és suma directa de p, W amb r € R la qual cosa demostra,
per la condicid (ii), que p és induida per0.

Exemple 3. Considerem V un espai vectorial amb base (ey) indexada pels elements o
deG/H,ip:G—V larepresentacio lineal determinada per pses = ess peracada s€ G
io € G/ H. Notem que p esta ben definida, ja que si o és una classe lateral per l'esquerra,
so sera també una classe lateral. D'aquesta manera, obtenim una representacio de G
que és la representacio permutacié de G associada a G/ H. El vector ey corresponent a la
classe lateral per l'esquerra del neutre, H, és invariant sota H, de fet, la representacié de H
sobre el subespai W generat tinicament per ey és la representacio trivial de H. D'aquesta
manera, p;W = e,y ambr € R, on R és un sistema de representants de G/ H, i per tant
ery és un element de la base de V. Finalment, com que R és un sistema de representants
de G/ H i les classes formen una particié de V, podem escriure V.com suma directa dels
prW i, per la condicié (ii), W indueix la representacio p deGen V.

Exemple 4. Si p1 : G — Vj és induida per 6, : H — wl ip2 : G — V, és induida per
0, : Hy — W2, llavors p' @ p? és induida per 01 @ 05, ja que

1 . 2
= @ W, i V= B W,
01€G/H, 026G/ H,
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i per tant

VieV, =

® wi|o| @ )
01€G/Hy 026G/ H,

Exemple 5. Considerem (V, p) una representacio de G que és induida per (W,0) una
representacio de H, i Wy és un subespai estable de W. Llavors, sigui R un sistema de
representants de G/ H, el subespai de V donat per Vi =3 ,cg pr W1, és estable sota G, ja
que quan li aplicam p; amb t € G, obtenim que

pVi=pe Y pWi=) puWi= )Y prW;

reR reR r'eR’

On R’ és un altre sistema de representants de G/ H, i com que ja hem vist que tots els

elements d'una mateixa classe tenen la mateixa representacio, Y ,cg pr Wy = V1. Amés,

fixem-nos que Y ,crprW1 €Y rerpr W, i per ser V induida per W sabem que podem

escriure ,cr pr W en suma directa, pel que siles p, W sén disjuntes les p. W) també i per

tant tendrem que V) = @R oW1 d'on deduim, per la condicio (ii), que la representacio
re

de G en V) és induida per la representacié de H en Wj.

Exemple 6. Considerem la representacié (p,V) de G induida per una representacio
(0,W)deH,i(p',V') unaaltrarepresentacié de G tal que la seva restriccié a H és (o', V').

Llavors, per la definicié de representacio induida, V = @ W,. Ara bé, si consideram
oeG/H

les representacions (p® p', Ve V') i (0 ® p’H, W V'), es satisfara que

V® V, = @ Wa’ ® V/J
0eG/H

i per tant, p ® p' és induida per0 ® p",,.

4.3.2. Existenciaiunicitat de representacions induides

Lema 1. Suposem que (V,p) és induida per (W,0) i considerem p' : G — GL(V') una
representacio lineal de G. Sigui f : W — V' una aplicacié lineal tal que f (0, w) = p', f (w)
peratotte H iwe W. Aleshores, existeix una tinica aplicacio lineal F: V — V' que
estén f isatisfa que Fops=p'oF peratotseG.

Demostracio. Vegem en primer lloc la unicitat de F. Considerem una una funcié F :
V — V' queestén f isatisfa que Fop; = p,oF peratot s € G. Llavors, sigui x un element
de psW, tendrem que p;'x € W, pel que

F(x) = F(psp;'x) = pLF (o5 %) = pl f (05 ' x).

D’aquesta manera, qualssevol F que satisfa les condicions queda determinada per
I'expressi6é anterior en psW. Ara bé, com que V és suma directa de les p;W, també
queda F determinada en V, fet que demostra la seva unicitat.

Vegem ara que efectivament existeix F. Considerem x € Wy i s € o fixat. Llavors
podem definir la funcié F(x) de V en V' mitjancant I'expressié F(x) = p’ f (o5 ' x) vista
anteriorment. Ara bé, que aquesta definicié no depen de I'element s fixat, ja que si
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fixam qualsevol altre element s’ € o tendrem que s’ = st per a qualque t € H, i per tant
la imatge de F sera la mateixa:

F(x) = o, f(p3' %) = i f o5/ X) = psp' e f (07 05 )
i aplicant la propietat de f i que 8 i p s6n iguals sobre H, obtenim

F(x) = pip} f o7 o5 %) = plp f 07 03 ) = o (0,07 05" ) = pls f(py ' %),

que és la imatge en cas de fixar s.

Finalment, com que V és la suma directa dels W, existeix una tnica aplicaci6é
lineal F: V — V' que estén I'aplicaci6 definida sobre W, i a més, sigui x € W, podem
observar que Fopg = poF:

(Fops) (@) =pif (05 psx) = pif(x) = £ 05x) = [ (psx) = p 5 (psx) = (0 F) (x)

peratot se€ G,icom que V ésla suma directa dels W, també es compleix per a tot V
com voliem demostrar. O

Teorema 11. Donada (W, 0) una representacio lineal de H, existeix una representacio
(V,p) de G que és induida per (W,0). A més, aquesta és tinica llevat d’isomorfismes.

Demostracio. En primer lloc, provarem I’existeéncia de la representacié induida p. Pel
corollari 6 de la proposici6 6, sabem que si la nostra representacié 6 és irreductible
llavors és isomorfa a una subrepresentacio de la representaci6 regular de H, la qual,
per I'exemple 2, pot induir la representacio regular de G. Ara bé, en el cas de que 6 no
sigui irreductible sabem que descompon en suma directa d’irreductibles, i per tant per
I'exemple 4 pot induir una representaci6 que sera suma de representacions regulars de
G.

Vegem ara la unicitat de p llevat d’isomorfismes. Considerem (V, p) i (V/, p") dues
representacions induides per (W, 6). Aleshores si aplicam el lema 1 prenent com f
I'aplicaci6 inclusi6 de W en V', sabem que existeix una aplicacio6 lineal F: V — V'
que és la identitat en W, ja que estén la aplicaci6 inclusié. A més, pel lema 1 també
sabem que aquesta aplicaci6 satisfa que Fo ps = p, o F per a tot s € G. Ara bé, com
que F éslaidentitaten W, F(W) = W, i per tant (o, o F) W = p,W. Aleshores, la imatge
de F conté totes les imatges p, W, i per tant és igual a V'. Ara bé, com que V'i V sén

ambdues induides per 0, V'= @ W, =V, don deduim que ambdés espais tenen la
oeG/H
mateixa dimensié: dim(V’) = [G: H] - dim(W) = dim(V). Aleshores, com que F és una

aplicacio6 exhaustiva, és un isomorfisme, d’'on deduim que V = V', i queda demostrat el
teorema. O

4.3.3. Caracter d’'una representaci6 induida

Sigui (V, p) una representacié de G induida per (W,0) una representaci6é de H,
acabam de veure, (V, p) queda determinada, llevat d’isomorfismes, per (W, 8). Per tant,
siguin chip, i yg els caracters corresponents de p i de 6 respectivament, podrem calcular
Xp apartir de yy. Vegem com al teorema segiient:
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Teorema 12. Considerem h l'ordre de H i R un sistema de representants de G/ H. Llavors
per acada s € G el caracter de p ve donat per:

_ 1 _
Xo(®= Y xo(r 1sr):E Y xo(t'st)
reR teG
r~lsreH t~lsteH

En particular, notem que x ,(s) és una combinacio lineal de valors de yg sobre la inter-
seccié de H amb la classe de conjugacio de s € G.

Demostracio. En primer lloc, recordem que V és suma directa de les imatges p,W de
les r € R. Amés, sabem també que p; envia els p, W a altres p, W, és a dir els permuta
entre ells. Més concretament, si consideram sr € G, com que G/ H és una partici6 de G,
podem escriure sr de laforma rst amb rg € Ri ¢t € H, on 1y és el representant escollit de
la classe on pertany sr, i amb aquesta notaci6, podem veure que p; envia o, W ap, W,
ja que rst pertany a la classe representada per r i per tant sabem que les imatges de W
de p, ;W ip,, soniguals, i per tant tendrem:

ps(prW) =ps(prW) =pss(W) =pr W =p, W

Vist aix0, podem determinar el caracter y,(s) = Tr(ps), utilitzant la base de V que ve
donada per la unié6 de les bases de les imatges p, W. Fixant aquesta base, per a cada
r € R, els elements que corresponen a p, W tendran zeros a la diagonal si rg # r, ja que
hem vist que ps(p, W) = p,,W. En canvi, si r; = r, els elements de la base que provenen
de p W ens proporcionaran la traca de p; restringit a p, W. D’aquesta manera, obtenim
que:

Xp(8) = Z Tro,w(ps,r),
reR;
on R, representa el conjunt de r € R tals que rs = r i ps,r és larestriccié de ps;a p,W.
Ara bé, fixem-nos que r; pertany a R i per tant r; = r, si, i només si, sr € r H és a dir si
podem escriure sr de la forma r¢ amb ¢ € H. Fixem-nos, que si sr = rt llavors r ~'sr =t
i per tant r~'sr € H. Pel que podem expressar Xp(s) com:

Xo(s) = Z Trp,w(ps,r)s
rLoren
D’altra banda, per calcular Tr, w(ps,r) per r € R, fixem-nos que p, és un isomor-
fisme, pel que si el restringim a W, defineix un isomorfisme de W a p, W. Aleshores, si
consideram un element del nostre sumatori, t = r~!sr € H, podem veure que sobre W
és satisfa la igualtat

Probr=prop,is =psr =PsOPr =Psr°Pr

Pel que x,(r)xg (1) = xp($)xp(r) i per tant y4(f) = x,(s) sobre W. D’on obtenim que
la traca de p;,, és la mateixa que la de 6;, i per tant la podem escriure com yg(¢) =
¥o(r~Lsr). Aplicant aquest calcul de la traca a la darrera expressié, obtenim la expressi6
desitjada

Xo(®)= > xo (r_lsr).

reR
r~lsren
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Finalment, notem que tots els elements u# d’'una mateixa classe lateral r H (r € R;) es
poden escriure u = rt amb t € H, i per tant si r ' sr € H aleshores u='su=t"'r"'srte
H.D’aquesta manera, observam que tots els elements t d'una mateixa classe lateral
r H satisfan que yg (£ 'st) = yg (r~'sr), d’on obtenim la segona expressio:

_ 1 _
X = > xolr 1sr)zﬁ Y xe(t'st).

reR teG
r~lsreH t~lsteH
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4.4, Exercicis

Exercici 9. Demostrar directament, utilitzant el lema de Schur, que cada representacio
irreductible d’'un grup abelia, finit o no, té grau 1.

Demostraciéo. Considerem (V, p) una representacio irreductible d'un grup G abelia.
Aleshores, com que G és abelia, psp; = p:ps peratots, t € G,jaque ps; = pys. Aleshores,
si fixam ¢ € G podem aplicar el lemma de Schur prenent f = p; i p! = p? = p, tenint aixi
que f és una homotecia. Per tant, p; és una homotecia (multiple escalar de la identitat)
per atot t € G. Ara bé, p és irreductible, per tant ha de ser d’ordre 1, ja que si fos d’ordre
n > 1 podriem descompondre V = (e, ...e,) de la forma segiient:

V=AW e---®A;,W,
amb W; = (e;), i per tant p seria reductible. O

Exercici 10. Considerem p una representacié de G de grau n i caracter y. Sigui C el
centre de G i c el seu ordre, es demana:

(a) Demostrar que ps és una homotécia per a cada s € C. Deduir d'aquest fet que
lx(s)| = n peratotseC.

(b) Provar la desigualtat n®> < g/ c.

(¢c) Demostrar que, si p és una representacio fidel (i.e., ps # 1 peratots# 1), el grup C
és ciclic.

Demostracio. (a) Com al’exercici anterior, si fixam s € C podem aplicar el lemma
de Schur prenent f = p;ip! = p? = p, tenint aixi que f és una homoteécia i per
tant ps és una homoteécia per a tot s € C. Aleshores, tendrem que y(s) = nAs pera
tot s € C on A sén els valors propis de ps una matriu unitaria, pel que A;1; =1
per atot s € C. Aleshores per a tot s € C es satisfa

|x()| =/ n2AA% = n.

(b) Com que p ésirreductible, pel teorema 3 sabem que

1 1
(xlx) = < Yox@x@r==Y [x$)*=1

seG seG
Per 'apartat anterior, sabem que

Y lx&PF=c-n?
seC

aleshores, com que C < G tenim que

1 1 1
— ==Y pePs=Y x@PF=1,
g 8 seC seG

d’on deduim la igualtat n? < g/c.
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(c) Considerem I'aplicaci6 8 : C — W definida per 8(s) = p(s) per atot s € C. Alesho-
res com que C és un subgrup de G, 8 esta ben definida i a més és una representa-
ci6 de C en W. Ara bé, 0 és una representacio d'un grup abelia, i és irreductible
per estar continguda dins p que és irreductible, aleshores pel teorema 9 és de grau
1, el que implica que GL(W) = C. D’altra banda, si p és fidel, llavors el kerp =1
i pel primer teorema d’isomorfisme sabem que C = p(C) <€ GL(W). Finalment,
com que C és un subgrup finit, d’ordre ¢, isomorf a un subgrup d’ordre ¢ dins C, i
I'tinic grup de c elements dins C és el grup ciclic que formen les c arrels c-esimes
de la unitat, d’on deduim que C sera un subgrup ciclic com voliem demostrar.

O

Exercici 11. Sigui G un grup abelia d'ordre g, i sigui G el conjunt de caracters irreducti-
blesde G. Si y1, x2 € G, aleshores y1 y2 € G. Demostrar que aixo converteix a G en un grup
abelia d'ordre g; aquest és el grup dual de G. Per a cada s € G, Uaplicacio fs: x — x(s)
és un caracter irreductible de G i per tant un element del dual G de G. Demostrar que
Vaplicacioé

F:G—G
s— f
és un homomorfisme injectiu, i concloure d'aixo que f és un isomorfisme.

Demostracié. Com que G és tancat pel producte, és un grup, i com que els seus ele-
ments s6n de C, sera abelia ja que C un cos commutatiu. Com hem vist en la secci6
4.1, un grup abelia d’ordre g té g classes de conjugacio, i pel teorema 7 sabem que el
nombre de classes de conjugaci6 de G coincideix amb el nombre de representacions
irreductibles llevat d’isomorfismes, o el que és el mateix el nombre de caracters irre-
ductible, d’on deduim que G| = g.

Considerem ara l'aplicacié F donada per:

F: G — 5
x — x©

Vegem que F és un homomorfisme, és a dir, que F(st) = F(s)F(t) peratots, t € G. Ara
bé, com que G és el grup de caracters irreductibles, ys; = ysx: d'on:

F(st) = fsr = Xst = XsXt = fsfe = F(F(1),

per atot s, t € G. Aleshores, queda demostrat que F és un homomorfisme. Vegem ara,
que aquest homomorfisme és injectiu.

Vegem ara que aquest homomorfisme és injectiu. Com que G és abelia, sabem
que és producte directe de grups ciclics, G = Cy, x --- x Cp, . Aleshores, pel teorema 10,
sabem que tota representacid irreductible p de G sera dela forma p; ® p2 ® ---® p. amb
pi una representacio irreductible del grup ciclic Cy,, i per tant, per la proposicié 3 un
caracter y de p vendra donat per y(s) = y1(s)--- yx(s) on y; és el caracter irreductible
de la representaci6 p;. Es a dir, que G = Cy,, x --- x Cp,..
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4.4. Exercicis

Calculem ara el nucli de F, que sabem que ve donat per
kerF = {se G| fi(y) =1 Vy e G}.

Ara bé, sigui s € kerF, llavors y(s) = x1(s)--- xx(s) = 1 i com veurem en la secci6 6.1 més
2mijl

endavant, els caracters irreductibles d'un grup ciclic venen donats per y ; rh=e ™ la
qual cosa implica que si yj(s) = 1 pertota j € {1,2,...,n}, on n denota I'ordre del grup
ciclic, llavors s = 1. Aixi, tendrem aquest fet per a tot y;(s) d'on deduim que si s € kerF
llavors s =1, i per tant F sera un homomorfisme injectiu. O

Exercici 12. Demostrar que cada representacié irreductible de G esta continguda en una
representacio induida per una representacio irreductible de H.

Demostraciéo. Considerem (V, p) una representaci6 irreductible de G. Aleshores, pel
corollari 6 sabem que com que V és irreductible, V < Rg on Rg és la representacio
regular de G.

Considerem 6 : H — GL(W) la representaci6 lineal de H definida per 8(h) = p(h)
peratot h € H. Aixi, com que W € V € Rg, 6 sera isomorfa a la representacié regular de
H que per 'exemple 2 de la secci6 4.3 sabem que indueix Rg, és a dir que 6 indueix Rg

Rg= @ prW.
reR
On R és un sistema de representant de G/ H. Suposem que W és reductible, aleshores
existeix un subespai W' estable sobre H, és a dir que 6, W' = W' per a tot t € H. Ales-
hores podem definir la subrepresentacié 6’ de H en W' determinada per 6'(t) = 0(1).
D’altra banda, com hem vist al inici de la secci6 4.3, Y ez o W', on R és un sistema de
representants de G/ H, és una subrepresentaci6 de V, ja que p, W' = p,»W'i per tant és
un subespai estable de V. Ara bé, V és una representacio irreductible, per tant no pot
existir una subrepresentacié de V i en conseqiieéncia la nostra hipotesis és falsa i per
tant W ha de ser irreductible. O

Exercici 13. Suposem que G és el producte directe de dos grups H i K i que p és una
representacio de G induida per una representacio 0 de H. Demostrar que p és isomorfa a
0 ® ry on ry. denota la representacio regular de K.

Demostracio. Considerem t € H i s € K, llavors la representacié 0 ® ry ve donada per:

0ory: HxK — VieV,
s —  0(1) - 1r(8).

Sabem per la proposici6 3, que el caracter d’aquesta representaci6 és y(tk) = yo(t) -
Xr. (k) peratott€ Hik e K. Ara bé, per la proposicio 6, x, (1) = g, on g denota l'ordre
del grup, mentre que y,, (k) =0 per a tot k # 1. Aleshores, sigui s € G podem escriure s
de manera tinica com tk amb t € Hi k € K iper tant y sera

_ | g xe(t) sik=1
X(s)—)((tk)—{ 0 sik#1L

Esadirque y(s) =0sis¢ Hiy(s)=gyo(s) sise H.
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4. SUBGRUPS, PRODUCTES I REPRESENTACIONS INDUIDES

D’altra banda, el teorema 12 ens dona el caracter y, de p en funci6 del caracter yg
de 6. Sigui R un sistema de representants de G/ H, llavors

Xo(®)= Y. xo(r~'sn).

rHoren
Ara bé, considerant un r € R fixat, podem considerar r € {1} x K, i aleshores risre Hsi,
inoméssi, s = t-1€ Hx{e} d'on deduim que y,(s) =0 peratot s = tk amb k # 1. D’altra
banda,sis=t-1€ Hx{e}, r Lsr =r 1hr = h d’on obtenim quesise H, )cg(r_lsr) =
xo(s). Finalment, tenim g classes de conjugacio, i per tant g representants i g sumands,
per tant

| g-xe(s) siseH
XP(S)_{ 0  sis¢H.

Podem observar com els caracters y,hoi y sén iguals, i per tant les representacions p i
0 ® ri sén isomorfes. O

50



5.1. Grups compactes

Per iniciar aquest capitol, introduirem algunes definicions que utilitzarem al llarg
del capitol.

Definici6 8. Sigui (G,-) un grup i 9 una topologia sobre G, llavors (G,J,-) és un grup
topologic si la operacié s- t i la inversa s~ sén continues respecte I .

Una vegada definit el que és un grup topologic, ja podem donar la definicié de grup
compacte.

Definici6 9. Sigui(G,J ,-) un grup topologic, sera un grup compacte si " és la topologia
d'un espai compacte.

Seguidament, enunciarem el teorema de Borel-Lebesgue molt titil a '’hora de mirar
si un espai és compacte o no.

Teorema 13. (Teorema de Borel-Lebesgue) Si un subconjunt E < C", les propietats
segiients sén equivalents:

(i) E éstancati fitat.
(i) E és compacte.

(iii) Tot subconjunt infinit de E té un punt d'acumulacié en E.

5.2. Mesura de Haar en un grup compacte

Durant tot I'estudi de representacions lineals de grups finits, hem utilitzat sovint
la operacié de mitjana sobre el grup a estudiar. Es a dir, al estudiar un grup G d’ordre
g, utilitzavem mitjanes com la funcié (1/g) }_;e f(¢), on els valors de f podien venir
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5. GRUPS COMPACTES

donats per nombres complexos o, més generalment, per elements d'un espai vectorial.
En el cas dels grups compactes, existeix una operaci6 analoga que en lloc d’utilitzar
una suma finita, utilitza una integral respecte d'una mesura dt, I'operacio f cfndt.

Aquesta mesura d ¢, és una manera d’assignar un “volum invariant” a subconjunts
de grups topologics localment compactes '. Més formalment:

Definici6 10. Una mesura de Haar (0 mesura invariant) en un grup G localment com-
pacte és una mesura p: £ — [0,00), amb X una o -algebra continguda en tots els subcon-
junts de Borel de G, tal que:

@) uG) =1.
(i) u(sE)=pu(E) peratotse G,E€X.

Esta demostrat que la mesura de Haar per un grup G localment compacte sempre
existeix i és inica. D’altra banda, les propietats anteriors sén equivalents a:

(i) Invariant sota translacions cap a la dreta (esquerra): per a cada funcié continua
ficada s € G és satisfa

fo(t)dt:fo(ts)dt (fo(t)dt=fo(stdt)

(ii) Lamassatotal de df ésiguala l:
[Lar=1
G

Notem per acabar, que si G és d’ordre finit g, la mesura de Haar d ¢ és obtinguda
assignant a cada element ¢ € G una massaigualal/g.

5.3. Representacions de grups compactes

Considerem G un grup compacte i V un espai vectorial de dimensi6 finita sobre el
cos dels nombres complexos. Una representacio lineal de G en V és un homomorfisme
continu p : G — GL(V)?.

La majoria de propietats i resultats de representacions lineals de grups finits estu-
diats als capitols anteriors es compleixen per a representacions de grups compactes,
unicament hem de reemplacar les expressions “(1/g) Y ;e f(#)” per les expressions
“[ f(Ddt". Per exemple, el producte escalar (¢|y) de dues funcions ¢ i w vendra donat
per:

(Ply) =de>(t)u/(t)*dt

Notem, que no sempre és suficient aquest canvi. Per exemple, en la descomposicié
de la representacio regular, secci6 3.4. En aquest cas, si G no és finit la representacié
és de dimensio6 infinita, i per tant no té sentit referir-nos al seu caracter, pel que la
proposicio 5 perd el seu sentit.

1 Recordem que un espai topologic compacte és localment compacte. I aixo implica que un grup
compacte sera també un grup localment compacte (que la seva topologia sigui localment compacte).
2Equival a dir que la funci6 de dues variables 7(s, x) = ps(x) amb s € Gi x € V és continua.
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Finalment, acabarem veient alguns exemples de com trobar les diferents represen-
tacions de determinats grups.

6.1. Grup ciclic C,

Recordem que C,, és el grup d’ordre n que consisteix en les potencies d'un element
rtal que r" =1, és adir, C, = {1,r,7,...,r""1}. Podem considerar-lo com el grup de
les rotacions d’angles 2k /n al voltant d'un punt. A més, recordem que tot grup ciclic
és abelia, pel que C; és un grup abelia.

Al ser un grup abelia, pel teorema 9, totes les representacions irreductibles de C,,
son de grau 1. Sigui p una representaci6 irreductible de C;,, considerem el caracter
de p, donat pel nombre complex y(r) = w. D’aquesta manera, el caracter de p .« sera
x(rk) = wk. Aleshores, com que r" =11 x(1) = 1, per ser una representacié de grau 1,
x(r'™) = w" = 1. Aquest fet, implica que w ha de ser una arrel n-ésima de la unitat, és a
dir que w = €?™"//" amb j € {0,1,...,n - 1}. Finalment, com que existeixen n caracters
diferents per les representacions de grau 1, existiran n representacions irreductibles
diferents. Els caracters de les representacions irreductibles de C,, vendran donats per

XO)XI’--'an—l on

2mijk

)(j(rk) =e n

Notem que y; - xj» = xj+; si considerem I'index j de y; modul n, és a dir, si x4 =
Xj+j-nencasdeque j+j' =n.

Vegem un exemple més particular, per exemple C4. La taula de caracters és la
seglient:
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6. EXEMPLES

1 r r? r3
o1 1 1 1
¥ |1 w w? w3
¥z | 1 w? 1 w?
x3 |1 wd w? w!
On

wmi om V2 V2,
w=et =e? = — +—i

2 2

Podem observar, que yo-x; = i peratoti =0,1,2,3, aixi com també es compleixen
també les igualtats segiients.

X1-X1= X2 X3 X3= X2 X2°X2=Xo
X1-X2=2X3 X1°X3=Xo X2-X3=X1

6.2. Grup C,

El grup infinit, C,, és el grup de rotacions en el pla. Considerem doncs r, la rotacié
d’angle a sobre el pla, amb a modul 2. Aleshores, si representam r, de la forma
rq = "%, la mesura de Haar definida al capitol 4 de C,, vendra donada per %d al.

D’altra banda, com que C, és un grup abelia, totes les seves representacions irre-
ductibles seran de grau 1. Es a dir, que el caracter d’'una representacio irreductible p
aplicat a un element r, € Co, sera de C. Ara bé, r2™® = 1,1 per tant sigui y el caracter
de p, y (12" %) = y(ro)?"'® = 1. Per tant, y(r,) sera una arrel (27/a)-ésima de la unitat.
Es a dir:

y(re) = @ ambneZ

D’aquesta manera, per a cada n € Z podem definir una representaci6 irreductible
diferent de manera que, si fixam n i consideram p,, una representacié irreductible,el
seu caracter vendra donat per

An(re) = e,

6.3. Grup diedric D,,

Recordem que aquest és el grup de rotacions i simetries en el pla que preserven
un poligon regular de n vertexs. Aquest grup esta format per n rotacions, que formen
un subgrup isomorf al grup ciclic C,, i n simetries. Es a dir, sera un grup d’ordre 2n.
Recordem algunes propietats d’aquest grup.

Si consideram r la rotacié d’angle 2x/n i s una de les simetries, aleshores:

Sabem a més, que cada element x de D,, es pot escriure de manera tinica com r¥,

amb k€ {1,2,...,n—1}, si x és una rotacié (és a dir si pertany a C,), 0o com sr¥ amb

ke{l,2,...,n—1}, si x no és unarotaci6 (és a dir si no pertany a C,). Fixem-nos que la
N _ k- 2

! !implica que sr¥s! = r7%, i per tant (sr¥)" = 1.

propietat srs - =r1"

11a constant % s'utilitza per imposar que satisfaci la condicié6 (i) de la definici6 11.
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6.3. Grup diedric D,

6.3.1. Realitzacions de D, com un grup de moviments rigids d'un espai
tridimensional

Hi ha diferents realitzacions de D,,:

(a) La realitzaci6 usual. Es prenen les rotacions, com rotacions al voltant de I'eix
Oz, iles simetries, com simetries respecte n linies del pla Oxy. Aquestes linies
formen angles que s6n multiples de 7/ n. Eyring la denota D,, al seu llibre [4].

(b) Lamateixa realitzaci6, pero en lloc de considerar les simetries respecte de linies
del pla Oxy, es consideren respecte de plans que contenen 'eix Oz. Aquesta
realitzacio, és la que Eyring [4] denota C, v al seu llibre.

A continuacid, vegem quines son les diferents representacions irreductibles d’a-
quests grups, per fer-ho separarem l'estudi entre els D, de n parell i de n senar.

6.3.2. Representacions irreductibles del grup D, amb 7 parell (n = 2)

En primer lloc, notem que existeixen 4 representacions de grau 1 (i per tant irre-
ductibles) que venen donades per totes les possibles formes d’enviar risal o —1. Els
caracters d’aquestes 4 representacions els podem representar a la taula segiient:

rk srk
V1 1 1
Yo 1 -1
Vs (-DFk -k
Yy -DF (=DpkH

Vegem ara les representacions de grau 2. Considerem w = ¢*™/" i j € 7, arbitrari.
Aixi, podem definir una representacio (p/, V) de D, donada per
. jk 0
pl(rh) = ( y ) ,

0 wik )
0 wik

ke
p](sr)—( wik o

Es facil veure que és una representacio, ja que tots els elements es poden representar
per r* o sr¥ i per tant podem cobrir totes les possibilitats amb els 4 casos segiients:
jk jk 2jk
; ; w! 0 w’ 0 w! 0
Ity plirty = X J-|

. . =0k rk
0 wik 0 wik 0 w2k )—p (=)

i (v k j ky _

0 wik 0 wik
M )= 1

:( 10 ):pf(srk-srk)

, . jk 0 0 -Jjk 01 ,
p](rk).p](srk):( w w_jk )( wjk w ):( ):p](rk.srk)

0 0 10
. . 0 w‘jk w]k 0 0 w—2jk .
P’(Srk)'P](rk):( wik o )( 0wk ):( W2k o ):Pf(srk~rk)

Una vegada vist que és una representacid, fixem-nos que la representacié p’/ és
induida per la representacio irreductible de C,, vista a la secci6 6.1. Per provar-ho,
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considerarem el subgrup normal de D,, generat per r, notem que aquest subgrup és
C,, = (r). Sifixam s una simetria, podem considerar el sistema de representants de G/ H
donat per R = {1, s}. Sigui (p, W) la representaci6 irreductible de C,, llavors

V=Ppw
reRr

N . . . 2mijk
Recordem que els caracters irreductibles de C;, s6n y j(rk) =e n ,que depenen
tnicament del valor de j modul n. D’aquesta manera, les representacions p’ i p"7/
sén isomorfes, ja que tenen el mateix caracter:

1 () = w it Wit = R D = ()

Xj (srk) =0=Yn-j (srk)

Aquest fet ens permet limitar-nos a les representacions pf amb j€{0,1,...,n/2}.

Si ens fixam en els casos extrems, j =01 j = n/2, sén representacions reductibles,
ja que mirant les traces de les matrius que determinen p/ veiem que el seus caracters
soén iguals als caracters ¥ + 2 i w3 + w4 respectivament.
Una vegada vists els casos extrems, vegem la resta de casos, sigui 0 < j < /2 llavors pJ
és una representacio irreductible, ja que no té subespais estables exceptuant el trivial
i el total. Per veure-ho, basta fixar-se en que wl # w7 i per tant les iiniques linies
estables sota p/(r) soén els eixos de coordenades. Perd aquests no sén estables sota
p’(s), per tant, no hi ha subespais estables apart del 0i el total, d’on deduim que p/ és
irreductible.

Els caracters d’aquestes representacions p/ els denotarem per y j isifeim els calculs
tenim que:

)(j(rk):wijr w_jk=2005(2njk) Xj(srk)zo

n

D’aquesta manera, podem considerar j, j’ € {1,2,...,n/2—1} amb j # j', llavors els
caracters y; i x j» seran diferents. Aquest fet implica que plipl ' no seran representa-
cions isomorfes. Aixi, per a cada j € {1,2,...,n/2 — 1} tendrem un caracter irreductible
diferent i per tant, tendrem n/2 — 1 representacions irreductibles diferents de grau 2.

Si feim recompte hem construit 4 representacions irreductibles de grau 1i n/2—1de
grau 2. Aleshores, si sumam els quadrats dels graus de totes aquestes representacions
irreductibles, obtenim

n
412+ (5 -1)-22 =2n,
2
que correspon amb l'ordre de D;,. Finalment, aplicant el corollari 7 de la proposicié 6,

podem concloure que D, no té més representacions irreductibles llevat d’'isomorfismes.

6.3.3. Representacions irreductibles del grup D, amb 7 senar

En primer lloc, vegem quines son les possibles representacions de grau 1 (i per tant
irreductibles) que venen donades per totes les possibles formes d’enviar risal o —1.Si
n és senar, com que " = r¥ = 1 aleshores no podem enviar ¥ a —1, i per tant les nostres
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6.4. Grup Dy,

representacions de grau 1 enviaran rfalisalo-l. Aquestes dues representacions
que obtenim tendran el caracters representats a la taula segiient:

rk srk
/4! 1 1
V2 1 -1

D’altra banda, notem que les representacions p/ de grau 2 descrites en el cas de
n parell segueixen essent irreductibles per a 0 < j < n/2. Com que sén les mateixes
representacions, tenen el mateix caracter i per tant segueixen essent no isomorfes entre
elles. Ara bé, si n és senar el conjunt de possibles j és {1,2,..., ”T_l} D’on que obtenim
un total de (n —1)/2 representacions irreductibles de grau 2.

Novament, si feim recompte hem construit 2 representacions irreductibles de grau
1i(n—-1)/2 de grau 2. Aleshores, si sumam els quadrats dels graus de totes aquestes
representacions irreductibles, obtenim

2-1%2+ T)-Zz =2n,

que correspon amb I'ordre de D,,. Novament, aplicant el corollari 7 de la proposicié 6,
concloem que D, no té més representacions irreductibles llevat d’isomorfismes.

6.4. Grup D,

Considerem I el grup d’ordre 2 format pels elements {1, i} amb i? = 1. Aixi, el grup
D,,;, ve donat per el producte D, x I. La forma de realitzar D,,;, s’hereta completament
de la realitzaci6 usual de D,,. Si realitzam D,, com un grup de rotacions i simetries
en un espai tridimensional com hem vist en ’apartat (i) de les realitzacions d’aquest,
llavors podem realitzar D,;, com un grup generat per aquestes rotacions i simetries de
D,, ila simetria i respecte I'origen.

Per trobar les representacions irreductibles de D,,j,, farem us del teorema 10, que
ens diu que les representacions irreductibles d’aquest grup seran productes tensorials
de representacions irreductibles de D,, i I respectivament. Aleshores, per determinar
aquestes representacions, necessitam les representacions irreductibles d’aquests dos
grups. Les de D, les hem calculat en I'exemple anterior (5.3), vegem doncs quines sén
les representacions irreductibles del grup 1.

Notem que existeixen dues representacions irreductibles de grau 1 de I. Aquestes
venen donades per pg(i) =11 p, (i) = —1. Es directe veure que no s6n isomorfes, i per
tant, pel corollari 7 de la proposici6 6, sabem que no hi ha més representacions irreduc-
tibles. Podem veure com venen donats els caracters d’aquestes dues representacions
en la taula segiient:

g 1 1
u 1 -1

D’aquesta manera, com que I té dues representacions irreductibles, D,,;, tendra
el doble de representacions irreductibles que D,,. En particular, per a cada caracter
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irreductible y de D, obtindrem dos caracters irreductibles de D, donats per yg i xy
de la manera segiient:

X ix
Xg x(x) x(x) onxeD,
Xu X)) —x(x)

Més concretament, les representacions irreductibles de D,,;, vendran determinades
per

. ) ik ) . —jk
Joky_ odky [ W 0 Jeaky_ dik_[ 0w
pg(r )—Pu(l’ )—( 0 w—jk) pg(sr )—pu(sr )—( wjk 0
) ik . ik
P 0 Jooky [ —W 0
pglir )—( 0 w-ik ) pu(ir )—( 0 _wik
i 0 w Ik i 0 —w Ik
Pf«z(lsrk)=( Wik 0 ) P{Alsrk)=( _wik o )

Aixi, per exemple, un caracter y; de Dy, com els vists a I'exemple anterior, ens
donara dos caracters y j, i xj, de Dpj com es mostra en la taula segiient:

rk srk irk isrk
Xie ZCOS(Znan) 0 2COS(#) 0
Xiu Zcos(znnjk) 0 —2COS(@) 0

I aixi amb cada un dels caracters de D,,.

6.5. Grup D,

El grup Do, és el grup de rotacions i simetries en el pla que preserven 'origen.
Aquest grup esta format per infinites rotacions, r,, que formen un subgrup infinit
isomorf a C,, i infinites simetries. Si consideram s una simetria arbitraria, aleshores es
compleixen les propietats

2 . -1 -1 _
1 i STaS ~ =Ty =T_q.

D’altra banda, cada element x de D, es pot escriure de manera Ginica com r, si x
és una rotaci6, és a dir, si pertany a C,, 0 com sra, si x no és una rotacio, és a dir, si no
pertany a Co,. La mesura de Haar de Do, és da/4n. En particular, la funcié mitjana de
la funcié f, fG f()dt,Vescriurem en dues parts de la manera segiient:

1 27 1 21
fo(t)dt=Ef0 f(ra)da+a A flsry)da
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6.6. Grup Doj,

6.5.1. Realitzacions de D, com un grup de moviments rigids en un espai
tridimensional

Hi ha dues realitzacions de Dg:

(a) La realitzaci6 usual. Es prenen les rotacions, com rotacions al voltant de I'eix
Oz, iles simetries, com simetries respecte linies del pla Oxy que passen per O
(I'origen).

(b) Lamateixa realitzaci6 per les rotacions, pero en lloc de considerar les simetries
respecte de linies del pla Oxy, es consideren respecte de plans que contenen I'eix
Oz.

A continuacié, vegem quines s6n les diferents representacions irreductibles d’a-
quest grup.

6.5.2. Representacions irreductibles del grup D,

Construirem les representacions irreductibles de Do, de forma molt similar a com
ho hem fet a 'exemple 5.3. En primer lloc, com passava amb D, tenim 2 represen-
tacions irreductibles de grau 1, els seus caracters, ¥ i 1, venen donats per la taula
seglient:

ra  STq
41 1 1
Y2 1 -1

D’altra banda, hi ha una série de representacions irreductibles de grau 2, p/ amb
j€i{1,2,3,...} definides per

elia 0 )

0 e—ija
0 e—ija )

Pj(ra)z( Pj(sra):( elia 0

Per tant, el caracter y; corresponent a la representacio p/ peracada je{1,2,..}ve
donat per:

Xj(ra) =2cos(ja) xj(sra) =0.

Es pot demostrar que aquests son tots els caracters irreductibles de D, pero no
s'inclou en aquest treball ja que queda fora dels coneixements a assolir en aquest.

6.6. Grup D,

Aquest grup, aixi com D, = D, x I, Doop, = Doo x I 1 pot ser realitzat com el grup
generat per D, i la simetria i a través de I'origen. D’aquesta manera, tots els seus
elements es poden escriure de manera tinica mitjancant una de les 4 expressions
segiients:

Ta, STq, irg, ISTq,

La mesura de Haar de Do h és (1/8m)d . Aixo, com passava a I’exemple anterior, vol
dir que la funcié mitjana de la funcié f, fG f(t)dt, T'escriurem en 4 parts de la manera
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segilient:

27 2m 2m 27
ff(t)dt:i( flrg)da+ fsrg)da+ flryda+ f(isra)da)
G 8m 0 0 0 0

Per trobar les representacions irreductibles de D, farem us del teorema 10, com
hem fet amb I'’exemple 5.4. Aixi, sabem que les representacions irreductibles d’aquest
grup seran productes tensorials de representacions irreductibles de D, i I respec-
tivament. Per determinar aquestes representacions, necessitam les representacions
irreductibles d’aquests dos grups. Les de D, les hem calculat en I'exemple anterior
(5.5),iles de I en 'exemple 5.4.

Com que I té dues representacions irreductibles, g i u, D, tendra el doble de
representacions irreductibles que D.,. En particular, per a cada caracter irreductible y
de Do, obtindrem dos caracters irreductibles de Do, donats per y¢ i x,, de la mateixa
manera que en I'exemple 5.4.

Per exemple, un caracter y; de D, com els vists a I'exemple anterior ens donara
dos caracters y j, i x j, de Dy, com es mostra en la taula segtient:

T'a STq irg ISTg
X 2cos(ja) 0 2cos(ja) 0
X 2cos(ja) 0 —2cos(ja) 0

I aixi amb cada un dels caracters de D..

6.7. Grup simetric G;

Recordem que G5 és el grup de permutacions de 3 elements. Recordem també, que
consta de 6 elements repartits en tres classes de conjugaci6 diferents. Els elements sén:

= 1 element neutre que sera la identitat (1).
= 3 transposicions.
= 2 cicles de tres elements.

Considerem ¢ una transposicié qualsevol y ¢ un del 3-cicles. Llavors es compleixen les
propietats segiients:

?=1 03:1, tc=c’t

Podem veure que ¢ té ordre parell mentre que c té ordre senar, per tant, només existeixen
2 caracters de grau 1, el caracter unitat y1, que envia tot a 1, i el caracter y» que envia
ta-1lical. Llavors, pel teorema 7, sabem que existeix un caracter irreductible més.
Sigui 8 aquest caracter i n el seu grau, llavors pel corollari 7 de la proposicié 6 sabem
que 1+ 1+ n? =6, pel que n = 2. Finalment, podem deduir els valors de 0 per a cada
element de G3 utilitzant novament el corollari 7 de la proposicié 6 que ens diu que
x1(0) + x2(0) +260(0) =0 peratot o € Gs.

Y1)+ x2000+20(1)=0=1-14+20)=0=0(1) =0
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1100) + x2(0)+20(c) =0=14+1+20(c)=0=0(c) =-1

D’aquesta manera, recordant que (1) és el grau de 6, obtenim la taula de caracters
seguent:

1 t
X1 1 1
X2 1 -1
0 2 0 -1

6.8. Grup alternat 2,

Recordem que el grup 2, és el grup de les permutacions parelles d'un conjunt de
quatre elements, per exemple {a, b, ¢, d}. Una curiositat és que aquest grup és isomorf
al grup de rotacions en R® que deixen estable un tetraedre amb el baricentre a I'origen.
El grup consta de 12 elements de diferents tipus?:

= 1 element neutre que sera la identitat (1).

= 3 productes de dues transposicions, elements d’ordre 2. (Aquests elements, cor-
respon a les simetries del tetraedre respecte les linies que ajunten els punts
mitjans de les arestes oposades.) Les denotarem per:

x=(a,b)(cd) y=(a,c)(bd) z=(a,d)(b,c)

= 8 3-cicles, elements d’ordre 3: (a, b, ¢), (a,c, b),(a, b,d),...,(b,d,c). (Aquests ele-
ments, corresponen a les rotacions de +120° respecte les linies que ajunten un
vertex amb el baricentre de la cara oposada.)

Sigui t = (a, b, ¢), llavors K = {1, £, £*} és un subgrup de 2. De la mateixa manera,
H ={1,x,y,z} també és un subgrup, de fet, aquest és coneix com grup de Klein i es
denota per V; i és un subgrup normal de 2{4 ja que:

txt =z, tyt " =x, tzt7l = b2

i si consideram ¢ un altre 3-cicle qualsevol podrem comparar cada una de les seves
conjugacions amb alguna de les tres anteriors, i per tant també seran un element de H.
Si consideram HK, podem veure que HK =%, :
Hl={1,x,y2
Ht={(a b,0),(b,d,c),(ad,D),(a,c d)}

Ht* ={(a,c,b),(a,d,c),(b,cd),(a bd)

2Denotarem per:
= (a,blatransposicié:a—b, b—a
= (a,b,c)lapermutacio ciclica:a— b, b—c, c—a

= (a,b)(c,d) el producte de transposicions: a— b, b—a, c—d, d—c
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Notem a més, que HN K = 1. Si K fos un subgrup normal de 24, 2{, seria el producte
directe de H i K, perd com que no ho és, relaxant la condicié de normalitat de que
ambdoés subgrups siguin normals a que ho sigui inicament un d’ells, obtenim que
21, és el que s’Tanomena producte semidirecte® del subgrup K i el subgrup normal H,
denotat per 24 = K x H, i aix0 implica com hem pogut veure que cada element de 2l
es pot escriure de manera iinica com un producte h-kon he Hi ke K.

20, té 4 classes de conjugacié: {1}, {x, , 2}, ¢, tx, ty, tz} i {2, t2x, t2y, t2 2}, llavors, pel
teorema 7, 24 té 4 caracters irreductibles. Notem que K = C; on Cs3 denota el grup ciclic
de 3 elements que hem estudiat de forma general a I'exemple 5.1. Llavors, com que Cs
té 3 caracters de grau 1 (yo, ¥1, x2), €ls podem estendre a 24 prenent y;(hk) = y; (k) per
acada h € Hicada k € K. Finalment, el darrer caracter v el podem determinar a partir
del corollari 7 de la proposici6 6.

w2y =12x0(1)% + x1 (1 + x2 (V)2 +w(1)?
1+1+1+yw1)?=12= y(l) =3.

» yo(W+x1(W)+x2(h)+3yw(h)=01+1+1+3yw(h)=0w(h)=—-1peratothe H.

s Yo+ 11O+ 120 +3w () =0= 1+ w+w?+3y(t) =0 = y(t) =0,iper tant
() =y (Dy(0) =0.

Llavors obtenim la taula de caracters segiient:

1 h ¢ r*
Yo 1 1 1 1
X1 1 1 w w?
12 1 1 w? w
v 3 -1 0 0

OnheHi
_p2minz_ _1 iﬁ.
2 2

Una vegada tenim tots els caracters irreductibles, com que les tres primeres repre-
sentacions irreductibles s6n de grau 1 vendran determinades pel seu caracter, el qual
queda determinat per la taula anterior. En canvi, la representacié irreductible correspo-
nent al caracter v, és de grau 3, pel que no vendra determinada pel seu caracter. Per
determinar-la, considerarem el grup 24 com el grup de les rotacions en R® que deixen
estables un tetraedre amb baricentre a I'origen. Aixi doncs, podem determinar la repre-
sentaci6 irreductible, diem-li p, corresponent al caracter y mitjangant el procediment
segiient.

Considerem un tetraedre regular amb baricentre al’origen, per exemple el tetraedre
de vertexs:

w

= A=(1,1,1)
= B=(1,-1,-1)

s C=(-1,1,-1)

3La diferéncia entre un producte directe i un producte semidirecte, és que la condicié de producte
semidirecte és més suau, ja que basta que un dels 2 subgrups del producte sigui normal.
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«» D=(-1,-1,1).
Notem que és un tetraedre regular, ja que:
|AB| = |AC| = |AD| = |BC| = |BD| = |CD| = 2.

Una vegada fixats els vertexs del nostre tetraedre, la representacié vendra donada
de manera que la imatge de cada permutacié6 del grup sera aquell isomorfisme que
permuta els vertexs corresponents a la permutacio. Per exemple, la imatge de (a, b, ¢)
sera 'isomorfisme que envia el vertex A a B, el vértex B a Ciel vertex C a A.

Per determinar la representacié, basta amb determinar les imatges dels elements
generadors del grup. En el nostre cas, sabem que el grup 2(,4 ve generat pels 3-cicles,
en particular, com que donat ¢ = (a, b, ¢) sabem que ? = (a, c, b), podem generar 24 a
partir dels elements:

o1=(a,b,c)

= 0y=(a,b,d)
= 03=(a,cd)
» 04=(bcAd).

Per determinar les imatges de p d’aquests 4 generadors, ens basta determinar les
imatges dels elements de la base de IR®. Fixem-nos que la base canonica de R3 ve
donada en funci6 dels vertexs del nostres tetraedre com:

= & =01,0,00=}(0A+ 0B

. E{=(0,1,0)=%(o_A’+o_c’)
= & =(0,0,1)=}(04+0D)

Aixi, les imatges de 01,02,03 i 04 vendran determinades per les imatges d’aquests 3
vectors. Calculem-les:

= Calculem py,:

Com que 01 = (a, b, ¢) les imatges de la base canonica venen donades per:
* o, (e1) = 3po, (OA) + po, (OB) = } (0B +OC) = 1(0,0,-2) = ~1eg
* Po,(€2) = 3p, (0A) +p,, (OC) = } (0B + 04) = 1(2,0,0 = 1ey
* o, (e3) = }3po,(OA) + p,, (OD) = } (OB + OD) = }0,-2,0) = ~1ez

Aleshores p,, vendra donada en forma matricial per:

0 1 0
Ry, =0 0 -1
-1 0 0
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= Calculem pg,:

Com que o3 = (a, b, d) les imatges de la base canonica venen donades per:
* o, (e1) = 3p0,(O4) + po,(OB) = } (0B + 0D) = 1(0,-2,0) = - 1e,
* 0,(€2) = 3P, (0A) + po,(OC) = } (0B + OC) = 1(0,0,-2) = ~1ey
* 0,(€3) = 3P, (04) + po,(OD) = } (OB + 04) = 1(2,0,0) = 1ey

Aleshores p,, vendra donada en forma matricial per:
0 0 1
Ry,=|-1 0 0©
0 -1 0

Com que o3 = (a, ¢, d) les imatges de la base canonica venen donades per:

= Calculem pg,:

* oy(€1) = 3po,(O4) + po, (OB) = } (OC + O] = 1(0,-2,0) = ~1e
* o,(e2) = 3P0, (OA) + o, (OC) = 3 (OC + OD) = 1(0,0,-2) = ~1ey
* 0,(€3) = 3o, (04) + g, (OD) = § (OC + 0A) = 1(2,0,0) = 1e;

Aleshores p,, vendra donada en forma matricial per:
0 -1 0
Rp,=|0 0 1
-1 0 O

Com que g4 = (b, ¢, d) les imatges de la base canonica venen donades per:

= Calculem pg,:

* Po,(€1) = 3p,(0A) + po, (0B) = } (0A+0C) = 10,-2,0 = 1es
* o,(€2) = 3p,(04) + po, (OC) = } (0A+0D) = 1(0,0,-2) = 1e3
* 0,(€3) = 3p,(04) + po, (OD) = } (04 +0B) = 1(2,0,0) = 1ey

Aleshores p,, vendra donada en forma matricial per:

001
Ry,=[1 0 0
01 0
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Aixi, queda determinada la representaci6 p, corresponent al caracter i, sobre R3
que s’estén per linealitat sobre C3. Es facil comprovar, que el caracter de p sobre els
3-cicles és 0, ja que Rgi té zeros a la diagonal per a tot i € {1,2,3,4}. D’altra banda,
construint x, y, z € H com productes de 01,02,03 i 04, obtenim:

1 0 0
Ry=Ry0,=Rs Ry, =|0 -1 0
0 0 -1
-1 0 0
Ry=Ry,0, =Ry Ry, =[ 0 1 0
0 -1
-1 0 0
R.=Ry,0,=Ro,Ry,=| 0 -1 0
0 0 1

On podem observar que el caracter de p sobre els elements del grup de Klein és —1 com
indica la taula de caracters.

6.9. Grup simetric S,

Estudiem ara les representacions irreductibles del grup G4, que recordem que és el
grup de totes les permutacions d'un conjunt de quatre elements, per exemple {a, b, c, d}.
Recordem, d’altra banda, que aquest grup és isomorf al grup de tots els moviments
rigids que deixen estable un tetraedre regular. Té 24 elements, repartits en 5 classes de
conjugacio6. Els elements son:

= 1 element neutre que sera la identitat (1).

6 transposicions: (a, b), (a, c), (a,d), (b, c), (b, d), (c,d).

3 productes de dues transposicions, que son els elements d’ordre 2 de 2(4:

x=(a,b)(c,a) y=(a,c0)(bd) z=(a,d)(b,c)

= 8 elements d’ordre 3, els 3-cicles: (a, b, ¢), (a,c, b), (a,b,d),...,(b,d,c).

6 elements d’ordre 4, els 4-cicles:

(a,b,c,d),(a,b,d,c)(acbd),(acdDb)(adDb,c),ad,cb).

Considerem H = {1, x, y, z} i L el subgrup de permutacions que deixen d fix, és a dir
632
L=63=1{1,(a,b),(a,c),(b,c),(ab,c),(a,c,b)}.

Com passava en I'exemple anterior, G, és el producte semidirecte del subgrup L i
el subgrup normal H, jaque HNL=1i HL =&, com podem veure a continuacio:

Hl1={1,x,y,z2} ={1,(a, b)(c,4d),(a,c)(b d),(a,d)(b,c)}
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H(a,b) ={(a,b),(c,d),(a,d,b,c),(a,c,b d)}

H(a,c)={(a,0),(a,d,c,Db),(bd),(a,b,c,d)}

H(b,c) ={(b,c),(a,b,d,c),(a,cd,Db),(a,d)}
H(a,b,c)=1{(a,b,c),(b,d,c),(a,d,Db),(a,c,d)}
H(a,c,b) ={(a,c,b),(a,d,c),(b,c,d),(a, b d)}

D’aquesta manera, cada representacié de L és estesa a una representaci6 de S,
mitjancant la expressi6: p(h-1) = p(l) peracada he€ Hicadale€ L. Arabé, L és isomorf
al grup 63 estudiat en 'exemple 5.7, i per tant, té 3 representacions irreductibles de
graus 1,112 que s’estenen a Gg.

D’altra banda, 24 és un subgrup normal d’'index 2 en G4, pel que G4/, té dues
classes, 24 i G4\ 2l,. Aleshores, podem estendre la representaci6 irreductible p’ de
caracter ¥ de 2[4 a ©4 de manera que la representacio sigui la representacio trivial per
als elements de &4\ 2,. Es a dir, que sigui p la extensi6 de p’ a G4, vendra donada per:

o _ [ plo)  sioceUy,
p(")‘{ 1 sio ¢y

A més, la representacio p sera irreductible sobre G4, ja que p’ ho és sobre 24. El caracter
de p també el denotarem per 1.

Per veure com so6n els caracters d’aquestes representacions, considerarem R =
{1,(a, b),(a,b)(c,d),(a,b,c),(a,b,c, d)} un sistema de representants de cada una de les
classes de conjugacio, i calcularem els caracters en cada una de les classes. Per fer els
calculs més simples, escriurem aquests 5 representants de la forma k-l amb he Hi
leL.Clarament,1=1-1amb 1€ Hile Liel seu caracter ve determinat pel grau de la
representacio, vegem la resta:

* (a,b)=1-(a,b)onleHil(a,b)e€L.

* (a,b)(c,d)=(a,b)(c,d)-1on (a,b)(c,d)e Hile L.
* (a,b,c)=1-(a,b,c)onleHi(a,b,c)eL.

* (a,b,c,d)=(a,d)(b,c)-(a,c)onve Hi(a,c)eL.

Utilitzant aquestes descomposicions i les taules de caracters corresponents dels exem-
ples 5.7 i 5.8 obtenim:

[ ] Xl
Aquesta és la representacio trivial, i per tant el seu caracter és 1 per a tot element
de 63.

[ ] Xz
Recordem que y2(h-1) = y2(I) amb h € H il € L. Per tant, mirant la taula del
exemple 5.7 tenim que:
* y2(1) =2, que és el grau de la representacio.

« x2((a,b) =—1.
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* x2((a,b)(c,d)) = x> (1) =1.

* y2((a,b,c) =1.

* y2((a,b,c,d))=y2((a,c)=-1.
s 0

Recordem que 8(h-1) =0(l) amb he Hil € L. Per tant, mirant la taula de I'exem-
ple 5.7 tenim que:

* 0(1) =2, que és el grau de la representacio.
* 0((a,b))=0.

0((a,b)(c,d)=0(1)=2.

* 0((a,b,c)=-1.
0((a,b,c,d))=0((a,c)=0.

=y
Per calcular el caracter iy, notem que (o) = 1 si o ¢ 24, en cas contrari tenim el
caracter calculat en ’exemple anterior. Per tant, mirant la taula de 'exemple 5.8
tenim que:
e (1) =3, que és el grau de la representacio.
e ¥ ((a,b)=1,jaque (a,b) ¢ 2.
* y((a,b)c,d)=-1.
* y((a,b,c)=0.
* y((a,bc d)=1,jaque(a,b,cd) ¢ 2.
Finalment, el producte tensorial de la representaci6 no trivial de grau 1 de caracter

x2 ilarepresentaci6 p de grau 3 de caracter ¢ també sera una representacioé irreductible
pel teorema 10. El caracter d’aquesta representacid, vendra donat per:

= xew(1) =y2(1)- xoyp(1)=1-3=3.
12v ((a, b)) = x2 ((a, b)) -y ((a, b)) =(-1)-1=1.
2w ((a, b)(c,d)) = x2 ((a,b)(c,d)) -w ((a,b)(c,d)) =1-(-=1) = 1.

x2v ((a,b,¢)) = 2 ((a,b,0))-w ((a,b,c)) =1-0=0.
XZ’(//((Q) b) c, d)) =X2 ((ﬂ, br c, d)) "(//((ay by c, d)) =1 (_1) =-1

I com que tenim 5 caracters irreductibles i &4 té 5 classes de conjugaci6, sabem que
no n’hi ha més. Podem representar tots els caracters irreductibles a la taula segiient:

1 (a,b) (a,b)(c,d) (a,b,c) (a,b,c,d)
11 1 1 1 1 1
12 1 -1 1 1 -1
0 2 2 -1
v 3 1 -1 0 1
12w 3 -1 -1 0 -1

Notem que els valors dels caracters irreductibles de G3 i G4 sén enters. Aquesta
propietat, és una propietat general de les representacions dels grup simeétrics.
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6.10. Grup del cub

Sigui C el cub de vertexs (x,y,2z) on x,¥,z € {—1,+1} en R3, definim el grup G del
cub com el grup d’isomorfismes de R? en ell mateix que deixen el cub C estable. Es a
dir, aquells isomorfismes que permuten els seus 8 vertexs.

Notem que per un vertex fixat,v pot anar a parar a 8 vertexs diferents. Llavors, com
que s6n moviments que deixen C estable, els seus tres vertexs adjacents han de seguir
essent els mateixos, pel que tenim 3 vertexs adjacents a v en C i 3 vertexs adjacents a v
en la imatge de C, pel que tenim 6 maneres diferents de collocar aquests 3 vertexs. Per
tant, deduim d’aquest raonament que el grup del cub ens permet definir 6-8 moviments
diferents possibles. |G| = 48.

Aquest grup es pot construir de diverses maneres:

()

(i)

68

El grup G conté el grup G3 de permutacions de {x, y, z}, és a dir, la permutaci6
dels eixos, ja que la imatge del conjunt de vertexs serien els propis vertexs. De
la mateixa manera, i per la mateixa rad, G també conté el grup M d’ordre 8 que
consisteix en les transformacions:

(x,9,2) — (Fx,F),F2).

que vendria a ser el grup generat per les simetries de cada un dels eixos de
coordenades respecte I'origen.

En conseqiiencia, MG3 € G, i com que |[MG3| =8-6 = |G|, G= M&3. Aleshores,
com que M és un subgrup normal de G perd G3 no ho és, G és el producte
semidirecte del grup G3 i el subgrup normal M, ja que els elements de M i S3 no
commuten. Es a dir que G = M x 3.

Considerem T el tetraedre en R3 amb vertexs (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1),
(=1,-1,1). D’altra banda, sigui i 1a simetria respecte |'origen, és a dir: (x, y, z) —
(-x,—y,—z), considerem T’ = i T. D’aquesta manera, cada vertex de C coincideix
o bé un vertex de T o bé un vertexde T'.

Sigui S(T) el grup d’isomorfismes de R® en ell mateix que deixen T estable, lla-
vors per a cada s € S(T) es satisfan les igualtats sT' = siT = T', el que demostra
que s també deixa estable el conjunt de vertexs de T’. Com que deixa estables els
vertexs de T'i T', deixara estables tots els vertexs del cub C, i per tant S(¢) € G.

Notem, que com que S(T) € Gi{l,i} =1 < G, llavors S(T) x I < G. Ara bé, per
I'exemple 5.7, sabem que S(T) = Gy, i per tant, S(T) té 24 elements i S(T)I en ten-
dra 48. Amés, S(T)n I = {1}, i com que ambdods subgrups sén normals, tenim que
G és el producte directe del grup S(T) iel grup I, G = S(T) x I. Aixi, pel teorema
10, sabem que les representacions irreductibles d’aquest grup seran productes
tensorials de representacions irreductibles de S(T) i I respectivament. Alesho-
res, per determinar aquestes representacions, necessitam les representacions
irreductibles d’aquests dos grups.

Finalment, com que S(T) = G4, els caracters irreductibles de S(T) sén els 5 estu-
diats en 'exemple anterior. De la mateixa manera, els caracters irreductibles de I
els hem estudiat en 'exemple 5.4 i hem vist que eren u i g. Aixi, pel teorema 10,
podem calcular els 10 caracters irreductibles de G resultants dels possibles pro-
ductes d’un caracter irreductible de S(7) amb un caracter irreductible de I. Cal
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notar, que com que u i g son caracters irreductibles de representacions de grau 1,
els productes tensorials obtinguts tendran el grau donat per la representacié de
&,4. D’on deduim que G tendra 4 caracters irreductibles de grau 1, 2 de grau 2i4
de grau 3.

Aquests caracters vendran donats de la forma segiient:

Com que els caracters u i g satisfan u(1) = g(1) = 1, aleshores els 10 caracters de
G actuen sobre G4 x {1} com es veu a la taula segiient:

1 (a,b) (a,b)(c,d) (a,b,c) (a,b,c,d)

(x1)g 1 1 1 1 1
(x2)g 1 -1 1 1 -1

Og 2 -1

Ve 3 1 -1 0 1
(X2¥)g 3 -1 -1 0 -1
X 1 1 1 1 1
(x2)u 1 -1 1 1 -1

6., 2 -1

Yy 3 1 -1 0 1
e¥)u 3 -1 -1 0 -1

Seguidament, com que sabem que el caracter g és el caracter de la representaci6
trivial de I, també satisfa que g(i) = 1. Aleshores, els caracters irreductibles ob-
tinguts com productes d'un caracter de G4 i g actuen sobre G4 x {i} com es veu a
la taula segiient:

i (a,b)i (a,b)(c,d)i (a,b,0)i (a,b,c,d)i
(X1 g 1 1 1 1 1
(XZ)g 1 -1 1 1 -1
04 2 2 -1
Ve 3 1 -1 0 1
(X2¥)g 3 -1 -1 0 -1

Finalment, com que u(i) = —1 els caracters irreductibles obtinguts com productes
d’un caracter de G4 i u actuen sobre G4 x {i} com es veu a la taula segiient:

i (a,b)i (a,b)(c,d)i (a,b,c)i (a,b,c,d)i
(X)u -1 -1 -1 -1 1
(X2)u -1 1 -1 -1 1
6, -2 0 -2 1 0
Yy -3 -1 1 0 -1
X2¥)u -3 1 1 0 1

69



6. EXEMPLES

6.11. Exercicis

Exercici 14. Demostrar que en D, amb n parell (resp. senar), les simetries formen
dues (resp. una) classes de conjugacio, i que els elements de Cy,, les rotacions, formen
(n/2)+1 (resp. (n+1)/2)) classes. Obtenir aixi el nombre de classes de Dy, i comprovar
que coincideix amb el nombre de caracters irreductibles.

Demostracié. Sabem que cada element x de D, es pot escriure de manera tinica com
rk, amb k€ {1,2,...,n— 1}, si x és una rotacio (és a dir si pertany a C,,), o com sr*, amb
ke{l,2,...,n—1}, si x no és una rotacid (és a dir si no pertany a C;). A més, sabem que
- . _ -1 . . . i
st =sisrf=r~%s=(sr¥)"". Considerem una simetria qualsevol sr/, aleshores els
elements de la seva classe de conjugacié seran de la forma:
i orf ol — op2i—] i opf =i _ oj=2i
srisrisrt =sr risrir™t =sr

) . i o1 .
ambie€{l,2,...,n—1}. Fixem-nos que sréi=i = (srf 2’) , amés, podem veure que tots
els elements de la classe so6n simetries.

» Sin és parell, llavors 2i — j tendra mantindra la paritat de j per a tot i enter, per
tant, tendrem dues classes de conjugaci6, una amb les simetries sr¥amb k parell,
i un altre amb les simetries sr* amb k senar. Les dues classes de conjugacié s6n
les segiients:

{s, sr2, sri, sr(”’Z)}, {sr, sr3,sr°,..., sr(”’l)}.

» En canvi, si n és senar, la classe de conjugaci6 de s vendra donada pels elements
dela forma sr? i per tant contindra totes les simetries sr¥ amb k parell, i a més,
com que per i = (n+1)/2, 'exponent 2i modul n sera senar, totes les simetries
sr¥ amb k senar també estaran contingudes dins la classe de s. Aixi, tendrem una
Unica classe de conjugacié que englobara totes les simetries, és a dir que vendra
donada per:

{s,sr,s1%,..., 57" 1},

Considerem ara una rotaci6 qualsevol r/, aleshores els elements de la seva classe
de conjugaci6 seran de la forma:

sririsrt=r"J rirlr =1/,

Fixem-nos que tots els elements de la classe s6n rotacions, de fet la classe inicament
conté I'element r/ i’element r~/.

= Sin és parell, tendrem (n/2) — 1 classes de dos elements
{rf,r‘f} amb j€{1,2,...,(n/2) - 1}

i dues classes d’un unic element: {r"?1i {1}, ja que satisfan que ri=rJ,

Aixi obtenim un total de (n/2) —1+2 = (n/2) + 1 classes de conjugaci6 formades
per rotacions.
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» Si n éssenar, tendrem (2 —1)/2 classes de dos elements
{rj,r_j} amb je{l,2,...,(n—-1)/2}

ila classe {1} d'un tinic element.

Aixi obtenim un total de (n—1)/2+1 classes de conjugaci6 formades per rotacions.

Finalment, sumant les classes formades per rotacions i per simetries en cada cas,
obtenim:

= En el cas n parell, tenim un total de (n/2) +3 classes de conjugacid, que coincideix
amb el nombre de representacions irreductibles per n parell que hem trobat,
(n/2)—1degrau2i4 degraul.

= En el cas n senar, tenim un total de (n —1)/2 +2 classes de conjugacid, que també
coincideix amb el nombre de representacions irreductibles per n senar trobades,
(n—1)/2degrau2i?2degraul.

O

Exercici 15. Siguin p/ les representacions irreductibles de grau 2 del grup D,,, demostrar
queyj-Xj = Xj+j + Xj-j- En particular, veure que

Xi-Xji=XejtXo=xz2j+¥1+yo.

Demostrar quer, és el caracter del quadrat alternat de p/, i que y» j T ésel caracter
del simetric alternat p’ .

Demostracié. Recordem de la secci6 6.3, que el caracter de la representacio (V, o’ ) del
grup D,, ve donat per:

Xj (rk) =w U+ wh Xj (srk) =0
on w = e?™'"_ Aixi doncs, és facil veure que

X (rk) “Xj (rk) (w_kj + wkj) (w_kj’ + wkj’)

= kU1 4 R G+I) 4 k=1 4 =k G=T)

:Xj+jr(rk)+)(j_jr(rk).

A més, com que ¥ (sr*) és 0, es satisfa la igualtat = y; - xj (s7%) = x4 + xj-j (s75).
Per tant, es compleix com voliem demostrar, que x ;- xjs = Xj+j' + Xj—j'-

Aplicant aquesta igualtat sobre ;- y j obtenim que ;- xj = x2; + xo. Recordem els
caracters irreductibles v, i ¥» de D,,. Podem observar-los donats juntament amb y
en la taula segiient:

1 rk srk
V1 1 1 1
(P 1 1 -1
X0 2 2 0
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Podem veure que yo = ¥ + >, i per tant

XiXj=X2jtXo=Xxz2j+ty¥1+vyo.

Per la proposici6 3 del capitol 3, sabem que y; - x; és el caracter del producte
tensorial p/ ® p/. Considerem la representacié p/ en forma matricial determinada, com
mostra la secci6 6.3, per:

wik 0 )

Pk 0 w_jk
pj(r )_( 0 w—jk

i(srky = ;

p ( ) ( w]k 0

Llavors, si calculem la forma matricial de la representacié p/ ® p/, de la forma vista en
la demostraci6 de la proposici6 3, ve determinada per:

_]k

pj(srk) =

0
; 0
J(rky =
o’ (r") 0

o = O O
o O = O
oS O O

wlk

D’altra banda, per la seccié 2.6 sabem que la representacié producte tensorial
és suma directa de les subrepresentacions quadrada simetrica, S ymz(V), i quadrada
alternada, Alt?(V). A més, donada una base e; de V, sabem que les bases d’aquestes
subrepresentacions venen donades per:

» Sym?(V): Generat per la base: (¢;-ej + ;- €;)<;
» Alt?(V): Generat per labase: (e ej — ;- €;)i<j.

En el nostre cas, dim(V) = 2 i per tant la base de Alt?(V) ve donada tinicament per el
vector (e; - e2 — ez - e1). Vegem quina és la representacié de G sobre V ® V. Per fer-ho,
sabem que

(Pj@’Pj)(el "ex—ey-e) = (Pj@’.oj)(el'ez)— (Pj ®Pj) (e2-e1),
i per tant, a partir de la matriu de la representacié calculada tendrem que
(pfk®pfk)(e1-ez—ez-el) =1-(e1-e2)—1-(ez-e1)=1-(e1-e2~e2-e1)
(ol o0 )er-er—er-e)=1-(er-en)-1-(er-ex) =~1-(e1-e2 - es-e1).
Aleshores, el caracter de la representacié Alt?(V) ve donada per
Xare(1) =1 XAlt(rk) =1 XAl (Srk) =-1,

que és exactament el caracter de .
Finalment, utilitzant de nou la proposicié 3, sabem que

XAt T Xsym =Xj Xj=X2j t¢¥1+t¥2,

Si Y a1r = Y2, el caracter del quadrat simetric vendra donat per ysym = Y2 +¥1. O
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Exercici 16. Sigui V, el subgrup de Klein donat a la seccié6 6.8, considerem (W,0) la
representacio de Vy de grau 1 donada per 6(1) =0(x) =1i0(y) = 0(z) = —1.Demostrar
que la representacio de grau 3 de 4 induida per 0 és irreductible i el seu caracter és el
caracter irreductible v de2l,.

Demostracio. Vegem en primer lloc que 6 és una representacio, és a dir que 8,0, =0,
peratots, t € V4. Com que V; és un grup commutatiu basta provar que:

0,-0,=1-0,=0,=0,, VteV,
0,-0,=-1=0,=0y,

050, =—1=0,=0,,
0,-0,=1=0,=0,,

Una vegada vist que 6 és una representacié de V; vegem que la representaci6 de 2,
induida per 8 és de grau 3. Sabem que Vj és un subgrup normal de 2{; d’index 3 (vist a
la secci6 6.8). Considerem R el sistema de representants de cada una de les tres classes
donat per R ={1,(a, b, ¢), (a, c, b)}. Llavors, podem escriure qualsevol element o € [, de
manera Unica com o = tr amb t € V; i r € R. D’aquesta manera, podem estendre 6 a
p:24 — V de manera que:

V=W®&pupcW®epwucnW

Aixi, com que W té dimensi6 1, la dimensi6 de V vendra donada, com hem vist a la
secci6 4.3, per
dim(V) =[G: H]-dim(W)=3-1=3.

Finalment, pel teorema 12 sabem que el caracter de p vendra donat per

Xp(9)= Y xolr~'sn)
r’lr:rR€V4

Ara bé, sabem que tots els elements d'una mateixa classe de conjugacio tenen el
mateix caracter, per tant ens bastara calcular els caracters per a cada un dels represen-
tants:

X =Y xo(rtsr)=xp () +xp (1) +xp(2) = -1

Xp(@bo)= Y xor~'sr)=0
reR
r’lsr€V4

Xp ((a,c, b)) = xp ((a,c, b)) - xp ((a,c,b)) =0

Poem veure que aquest caracter coincideix amb el caracter irreductible y vist en la
secci6 6.8, per tant la representaci6 p sera isomorfa a la representaci6 irreductible
corresponent al caracter v, pel que p sera irreductible com voliem demostrar. O
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Exercici 17. Demostrar que la realitzacié usual de D,, (notacié de Eyring [4]) com a
grup del moviments rigids en R® és reductible, i el seu cardacter ve donat per y1 + .
Demostrar també, que la realitzacio de D, que considera les simetries respecte de plans
que contenen leix Oz, té caracter Y1 + V1.

Demostracié. Considerem p : D,, — GL(IR®) la representacié usual de D,,.

Com que D, esta generat per una simetria qualsevol s i una rotacié qualsevol r,
s ir diferent de la identitat, si prenem la base canonica {e, ez, e3} de R3, p quedara
determinada per p; i pr. Doncs bé, considerem la simetria s com la simetria respecte
I'eix Ox ila rotacié6 r la rotacié d’angle a = 2n/n al voltant de I'eix Oz. Aleshores, p
quedara determinat per:

cosa —sina 0 1 0 0
p(r)=|sina cosa O p(s)=10 -1 0
0 0 1 0 0 -1

Podem veure que W = (e3) és un subespai estable de RR3, i de la mateixa manera,
W> = (e1, e2) també és estable sota p. Aixi, deduim que p és reductible i que es pot
escriure com suma directa de les subrepresentacions (Wy,601) i (W5, 605):

p=61®02

Aleshores, si consideram yg, i xg, els caracters de les representacions 0 i 0, satisfan
la taula segiient:

1 r s

7 1 1 -1
2

X0, 2 2cos<t 0

Podem observar, que yg, =¥ i xg, = x1. Aleshores per la proposicio 2 de la secci6 3.1
tendrem que ¥, () = xg,(5) + xp,(s) = —1ique x,(r) = xp,(r) + x9,(r) = 1 +2c0s27” =
1+ x1. Aleshores y, = w2 + x1, com voliem veure.

D’altra banda, si consideram la realitzacié de D,, que pren les simetries respecte
de plans que contenen I'eix Oz, podem prendre de nou la base canonica de R3. La
diferencia amb la realitzaci6é anterior sera sobre la simetria, aquesta representacio
vendra donada per:

cosa -—sina O 1 0 O
p(r)=|sina cosa O ps)=]0 -1 0
0 0 1 0 0 1

Podem veure de nou que W) = (e3) és un subespai estable de RR3, i de la mateixa
manera, W = (e, e;) també és estable sota p. Aixi, deduim que p és reductible i que
es pot escriure com suma directa de les subrepresentacions (Wy,60,) i (W>,0,). Com en
la realitzacio anterior, si consideram yg, i yg, podem representar els caracters de les
representacions 0, i 0, en la taula segiient:

1 r
Xo, 1 1 )
X0, 2 2cos<t
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Aleshores, observem que yg, =¥ i xg, = x1. Aleshores per la proposicio 2 de la secci6
3.1 tendrem que x, () = xg, (8) + xp,(s) = lique x,(r) = xp,(r) + xp,(r) =1+ ZCOS%” =
1+ y1. Aleshores y, =y + x1, com voliem veure. O

Exercici 18. Sigui G el grup del cub, considerem G, el subgrup de G que consisteix
en els elements de determinant 1 (el grup de les rotacions del cub). Demostrar que, si
descomponem G en S(T) x 1, la projeccié p : G — S(T) defineix un isomorfisme de G, a
S(T) =6,.

Demostracio. Considerem en primer lloc T el tetraedre en R3 amb vertexs a = (1,1,1),
b=Q1,-1,-1),c=(-1,1,-1),d = (-1,-1,1). Llavors sigui S(T) el grup de les isometries
del cub que deixen T estable, sabem que és isomorf a &4. Aleshores, tal i com hem fet
al’exemple 6.8, fixats els vertexs del nostre tetraedre, la representaci6 vendra donada
de manera que la imatge de cada permutacié del grup sera aquell isomorfisme que
permuta els vertexs corresponents a la permutacié. Per exemple, la imatge de (a, b, ¢)
sera I'isomorfisme que envia el vértex a a b, el vertex b a c i el vértex c a a. Aleshores,
sabem que G4 ve generat per les transposicions de la forma (a, j) amb j € {b,c,d}.
Calculant les imatges de la representaci6 irreductible p, d’ordre 3 d’aquests elements
de &4 obtenim:

1 0 0 0 0 -1 0 -1 0
Pap =10 0 -1 Pac=10 1 0 Pady=|-1 0 0
0 -1 O -1 0 O 0 0 1

Podem veure que les transposicions que generen S(T) tenen determinant —1. Aixi,
com que det(AB) = det(A) det(B), sabem que les permutacions que descomponguin
un nombre imparell de transposicions tendran determinant —1, s6n les permutacions
senars, i les permutacions que descomponguin un nombre parell de transposicions
tendran determinant 1, que sén les permutacions senars. Notem que &4 té 12 permuta-
cions parells que s6n les de 2(4 i 12 permutacions senars que s6n les que no pertanyen
a 914.

D’altra banda, la representacié de i € I ve donada per:

-1 0 0
pi=l0 -1 o0
0 0 -1

que té determinant —1. Aleshores I té un element de determinant 1, la identitat, i un
element de determinant -1, i.

Considerem G = S(T) x I, és a dir que els elements g € G és poden escriure de
forma tnica com g = st amb se€ S(T) it € I. Llavors un element g € G sera de G siels
elements s i ¢ de la descomposicié g = st tenen el mateix determinant. Es a dir, g€ G
sera un element de G, si descompon g = st d’'una de les maneres segiients.

= sittenendeterminantl,ipertantse®sit=1€l.

= sittenen determinant-1,ipertantse G4\ Ayir=i€el.
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Esadir, G, ={ge G| g=stamb det(s) = det(i)} i |G| = Sa4l.

Una vegada determinats els elements de G, considerem la projeccié p definida
per:
p: G=S(MxI — ST
st — s

Restringint el domini, podem consideram I'aplicaci6 p|g, com la restriccié de p sobre
G.. Sera un morfisme, ja que al ser una restriccié de p és compleix que:

plc,(gg) =plgg) =ss'=p@pg)

on g,g' € Gamb g=srig' =s't'les seves descomposicions en S(T) x I. Ara bé, siguin
g 8 € G, talsque plg, (8) = plg, (g, llavors si escrivim g = stig' = s't tenim que s = s'.
Aleshores, si s té determinant 1, llavors ¢ = ¢’ = 1; en cas que s tengui determinant —1,
llavors ¢t = t' = i, ja que g,g’' € G, i per tant en ambdds casos si plg, (g) = plc, (8"
llavors g = g/, el que demostra que p|g, és injectiva. Finalment, com que hem vist
que |G4| = |G4] i tenim un morfisme injectiu de G, a G4, concloem que plg, és un
isomorfisme de G a G4 ipertant G; = G,. O
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Al llarg d’aquest treball, hem presentat les representacions lineals de grups junta-
ment amb un recull de resultats de la teoria de caracters que ens permeten calcular les
diferents representacions d'un grup. A més, com deiem al capitol 1, la introducci6, hem
vist alguns exemples de calcular aquestes representacions de determinats grups aixi
com alguns resultats extres obtinguts dels exercicis.

Al segon capitol, hem introduit I'idea de representaci6, juntament amb alguns
exemples basics d’aquestes. A més, hem vist algunes operacions entre representacions
com la suma directa de representacions i el producte tensorial de representacions.
Tal vegada el resultat més important és que tota representacié és suma directa de
representacions irreductibles.

Al tercer capitol, tal vegada el més dens de tots pel nivell d’abstraccié que conté,
hem introduit la idea de caracter d'una representaci6, juntament amb un llarg recull de
resultats i propietats de la teoria de caracters. Aquest capitol ha estat molt important ja
que hem vist que el caracter d'una representacio te determina la representaci6. Hem
vist que dues representacions amb el mateix caracter s6n isomorfes, i hem donat uns
quants de resultats per al calcul de caracters irreductibles. Per acabar, hem vist com
calcular la descomposicié canonica i la descomposicié explicita d'una representacio.

Al quart capitol, hem estudiat petits detalls dels grups abelians, i hem afegit algunes
relacions entre representacions de grups finits com les representacions induides. On
hem demostrat la seva utilitat mitjancant la resolucié d’alguns exercicis que hem
adjuntat al final del capitol.

Al cinqueé capitol, hem fet una petita introduccié6 als grups topologics i com estendre
els resultats dels capitols 1,2 i 3 a grups compactes no necessariament finits. Aquest
capitol, ha quedat una mica al marge degut al distanciament amb la resta de capitols i
els coneixements previs que feia falt adquirir. En un futur, seria interessant estudiar
aquest tipus de representacions més a fons i veure dins a quin punt s’assemblen a les
representacions de grups finits estudiades.

Per acabar, al sise capitol, hem fet alguns exemples dels calculs de caracters irre-
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ductibles d’alguns grups determinats com S3 o 24 i d’altres d’'una forma més general
com el grup C, o D,. A més, hem resolt alguns exercicis on hem utilitzat aquestes
representacions i caracters irreductibles per determinar propietats que a primera vista
no tenen a veure amb representacions,pero en les quals les representacions ens han
estat utils. Aquest fet, ens demostra un poc la ra6 per la que la teoria de caractersila
teoria de representacio es pot trobar en ciéncies com la fisica, la quimica o la quimica
quantica, etc.
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