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Lobjectiu d’aquest treball és coneixer algunes de les tecniques utilitzades en I'anali-
si de series temporals. El treball s’ha dividit en dues parts; a la primera part, s’estudien
les tecniques classiques, que consisteixen en descompondre la serie temporal en les se-
ves components: la tendéncia, que descriu el comportament mitja de la variable a llarg
plag; la component estacional, que s6n moviments repetitius que es produeixen al llarg
de la trajectoria de la serie; la component ciclica, que s6n oscil-lacions periodiques que
es produeixen a llarg termini; i la component aleatoria, que recull I'aportaci6 aleatoria
que s’atribueix a I’atzar.

Una vegada s’ha descompost la série, s’aconsegueix un model per a la série temporal
amb la modelitzaci6 de la tendéncia i la component estacional i ciclica. En el cas additiu,
obtenim el model amb la suma de les modelitzacions anteriors, i en el cas multiplicatiu
amb el producte de les modelitzacions i dividint per 100. A través del model es poden fer
prediccions dels valors futurs de la serie, tot i que els resultats obtinguts no seran exactes
ja que el model no té en compte la part aleatoria. Per millorar aquesta modelitzacié de
la serie temporal tenim la segona part.

La segona part estudia la técnica coneguda com el métode de Box-Jenkins, que
consisteix en modelitzar la série mitjancant un procés estocastic que intenta recollir
el comportament aleatori de la série. Aixi, s’han estudiat els processos: soroll blanc,
passejada aleatoria, processos autoregressius i processos de mitjanes mobils, i la unié
d’aquests dos, els anomenats processos ARMA i ARIMA.

Per tal de trobar el model que millor s’ajusti a la série temporal s’ha de seguir el
segiient procés: primer, s’ha de tenir la série estacionaria, s’aconsegueix diferenciant d
vegades. Amb el test de Dickey-Fuller augmentat es pot comprovar I’estacionarietat
de la série temporal. El segiient pas és seleccionar el model ARIMA apropiat, és a dir,
trobar els valors de p i g més adequats per a un ARIMA(p,d,q). Una vegada tenguem un
conjunt de models candidats a modelitzar la série temporal, s’haura de triar el millor.
Per aixo existeixen diferents criteris, per exemple, el criteri d’Akaike (AIC) i el criteri
d’'Informacié Bayesiana (BIC). Una vegada s’ha triat el millor model, s’ha de validar si és
adequat per modelitzar la série temporal donada. Concretament, una serie estara ben
identificada si quan s’ajusta el model els residus es comporten com un soroll blanc. Un
test per comprovar si els residus s6n un soroll blanc és el test de Ljung-Box. Finalment,
podem fer prediccions dels valors futurs de la serie temporal amb el model obtingut.

L'estudi ha estat completat amb exemples reals, als que hem aplicat les tecniques
estudiades.
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Una serie temporal és una seqiiencia d’observacions mesurades en diferents mo-
ments de temps, ordenades cronologicament i espaiades entre si de manera uniforme
[1].

Les series temporals ja van jugar un paper important en les primeres ciéncies
naturals. L'astronomia babilonica va utilitzar séries temporals de les posicions relatives
de les estrelles i planetes per predir esdeveniments astronomics.

L'analisi de series temporals ajuda a detectar regularitats en les observacions d'una
variable i derivar “lleis” d’elles, i/o explotar tota la informacié inclosa en aquesta vari-
able per predir millor I'’evoluci6 futura. La idea metodologica basica darrera aquests
procediments, que també eren valids per als babilonis, és que és possible descom-
pondre series de temps en un nombre finit de components independents perd no
directament observables que es desenvolupen amb regularitat i per tant es pot calcular
en endavant. Per aquest procediment, cal que hi hagi diferents factors independents
que tenen impacte en la variable.

A mitjans del segle XIX, aquest enfocament metodologic per a I’astronomia va ser
considerat pels economistes Charles Babbage i William Stanley Jevons. La descompo-
sici6 en components no observables que depenen de diferents factors causals, com
es fa servir en I'analisi classica de series temporals, va ser desenvolupat per Warren M.
Persons (1919). Es van distingir quatre components diferents:

¢ Latendencia.

* Elscicles.

¢ Lestacionalitat.
¢ Elsresidus.

L'analisi classica de séries temporals suposa que els components sistematics, és
a dir, la tendéncia, els cicles i I'estacionalitat, no es veuen afectats per pertorbacions
estocastiques i per tant poden ser representats per funcions deterministes de temps.



1. INTRODUCCIO

Limpacte estocastic es limita als residus, que d’altra banda, no contenen cap moviment
sistematic. Per tant, es modela com una serie de variables independents o no corre-
lacionades amb esperanca zero i variancia constant, és a dir, com un procés aleatori
pur.

No obstant aix0, des de la decada de 1970, cada vegada més es va anar aplicant
un enfocament totalment diferent a I'analisi de séries de temps. Els procediments
purament descriptius d’analisi classica de series temporals van ser abandonats i, en
canvi, es van emprar els resultats i metodes de la teoria de la probabilitat i I'estadistica.
Mentre que I'enfocament classic considera que els residus no tenen cap significat per a
I'estructura de la serie de temps, I'enfocament modern assumeix que hi ha impactes
estocastics sobre tots els components d'una série temporal.

Els primers passos en aquesta direcci6 van ser presos per I'estadistic de Rissia
Evgenij Evgenievich Slutzky i I'estadistic britanic George Udny Yule a principis del segle
passat. Tots dos van desenvolupar els processos de mitjanes mobils i autoregressius
com a models per a representar series temporals. Herman Wold (1938) va sistematitzar
i generalitzar aquests enfocaments en la seva tesi doctoral. El seu Us practic generalitzat
es deu a George E. P. Box i Gwilym M. Jenkins (1970), que van desenvolupar metodes
per implementar aquests models empiricament. Van assumir que hi havia un model
estocastic comu per a tot procés de generacio de series temporals.

Box i Jenkins van publicar un llibre de text sobre analisi de séries temporals que va
rebre una considerable atenci6é. En primer lloc, s'introdueixen models univariants de
series temporals de manera que simplement feia s sistematic de la informaci6 inclosa
en els valors observats de la série temporal. Aixo ofereix una manera facil de predir el
desenvolupament futur d’aquesta variable. Avui en dia, el procediment es coneix com
analisi de Box-Jenkins i s’aplica ampliament.

D’altra banda, des de la década de 1980 la possible no estacionarietat de les series
cada vegada es va prendre amb més consideraci6. La no estacionarietat no només podia
ser causada de forma determinista sin6 també per tendéncies estocastiques i, a més,
'estacionarietat de la serie temporal ja no s’eliminava simplement a través de l'aplicaci6
de filtres per tal de seguir en el marc de models estacionaris. En conseqiiéncia, després
d’aquesta introduccié dels principis basics, primer es tracten els models de seéries
temporals estacionaries i després la modelitzaci6é de series temporals no estacionaries
[2].

Es presentaran diferents criteris metodologics que permeten I'estudi de fenomens,
ila previsi6 de I'evolucié6 futura.

Dedicarem el segon capitol a la modelitzacié de séries temporals per components,
que s’anomena ’analisi classica de les séries temporals. Ens centrarem en com extreure
les diferents components: tendéncia, estacionalitat i residus, de la serie temporal. I com
trobar un model que finalment ens permetra fer prediccions futures d’aquesta serie.

Al tercer capitol ens centrarem en la modelitzacié probabilistica de les series tem-
porals, que s’anomena 'analisi de les series temporals a través de la metodologia
Box-Jenkins. Explicarem quins processos s’han de seguir per obtenir una serie de mo-
dels candidats a modelitzar la nostra série, llavors quins criteris s’han de seguir per
trobar quin és el millor d’aquests candidats. I finalment, veure si el model que s’ha



elegit s’ajusta correctament a la nostra série. Per aixo es definiran diferents tipus de
models, cada un amb unes caracteristiques propies.

En cada capitol es mostraran diferents exemples per posar en practica el que s’ha
exposat al llarg de tot el capitol.

Acabarem amb una secci6 que recollira les conclusions més importants d’aquest
treball.






Definici6 2.0.1 Una serie temporal és una seqiiencia d’observacions mesurades en di-
ferents moments de temps, ordenades cronologicament i espaiades entre si de manera
uniforme [1].

El meétode classic d’analisi de séries temporals consisteix en intentar separar la
serie en diferents components i modelitzar cada una per separat. S’estableixen quatre
components teoriques, que son:

¢ Tendencia: es pot definir com un canvi a llarg termini de la série que es produeix
enlamitjana. Descriu el comportament mitja de la variable a llarg plac. S’expressa
com una funcié del temps de tipus polinomic o logaritmic.

* Variacions estacionals: moviments repetitius que es produeixen al llarg de la
trajectoria de la serie i generalment representen les fluctuacions que es registren
de forma constant en periodes de temps generalment inferiors a I’any.

¢ Variacions cicliques: s6n oscil-lacions periodiques que es produeixen a llarg ter-
mini i sovint van lligades a etapes de prosperitat o depressié economica. Solen ser
més dificils d’'identificar quant més llarg és el seu periode, degut fonamentalment
a que el temps de recollida d'informacié no aporta suficientes dades. Per aixo, a
vegades quedaran confoses amb les altres components.

* Residus: recull 'aportacio6 aleatoria de qualsevol fenomen subjecte a I'atzar. Es
un component que no segueix cap norma ni tendencia, s’atribueix a ’atzar.

La figura 2.1 mostra una serie temporal i les diferents components que la formen.



2. MODELITZACIO PER COMPONENTS
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Figura 2.1: Components d'una série cronologica

Els métodes que descomponen la série original en les diferents components de
variaci6 de dades consideren que aquestes es generen a partir d'un model de la forma

X =f(Ty,E,Ry)

essent X; el valor de la série en el temps ¢, Ty, E; i R; les components de tendéncia-cicle,
estacional i aleatoria en el temps ¢ respectivament. L'objectiu d’aquests metodes és
identificar i aillar, de la forma més precisa possible, cada una de les components de
variaci6 presents a la serie a partir de les dades observades Xj,..., X.

Les formes més habituals de la funci6 f s6n la suma i/o el producte de les compo-
nents. Aixi, els models de descomposicié més freqiients son:

e Model additiu: X; = Ty + E; + Ry,
¢ Model multiphcatlu. Xt = Tt X El’ X Rl’»
e Model mixt: X; = Ty x E;+ R;

Alguns autors consideren que el model multiplicatiu és el que nosaltres anomenem
mixt. En qualsevol cas un model multiplicatiu sempre pot convertir-se en additiu a
través d'una transformacio logaritmica, és a dir, si

Xe=Tyx E¢ x Ry
prenent logaritmes obtenim que

log X; =log T; +1ogE; +log Ry,



és dir, un model additiu per a la serie log X;.

Per tal de decidir si la série a estudiar mostra un comportament additiu o multi-
plicatiu, un primer pas consisteix en una identificaci6 visual: si el patré estacional es
manté amb amplitud constant, és a dir, la magnitud de les fluctuacions estacionals
no varien amb el temps, es tractara d'un model additiu (figura 2.2); i si el patré es va
amplificant amb el temps, el model sera multiplicatiu (figura 2.3).
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Figura 2.2: Série additiva
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Figura 2.3: Série multiplicativa

A continuaci6 veurem els procediments que s’han de seguir per separar la tendencia
i I'estacionalitat seguint un model additiu o multiplicatiu. Els canvis ciclics no els
tendrem en compte ja que es tracta de periodes repetitius a llarg termini i es necessiten
moltes dades per poder apreciar-los.



2. MODELITZACIO PER COMPONENTS

2.1 Tendencia: mitjanes mobils

Amb aquest metode s’aconsegueixen suavitzar tant les oscil-lacions periodiques
d'una série com les aleatories. La seva aplicaci6, pero, requereix decidir préviament el
periode en que es repeteix cert patré de comportament. Lobservacié de I’evolucié de
la grafica de la serie pot ajudar a prendre la decisi6, no obstant, més endavant veurem
metodes més efectius per determinar aquest periode.

Una vegada fixat el periode p, es calculen les mitjanes mobils de la série preses de
p en p, successivament, des de I'inici. Vegem la definici6 de les mitjanes mobils.

Definici6 2.1.1 (Mitjanes mobils) Sigui {Xt}izf’ una successié de valors i sigui p un
nombre senar. Aleshores direm procés de mitjanes mobils d'ordre p a la col-leccié de

_ p+l
valors { X}

T2

=
,.1 _ donats per
t=——
2

(p—-1)/2

Z Xevi
- i=—(p-1)/2
Xt= —l P
p

Vegem alguns casos particulars. Suposem que p =5, aleshores

% = X o+ X 1+ Xp+ Xpp1 + Xia2
=
5

i si donam valors a ¢, tenint en compte que f € {3,---, N — 3}, obtenim

_ X1+ X0+ X5+ X4+ X5
X3 = 5

- X2+X3+X4+X5+X6
Xy = 5

Xn-s5+Xn-s+Xn3+Xn2+ XN
5

XN—S =

Observem que, en el cas que p sigui parell, el centre del grup de cada p valors dels
que feim la mitjana correspon a un valor no observat del temps. Per arreglar-ho, la nova
serie queda constituida per les mitjanes aritmétiques de les mitjanes mobils preses de

dos en dos,

3, X(p+l)/2+X(p+3)/2
Xpr2yp2=—"—5—"—"7,

3 X(n+3)/2+)_((p+5)/2
Xp+ayg=—""75—"—"-—

Per exemple, si p =4,

& _ Xet+Xam & _ Xao+Xem
X3 = 202 Xy =

i > ,

X1+X2+X3+X4 X2+X3+X4+X5 X3+X4+X5+X6
2 ’ 2 2 :

i Xor2) =

on X5 = X2 =



2.1. Tendéncia: mitjanes mobils

Amb aquest procés s’obté una nova série de valors molt més estables degut, per
una part, a la reduccié de la variabilitat ocasionada en fer les mitjanes i, per altra, a que
si el periode elegit és el correcte, al passar d’'una mitjana mobil a la segiient, la nova
dada incorporada té el mateix comportament que la dada sortint.

Sén freqiients les situacions en que és dificil modelitzar la tendéncia a través d'un
simple model polindomic de menor o major grau.

Per resoldre aquest problema, hi ha altres tecniques, com I’allisat exponencial [3].
Aquests procediments d’obtenci6 de la tendencia s6n semblants a les mitjanes mobils.
En els dos casos la tendéncia és el resultat de fer una mitjana de valors, bé de forma
ponderada o bé sense ponderar. En els procediments d’allisat exponencial, s'utilitzen
ponderacions, i a més, els valors que s’obtenen s6n una combinacié lineal de totes les
observacions de la serie, pero amb la particularitat que la ponderacié decreix quan ens
allunyam de I'origen. Aquests procediments estan especialment dissenyats per a la
prediccid, pero no els analitzarem en el present treball.

Es poden distingir diferents tipus d’allisat exponencial.

¢ Lallisat exponencial simple, s'utilitza per a séries sense tendéncia ni estacionali-
tat.

¢ Lallisat exponencial lineal de Holt, s’utilitza per a séries amb tendéncia lineal i
sense estacionalitat.

¢ Lallisat exponencial estacional de Holt-Winters, s'utilitza per a séries amb ten-
dencia i estacionalitat.

Vegem un exemple de dades reals on posarem en practica el calcul de les mitjanes
mobils.

Exemple

La serie temporal segiient recull les temperatures mitjanes mensuals registrades
en Palma de Mallorca, Son Sant Joan, en el periode de temps des de gener de 2006 a
desembre de 2015 [4]. En total es tracta de 120 observacions i estan recopilades a la
taula 2.1.

Dels 120 valors disponibles en aquest exemple es fan dos grups, els 108 primers,
corresponents a 9 anys, seran utilitzats per modelitzar la serie i fer prediccions, i les
darreres 12 dades, un any, s’utilitzaran per validar les previsions realitzades.

Ala figura 2.4 trobam la representaci6 grafica de les 108 primeres dades. Observant
la grafica podem detectar que el patr6 estacional es manté amb amplitud constant, és a
dir, que la magnitud de les fluctuacions estacionals no varia amb el temps, per tant es
tracta d'un model additiu.



2. MODELITZACIO PER COMPONENTS

t] X, e[ x e[ x e x Je]lx [e]x [ c]x]t]Xx
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13| 11.2 | 28 [ 15.1 || 43 [25.7 |58 | 17.6 || 73 | 9.3 | 88 | 14.8 || 103 | 24.8 || 118 | 18.6
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1512530 [21.6 |45 [21.8 | 60 [ 10.0 [ 75 [ 12.2 [ 90 | 21.8 || 105 | 24.2 [ 120 | 115

Taula 2.1: Temperatures mitjanes mensuals
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Figura 2.4: Evoluci6 cronologica de les dades dels primers 9 anys

Es calculen les mitjanes mobils amb p = 12, més endavant explicarem la justifica-
ci6 d’elegir p = 12. La seva representacio grafica (figura 2.5) confirma I’estacionalitat
per I'estabilitzaci6 de la serie. S’ha provat d’ajustar el model lineal i quadratic de la
tendéncia sobre les mitjanes mobils pero el coeficient de determinacié R? no es podia
considerar prou bo, ja que era 0.01153 i 0.5655. Per tant, s’ha pres el model cuibic. El
resultat és

X;=1.845x10-1.151x 10" ¢ +2.265 x 1032 —1.210 x 107°£3,

amb un coeficient de determinaci6 de R? = 0.7547, que és bastant significatiu.
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2.2. Estacionalitat
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Figura 2.5: Dades reals, mitjanes mobils i la linia de la tendéncia de la série

2.2 Estacionalitat

La component estacional provoca una oscil-lacié sistematica de periode curt, ge-
neralment no superior a I'any i, per tant, pot emmascarar 1’evolucié a llarg plac, la
tendéncia, si no l'aillam convenientment.

L'analisi de 'estacionalitat queda lligada al metode que es decideixi emprar per a
modelitzar la tendencia. Com que la tendéncia ’hem calculat a partir de les mitjanes
mobils també calcularem I'estacionalitat a partir d’elles.

Per calcular els valors dels indexs estacionals hem de seguir el segiient procés:

Una vegada calculades les mitjanes mobils, X;, de la série original X; prenent el
periode d’agrupacié p que es consideri oportd, s’ha de separar la part de la tendencia
explicada a I’apartat anterior. Segons el model s’ha de procedir d'una forma o d’'una
altra,

e Model additiu: W; = X; — X,.
» Model multiplicatiu: W; = X;/X;.

Cal destacar pero, que en W; estan incloses les components associades a I'estacio-
nalitat, els cicles i residus.

Si consideram que els residus s6n variables aleatories de mitjana nul-la i que la
component ciclica, en cas d’existir, és de periode suficientment llarg com per no ser
recollida per les dades, podrem avaluar I'estacionalitat associada a cada component
del periode. Per fer-ho s’han de calcular les mitjanes dels W; de la mateixa estaci,

2 Wi

% t=s+p
E¢=———s=1,..,p
ng

11




2. MODELITZACIO PER COMPONENTS

on s representa I'index estacional i n; el nombre de valors associats a aquest index dels
que es fa la mitjana. Com que els indexs estacionals mesuren les discrepancies respecte
de la mitjana, necessitam aquest valor com a referencia,

p

2 ES

s=1

p

E=

Ara ja podem calcular els indexs estacionals; distingirem dos casos segons el tipus
de model:

* Model additiu: Els indexs estacionals son les diferéncies entre les mitjanes de les
W; de cada estaci6 i la mitjana general que acabam de definir, és a dir,

Es=E;-E

p
Cal destacar que la suma d’aquests indexs és zero, Z E;=0,jaque
s=1

p p _ P p p _ P
Y Ee=) (Bi-B)=Y Bj-Y E=Y Ej-pE=Y E/ - E =0.
s=1 s=1 s=1 s=

1 s=1 s=1 s=1

e Model multiplicatiu: En aquest cas els indexs estacionals s6n el quocient entre
les mitjanes de les W; de cada estacid i la mitjana general, és a dir,
E§

Ey==

p
Arala suma d’aquests indexs és igual al periode, Z E;=p,jaque
s=1

Finalment, els residus es calcularan com R = X — T — E (la série lliure de la tendéncia
i estacionalitat). Els residus ens poden confirmar la bona modelitzaci6 de la série.

Continuarem amb I'exemple anterior, el de les Temperatures de Palma de Mallorca,
per estudiar |’estacionalitat.

Exemple

Anem a estudiar I'estacionalitat de 'exemple de les Temperatures de Palma de
Mallorca. Per avaluar I’estacionalitat és necessari calcular els indexs estacionals.
En la taula 2.2 es detallen els calculs fets fins obtenir els indexs estacionals.
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2.2. Estacionalitat

t | Xy X; W; Estacién:s t X; X; W; Estacién:s
1 8.8 1 55 | 25.5 | 16.41250 9.08750 7
2 9.4 2 56 | 24.8 | 16.35833 8.44167 8
3 12.7 3 57 | 21.9 | 16.38750 5.51250 9
4 | 16.1 4 58 | 17.6 | 16.50833 1.09167 10
5 19.0 5 59 13.5 | 16.67500 -3.175 11
6 | 22.8 e e 6 60 10.0 | 16.78750 | -6.78750 12
7 | 26.4 | 17.86667 | 8.53333 7 61 9.2 16.77500 | -7.57500 1
8 | 25.1 | 18.09167 | 6.89167 8 62 10.4 | 16.77917 | -6.37917 2
9 | 23.3 | 18.20833 | 5.09167 9 63 12.0 | 16.88333 | -4.88333 3
10 | 20.9 | 18.20000 | 2.70000 10 64 | 15.9 | 17.01250 | -1.11250 4
11 | 16.6 | 18.21250 | -1.61250 11 65 19.3 | 17.17083 2.12917 5
12 | 12.1 | 18.20833 | -6.10833 12 66 | 21.6 | 17.35417 4.25483 6
13 | 11.2 | 18.11667 | -6.91667 1 67 | 24.7 | 17.44583 7.25417 7
14 | 12.4 | 18.01667 | -5.61667 2 68 | 25.7 | 17.30833 8.39167 8
15 | 12.5 | 17.92500 | -5.42500 3 69 | 23.5 | 17.17500 6.32500 9
16 | 16.1 | 17.72500 | -1.62500 4 70 | 19.1 | 17.15000 1.95000 10
17 | 19.3 | 17.42500 | 1.87500 5 71 15.8 | 17.10000 | -1.30000 11
18 | 22.4 | 17.17083 | 5.22917 6 72 12.1 | 17.18333 | -5.08333 12
19 | 24.6 | 17.07083 | 7.52917 7 73 9.3 17.30417 | -8.00417 1
20 | 24.5 | 16.98750 | 7.51250 8 74 7.0 17.37500 | -10.37500 2
21 | 21.7 | 16.91667 | 4.78333 9 75 12.2 | 17.38750 | -5.18750 3
22 | 17.7 | 16.87500 | 0.82500 10 76 | 15.1 | 17.37500 | -2.27500 4
23 | 12.6 | 16.77083 | -4.17083 11 77 18.9 | 17.37500 1.52500 5
24 | 10.0 | 16.67500 | -6.67500 12 78 | 24.0 | 17.34583 6.65417 6
25 | 10.9 | 16.65417 | -5.75417 1 79 | 25.2 | 17.40000 7.80000 7
26 | 10.7 | 16.69167 | -5.99167 2 80 | 26.9 | 17.57500 9.32500 8
27 | 12.5 | 16.73333 | -4.23330 3 81 | 22.6 | 17.75417 4.84583 9
28 | 15.1 | 16.79583 | -1.69583 4 82 | 19.7 | 17.80417 1.89583 10
29 | 17.8 | 16.85417 | 0.94583 5 83 15.2 | 17.70833 | -2.50833 11
30 | 21.6 | 16.86250 | 4.73750 6 84 12.0 | 17.53333 | -5.53333 12
31 | 249 | 16.82083 | 8.07917 7 85 10.7 | 17.48750 | -6.78750 1
32 | 25.1 | 16.75000 | 8.35000 8 86 9.8 17.48750 | -7.68750 2
33 | 22.1 | 16.66250 | 5.43750 9 87 13.7 | 17.45000 | -3.75000 3
34 | 18.8 | 16.54583 | 2.25417 10 88 | 14.8 | 17.50833 | -2.70833 4
35 | 12.9 | 16.54583 | -3.64583 11 89 16.9 | 17.48750 | -0.58750 5
36 | 99 16.66667 | -6.76670 12 90 | 21.8 | 17.35417 4.44583 6
37 | 10.0 | 16.75833 | -6.75833 1 91 | 26.3 | 17.33333 8.96667 7
38 | 99 16.81250 | -6.91250 2 92 | 25.8 | 17.44167 8.35833 8
39 | 11.2 | 16.82083 | -5.62083 3 93 | 22.8 | 17.43750 5.36250 9
40 | 13.6 | 16.78750 | -3.18750 4 94 | 20.9 | 17.42500 3.47500 10
41 | 19.3 | 16.84167 | 2.45833 5 95 13.5 | 17.52917 | -4.02917 11
42 | 23.0 | 17.00417 | 5.99583 6 96 10.5 | 17.62917 | -7.12917 12
43 | 25.7 | 17.09583 | 8.60417 7 97 11.7 | 17.62083 | -5.92083 1
44 | 25.6 | 17.13750 | 8.46250 8 98 11.4 | 17.55000 | -6.15000 2
45 | 21.8 | 17.16250 | 4.63750 9 99 12.0 | 17.60000 | -5.60000 3
46 | 18.3 | 17.17083 | 1.12917 10 100 | 16.2 | 17.64583 | -1.44583 4
47 | 14.7 | 17.10000 | -2.40000 11 101 | 18.0 | 17.75000 0.25000 5
48 | 12.0 | 16.92917 | -4.92917 12 102 | 23.1 | 17.88750 5.21250 6
49 | 10.1 | 16.84167 | -6.74167 1 103 | 24.8 7
50 | 10.8 | 16.80000 | -6.00000 2 104 | 25.6 8
51 | 10.9 | 16.77083 | -5.87083 3 105 | 24.2 9
52 | 14.1 | 16.74583 | -2.64583 4 106 | 20.6 10
53 | 17.1 | 16.66667 | 0.43333 5 107 | 16.3 11
54 | 21.1 | 16.53333 | 4.56667 6 108 | 11.0 12

Taula 2.2: Evoluci6 de I'estacionalitat
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2. MODELITZACIO PER COMPONENTS

Per exemple per al séptim semestre (s = 7), la mitjana de les Wy, amb valors de
temps corresponents al séptim semestre, per ser multiples de 12 més 7 (t=7, 19, 31, 43,
55, 67,79, 91), seria:

_8.53333+7.52917+8.07917 +8.60417 +9.08750 + 7.25417 + 7.80000 + 8.96667
- 8
Analogament, per a cada trimestre, s'obté:

E;

E; =-2.086978

E} =-6.807293 E; = —6.889064 E; =—5.071349

E; =1.128645 Eg =5.137063 E7 =8.231773 Eg =8.216668

E}, = —2.855208 E}, = —6.126566

E} =5.249479 E}y =1.915105

La mitjana general és: E = 0.003523.
Per tant, els index estacionals son:

Mes S Eg Mes S Eg
Gener 1 | -6.811936 Juliol 7 8.227127
Febrer 2 | -6.893707 Agost 8 | 8.226606
Mar¢ 3 | -5.075998 || Setembre 9 | 5.244835
Abril 4 | -2.091623 Octubre 10 | 1.910460
Maig 5 | 1.124002 || Novembre 11 | -2.859852
Juny 6 | 5.131293 || Desembre 12 | -6.131207
Taula 2.3: Indexs estacionals
o 4
w5
l-.i;) —
| | | | | |
2 4 6 8 10 12

Figura 2.6: Component estacional: indexs

La interpretaci6 dels indexs és molt senzilla, de maig fins a octubre la temperatura
mitjana mensual esta per sobre de la mitjana anual mentre que de novembre a abril
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2.2. Estacionalitat

esta per sota, essent juliol i agost els mesos on es registren les temperatures més altes, i,
gener i febrer les més baixes.
D’aquesta manera, el model proposat per a aquesta serie temporal és

X;=1.845x10-1.151 x 1071 r+2.265x 1032 = 1.210 x 10~ ° 3 + E;,

ambt=12+s,s=1,...,12.

L'evoluci6 del model, juntament amb les dades reals, es presenten a la figura 2.7.
Cal destacar la bona concordanca que hi ha entre la série i el model, tot i que en alguns
punts presenten discrepancies.
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Figura 2.7: Dades reals i model

Aix0 s’aprecia millor a la figura 2.8, on es representen els residus, és a dir, la dife-
rencia entre el valor real i el modelitzat. Podem observar un bon ajustament a tots els
punts en general.
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2. MODELITZACIO PER COMPONENTS

2 -1 0
[

-3
|

Amb el model disponible es poden fer previsions, per exemple per als proxims
dotze mesos. En la taula 2.4 es presenten els valors prevists junt als que realment es
varen obtenir en aquests mesos i que han estat separats i guardats a I’hora de fer la
modelitzaci6 anterior. Cal destacar que les petites discrepancies entre les previsions i
el valor real, en part, han de atribuir-se al component aleatori, que és present en cada
moment. A la figura 2.9 es mostren les dades reals i el model, a més de les previsions
fetes. Cal comentar la gran concordanca entre les previsions i la realitat, llevat d’alguns

valors extrems.

40

60

80

Figura 2.8: Residus

t X Previsié6 | Diferencia
109 | 9.3 | 10.56160 | -1.26160
110 | 9.2 | 10.43994 | -1.23994
111 | 12.1 | 12.21481 -0.11481
112 | 14.8 | 15.15331 | -0.35331
113 | 19.2 | 18.31997 0.88003
114 | 23.4 | 22.27514 1.12486
115 | 27.9 | 25.31563 2.58437
116 | 26.2 | 25.25648 0.94352
117 | 22.1 | 22.21273 | -0.11273
118 | 18.6 | 18.81296 | -0.21296
119 | 13.9 | 13.97377 | -0.07377
120 | 11.5 | 10.62999 0.87001

100

Taula 2.4: Previsions i valors reals obtinguts al mateix periode
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2.3. Autocorrelacio

=R
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Temperatures
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5
|
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Figura 2.9: Dades de 2006 a 2014 i previsions del 2015

Com hem comentat al principi, hi ha altres métodes més especifics per a realitzar
prediccions. Aixi, podem parlar dels allisats exponencials; I’allisat exponencial simple,
I’allisat exponencial lineal de Holt i I'allisat exponencial de Holt-Winters.

2.3 Autocorrelacio

Com s’ha explicat a la secci6 anterior, per poder aplicar els metodes de descompo-
sici6 el primer que s’ha de determinar és la periodicitat de la série. Lautocorrelacié i la
seva representacio grafica, el correlograma, ens ajudaran a fer-ho.

La funcié d’autocorrelaci6 té una doble utilitat, per una banda serveix per a confir-
mar la preséncia d’estacionalitat i determinar el seu periode; per I'altra, indica quantes
previsions sén admissibles a partir del darrer temps que s’ha recollit informacio6.

Definici6 2.3.1 (Coeficient d’autocorrelacié) Donada una série temporal {Xi}f.\i L ik
un valor enter menor que N, consideram les series {X;} i{X;,r} ambl < i < N—k. Definim
el coeficient d'autocorrelacié d’ordre k, py, com el coeficient de correlacié d’ambdues
series.

Un valor no nul de pj indica que existeix correlaci6 entre informacions separades
k unitats de temps, és a dir, que la informacio es transmet k unitats de temps més
enlla. D’aquesta forma, si el darrer valor de temps del qual es disposa de dades és T,
sera admissible fer previsions per a un temps igual a T + k. Evidentment, si py fos
nul no seria admissible fer una predicci6 per a T + k, ja que les dades disponibles no
transmeten cap informacio6 rellevant a una distancia com la considerada.

La série {X;. ¢} és la série desplacada de {X;} en k unitats de temps.

De l'estructura del plantejament es dedueix que px = p—g.
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2. MODELITZACIO PER COMPONENTS

2.3.1 Correlograma

Definici6 2.3.2 Direm correlograma a la representacié6 grafica de la funcié d’autocorre-
lacié, és a dir, de py. en funcié del retard k.

Si disposam d’una serie temporal de dades x1, X, ..., Xy, per elaborar el correlogra-
ma s’han d’estimar les caracteristiques segiients:

N

Xi

e Mitjana: x = Ll
N

N-k
Y (= X)Xk — %)
i=1

* Autocovariancia: yj = N k=0,1,..,N-1

_

* Autocorrelacio: px = i =

Per poder estimar I'autocovariancia, y, el nombre de components de la serie ha de
ser tal que N > k + 1, i habitualment es considera recomanable que N=50i k< N/4
[5].

Per aidentificar els coeficients d’autocorrelacié que siguin significativament distints
de zero és necessari estudiar el comportament estadistic dels estimadors. Bartlett [6]
ha estudiat I'estadistic ry i, sota la suposicié que py = 0 per a tot k = K, obté que

1 K-1
Var(ro=— Y pivk=K
N _iZy

En substituir p; pel seu estimador, r;, i, ja que pg =11 p; = p_;, resulta que I'estima-
ci6 de la variancia de ry ésigual a

~

K Var(ry) % k=K K=1,

-1
3 > = 1 o
N_(K_Dl Var(rk)gﬁ 1+2;ri k=K K>1.
i=

~

Var(ry)

Anderson [7] indica que per a valors de k tals que py = 0i N suficientment gran, ry es
distribueix aproximadament com una 91(0, Var (r)). Aixi, amb un nivell de significaci6
de a = 0.05, si px = 0, el seu estimador ry es trobara a l'interval +2S5(r¢), on S(rg)
representa la desviacio tipica estimada de ry, és a dir, S(r) = v/ Var (ry).

Linterval +25(ry) es denomina l'interval de no significaci6 de pg, i és el conjunt de
valors que pot prendre r perque, amb un risc del 5% es pugui admetre 'abséncia de
correlacié entre valors de la série desplacats k unitats de temps. D’aquesta manera, al
calcular la funcié d’autocorrelacié d’'una série, és bo representar-la graficament junta-
ment amb l'interval +25(r), amb I'objectiu de considerar inicament com a coeficients
d’autocorrelacié no nuls aquells que tenguin I'estimacié fora d’aquest interval.

Posem en practica el vist en aquest apartat amb I'exemple de les temperatures.
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2.3. Autocorrelacio

Exemple

En I'exemple de les Temperatures de Palma de Mallorca, tenim que el correlograma
de la serie ve donat a la figura 2.10. Podem observar I'existéncia d'una estacionalitat de
periode 12 (comprovant el suposit fet en el calcul de les mitjanes mobils), naturalment
lligada a I'’evolucié mensual de les dades, ja que cada 12 barres d’autocorrelacié es
repeteix la mateixa estructura de comportament.

ACF

1.0

0.5

00

-0.5

-1.0

Lag

Figura 2.10: Correlograma de la série
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La regressio classica és sovint insuficient per explicar totes les dinamiques d’'una
serie temporal. En lloc d’aix0, es proposen els models autoregressius (AR) i autoregres-
sius de mitjana mobil (ARMA) amb la introducci6 de la correlacid, generada a través de
les relacions lineals entre els retards. L'addici6 dels models no estacionaris condueix al
model autoregressiu integrat de mitjanes mobils (ARIMA) [3].

A principis de la decada dels anys 1970, G.E.P. Box, professor d’Estadistica de la
Universitat de Wisconsin, i G.M. Jenkins, professor d’Enginyeria de Sistemes de la
Universitat de Lancaster, realitzen un estudi sobre la contaminaci6 en la badia de San
Francisco, California. Les dades disponibles eren series temporals conformades per
I'observacié dels nivells de contaminaci6. Per establir un mecanisme de pronostic
i control, desenvolupen un nou enfocament per al tractament de séries temporals
discretes, la modelitzacié de series amb el metode d’autoregressi6 i mitjanes mobils,
anomenat “ARIMA”, per les seves sigles angleses, conegut actualment com el “Métode
de Box-Jenkins”.

A Espanya es realitzaren algunes aplicacions d’aquest tipus, com son els treballs de
D. Pefia sobre projeccions de consum de gasolina, i 'estudi d’A.B. Treadway sobre els
efectes en I’economia espanyola de les devaluacions de la pesseta.

A partir de mitjans de la década de 1980 es comencen a realitzar multiples aplicaci-
ons del metode ARIMA a la modelitzacié de séries temporals discretes sobre diversos
aspectes relacionats amb el camp de la salut [9].

L'analisi de les séries temporals a través de la metodologia de Box-Jenkins consisteix
en determinar quin és el model probabilistic que regeix el comportament del fenomen
al llarg del temps. Es a dir, partint de la premissa que no sempre és possible identificar
les components de la serie, es tracta d’estudiar el component aleatori pur, reflectit en
els residus [5].

La metodologia utilitzada en I'estudi d'una série temporal per aquest sistema se-
gueix els passos segiients:

1. Identificacié del model ARIMA.
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3. MODELS PROBABILISTICS

Representar graficament la serie, a més de la seva funci6 d’autocorrelacié (ACF)
i funcié d’autocorrelaci6 parcial (PACF). La grafica de la serie ens indica si és
estacionaria o no. Segons els motius pels quals la serie no és estacionaria, haurem
d’aplicar els procediments segiients fins fer-la estacionaria.

- Si té tendéncia: prendrem diferéncies regulars fins que desapareixi. Normal-
ment |'ordre de la diferencia és 1, i rarament major a 3.

- Silaserie té estacionalitat: prendrem diferencies estacionals fins que des-
apareixi el patr6 estacional. En la practica és molt estrany haver d’aplicar
més d’'una diferéncia estacional.

— Si és heterocedastica (no té variancia constant): haurem de transformar la
serie. En molts de casos és suficient prendre logaritmes, encara que hi ha
transformacions més sofisticades, com la de Box-Cox.

Una vegada que el grafic de la nova serie (transformacio6 de I'original) indica que
és estacionaria, podem intentar deduir I'estructura de la serie observant les seves
ACFiPACE

2. Estimaci6 i validaci6 del model.

Observant els dos grafics de 'ACF i PACF de la serie transformada podem fer-nos
una idea del model que descriu la nostra serie, o0 almenys de quins s6n els primers
candidats que hem de provar. Per comprovar analiticament un model freqiient-
ment s’ajusten diferents models candidats ARIMA(p,d,q) i a partir d'una série de
criteris, com I’AIC (Criteri d’ Informaci6 d’Akaike) i el BIC (Criteri d’ Informacio
Bayesiana), seleccionam un dels models. Posteriorment, el validam amb una
serie de proves per veure si té els residus semblants als d'un soroll blanc.

3. Predicci6.

Una de les raons de la popularitat del procés de construccié dels models ARIMA
és el seu exit en la prediccid. Els models ARIMA s6n bons per realitzar prediccions
a curt termini [1].

3.1 Procés estocastic
Comenc¢am donant les definicions basiques.

Definici6 3.1.1 Un procés estocastic és una col-leccio de variables aleatories {X; : t € T}
sobre un espai de probabilitat (Q,§, p), on el conjunt de parametres T indica el temps. Si
T és un conjunt discret, el procés estocastic sanomena a temps discret, i direm que és un
procés estocastic a temps continu en cas contrari.

Definici6 3.1.2 S'anomena realitzacié d’'un procés estocastic a la col-leccio {X;(w) : t € T}
peracadaw € Q) fix.

Definici6 3.1.3 Una serie temporal és una realitzacié d’'un procés estocastic a temps
discret, on els elements de T estan ordenats i corresponen a instants equidistants del
temps.
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3.1. Procés estocastic

Una manera de descriure un procés estocastic és especificar la distribuci6 de proba-
bilitat conjunta de X;,,---, X;, per a qualsevol conjunt de temps ; < --- < t; i qualsevol
valor de n = 1. S6n les anomenades distribucions en dimensié finita del procés.

Una manera d’especificar parcialment un procés estocastic és mitjancant alguns
dels seus moments. Aixi, tenim:

Definici6 3.1.4 La funcio mitjana u(t):
u(t) = E[X;]
Definici6 3.1.5 La funcié variancia o?(t):
o%(t) = Var[X;]
Definici6 3.1.6 La funcio autocovarianciay(ty, to):
y(t1, 12) = Cov(Xy,, Xp,) = E{[Xy, — p(t)1[Xy, — (1)1}

Cal notar que la funcié variancia és un cas especial de la funci6 autocovariancia
quant f; = 6 = t.

Definici6 3.1.7 La funcio d'autocorrelacié (ACF) es defineix com

Y(s, 1)

VY syE

L'ACF mesura la previsibilitat lineal de la série en el temps ¢, diguem X;, utilitzant
només el valor X;. Es pot demostrar facilment que —1 < p(s, t) < 1 utilitzant la desigual-
tat de Cauchy-Schwarz. Si podem predir X; perfectament des de la X a través d’'una
relacio lineal, X; = By + B1 X, llavors la correlaci6 sera 1 quan ; > 0,i-1 quan f; <0.
D’altra banda, quan p(s, t) = 0, no hi ha cap relacio lineal entre X; i X;. Per tant, tenim
una mesura aproximada de la capacitat de preveure la serie en el temps ¢ des del valor
en el moment s.

p(s, 1) =

3.1.1 Estimacio de la correlaci6

Per determinar un model adequat per a un conjunt de dades de séries temporals
donat, cal dur a terme I'analisi de '’ACE Aquesta funci6é mostra com estan relacionades
entre si les observacions en la série temporal.

Tot i que la funcié d’autocorrelaci6 teorica és ttil per descriure les propietats de
certs models hipotetics, la majoria de les analisis s’han de fer mitjancant dades de la
mostra. Aquesta limitaci6 significa que només estan disponibles els punts mostrejats
X1, X2,+++, XN per a'estimacio de les funcions de mitjana, autocovariancia i autocor-
relacié. Des del punt de vista de I'estadistica classica, aixo planteja un problema, ja
que normalment no tindrem copies iid' de x,, disponibles per a I'estimaci6 de les
funcions de covariancia i correlaci6. En la situaci6 habitual d'una sola realitzacio, la
suposici6 d’estacionarietat es torna critica. D’alguna manera, hem de fer servir mitjanes

lIndependents i identicament distribuides.

23



3. MODELS PROBABILISTICS

sobre aquesta tnica realitzaci6 per estimar les mitjanes de la poblacié i les funcions de
covariancia.

En conseqiiencia, si una serie temporal és estacionaria, la funcié mitjana, y, = u és
constant, de manera que podem estimar la mitjana de la mostra mitjancant

. 1 X
x=N;xi.

La funcié d’autocovariancia teorica s’estima mitjancant la funcié d’autocovariancia
de la mostra, que es defineix aixi:

Definici6 3.1.8 La funcié d'autocovariancia mostral és

1 N
— ) (xi—X) X —%)

Y=
N i=k+1

perk=0,1,---,N—1.

Definici6 3.1.9 La funcio d'autocorrelacié mostral es defineix com

N
Y (xi— X)Xk — X)
_ Yk _ i=k+1
Pk Yo

N
Y (xi—%)7°
i=1

La funcié d’autocorrelacié de la mostra té una distribucié mostral que ens permet
avaluar si les dades provenen d’'una serie completament a I’atzar o si les correlacions
son estadisticament significatives en alguns retards [8].

Com van explicar Box i Jenkins [10], la grafica de I’ACF i la PACF mostrals (que
definirem posteriorment) €és 1til per a determinar el tipus de model que s’adapta a una
serie de temps de longitud N. Com que I’ACF mostral és simeétrica al voltant de zero,
és suficient representar I’ACF mostral per a retards positius, i amb un maxim de N/4
retards de desfasament [11].

3.2 Estacionarietat

Molts de processos tenen la propietat que la seva naturalesa aleatoria no varia amb
el temps. Aixi, una observacio6 del procés en un interval (#;, o) mostra el mateix tipus
de comportament aleatori que en un altre interval (¢; + h, 2 + ). Aix0 condueix al
concepte de procés estacionari. Distingirem dos tipus d’estacionarietat, donats a les
dues definicions segiients:

Definici6 3.2.1 Un procés estocastic és estrictament estacionari si la distribucié de qual-
sevol col-leccio de variables aleatories {Xh,--- ,th} no depen dels instants t,---, t,
siné només dels intervals entre ells. Es a dir la distribucid conjuntade X;,,---, Xy, ésla
mateixa que la de Xy, yp,-+, Xy, +n peratots ty <--- <ty ih.
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En altres paraules, desplacant I'origen de temps una quantitat i no té cap efecte
sobre la distribucié conjunta, per tant, ha de dependre només dels intervals entre
i, t2,+++, ty, per qualsevol valor de n [12].

Definici6 3.2.2 Un procés estocastic és estacionari de segon ordre (o débilment estacio-
nari) si

(i) la funcié mitjana, u(t), és constant (no depen del temps t), i

(i1) la funcioé autocovariancia, y (s, t) depén de s i t només a través de la seva diferencia

ls—tl [8].

En particular, totes les variables aleatories del procés tenen la mateixa mitjanaila
mateixa variancia. També, totes les variables aleatories separades k periodes, (X, X;—x)
tendran la mateixa covariancia yy.

Observem que tot procés estocastic estacionari és estacionari de segon ordre. El
reciproc no és cert en general, per0 si per a una familia de processos estocastics molt im-
portants, els gaussians, que s6n aquells processos tals que totes les seves distribucions
en dimensié finita s6n lleis normals multidimensionals.

Lestacionarietat estricta és una condicié molt forta i dificil de comprovar a la
practica. Per aix0, s’acostuma a considerar només I’estacionarietat de segon ordre, i,
aixi, direm procés estacionari al que ho sigui de segon ordre.

En general, cal que les dades de les series temporals siguin estacionaries, una forma
apropiada de fer-ho és amb una mitjana de productes endarrerits amb el temps. Amb
dades de séries temporals, és important mesurar la dependéncia entre els valors de la
serie; hem de ser capacos almenys d’estimar amb precisio les autocorrelacions. Seria
dificil de mesurar aquesta dependéncia sil'estructura de dependéncia no és regular o
esta canviant en cada punt de temps. Per tant, per aconseguir una analisi estadistica
significativa de les dades de series temporals, sera crucial que les funcions de mitjana
i autocovariancia satisfacin les condicions d’estacionarietat (almenys durant algun
periode de temps raonable) [3].

Una altra caracteristica de les series és la seva variabilitat.

Definici6 3.2.3 Deim que una série és homocedastica si la variabilitat es manté constant
al llarg del temps. En cas contrari (la variabilitat augmenta o disminueix) deim que és
heterocedastica.

Si la serie és heterocedastica haurem de transformar-la en homocedastica. En
molts de casos és suficient prendre logaritmes, encara que hi ha transformacions més
sofisticades, com la de Box-Cox [8].

Es defineix una serie com estacionaria si compleix les caracteristiques segiients:

¢ No té tendencia.
¢ Es homocedastica.

¢ No té cicles estacionals.
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3. MODELS PROBABILISTICS

e Lestructura de dependéncia es manté constant, és a dir, una observacié influeix
sobre la segilient. Aquesta condicié és important per modelitzar la série, ja que si
la dependencia de la serie canvia, és impossible que puguem preveure I’evoluci6
de la série.

* Linfluencia de les observacions sobre les posteriors decreix amb el temps [13].

Exemples

En la figura 3.1 podem observar una serie estacionaria i en la figura 3.2 una no
estacionaria.

-1
|

0 20 40 60 80 100

Time
Figura 3.1: Serie estacionaria

La serie 3.1 [1] no presenta tendéncia, té variancia constant, i a més no presenta
variacions estacionals.

26



3.2. Estacionarietat
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Figura 3.2: Serie no estacionaria.

En canvi, en la série 3.2 [14] podem veure que hi ha variacions estacionals. A més
les fluctuacions estacionals s6n més o menys constants en grandaria amb el temps,
iles fluctuacions aleatories també semblen ser més o menys constants en grandaria
amb el temps. I 1a série clarament presenta tendeéncia.

Si {X;:te T} és una serie temporal estacionaria, aleshores la funci6é mitjana i la
funcié variancia son constants, p(t) = u, o%(t) = o? VYt e T,ilafuncié d’autocovariancia
només depen de la diferencia entre els instants de temps. Aixi, podem escriure

Y(h) = Cov(Xsip, Xi) = Cov(Xy, Xe—p) =y(—=h)

ila funcié d’autocorrelacio sera

Y(h) :Y(h)zy(h)
Vor.o2  oF YO

p(h) =

itambé p(h) = p(-h).

Com hem comentat anteriorment, el procés estocastic que regula una serie tempo-
ral és desconegut i per tant, no és possible determinar els valors reals o teorics de '’ACE
Per aixo0, s’estima a partir dels valors mostrals de la série: x;,---, Xn.

En el correlograma d’una série estacionaria, la dependencia temporal s’ha d’acostar
rapidament a zero. En canvi, un decreixement lent de les autocorrelacions indica que la
serie no és estacionaria. I un decreixement lent de la correlacio dels retards estacionals
indica que la série té un component estacional. Moltes vegades la no estacionarie-
tat s’observa facilment en el grafic de la série, altres vegades haurem de recérrer al
correlograma per ajudar-nos a decidir si la série és o no estacionaria.
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Figura 3.3: ACF de la série estacionaria de '’exemple anterior.
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Figura 3.4: ACF de la série no estacionaria de 'exemple anterior.

En les dues figures anteriors podem observar clarament el que haviem comentat,
que ’ACF de la serie estacionaria decreix rapidament cap a zero, i en canvi, I’ACF de la
serie no estacionaria decreix molt lentament cap a zero.

3.3 Models

En aquesta secci6 descriurem diversos tipus de processos estocastics que son 1tils
en la creacié d’'un model per a una serie temporal. Ens restringirem al cas a temps
discret.
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3.3.1 Soroll blanc

Un procés a temps discret {Z;: t € T} ssfanomena un procés purament aleatori o
soroll blanc si consisteix en una seqiiéncia de variables aleatories que s6n mituament
independents i identicament distribuides. De la definicié es dedueix que el procés té
mitjana i variancia constants i que

v(k)=Cov(Z;, Zi1x) =0Vk=%1,2,---

Com que la mitjana i la funcié d’autocovariancia no depenen del temps, el procés
és estacionari de segon ordre. De fet, és evident que el procés també és estrictament
estacionari [12]. La funcié d’autocorrelaci6 ve donada per

1 k=0
p(k)_{o k=+1,+2,---

Vegem-ne un exemple simulat en R (figura 3.5) amb el codi segiient [1], on hem
agafat les variables aleatories amb distribucié normal:

g=rnorm(100,0,1)

par (mfrow=c(1,2))

ts.plot(g,main="Nii(0,1)")

acf(g, main="ACF",ylim=c(-1,1),ci.col="black",

ylab="")
Nii(0,1) ACF
2]
- 4 -
o |
[an}
| o Jl1vul 1 L
= o ™ [T1
Lo e I T T 1At O O G | O T L 1 L L L
[Ts]
< o
Lo -
b o |
T T T T T T TN T T T T
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20
Time Lag

Figura 3.5: Soroll blanc gaussia amb mitjana 0 i variancia constant igual a 1.

Com hem dit abans ’ACF es redueix a un tinic segment de longitud unitaria sobre
'eix d’ordenades.
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3.3.2 Passejada aleatoria

Suposem que {Z;} és un procés discret, purament aleatori de mitjana p i variancia
(TZZ. Un procés {X;} es diu que és una passejada aleatoria si

Xt - Xt—l + Zl’
on s’acostuma a agafar Xy = 0, de manera que

X1 =2

t
X;=) Zivt=1.
i=1

Llavors resulta que E(X;) = tui Var(Xy) = l’O'ZZ, de manera que el procés no és
estacionari.
Es interessant observar que les primeres diferéncies d’'una passejada aleatoria,
donades per
VX=X —Xe1=24

formen un procés que és un soroll blanc, que és per tant estacionari.
Vegem un exemple simulat en R (figura 3.6) amb el codi segiient:

w=rnorm(100)

X=W

for (t in 2:100) x[t] <- x[t - 1] + w[t]

par (mfrow=c(2,2))

ts.plot(x, main="Passejada aleatoria Xt")

acf(x, main="ACF Xt",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")

d=diff (x)

ts.plot(d,main="Primera diferéncia de Xt")

acf(d, main="ACF primera diferéncia",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")
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Passejada aleatoria Xt ACF Xt
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Figura 3.6: Procés estocastic X i la primera diferéncia del procés, amb les ACF’s corres-
ponents.

En I’ACF del procés aleatori s’observa clarament la no estacionarietat de la serie,
ja que decreix molt lentament cap a zero. En canvi, ’ACF de les primeres diferéncies
decreix rapidament cap a zero, fet que indica I’estacionarietat de la nova serie. A més,
podem observar que el comportament del nou procés és com el d'un soroll blanc.

3.3.3 Mitjanes Mobils (MA)

En aquest model el valor actual es pot predir a partir del comportament aleatori
d’aquest instant, i en menor mesura, dels impulsos aleatoris anteriors.

Suposam que {Z;} és un soroll blanc amb mitjana zero i variancia UZZ. Llavors un
procés {X;} s’anomena un procés de mitjanes mobils d’ordre g, MA(q), si

Xt = QOZt +91Zt—1 +oee +8th_q

on els {0;} sén constants. Els Zs normalment tenen I’escala modificada de manera que
0o =1.
Com que els Zs s6n independents, tenim que

q
E(X)=0 i Var(X) =0% ) 05.
i=0

A més, també

0% s=t
_ A
COU(ZS)Zt) —{ 0 S?ﬁ ¢

tenim que
Y(k) = Cov(Xy, Xpyi) = Cov(OoZs + -+ 042,00 Zs 1k +~~~+0th+k_q) =
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0 k>q
qg-k
= O'ZZZHier k=0,1,"',6]
i=0
y(=k) k<0

Com que y(k) no depén de ¢, i la mitjana és constant, el procés és estacionari de se-
gon ordre per a qualssevol valors de {8;}. A més, si les Zs estan distribuides normalment,
llavors també ho estan les Xs, i tenim un procés estrictament estacionari.

Per tant, un procés de mitjanes mobils, M A(g), és sempre estacionari [12].

A partir de I'expressi6é anterior de la funci6 autocovariancia d'un procés MA(q),
obtenim immediatament que la seva ACF ve donada per

1 k=0
S o0 /S0
_ 00k 0; k=1,---,q
= iz ) &
0 k>gq
p(=k) k<0

A continuacié s’explicara la condici6 d’invertibilitat de la serie temporal. Conside-
rem els processos MA(1) segilients:

A: Xt:Zt'FeZt_l

B: X;,=Z,+ lZ[_l
0
Es comprova immediatament que aquests dos processos diferents tenen exacta-
ment la mateixa funcié d’autocorrelacié. Per tant, no podem identificar un procés
MA donant tnicament la seva funcié d’autocorrelacié. Ara, si expressam els models
AiBposant Z; en termes de Xy, X;_1,--- (invertim el procés), trobam per substitucié
successiva que

A Zi=X,—0X; 1+0°X; 5—---
1 1
B Zi=Xi—=Xi1+5Xi—p—
t A
Si |8] < 1, la serie A convergeix mentre que la B no ho fa. Llavors, si |0] < 1, el
model A es diu que és invertible mentre que B no ho és. La imposicié de la condici6
d’invertibilitat assegura que hi ha un tinic procés MA per a una determinada funcié
d’autocorrelacié [12].
A continuaci6 introduirem un operador que és molt ttil per estudiar els diferents

models per a séries temporals.
Definici6 3.3.1 Definim l'operador de retard B per BX; = X;_;.
Es pot estendre a BX; = B(BX;) = BX;_1 = X;_», i aixi successivament. Llavors,
B*X, = X,_j.
Aixi, utilitzant 'operador de retard B, un procés MA(q) es pot escriure en la forma

X;=0o+601B+---+0,BN)Z,
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o0 més breument com
Xt = 9 (B) Zt

on6O(B) =0 +60,B+6,B*+---+0,B9.

Es pot demostrar que un procés MA(q) és invertible si les arrels del polinomi 6(B) =
0o +601B+0,B%+---+ 04B cauen fora del cercle unitat. Aquesta condici6 és equivalent
a que les arrels de I'equacié: 0g X9 +0; X971+ + 04-1X +0, = 0 siguin totes inferiors
a1l en modul [10].

Vegem un exemple d'un procés MA(1) amb 0 = 0.5 (figura ), simulaten R [1] amb el
seglient codi:

#Simulacidé d’un procés MA(1) amb theta=0.5

layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))
MA=arima.sim(list (order=c(0,0,1), ma=.5), n=100)

plot(MA, ylab=" ", main=(expression(MA(1)~~~theta==+.5)))
acf(MA, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")

Lexpressio del procés és: X; = Z;+0.5Z;_,.

MA(1) 8=+05
P
o 4
o o
| T T T T T
0 20 40 60 80 100
Time
ACF
o] } _________________________________
e ! [ 1
I L N I R LN A
=
S
T T T T T
0 5 10 15 20
Lag

Figura 3.7: Procés MA(1) amb I'’ACF corresponent.

Observem que I’ACF no és significativa a partir del segon retard (k = 2).
Vegem ara un exemple d'un procés MA(2) amb 6, =0.816, = 0.6 (figura 3.8):

#Simulacié d’un procés MA(2) camb theta=(0.8,0.6)

layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))
MA=arima.sim(list(order=c(0,0,2), ma=c(.8,.6)), n=100)
plot(MA, ylab=" ", main=(expression(MA(1)~~~theta[1]==+.8~~~
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thetal[2]==.6)))
acf(MA, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")

Lexpressio del procés és: X; = Z;+0.8Z,_1 +0.6Z;_,.

MA(2) 6,=+0.8 8,=06

0 20 40 60 80 100

Time

1.0

-1.0

Figura 3.8: Procés MA(2) amb I’ACF corresponent.

Observem que ara I’ACF no és significativa a partir del tercer retard (k = 3). Aquest
fet és general: per a un procés MA(q), hi ha g valors significatius i per k > g els valors de
I’ACF s6n tan petits (entre les franges de significacié) que es consideren nuls. Per tant,
a través del grafic podem saber que I'ordre del procés MA és g, ja que tenim ¢q valors de
I’ACF no nuls.

3.3.4 Processos Autoregressius (AR)

Un model autoregressiu descriu un tipus particular de procés en que les observa-
cions en un moment donat sén previsibles a partir de les observacions passades del
procés més un terme d’error.

Suposam que {Z;} és un soroll blanc amb mitjana zero i variancia GZZ. Llavors un
procés {X;} s’anomena un procés autoregressiu d’ordre p, AR(p), si

Xt=(/)1Xt_1+gb2Xt_2+---+(/)pXt_p+Zt. (3].)

on oy, - ,(,bp eR.

Observem que X; es pot considerar com una regressié lineal multiple; en aquest cas,
les variables explicatives son les p observacions passades del propi procés: X;_1,--+, X;—p.
Per aix0, el procés s’anomena autoregressiu.

Es pot expressar un procés AR d’ordre finit com un procés MA d’ordre infinit. Aixo es
pot fer mitjancant la substitucié successiva, o utilitzant I'operador de retard B. Llavors,
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un procés AR(p) pot posar-se mitjancant 'operador de retard B en la forma:

(1-¢1B—p2B~---—¢ppB") X, = Z,
(0]
X;=Z/(1=$1B=¢poB—---—p,BP) = p(B) Z;,
onp(B)=(1—-p1B—¢B—-+-—¢p,B") ' =1+6,B+0,B%+--.

Llavors, es pot trobar la relaci6 entre les ¢s i les 6s. Al tenir X; expressat com un
procés MA, es dedueix que E(X;) = 0. La variancia finita requereix que _ 0? convergeixi,
i aquesta és una condicié necessaria per la estacionarietat de la série temporal.

Per trobar I’ACE la forma més senzilla és assumir que el procés és estacionari, llavors
es multiplical’equaci6 (3.1) per X;_, s'agafen esperances i es divideix per ai, suposant
que la variancia de X; és finita. Després, utilitzant el fet que p(k) = p(—k) per a tot k,
obtenim

pk)=¢1plk—1)+---+¢ppp(k—p) per atot k>0.

Aquest conjunt d’equacions s’anomenen les equacions de Yule-Walker degut a G.U.Yule
i Gilbert Walker. Es tracta d'un conjunt d’equacions en diferéncies que té la soluci6
general

p(k) = Ayl 4.4 ApmlM

on {r;} son les arrels de I’anomenada equaci6 auxiliar

Y=y ==y =0

Les constants {A;} es trien per satisfer les condicions inicials p(0) = 1, el que significa
que ) A; = 1. Les primeres (p—1) equacions de Yule-Walker proporcionen (p — 1) noves
restriccions a les {A;} utilitzant p(0) =11 p(k) = p(—k).

Per la forma general de p(k), és evident que p(k) tendeix a zero a mesura que k
augmenta sempre que |7;| < 1 per a tot i, i aquesta és una condici6 necessaria i suficient
perque el procés sigui estacionari [12].

Una forma equivalent d’expressar I’estacionarietat és si les arrels del polinomi
¢(B)=1-¢B— B> —---— ¢pBP cauen fora del cercle unitat. Aquesta condicio6 és
equivalent a que les arrels de 'equacié: XP — ¢ XP~ 1 —ppXP2 = —¢p, 1 X =, =0
siguin totes inferiors a 1 en modul.

A més, un procés autoregressiu sempre és invertible [10].

Per exemple, considerem el cas p = 1, és a dir, el procés AR(1), també anomenat
procés de Markov.

Tenim X; = ¢pX;_1 + Z; amb |¢| < 1. Aleshores

(1-¢B)X; = Z;.
I per tant,
1
X;=——Z,=1+¢B+¢p*°B*+--)Z
t 1—¢B r=0+¢B+¢ )2y
Aixi,
2 2, 44 UZZ
Var(X) =o%(1+¢*+¢*+--) = e
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D’altra banda,

. . 0 . . k
y(k) = E[X; X¢+ k] :E{[Zd)lzt—i] [Z¢Jzt+k_j]}:(,222¢z¢k+z =02 ¢ .
i=0 1-¢
Aleshores,
yk) &
k)=1—=¢k k=0,1,2,--
p(k) 70 ¢

Vegem un exemple d'un procés AR(1) amb ¢ = 0.4 (figura 3.9), simulat en R amb el
codi seglient:

# Simulacidé d’un procés AR(1) amb phi=0.4

layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))
AR=arima.sim(list (order=c(1,0,0), ar=.4), n=100)

plot (AR, ylab=" ", main=(expression(AR(1)~~~phi==+.4)))
acf (AR, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")

Lexpressio del procés és: X; =0.4X;_1 + Z;.

AR(1) ¢=+04
o
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o -
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Figura 3.9: Procés AR(1) amb I’ACF corresponent.

Vegem un altre exemple d'un procés AR(1), en aquest cas amb ¢ = —0.4 (figura 3.10).
Lexpressi6 del procés és: X; = —0.4X;_1 + Z;.
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AR(1) 6=-0.4
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Figura 3.10: Procés AR(1) amb I’ACF corresponent.

Aquest comportament que hem vist en els dos exemples anteriors és general: 'ACF
d’'un procés AR(1) mostra un comportament amortitzant cap a zero amb tots els valors
positius, en cas que ¢ > 0, o bé alternant el signe, comencant amb negatiu, si ¢ < 0.

Vegem ara un exemple d'un procés AR(2) amb ¢; = 0.6 i ¢p» = 0.2 (figura 3.11):

# Simulacidé d’un procés AR(2) amb phi=(0.6,0.2)

layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))

AR=arima.sim(list (order=c(2,0,0), ar=c(.6,.2)), n=100)

plot (AR, ylab=" ", main=(expression(AR()~~~phi[1]==+.6~~~phi[2]==+.2)))
acf (AR, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")

Lexpressio del procés és: X; = 0.6X,_1 +0.2X; 5 + Z;.
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Figura 3.11: Procés AR(2) amb I’ACF corresponent.

En general, 'ACF d'un procés AR(p) mostra un decreixement rapid exponencial
atenuat o ones sinusoidals.

3.3.5 Lafunci6 d’autocorrelacié6 parcial (PACF)

Hem vist en els models MA(q) que I’ACF sera zero per als desfasaments més grans
que g. D’altra banda, a causa de les condicions d’estacionarietat, les funcions d’auto-
correlacié de processos autoregressius estacionaris d’ordre finit sén sempre seqiiéncies
que convergeixen a zero pero no es trenquen. Aixo fa que sigui dificil distingir entre
processos de diferents ordres quan s’utilitza la funcié d’autocorrelacié. Per fer front
a aquest problema, s’introdueix un nou concepte, la funcié d’autocorrelacié parcial,
PACE La correlacié parcial entre dues variables aleatories és la correlacié que queda si
el possible impacte de totes les altres variables aleatories ha estat eliminat.

Un altre problema que presenta I’ACF és que si per exemple ¢, és diferent de zero,
llavors existeix una cadena d’influéncies separades per un retard.

X1—Xp— o Xy — Xp— Xps1 —

Pero si X; — X, i Xo» — Xj, llavors X; — Xs. Per tant, en general 'ACE si p; es
diferent de zero, llavors trobara que p», ps, - - -, sén diferents de zero.
Pero és necessari distingir entre diferents cadenes d’influencia possibles:

* La cadena d’influéncia general, a través de p;.

¢ Les cadenes d’influencia directa. Per exemple, com influeix X; sobre X3 directa-
ment, és a dir, sense passar a través de X.

Per resoldre aquest problema es construeix la funcié d’autocorrelaci6 parcial, ano-
menada PACE
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La funcié d’autocorrelacié parcial proporciona la relacié directa que existeix entre
observacions separades k retards. Aquesta informacié sobre I’estructura de la série
és molt valuosa, ja que elimina el problema que presentava 'ACF de que si Xj — X> i
Xo — X3z, llavors X; — X3. En ’ACE la relaci6 entre X; i X, o X» i X3 sera significativa. I
la relaci6 entre X; i X3 també.

En la PACF aix0 no passa, la relaci6 entre X; i X» o X i X3 sera significativa. Pero la
relaci6 entre X; i X3 no ho sera [13].

Vegem a continuacié com definir la PACE

Si X, Y i Z s6n variables aleatories, llavors la correlacié parcial entre X i Y donat Z
s'obté mitjancant la regressié de X sobre Z per obtenir X, la regressi6 de Y sobre Z per
obtenir Y, i després calculant

pxy|Z:C0rr(X—X,Y—Y).

La idea és que pxy|z mesura la correlacié entre X i Y amb l'efecte lineal de Z
eliminat (o parcialment fora).

Per definir formalment la PACF per a la série temporal estacionaria de mitjana zero,
sigui Xth’1 la regressié de Xj, sobre {Xj,_1, X;—2,--+, X1}, que escrivim com

X) 7t = i X1 + PoXn—a+ -+ Pro1 X1 (3.2)

A (3.2) no és necessari terme d’intersecci6, ja que la mitjana de X; és zero. A més,
sigui Xél_l la regressi6 de Xy sobre {X;,X>,---, Xp_1}, llavors

X0l =B1 Xy + BoXo+ -+ B —1Xp1. (3.3)
Es pot provar que els coeficients 1, B2, -+, Bn—1 son els mateixos en (3.2) i (3.3) [8].

Definici6 3.3.2 La funcié d'autocorrelacio parcial (PACF) d’'un procés, X, que es denota
per dpp, perh=1,2,--- es defineix com

¢11 = corr(Xy, Xp) = p(1)

dnn=corr(Xp— X, Xo- X0, h=2.

X5 — lel_l iXo— Xé‘_l no estan correlacionats amb {X;, Xy, -+, Xj_1}. Per estacio-
narietat, la PACE ¢, és la correlaci6 entre X; i X,_;, amb la dependéncia lineal de
{X¢-1,-++, Xs—(h-1)}, amb cada un, eliminat [8].

El coeficient d’autocorrelacié parcial en el retard k, ¢pii, és la correlacié entre X; i
X;_i després d’extreure I'influencia dels retards intermedis.

El calcul de les autocorrelacions parcials pot basar-se en el model de regressio
multiple en desviacions respecte a les mitjanes poblacionals

Xi =1 X1+ + P Xo—i + Uy
Multiplicant el model per X,_; i fent I'esperanca obtenim

E(XiX¢—) = p1eEXe1 Xe— i) + -+ + Qi EX - e X k).
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d’on tenim
Yie=P1eYe—1+ T+ Prk¥ k-

Dividint per y¢ podem especificar el sistema d’equacions de Yule-Walker com

P1 Po P1 o Pr-1| [ b1k
p2| | P, Po - Pr-2 || b2k
Pk Pk-1 Pk-2 - Po ) \Pkk

que ens permet obtenir 'autocorrelacié parcial ¢x; en termes de les autocorrelaci-
ons p1,- -+, Pk. Aplicant la regla de Cramer, tenim que

1 pl e pl
p1 1 - po
Pk-1 Pk-2 - Pk
brk =
1 p1 - Pk
01 1 o Pk=2
Pk-1 Pk—2 - 1

El primer terme de la funcié d’autocorrelacié parcial, ¢;1, es pot estimar transfor-
mant la serie X; en desviacions respecte a la seva mitjana mostral Y; = X,— X i a continu-
acio6 estimant una regressi6 de Y; sobre Y;_;. El model de regressi6 és Y, = ¢p11 Y;—1 + uy,
on la pendent estimada d’aquesta regressi6 és ¢;; i u; és 'ordenada a 'origen de la
regressio lineal, que ha de ser un procés de mitjana 0, ja que EY; = 0.

El segon valor de la PACE ¢29, s’estima mitjancant una regressié de Y; sobre Y;_; i
Y;—». Elmodel de regressio és Y; = ¢21 Y1 + P22 Yo + .

El tercer valor de la PACE ¢33, s’estima mitjancant una regressi6 de Y; sobre Y;_,
Y;—» i Y;—3. El model de regressio és Y; = ¢p31 Yi—1 + P32 Yi—2 + P33 Vi3 + U;.

Aixi, la funci6é d’autocorrelaci6 parcial pot estimar-se a traves d'una serie de regres-
sions, on cada una conté com a variable explicativa un retard més que 'anterior, i en
cada cas s’elegeixen els coeficients estimats en els retards més alts {(/)1 L®22, P33, },
que son els valors estimats de la PACF[15].

En el cas d’un procés AR(1), hem vist que py = ¢¥, de manera que

¢$11=p1=0

1 p ‘1 ¢
p1 p2| |p ¢*
1 p1 ‘1 ¢‘
p1 1 ¢ 1

i, en general, o =0Vk>1.
Vegem I'exemple del procés AR(1), amb expressi6 : X; = 0.4X;_; + Z;, amb la PACF
corresponent (figura 3.12), s’ha simulat en R [1] amb el codi segiient:
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# Simulacidé d’un procés AR(1) amb phi=0.4
layout(matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))
AR=arima.sim(list(order=c(1,0,0), ar=.4), n=100)

plot (AR, ylab=" ", main=(expression(AR(1)~~~phi==+.4)))
acf (AR, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")
pacf (AR,main="PACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black")

AR(1) ¢=+04
P
| T T T T T
0 20 40 60 80 100
Time
ACF PACF
— 6 —
o ] e ]
= }‘ 1 1 | 1 E = ‘\ | 1 L 1 |
T T T 7 = T T T T T
o | T T TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT L i
5 S
T I T T I T T T T
0 5 10 15 20 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 3.12: Procés AR(1) amb ’ACF i la PACF corresponents.

Es pot observar que la PACF s’anul-la per retards superiors a 1 (I'ordre del model),
per tant es comporta com ’ACF per als models MA.

Vegem ara |'exemple del procés AR(2) també amb la PACF corresponent (figura
3.13):

# Simulacidé d’un procés AR(2) amb phi=(0.6,0.2)

layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))

AR=arima.sim(list (order=c(2,0,0), ar=c(.6,.2)), n=100)

plot (AR, ylab=" ", main=(expression(AR()~~~phi[1]==+.6~~~phi[2]==+.2)))
acf (AR, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")

pacf (AR,main="PACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black")

Recordem que I'expressio del procés era: X; =0.6X;-1 +0.2X;_» + Z;.
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Figura 3.13: Procés AR(2) amb les ACF i PACF corresponents.

Observem que ara la PACF només té dos valors significatius. Aixo és un fet general:
la PACF d'un procés AR(p) només té els p primers coeficients significatius, els altres
s’anul-len, és a dir, té els coeficients igual a zero per als retards majors que p [3].

0.z

0.4

Ara vegem com es comporta la PACF dels models MA. Vegem els exemples dels
processos MA(1) i MA(2) (figures 3.141i3.15).

MA(1) 6=+05
| T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Time
ACF PACF
] 3]
o™
_"'¥ﬂ""""7 """""" " i o '1 """ T ]
I A O A = I L O A A
o =T
- i
| T T T T ' T | T T
0 5 10 15 20 8 10 15 20
Lag Lag

Figura 3.14: Procés MA(1), que és X; = Z; +0.5Z;_;, amb les ACF i PACF corresponents.
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MA(2) 8,=+08 8,=06
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Figura 3.15: Procés MA(2), que és X; = Z; +0.8Z;,_1 + 0.6 Z;_», amb la ACF i la PACF
corresponents.

La PACF dels models MA esta dominada per una mescla d’exponencials i os-
cil-lacions amortitzants, per tant, té el mateix comportament que ’ACF dels AR.

La taula segiient mostra el comportament dels processos AR(p) i MA(q) respecte de
les seves ACF i PACE

Estacionarietat | Invertibilitat ACF PACF
MA(q) | Sempre Si les arrels de | Igual a 0 des- | Estructura
0(B) = 0 fora | prés de q re-| exponencial o
del cercle unitat | tards sinusoidal
AR(p) | Si les arrels de | Sempre Estructura Igual a 0 des-
¢(B) = 0 fora exponencial o | prés de p re-
del cercle unitat sinusoidal tards

Taula 3.1: Comparacié-resum dels AR(p) i MA(q).

Considerem ara un exemple d’ACF i PACF d’'un procés MA(1) i un AR(1), respectiva-

ment.
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Figura 3.16: Les ACF i PACF corresponents d'un procés MA(1).
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Figura 3.17: Les ACF i PACF corresponents d'un procés AR(1).

En aquests exemples podem comprovar el que es resumeix en la taula anterior.
L'ACF s’anul-la després de g = 1 en el cas del MA i la PACF segueix una estructura
sinusoidal. I el procés AR presenta la PACF nul-la a partir de p = 1 i ’ACF segueix una

estructura sinusoidal.
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3.3.6 Processos ARMA

Una extensi6 natural dels models AR(p) i MA(q) és un tipus de model que inclou
tant termes autoregressius com de mitjanes mobils i es defineixen com ARMA(p,q).
Llavors, un procés ARMA(p,q) tendra p termes autoregressius i g termes de mitjanes
mobils. Aquest ve donat per

X = (plXt*l +“'+(,prt—p+Zt+61Zt*1 +"'+6th*q

on els parametres p i g s’anomenen els ordres autoregressius i de mitjanes mobils,
respectivament.

Aixi, com s’ha indicat anteriorment, quan g = 0, el model s’Tanomena model autore-
gressiu d’ordre p, AR(p), i quan p =0, el model s’Tanomena model de mitjanes mobils
d’ordre q, MA(Q).

El model ARMA(p,q) es pot escriure en termes de I'operador de retards com

(1—¢1B—--—dpBP)X; = (1 +61B+---+0,BNZ,
0 més breument com
¢p(B) X :Hq(B)Zt (3.4)
on ¢(B) =1—¢p1B—---—¢,BP és el polinomi autoregressiuif(B) =1+6,B+---+0,B9

és el polinomi de mitjanes mobils.

El procés ARMA(p,q) és estacionari si ho és la seva component autoregressiva, i és
invertible si ho és la seva component de mitjanes mobils.

Llavors, un model ARMA(p,q) és estacionari si les arrels del polinomi ¢(B) =1 —
¢1B — p2B —---— ¢, BP cauen fora del cercle unitat.

Analogament és invertible si les arrels del polinomi 6 (B) = 6y+6, B +6,B%+-- +04B7
cauen fora del cercle unitat.

El model ARMA(p,q) té mitjana zero, i variancia constant i finita. La funcié d’auto-
correlaci6 és infinita, decreixent rapidament cap a zero. Es una mescla d’exponencials
i oscil-lacions amortitzant després de k = g — p. I la PACF també és infinita, és una
mescla d’exponencials i oscil-lacions amortitzant després de k = p — g [1].

La importancia d'un procés ARMA esta en el fet que una série temporal estacionaria
pot ser descrita sovint mitjancant un model ARMA que implica menor nombre de
parametres que un MA pur o un procés AR per si mateix.

A vegades pot ser 1til expressar un model ARMA com un procés MA pur en la forma

X, =y(B)Z (3.5)

on(B) = Y v, B’ ésI'operador de MA que pot ser d’ordre finit. Els pesos 1, {wi}, poden
ser utils en el calcul de les previsions i en I'avaluaci6 de les propietats d'un model.
Comparant amb I'’equaci6 (3.4), veim que v (B) = 0,(B)/¢,(B). Alternativament, pot
ser til expressar un model ARMA com un procés AR pur en la forma

n(B)X;=Z; (3.6)
on 7(B) = ¢,(B)/04(B). Per convencio s’escriu 7(B) = 1— Z mBi, ja que la forma

i=1
natural per escriure un model AR és de la forma

[e.e]
Xt = Z niXt—i +Z[.
i=1
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Comparant (3.5) i (3.6), podem veure que
n(B)y(B) =1.

Els pesos ¥ o els pesos 7 poden ser obtinguts directament dividint o igualant potencies
de B en '’equaci6 donada per

Y (B)p(B) =0(B).

Considerem un procés ARMA(1,1) simulat en R amb el segiient codi:

#Simulacidé d’un procés ARMA(1,1) amb phi=0.8 i theta=-0.3

layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))
ARMA=arima.sim(list(order=c(1,0,1), ar=.8, ma=-.3), n=200)

plot (ARMA, ylab=" ", main=(expression(MA(1l)~~~phi==+.8~~~theta==-.3)))
acf (ARMA, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")

pacf (ARMA,main="PACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black")

Lexpressio6 del procés és: Xy =0.8X;+ Z; —0.3Z;_;.
La figura segiient mostra la grafica del procés i les seves funcions ACF i PACE

ARMA(1,1) $=+08 6=-03

1
I
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Time
ACF PACF
— 5 —
o o
e ""L|'H'|'J|'|'T.". """""""""" < o I
I L A A AL = ] I T I 1T
- | T o=
s £ o
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Figura 3.18: Procés ARMA(1,1) amb les seves ACF i PACF

Considerem ara un altre procés ARMA(1,1), amb els coeficients: ¢ =0.3i6 = —0.8.
Per tant, la seva expressio és: X; =0.3X,+ Z;—-0.8Z;_;.
El codi que el genera és:

#Simulacidé d’un procés ARMA(1,1) amb phi=0.3 i theta=-0.8

layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))

ARMA=arima.sim(list (order=c(1,0,1), ar=.3, ma=-.8), n=200)

plot (ARMA, ylab=" ", main=(expression(MA(1)~~~phi==+.3~~~theta==-.8)))
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acf (ARMA, main="ACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black",ylab="")
pacf (ARMA ,main="PACF",ylim=c(-.5,.5),ci.col="black")

La figura segilient mostra la grafica del procés i les seves funcions ACF i PACE

ARMA(1,1) $=+03 6=-08
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Figura 3.19: Procés ARMA(1,1) amb les seves ACF i PACF

3.3.7 Processos ARIMA

Els models de series temporals analitzats fins ara es basen en el suposit d’estacio-
narietat, és a dir, la mitjana i la variancia s6n constants en el temps i la covariancia és
invariant en el temps. Perd moltes séries temporals no sén estacionaries, per exemple
perque la variancia no és constant en el temps. Si un procés no és estacionari pero
les seves diferéncies d’ordre d ho sén, el procés s’anomena procés integrat d’ordre
d. Aleshores, a la serie temporal se li han d’aplicar diferencies d vegades per fer-la
estacionaria, i llavors aplicar-li a aquesta seérie un model ARMA(p,q). En aquest cas,
direm que la seérie original és ARIMA(p,d,q), és a dir, una série temporal autoregressiva
integrada de mitjanes mobils. p indica el nombre de termes autoregressius, d el nombre
de vegades que a la série se li han d’aplicar diferéncies per fer-la estacionaria, i g el
nombre de termes de mitjana mobil.

Un model ARIMA(0,d,0) és una serie temporal que es converteix en un soroll blanc
després de ser diferenciat d vegades. Aquest model s’expressa mitjancant:

(1-B)X, = Z,.
El model general ARIMA(p,d,q) té 'expressio:
(1—¢1B—ppB*—---—p,BP)1-B)* X, = (1 +01B+60,B* +---+0,BN 7,
0 més breument

$B)1-B)? X, =0(B)Z;.
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Aquesta férmula és pot aplicar a qualsevol model. Si hi ha alguna component p, d, g
igual a zero, s’elimina el terme corresponent de la férmula general.

Aquest model s’anomena un model “integrat” perque el model estacionari diferen-
ciat d vegades, que s’ajusta a les dades, ha de ser sumat (o “integrat”) per proporcionar
un model per les dades no estacionaries.

El model per X; és clarament no estacionari, ja que 'operador AR, ¢(B)(1 — B)¢ té
d arrels dins el cercle unitat [12]. En efecte, (1 — B)¢ té d arrels igual a 1, i que per tant,
estan dins el cercle unitat.

3.4 Validacio del model

Sila serie temporal és estacionaria, o si s’ha transformat en una serie temporal esta-
cionaria diferenciant d vegades, el segiient pas és seleccionar el model ARIMA apropiat,
que vol dir trobar els valors de p i g més adequats per a un ARIMA(p,d,q). Per aixo,
normalment és necessari examinar ’ACF i la PACF de la serie temporal estacionaria.

Un test per comprovar I'estacionarietat d'una serie temporal, que s’utilitza amb
series previament desestacionalitzades, és 'anomenat test de Dickey-Fuller augmentat.
La hipotesi nul-la en aquest test es que s’ha de diferenciar la serie perque sigui esta-
cionaria i la hipotesi alternativa és que no s’ha de diferenciar. Per tant, si el p-valor
que obtenim en aquest test supera el nivell critic de significaci6 (0.05), llavors s"haura
de diferenciar la serie, és a dir, s’assumeix que no és estacionaria. En cas contrari, es
rebutja la hipotesi nul-la, llavors, no s’haura de diferenciar la seérie [3].

De vegades, aquest procediment ens donara més d'un model ARIMA(p,d,q), d’entre
els quals haurem de triar el millor.

Per aix0, existeixen una série de criteris que ens permeten seleccionar el “millor”
model. Després de donar les definicions, matisarem una mica que entenem per “millor”.

Parlarem aqui només de dos d’aquests criteris, basats en la divergéncia de Kullback-
Leibler, el criteri d’Akaike, AIC, i el criteri d’'informaci6 bayesiana, BIC.

Mitjancant el F test es poden provar diversos models d'un contra I’altre. Aquestes
tests s’han utilitzat en el passat d'una manera esglaonada, on les variables eren afegides
o eliminades quan els valors del F test o bé excedeix o no aconsegueix superar alguns
nivells predeterminats. El procediment anomenat de regressié multiple per passos és
util per arribar a un conjunt de variables ttils. Una altra alternativa és centrar-se en
un procediment per a la seleccié del model que no procedeixi de forma seqiiencial,
siné que simplement avalua cada model pels seus propis merits. Suposem que con-
sideram un model de regressié amb k coeficients i denotem I'estimador de maxima
versemblanca de la variancia com

SSE
G2 =22k

.= (3.7

n
on SSE}. indica la suma d’errors al quadrat sota el model amb k coeficients de regressio.
Llavors, Akaike suggereix el mesurament de la bondat d’ajustament per a aquest model
particular, equilibrant I'error de 1'ajustament contra el nombre de parametres en el
model; la definici6 del criteri d’informacié d’Akaike és

Definici6 3.4.1 El Criteri d'Informacié d’Akaike, AIC, ve donat per

+2k
AIC =152+ 222
n
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on 6% ve donat per (3.7) i k és el nombre de parametres en el model.

El valor de k que produeix el minim AIC especifica el millor model. La idea és més o
menys que la minimitzacié de 6i seria un objectiu raonable, excepte que disminueixi
monotonament a mesura que k augmenta. Per tant, hem de penalitzar la variancia
de l’error per un terme proporcional al nombre de parametres. L'elecci6 del terme de
penalitzaci6é donada en I’AIC no és I'tinica, hi ha diferents termes de penalitzaci6. Una
forma corregida va ser suggerida per Sugiura (1978), i ampliada per Hurvich i Tsai (1989),
pot basar-se en petites mostres distribuides com a resultat del model de regressio lineal,
en la forma segiient:

Definici6 3.4.2 L'AIC de biaix corregit, AICc, ve donat per

n+k

AICc=Ing% + ————,
Tk n-k-2

on 6i ve donat per (3.7), k és el nombre de parametres en el model, i n és la mida de la
mostra.

També podem derivar un terme de correccié basat en arguments bayesians, com
en Schwarz(1978), que porta a la definici6 segiient:

Definici6 3.4.3 El Criteri d’Informacié Bayesian, BIC, ve donat per

kl
BIC=In52+—2,
n

on 6% ve donat per (3.7), k és el nombre de parametres en el model, i n és la mida de la
mostra.

El BIC també es diu Criteri d’'Informacié de Schwarz (SIC). Diversos estudis de
simulacié han tendit a verificar que BIC aconseguix |'ordre correcte en mostres grans,
mentre que AICc tendeix a ser superior en mostres més petites on el nombre relatiu de
parametres €s gran [8].

Tots aquests criteris consten de dos sumands, el primer decreix a mesura que
augmentam el nombre de termes, i el segon augmenta amb el nombre de sumands.

El model amb un valor d’AIC més petit és millor. De totes formes, s’ha de tenir
present que ’AIC no déna cap informaci6 sobre si un model donat és bo, només indica
que és millor que els altres models considerats. I si tots els models candidats encaixen
malament, ’AIC no donara cap avis d’aixo0.

Per la construccié d'un model adequat de séries temporals, hem de considerar tam-
bé el principi de parsimonia. D’acord amb aquest principi, sempre s’ha de seleccionar
el model amb el menor nombre possible de parametres per tal de proporcionar una
representacié adequada de les dades subjacents a la serie temporal.

D’altra banda, com més complicat és el model, més possibilitats té de presentar
desviaci6 dels suposits del model real. Amb 'augment dels parametres del model,
el risc de sobreajust també augmenta. Un model de série temporal més ajustat pot
descriure les dades mostrals molt bé, perd pot no ser adequat per al pronostic futur.
Com que potenciar el sobreajust afecta la capacitat d'un model per a pronosticar bé, la
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parsimonia s’utilitza sovint com un principi rector per superar aquest problema. Aixi,
en resum, es pot dir que, en fer pronostics de series temporals, s’hauria de donar gran
atencio per seleccionar el model més parsimoniés entre totes les altres possibilitats
[11].

Una vegada s’ha triat el millor model, després s’ha de validar si és adequat per
modelitzar la série temporal donada. Concretament, una série estara ben identificada
si quan s’ajusta el model els residus es comporten com un soroll blanc. Recordem que
un soroll blanc és una serie estacionaria en la que cap observaci6 depén de les altres, i
per tant els valors de I’ACF i la PACF sén nuls. A més, el grafic dels residus ha de mostrar
que varien al voltant del zero, sense tendéncia, la variancia és constant i no hi ha valors
atipics. Aproximadament el 95% dels residus estandaritzats han d’estar entre —2 i 2
desviacions tipiques [3].

Un test per comprovar si els residus sén un soroll blanc és I'anomenat test de Ljung-
Box. La hipotesi nul-la d’aquest test és que les primeres autocorrelacions son nul-les. La
hipotesi alternativa d’aquest test implica que algunes de les correlacions es diferent
de zero i, per tant, no es pot assumir que els residus siguin un soroll blanc. Llavors si
el p-valor que obtenim en aquest test supera 0.05, s’assumeix que els residus sén un
soroll blanc [3].

3.5 Exemple

La série temporal segiient recull el nombre de naixements mensuals a Espanya des
de gener del 2000 fins desembre de 2004 [16].
En total es tracta de 60 observacions i estan recopilades a la taula 3.2.

t X; t X; t Xt t Xt t Xy t X;

1 | 32995 || 11 | 33317 || 21 | 34176 || 31 | 35962 || 41 | 38593 || 51 | 37091
2 | 30696 || 12 | 33780 || 22 | 36266 || 32 | 35470 || 42 | 36100 || 52 | 36389
3 | 33608 || 13 | 34198 || 23 | 34322 || 33 | 36943 || 43 | 37849 || 53 | 37487
4 | 32196 || 14 | 29881 || 24 | 33692 || 34 | 37123 || 44 | 36814 || 54 | 37001
5 | 34026 || 15 | 33424 || 25 | 34023 || 35 | 35003 || 45 | 38655 || 55 | 39275
6 | 31832 || 16 | 32653 || 26 | 31307 || 36 | 36008 | 46 | 37978 || 56 | 37975
7 | 33754 || 17 | 35466 || 27 | 33680 || 37 | 36189 || 47 | 36117 || 57 | 39741
8 | 33666 || 18 | 32706 || 28 | 34656 || 38 | 33051 || 48 | 36738 || 58 | 40051
9 | 33758 || 19 | 34788 || 29 | 35733 || 39 | 36853 || 49 | 37603 || 59 | 38208
10 | 34004 || 20 | 34808 || 30 | 32938 || 40 | 36944 || 50 | 34515 || 60 | 39255

Taula 3.2: Naixements mensuals

El segiient codi converteix la taula de dades en una série temporal, i la representam
en una grafica respecte el temps. Es pot observar la representacié grafica en la figura
3.20.

Neixer <- read.table("nacimientos_totales.txt")
Neixer.ts <- ts(data=Neixer, start=c(2000,1), end=c(2004,12),
frequency = 12)
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plot (Neixer.ts, type="o", pch=20 ,ylab="Naixaments Espanya",xlab="t")
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Figura 3.20: Evoluci6 cronologica de les dades.

El primer que s’ha de fer és la descomposicié en components de la serie. La des-
composicio de les series temporals implica la separaci6 de la serie en tres components;
la tendencia, la component estacional i la component irregular, és a dir, ’estimaci6
d’aquestes tres components. Per estimar aquestes components es pot utilitzar la funcié
en R: “decompose(serie)”. A continuaci6 trobam el codi per fer aquesta descomposicié
ila posterior representaci6 grafica.

decomp.Neixer <-decompose(Neixer.ts)

str(decomp.Neixer)
plot(decomp.Neixer)
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Decomposition of additive time series
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Figura 3.21: Descomposici6é en components de la serie temporal.

Si es té una série temporal estacional que pot ser descrita utilitzant un model
additiu, es pot ajustar per I'estacionalitat de la série temporal mitjangant I’estimacié
de la component estacional, i restant aquesta component a la serie temporal original.
Es pot fer mitjancant I'estimacié de la component estacional calculada per la funcié
“decompose(serie)”, que correspon a “$seasonal”. Vegem-ho en el segiient codi, on
també es fa la representacio grafica de la nova serie temporal.

Neixerl <- Neixer.ts-decomp.Neixer$seasonal
plot(Neixerl,ylab="Naixements",xlab="t")
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Figura 3.22: Serie sense la part estacional.

Els models ARMA es defineixen per a series temporal estacionaries. Per tant, si es
comenca amb una serie temporal no estacionaria, primer s’haura de diferenciar la serie
fins a obtenir-ne una estacionaria. La segiient instrucci6 en R del paquet “forecast”
indica quantes diferéncies s’han de fer per fer la série estacionaria.

require(forecast)
ndiffs(Neixerl)

Llavors, amb el codi segiient aplicam les diferencies a la serie: “diff()”, d’acord al que
ens ha donat la instruccié anterior. I amb “adf.test()” de la llibreria “tseries” comprovam
'estacionarietat de la série temporal, aquesta instruccio aplica el test de Dickey-Fuller
augmentat. Que com ja s’ha comentat si el p-valor és menor que 0.05, indica que la
serie és estacionaria.

Neixer2 <- diff(Neixerl, differences = 1)
# test Dickey-Fuller

library(tseries)

adf .test (Neixer?2)

El test ens déna:

Augmented Dickey-Fuller Test
data: Neixer2

Dickey-Fuller = -6.4699, Lag order = 3, p-value = 0.01
alternative hypothesis: stationary
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Per tant, el test de Dickey-Fuller augmentat després d’aplicar una diferencia ha
donat 0.01, i aleshores, la série és estacionaria. A més, hem representat la nova série
temporal i és pot veure clarament que és estacionaria.

plot.ts(Neixer?2)
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Figura 3.23: Serie estacionaritzada.

Tant si la serie temporal era estacionaria, com si s’ha transformat en una série
estacionaria diferenciant d vegades, el segilient pas és seleccionar el model ARIMA
apropiat, que vol dir trobar els valors p i g de ARIMA(p,d,q) més adequats. Per aixo és
necessari examinar ’ACF i la PACF de la serie temporal estacionaria. Per representar
aquestes funcions podem utilitzar les funcions en R “ACF()” i “PACF()”, respectivament.

require(astsa)

dev.new()

acfp <- acf(Neixer2,plot = FALSE)
acfp$lag <- acfp$lag *12
plot(acfp,ylab="",main="ACF")
dev.new()

pacfp <- pacf(Neixer2,plot = FALSE)
pacfp$lag <- pacfp$lag*12
plot(pacfp,ylab="",main="PACF")
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Figura 3.25: PACF de la serie Naixements.

Les grafiques de ’ACF i la PACF mostren un comportament que es pot interpretar
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com un procés MA(1): 'ACF és nul-la després d'un retard i la PACF sembla tenir un
comportament sinusoidal. Per tant, el model podria ser un ARMA(0,1); de fet, com que
hem fet una diferencia per convertir la serie original en estacionaria, el model elegit

sera un ARIMA(0,1,1).

Amb el segiient codi estimam els parametres del model ARIMA(0,1,1). A més, ens

donara el valor del criteri d’Akaike, AIC.
arima.Neixer <- arima(Neixerl,order =

> arima.Neixer

Call:
arima(x = Neixerl, order = c(0, 1, 1))

Coefficients:
mal

-0.4844

s.e. 0.1022

sigma”2 estimated as 403187: log likelihood = -464.61,

c(0,1,1))

aic = 933.22

En el codi segiient veim que el parametre del model ARIMA(0,1,1) és 0 = —0.4844 i
el valor de ’AIC és 933.22. Per tant, el model seria:

(1-B)X;=(1-0.4844B)7;

Pero també es pot pensar que es tracta d'un model AR(2), interpretant '’ACF i la PACF
com: la primera té un comportament sinusoidal i la segona és nul-la després de dos
retards. I, com hem dit abans, com que hem aplicat una diferéncia, seria ARIMA(2,1,0).

Amb el segiient codi estimam els parametres del model ARIMA(2,1,0). A més, ens

donara el valor del criteri d’Akaike, AIC.
arima.Neixerl <- arima(Neixerl,order =

> arima.Neixeril

Call:
arima(x = Neixerl, order = c(2, 1, 0))

Coefficients:
arl ar2
-0.4811 -0.3026
s.e. 0.1277 0.1259

sigma”2 estimated as 393644: log likelihood = -463.94,
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En el codi segilient veim que els parametres del model ARIMA(0,1,1) s6én ¢; =
—0.48111i ¢p» = —0.3026 el valor de 'AIC és 933.88. Per tant, el model seria:

(1-0.4811B —0.3026B%)(1 - B) X, = Z,.

Pero s’ha d’elegir el millor model, i com que el valor de I’AIC per el cas de ARI-
MA(0,1,1) és menor que per ARIMA(2,1,0), ens quedariem amb ’ARIMA(0,1,1).

A més, tenim la instruccié “auto.arima()” que ens diu quin és el millor model per la
nostre serie temporal. Vegem que ens déna 'opcié que hem elegit:

library(forecast)
auto.arima(Neixerl,allowdrift=F)

Series: Neixerl
ARIMA(O0,1,1)

Coefficients:
mal

-0.4844

s.e. 0.1022

sigma”2 estimated as 410157: 1log likelihood=-464.61
AIC=933.22 AICc=933.44 BIC=937.38

Ens déna que el millor model és '’ARIMA(0,1,1), com haviem vist amb el valor de
I'AIC.

Finalment, utilitzarem el test de Ljung-Box per veure si els residus s6n un soroll
blanc, i per tant, el model s’ajusta correctament a les dades de la série temporal.

Amb el codi segiient calculam els residus i aplicam el test de Ljung-Box:

# Calcul dels residus
res<-residuals(arima.Neixer)

# Tests de Ljung-Box:
Box.test(res,lag=20,type = "Ljung")

[ hem obtingut:
Box-Ljung test

data: res
X-squared = 24.74, df = 20, p-value = 0.2116

Llavors, com que surt un p-valor de 0.2116, acceptam que sigui un soroll blanc.
Per acabar de comprovar-ho, vegem que I’ACF i la PACF valen practicament zero.

# Representacid dels residus i les funcions d’autocorrelacid
plot(res)

dev.new()

acfp <- acf(res,plot = FALSE)
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acfp$lag <- acfp$lag *12
plot(acfp,ylab="",main="ACF")
dev.new()

pacfp <- pacf(res,plot = FALSE)
pacfp$lag <- pacfp$lag*12
plot(pacfp,ylab="",main="PACF")
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Figura 3.26: Residus.
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Figura 3.28: PACF dels residus.
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3.6 Prediccions

Una vegada que s’ha seleccionar el millor model ARIMA(p,d,q) per a les dades de la
serie temporal, i s’han estimat els parametres per aquest model ARIMA, es pot utilitzar
com a model per fer prediccions dels valors futurs de la série temporal.

Per fer-ho es pot utilitzar la instruccié en R “forecast.Arima()” del paquet “fore-
cast”. Es pot especificar el nivell de confianca per als intervals de prediccié en “fore-
cast.Arima()” amb 'argument “level”. Per exemple, per obtenir un interval de confianca
del 99.5%, s’hauria d’escriure: “forecast.Arima(serie,level=c(95.5))” [14].

Vegem algunes prediccions per I'exemple anterior (naixements mensuals a Espa-
nya). La instrucci6 segiient ens mostra els valors de I’estimacio, aixi com els extrems
dels intervals de confianca del 80% i del 95%.

#Prediccio
library("forecast")
predict <- forecast.Arima(arima.Neixer, h=12)

> predict

Point Forecast Lo 80 Hi 80 Lo 95 Hi 95
Jan 2005 38914.03 38100.28 39727.78 37669.51 40158.55
Feb 2005 38914.03 37998.50 39829.56 37513.85 40314.21
Mar 2005 38914.03 37906.95 39921.11 37373.84 40454.22
Apr 2005 38914.03 37823.06 40005.00 37245.54 40582.53
May 2005 38914.03 37745.17 40082.89 37126.42 40701.64
Jun 2005 38914.03 37672.16 40155.90 37014.76 40813.30
Jul 2005 38914.03 37603.21 40224.85 36909.31 40918.76
Aug 2005 38914.03 37537.71 40290.35 36809.13 41018.93
Sep 2005 38914.03 37475.19 40352.87 36713.51 41114.55
Oct 2005 38914.03 37415.27 40412.79 36621.88 41206.18
Nov 2005 38914.03 37357.66 40470.40 36533.77 41294.29
Dec 2005 38914.03 37302.11 40525.95 36448.81 41379.26

Finalment, representem les prediccions.

plot.forecast (predict)
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Figura 3.29: Prediccions dels naixements mensuals a Espanya al 2015.

3.7 Altres models

En aquest capitol s’han estudiat els models probabilistics per a series temporals
estacionaries o que la no estacionarietat és deguda a la preséncia d’'una tendéncia. En
aquests casos, com hem vist, podem convertir la série temporal en estacionaria aplicant
una o varies diferéncies a la série, i després I'ajustam per un model ARIMA convenient.
Quan la no estacionarietat és deguda a altres causes, hi ha altres models probabilistics
adequats.

Aixi, si la série presenta estacionalitat, es pot modelitzar mitjancant un procés
ARIMA mixt, indicat ARIMA(p, d, q) (P, D, Q) on (p,d,q) s6n com abans i (BD,Q) corres-
ponen a la part estacional de la que m indica el periode.

Per exemple, un model ARIMA(1,1,1)(1,1,1)4 té 'expressio

(1-¢BA-2,BH(1-B)(1-BHX;=1+6,B)(1+6,B% 7,

on (1—¢1B), (1-®,B*), (1-B), (1-B*%, 1+6,B)i(1+06;B* corresponen a AR(1)
no estacional, AR(1) estacional, diferéncia no estacional, diferencia estacional, MA(1)
no estacional i MA(1) estacional; respectivament.

En el cas d'una serie temporal de tipus autoregressiu que presenti heterocedasticitat,
un model adequat seria ARCH, 0 GARCH (ARCH generalitzat) introduit per Engle (1982)
i posteriorment generalitzat per Bollerslev (1986).
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Amb aquest treball s’ha volgut fer una ampliaci6 de I'assignatura d’'Inferéncia es-
tadistica, aprofundint en I’analisi de séries temporals (tema que no s’ha donat en la
carrera). Tot i aix0, el treball té gran part de probabilitat.

Les séries temporals s'usen per estudiar la relacié causal entre diverses variables
que canvien amb el temps i que s’'influeixen entre si. Des del punt de vista probabilistic,
una serie temporal és una seqiiencia de valors observats d'una variable ordenats en el
temps.

Lestudi de les series temporals té dos objectius principals; el primer és el coneixe-
ment del seu patré de comportament, és a dir, determinar una funcié de temps que
modelitzi la série a partir de les dades observades. El segon objectiu és, a partir del
model obtingut, predir el comportament futur de la serie.

En la primera part hem estudiat com fer la descomposicié de la serie temporal en
components. En el cas de la tendéncia, hem estudiat el procés de les mitjanes mobils, tot
i que hem notat que sén freqiients les situacions en que és dificil modelitzar la tendéncia
a través d'un simple model polinomic de menor o major grau. Per aix0 s’exposen altres
metodes de modelitzar la tendéncia, com és I'allisat exponencial. Tot i que no s’ha
explicat en el treball, s’ha comentat que hi ha tres tipus d’allisat exponencial: el simple,
el de Holt i el de Holt-Winters. S’aplica un allisat exponencial o I’altre depenent si la
serie té tendencia i/o estacionalitat.

A més, s’ha explicat com estudiar I'estacionalitat a través de les mitjanes mobils.
S’ha donat un procés a seguir per calcular els indexs estacionals, aquest procés varia
si el model és additiu o multiplicatiu. Finalment, tant per al calcul de les mitjanes
mobils com dels indexs estacionals es necessita tenir el periode de la serie. Per aixo s’ha
d’utilitzar el correlograma, explicat en el darrer apartat d’aquest capitol.

Ala segona part del treball hem estudiat els models ARIMA només per al cas de
series sense estructura estacional. Hem vist com identificar el model ARIMA més ade-
quat, com estimar els seus parametres i com validar el model. Al final del treball, hem
inclos un exemple complet. En cas que la série temporal tengui estructura estacional,
hi ha altres models per tal d’ajustar la serie, els models ARIMA(p,d,q) (BD,Q). Un model
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ARIMA estacional es forma mitjancant la inclusi6 de termes estacionals en els models
ARIMA vists en el treball. Els parametres (p,d,q) s6n de la part no estacional del model i
els parametres (BD,Q) s6n de la part estacional.

La part estacional del model consisteix en termes que s6n molt similars als com-
ponents no estacionals del model, pero implica un retard del periode estacional. Els
termes estacionals addicionals simplement es multipliquen amb els termes no estacio-
nals.
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En aquest treball hem utilitzat R, un llenguatge i entorn de programaci6é per a
I'analisi estadistic i grafic, per implementar les rutines necessaries per calcular el model
que cercam. A continuaci6 s’expliquen les rutines que s’utilitzen en el segon capitol,
que correspon a la modelitzaci6é per components. A més en aquest apéndix inclourem
els codis corresponents.

e MM(dades,p). Aquesta rutina genera les mitjanes mobils de la série temporal da-
des, on p és el periode de la serie temporal, que es determina amb el correlograma
de la serie.

Es necessari definir la funcié parell(p), ja que com en vist en la teoria, es calculen
de manera diferent les mitjanes mobils si el periode és parell o senar. Aquesta
funcié retorna un boolea, que és vertader si p és parell i fals si p és senar.

MM <- function(dades,p){
1 <- length(dades)
1lista <= cO)
for (i in 1:(1-p+1)) {
aux <- 0
for (j in 1:p) {
aux <- aux+dades[i+j-1]
}
llista <- c(llista,aux/p)
}
if (parell(p)){
llistal <- cQ
for (i in 1:length(llista)-1) {
1listal <- c(1llistal, (1listal[il+1listal[i+1])/2)
}
return(llistal)
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return(llista)

parell <- function(p){
if (ph%h2==0){
return (TRUE)
}elsed{
return (FALSE)
}

¢ IE(dades,MitMov,p,Additiu). Aquesta rutina calcula els indexs estacionals de la
serie dades. Per fer-ho es necessita passar com a parametres: les mitjanes mobils,
el periode p i un valor boolea Additiu per indicar si el model que farem servir és
additiu (TRUE) o multiplicatiu (FALSE). Com abans, necessitam la funcié parell.

IE <- function(dades,MitMov,p,Additiu){
llista <- c()
if (parell(p)){
i0 <- p/2
}
if (Additiu){
for (i in 1:length(MitMov)) {
llista <- c(llista,dades[i0+i]-MitMov[i])
}
Yelsed{
for (i in 1:length(MitMov)) {
llista <- c(llista,dades[i0+i]/MitMov[i])
}
}
1 <- length(llista)
indexEst <- c()
for (i in 0:(p-1)) {
aux <- 0
noTrobat <- 1
cont <- 0
while (noTrobat) {
if ((i0+cont)%%p == i){
noTrobat <- 0
Yelse{
cont <- cont+1
}
}
ns <- 0
if (cont == 0){



cont <- p
}
while (cont+p*ns<=1) {
aux <- aux+llistal[cont+p*ns]
ns <- ns+1
}
aux <- aux/ns
indexEst <- c(indexEst,aux)
}
mitjana <- sum(indexEst)/p
if (Additiu){
for (i in 1:length(indexEst)) {
indexEst[i] <- indexEst[i]-mitjana
}
Yelsed{
for (i in 1:length(indexEst)) {
indexEst[i] <- (indexEst[i]/mitjana)*100
}
}
aux <- indexEst[1]
for (i in 1:(length(indexEst)-1)) {
indexEst[i] <- indexEst[i+1]
}
indexEst [length(indexEst)] <- aux
return(indexEst)

¢ Atres funcions:

- Larutina f(m,x) crea la funcié tendeéncia, és a dir, amb els mateixos valors
de temps que les mitjanes mobils m i donant x, els coeficients de la funcié
tendeéncia, retornara el valor de la tendéncia per unitat de temps.

f <- function(m,x){

k <- cQ

for (i in 1:length(m)) {
sum <- O
for (j in 1:length(x)) {

sum <- sum+x[jl*i~(j-1)

}
k<-c(k,sum)

}

return (k)

}

- Larutina x(m,t) recalcula els valors de temps, ja que no tenim la mateixa
quantitat d’observacions de la série i de les mitjanes mobils, llavors alho-
ra de fer les representacions grafiques necessitam desplacar les mitjanes
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mobils p/2. Els parametres d’entrada corresponen a m, mitjanes mobils, i ¢
observacions de la serie. Aquesta funcié només és necessaria per fer algunes
de les representacions grafiques.

x <- function(m,t){
z <- length(t)-length(m)
t <-z/2
x <- cQ)
for (i in 1:length(m)) {
x <- c(x,t+i)
}
return(x)

}

La rutina mult(x1,x2,y) retorna tots els nombres multiples de y que es
troben entre els nombres x1 i x2.

mult <- function(x1,x2,y){
t <= cQ
for (i in x1:(x2-1)) {
if (A%hy==0){

t<-c(t,1)
}

}

return(t)
}

. ... 5 S E;

La rutina Y(mult,s,E,Additiu calcula els valors de X; = X+ E;0 X; = X 100
ambs=1,---,pit=s+p, on X éslamodelitzacié de la tendéncia i E els

indexs estacionals. Per aix0, s’han de passar com a parametres: els multiples
de p mult, el periode p, els indexs estacionals E i un boolea que indica si és
additiu o multiplicatiu.

Y <- function(mult,p,E,Additiu){

x <- 0
f <-0
Y <- cQ)

for (i in 1:length(mult)) {
for (j in 1:p) {
x <= mult[i]+]
f <- (1.841e+01-1.095e-01*x+2.100e-03*x"2-1.085e-05*x"3)
if (Additiu){
Y <= c(Y,£+E[5])
Yelse{
Y <- c(Y,f*E[j1/100)
}



¥

return(Y)

}

Finalment, el codi utilitzat en I’exemple de les temperatures mensuals a Palma de
Mallorca, utilitzant les rutines descrites anteriorment, és:

# Dades

Temp <- read.table("TablaTEMP.txt")

Temp.ts <- ts(data=Temp$V2, start=min(Temp$V1l), end=max(Temp$V1i))
plot(Temp.ts, type="o", pch=20 ,ylab="Temperatures",xlab="t")

# Correlograma
acf(Temp.ts, main="ACF",ylim=c(-1,1),ci.col="black",ylab="")

# Mitjanes mobils
m <- MM(Temp.ts,12)

# Tendencia (cubica)

t2 <- time(m) "2

t3 <- time(m)~3

Im.temp <- lm(m~time (m)+t2+t3)
summary (1m. temp)

X2<-x(m,Temp.ts)

fun <- f(m,c(1.845e+01,-1.151e-01,2.265e-03,-1.210e-05))
plot(Temp.ts, type="o", pch=20 ,ylab="Temperatures",xlab="t",
ylim=c(5,30),1lwd=1.5)

lines(X2,m, type="o", pch=20 ,ylab="",xlab="", col="blue",
ylim=c(6,27),1wd=1.5)

lines(X2,fun, col="red",lwd=2)

legend(84,29,legend = c("Dades reals", "Mitjanes Mobils", "Tendéncia"),
col = c("black","blue","red"),lwd = c(2.5,2.5,2.5),cex = 0.6,
xjust = 0, yjust = 0.6, x.intersp = 0.5, y.intersp = 0.5)

# Estacionalitat
E <-IE(Temp.ts,m,12,TRUE)
plot(E, type = "o", pch=19, ylab = "E", xlab = "s")

# Comprovacio

multl <- mult(0,108,12)

Ytilde <- Y(multl,12,E,TRUE)

plot(Ytilde, type = "1", col="red", ylab = "Temperatures", xlab = "t",
ylim = c(5,30),1wd=1.5)

points(Temp.ts, pch=20,1lwd=1.5)

legend(85,29,legend = c("Dades reals","Model"), col = c("black","red"),
lwd = c(2.5,2.5),cex = 0.6,xjust = 0, yjust = 0.6, x.intersp = 0.5,

69



5. APENDIX

y.intersp = 0.5)

# Residus
plot((Temp.ts-Ytilde), type="o",pch=19,ylab="R",xlab="t")

# Prediccio

Temp2 <- read.table("TablaTEMP220216.txt")

Temp2.ts <- ts(data=Temp2$V2, start=min(Temp2$V1), end=max(Temp2$V1i))
mult2 <- mult(108,120,12)

Ytilde2 <- Y(mult2,12,E,TRUE)

x <= ¢(109:120)

plot(Ytilde, type = "1", col="red", ylab = "Temperatures", xlab = "t",
ylim = ¢(5,30),x1lim = c(0,120),1lwd=1.5)
lines(x,Ytilde2,col="blue",lwd=1.5)

points(Temp2.ts, pch=20,1lwd=1.5)

legend(85,29,legend = c("Dades reals","Model","Previsions"),

col = c("black","red","blue"),lwd = c(2.5,2.5),cex = 0.6,xjust = 0,
yjust = 0.6, x.intersp = 0.5, y.intersp = 0.5)
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