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En los tdltimos afios el concepto de convexidad ha adquirido gran importancia para el estudio
de los méximos y minimos de funciones en la mayoria de las dreas de la matemaética aplicada.
El objeto de este trabajo es presentar algunos resultados del anélisis convexo enfocados a la
optimizacién de funcionales. Ademds se culminard dicho trabajo con algunos ejemplos de la
aplicacion de la teoria vista previamente.

La memoria se divide en cuatro capitulos:

(1.
2)

3)

(4.

(5.

El primer capitulo es una pequena introduccién y motivacién del resto del trabajo.

El segundo es la base del andlisis convexo. Se estudian las propiedades topolégicas de
las funciones convexas, empezando por la definicién de las mismas hasta su Gateaux
diferenciabilidad, pasando por la funcién polar, la I'-regularizacién y el concepto de
funcién semicontinua inferiormente.

La bibliografia principal utilizada a lo largo de este primer capitulo ha sido [1], [2], [3],

(41, 51, (61 y [7].

El tercero capitulo trata sobre la minimizacién de funciones convexas. Cudndo existe
solucién al problema de minimizacién de una funcién convexa y bajo qué hipdtesis
este minimo es tinico. Ademads, con la teoria dada, resolveremos algunas desigualdades
variacionales.

Para hacer dicho capitulo se han seguido los libros [1] y [8].

El cuarto trata sobre el problema dual. Se define dicho problema y se estudia las relacion
entre las soluciones del problema primario y su dual. También se introducira el concepto
de funcion de Lagrange o Lagrangiano y los puntos de silla.

Para este se han consultado [1], [9], [10], [11], [5], [12] y [7].

Finalmente, en el Gltimo capitulo utilizaremos la teoria anterior para resolver los pro-
blemas de Dirichlet y de la torsiéon elasto-pléstica utilizando el andlisis convexo y la
optimizacion.

La bibliografia ha sido [1], [13], [14], [15] y [7].

Como se observa en la bibliografia' dada, para la realizacién de este trabajo se ha seguido
el esquema del libro [1]. No obstante, previamente a la lectura de dicho libro se ha estudiado

1La bibliografia especificada ha sido la principal, no obstante se ha seguido mas que aparecera citada donde
corresponda.



vi PREFACIO

la teoria de andlisis funcional utilizando complementariamente [16], [17], [18], [19].

Mi aventura en el andlisis convexo empez6 en verano del 2016. Como se verd a a lo largo de la
memoria, se necesita una base muy fuerte y muy sélida de conceptos de anélisis funcional,
materia que no se ve en el grado. Por ello debi leer, estudiar y entender andlisis funcional
antes de poder empezar a trabajar en el libro. Mis fuentes de aprendizaje fueron, en primer
lugar, [19], y complementariamente [16], [18] y [17].

Una vez adquiri una base, la suficiente al menos, comencé a leer [1]. Este libro era muy
avanzado y daba por supuestos muchos conceptos (de cdlculo variacional o andlisis no dife-
renciable por ejemplo) que necesité complementar con otras lecturas tales como [2], [3] y [4]
entre otros, que irdn apareciendo citados alli donde los necesité.

Cuando los conceptos ya no me bailaban tanto (o eso creia) me dediqué a escribir las
demostraciones que en esta memoria aparecen. Mi trabajo sobre ellas ha sido hacer las
demostraciones que los autores dejaban por triviales, obvias o sencillas (y no lo eran en
absoluto) y a descomprimir las que si hacian. Todas las demostraciones de esta memoria estan
descomprimidas, no hay ninguna que sea literalmente la misma que uno puede encontrar en
los libros de la bibliografia, pues siempre he especificado todos los cdlculos que no estaban
hechos, he justificado con teoremas las implicaciones que no lo estaban, he corregido las
incorrecciones que he encontrado en ellas (ver apéndice G) y las he completado usando otros
libros y articulos (que en tal caso, estardn citados). También, por temas de comprension, he
utilizado definiciones diferentes a las que el libro utiliza y con teoremas de equivalencias he
dado finalmente la que aparecen en el libro. Ademads he afiadido ejemplos, tantos inventados
por mi como de ejercicios propuestos que he encontrado en otros libros y los he resuelto.
También he incluido gréficas (que el libro no tiene ninguna) bien hechas por un script mio,
que puede encontrarse en el apéndice F, o bien de otros libros (y teniendo que adaptar la
notacion que utilizan a aquella que utilizo yo).

Otro punto en mi trabajo ha sido homogeneizar las notaciones de las diferentes referencias
utilizadas. El libro seguido de guia es antiguo y en consecuencia tiene notacién ya en desuso.
Se ha tenido que revisar y actualizar dicha notacion.

Finalmente, baséndome en los conocimientos adquiridos en la asignatura de Métodos Numé-
ricos II, he tenido que implementar un método (diferencias centradas) para resolver mediante
un algoritmo problemas de optimizacion no lineal (ver apéndice F).

Como ya he comentado antes, adquirir la base de anadlisis funcional no ha sido sencillo en
absoluto. Los espacios Banach, Hilbert, LP y Sobolev al igual que sus duales, la topologia débil,
débil-* y los cuatro pilares bésicos del andlisis funcional -teorema de Hanh-Banach, Teorema
de la categoria de Baire, Teorema de Banach-Steinhaus y el Teorema de la aplicacién abierta- no
se ven durante el grado y tener que estudiarlos me result6 dificil (imposible si no hubiera sido
por la inestimable ayuda de mi tutor). Pero eso sélo fue el principio, las herramientas bésicas.
Mas tarde aparecieron los conceptos de funcién semicontinua inferiormente, diferencial
Gateaux, subdiferencial... que complicaron més el TFG y me cost6 dias incluso semanas poder
entenderlos bien.

En cuanto al cdlculo variacional también me resulté dificil, pues todo, absolutamente todo,



fue nuevo.

Otro punto complicado ha sido saber cémo plasmar en papel lo que he entendido in-
tuitivamente o geométricamente. A veces he pecado de saltarme pasos de demostraciones
creyendo que eran evidentes (y lo son después de trabajar la misma demostracién durante
varios dias) pero redactarlos de forma que el lector lo entienda linealmente ha sido muy dificil.

En resumen, casi todos los conceptos que se han trabajado han sido nuevos y he tenido
que adquirir una base previa bastante ardua para poder entenderlos.

Este trabajo me ha sido muy ttil. He encontrado mi pasién y mi motivacién en las matemadticas.

He aprendido andlisis funcional, a ser autodidacta y saber encontrar las respuestas que
uno busca. Sobre todo he aprendido lo dificil que es escribir un trabajo como este, lo riguroso
que se ha de ser en la notacién que debe ser coherente desde la primera pagina del resumen
hasta la dltima pédgina del Gltimo apéndice. Agradezco a mi tutor su ayuda y sus ensefianzas
en el arte de escribir correctamente un texto matematico de nivel elevado.

Ala hora de hacer una valoracién personal sobre el interés que me ha suscitado el trabajo,
tengo que decir que me ha gustado todo, pero especialmente el tema cuarto: Dualidad en la
optimizacion convexa. Destaco sobretodo su utilidad en muchas aplicaciones y sus resultados
de enunciados claros y sencillos pero de consecuencias muy relevantes. Creo que la frase del
matematico G.Pélya” describe perfectamente este capitulo:

“La elegancia de los teoremas es directamente proporcional al niimero de ideas que en ellos
vemos, e inversamente proporcional al esfuerzo requerido para comprenderlas.”

2Extraida de http://www.uv.es/~teamar3/citas.htm.
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Uno de los problemas mas importantes de la vida real es maximizar o minimizar funciones
sujetas a ciertas restricciones. Por ejemplo, a partir de 1990 se han descubierto muchisimas
aplicaciones donde la necesidad de encontrar mdximos y minimos, bien relativos o bien
absolutos, ha hecho que la optimizacion sea aplicada a dreas tan diferentes como puedan ser
sistemas de control, resolucién de EDP’s (ver capitulo 5), procesamiento de sefiales, teoria de
juegos, redes, andlisis de datos y “big data”, estadistica, finanzas, entre otras.

Matemadticamente el problema es el siguiente:

Dados V un espacio vectorial topolégico, <7 subconjunto suyoy F: V — R buscamos encon-
trar una solucién al problema

() Inf  F(u). (1.1)

Sea i una solucién local a dicho problema. Sabemos que si it € 4 y F es diferenciable en it
-en algun sentido de diferenciabilidad-, entonces i satisface la regla de Fermat,

F' (@) =0,

la cual es una condicién necesaria de optimalidad. En el caso que i ¢ o pero F sigue siendo
diferenciable en i1, entonces una condicién necesaria de optimalidad, siendo &/ convexo, se
sigue satisfaciendo y es conocida como desigualdad variacional (que es otro de los objetivos
de este trabajo (ver capitulo 3)) que viene dada por

(u—a,F (1)) =0, paraalgin u € &/

Sin embargo, la condicién de diferenciabilidad de F en i no es intrinseca del problema de
minimizacién Z.
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Por ejemplo, supongamos que V =% ([a, b]) y G: [a, b] — R. Sea
F©@=|6-H],,

para una funcién H € € '([a, b]) \ & fijada. En este caso, el funcional no es Gateaux diferen-
ciable (ver seccion correspondiente del capitulo 2) en “muchos” puntos, en consecuencia no
podemos aplicar la regla de Fermat para encontrar un minimo de F !.

No obstante, si F es convexa y no diferenciable, un substituto adecuado para el concepto de
diferenciabilidad es un subgradiente, que definiremos al final del primer capitulo. Pero pode-
mos adelantar aqui que un subgradiente de F en #& es un funcional lineal continuo u* € V'
que satisface

(v-a,u*y<F()-F@@), VveV.

Figura 1.1: Imagen extraida de [2]. Ejemplo de un subgradiente de una funcién F en un punto
u.

Geométricamente significa que la funcién afin “paralela” g(u) = (v — i1, u*) + F (i) satisface
que g(v) < F(v) para cualquier v € V' y g(it) = F(i1). Normalmente una funcién admite varios
subgradiente (si es que admite alguno) en los puntos de no diferenciabilidad. El conjuntos de
los subgradientes de F en un punto i se llama el subdiferencial y se denota por 0F (it).

Rockafellar [3] y Moreau [12] desarrollaron el estudio formal de la teoria de conjuntos
convexos y funciones convexas, incluyendo las condiciones de optimalidad a partir de sub-
diferenciales. Esta teoria es conocida como andlisis convexo. Introduciremos también, en el
capitulo 4, el problema dual de & que estd intimamente relacionado con la funcion polar.
Saber qué relacién hay entre la solucién del problema primario y el dual es inherente al andlisis
convexo.

Los problemas de optimizacién no convexa no serdn estudiados en este trabajo, puesto
que su dificultad es considerablemente mayor.

1A este problema se le conoce como Problema de aproximacion de Chebyshev.



2.1 Orientacion

En este primer capitulo nos centraremos en las herramientas basicas del anadlisis conve-
xo. Estudiaremos las funciones convexas y algunas de sus caracterizaciones, las funciones
semicontinuas inferiormente, la funcion polar (pilar esencial para el problema dual) y la sub-
diferenciabilidad de funciones convexas.

Se supone conocimientos de anélisis funcional y de espacios vectoriales topolégicos. Todos
los espacios vectoriales considerados son reales.

2.2 Funciones convexas

2.2.1 Definicionesy caracterizaciones

Durante esta seccién nos referiremos a V como un espacio vectorial topolégico.

El espacio vectorial V' definido como el conjunto de funciones continuas cuyo dominio
es V' y codominio es R es el llamado dual topolégico de V, o sencillamente, el dual de V. Los
elementos de V' se denotardn por u*, v*,--- y serdn llamados funcionales. La aplicacién
(u, u*) — (u, u*) es una forma bilineal sobre V x V' que puede ser considerada tanto como
u(u*) como u*(u). Ademas, el vector u* de V' esta identificado por la funcion u — (u, u*), asi
como el elemento u € V queda identificado porla aplicacién u* — (u, u*). Podemos introducir
en V' (respectivamente en V) la topologia de convergencia débil sobre V (respectivamente
V'). Esta topologia se le llamara ropologia débil de V' (respectivamente de V) asociada a la
dualidad entre V y V' y serd denotada por o (V’,V) (respectivamente o (V, V')). Para mas
detalles ver el apéndice A.



2. FUNCIONES CONVEXAS

Definicién 2.1 (Funcién convexa). Sea .o/ un subespacio convexodeV yF : o/ — R una funcion.
Se dice que F es una funcién convexa si, y sélo si,

FAu+(Q1-Mv)<sAFw)+(Q-AV)F((v), Vu,ved, 1€[0,1], (2.1

siempre y cuando el término de la derecha esté bien definido. Ademds, diremos que una funcion
F es concava si —F es una funcion convexa.

Observacion 1.
* La desigualdad (2.1) debe ser valida siempre a menos que F (1) = —F (v) = +00 0 — 0.

¢ Para una familia finita de puntos pertenecientes a V', la definicién de convexidad se
generaliza como

F

> ﬂiui) < ) AF (up),

i=1 i=1

n
siempre que Y A; =1.
i=1

¢ Toda transformacién afin continua (y en consecuencia, toda funcién lineal) es siempre
convexay concava, dado que (2.1) es una igualdad. Ademads, toda funcién convexay
concava a la vez, es una transformacion afin continua.

Es natural preguntarnos por qué F tiene por codominio R. Veamos unos ejemplos de la utilidad
de esta suposicion.

1. Sea F:.o/ — R; podemos extender F mediante la funcién

5 {F(u), ue.d,
F(u) = (2.2)
+oo, U¢A.

Inmediatamente se deduce que F es convexa si, y s6lo si, .27 es convexo y F es funcién
convexa.

2. En andlisis convexo, la funcién indicatriz .# de un conjunto 7 se define como

I ) = 0, ue o, 2.3)
T b0, ue . ’

Evidentemente <7 es convexo sii .., es funcién convexa.

Presentemos algunas funciones convexas y coéncavas.

Ejemplo 2.2.1. 1. La funcion log-sum-exp, definida como
F:R" —R

u—1log(e" +...+e").

es convexa.
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Figura 2.1: Imégen extraida de [6]. Ejemplo de la funcién log-sum-exp en R3.

2. Cualquier norma enR" es convexa.
3. La media geométrica,

F:R!, —R
n 1/n
u— Hu,- ,
i=1

es funcion céncava.
La demostracion de la convexidad de estas funciones y mds ejemplos pueden encontrarse

en [6].
De forma natural, a través de (2.2) tenemos siguiente definicién.
Definicién 2.2 (Dominio efectivo). Dada una funcién F : V — R el conjunto
Dom F ={u| F (u) < +oo},
recibe el nombre de dominio efectivo de F*.

Otro elemento fundamental en el andlisis convexo es el epigrafo de una funcién. Gracias a
él, podremos obtener una caracterizacion de las funciones convexas.

Definicién 2.3 (Epigrafo de una funcién). Dada una funcién F:V — R . Al conjunto
epi F={(u,a) e VxR: F(u) < a},

sele llama el epigrafo de F.

Observacion 2. Es conveniente tener en cuenta que:

* epi F es un subconjunto de V x Ryno de V x R.

1Obviamente si F es convexa, Dom F es un conjunto convexo.
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* La proyeccion de epi F sobre V no es mas que Dom F.

Proposicion 2.4. Una funcion F: V — R es convexa si, y sélo si, epi F es convexo.

Demostracion. (=): Consideremos los elementos (u, a), (v, b) pertenecientes al epi Fy A €
[0, 1].
Queremos demostrar que A (u, a) + (1 —A) (v, b) € epi F . En efecto,

Au,a)+1-A)(w,b)=Au+1 -V v,la+(1-A)b),

entonces,
co

Fu+1-v) 2 AFw+0-N)Fw) <Aa+1-A)b.

En consecuencia (Au+(1-A)v,Aa+(1—-A)b) eepi F.
(=)

e Sean u, v € Dom F; entonces existen a, b € Rtalesque F (1) < ay F (v) < b; de forma que
(u,a), (v, b) son claramente de epi F . Consideremos A € [0,1] . Como el epigrafo es con-
vexo, A (u,a)+ (1 — A) (v, b) € epi F, dicho de otramanera, (Au+ (1-A)v,Aa+(1—-A)b) €
epi F . Por tanto,

FAu+(1-A)v)<da+(1-A)D.

Si F(u) y F(v) son finitos basta tomar a = F(u) y b= F(v).

Supongamos que F(u) = —oo y F(v) € R. Entonces, (u,a) e epi F Vae Ryexisteun beR
tal que F(v) = by por tanto (u, b) € epi F.

Como epi F es un convexo

Au+1-AN)v,Ada+(1—-A)b)eepi F VacR.

De donde,
FAu+(Q-ANMv)<la+(1-A)b, VaeR.

Haciendo tender a — —oo deducimos que,

FAu+(1-)v) =—o0.

* Siuov¢Dom F entonces F(u) o F(v) es +oo y la desigualdad es inmediata.
En definitiva, F es convexa. O
Como caso particular de este teorema tenemos que si F es una funcién convexa, su

dominio efectivo es un conjunto convexo.
Para finalizar esta subseccién definiremos un tltimo concepto.
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Definicién 2.5 (Funcién estrictamente convexa). Sea o/ <V un subespacio convexoy F:V —
R.

F es una funcion estrictamente convexa siempre y cuando la desigualdad (2.1) sea estricta y se
cumplaVu,veV, u#v, 1€(0,1). Ademds, diremos que F es estrictamente céncava, si —F es
estrictamente convexa.

Ademas, observemos que no toda funcién convexa es continua, por ejemplo la funcién
F:[0,1] — R definida por
0, ue(,1),
F(u) =
1, u=0,1,

es convexa pero no es continuaen 0, 1.

Un aspecto importante del andlisis convexo es estudiar bajo qué condiciones una funcién con-
vexa es continua. Esta relacion es la motivacién para introducir las funciones semicontinuas
inferiormente, que tienen una importancia fundamental en el andlisis convexo.

2.2.2 Funciones semicontinuas inferiormente

Hasta que se indique lo contrario, V serd ahora un espacio vectorial topolégico real y local-
mente convexo -en adelante, V un lcs.

Definicién 2.6 (Limite inferior de un funcional® y limite superior). Sea (V,T) un espacio vecto-
rial topolégico y u vector de V' 'y A, (1) la base de entornos de u con respecto at.
Dada F : V — R; se define el limite inferior de F en u como,

liminfF(v) = sup inf F(v).
v— Uu NeN;(T) veN

Andlogamente, dada F : V — R; se define el limite superior de F en u como,

limsupF(v) = inf supF (v).

v— u NEe. M(T) veN

Con la nocién de limite inferior en un espacio vectorial cualquiera -no necesariamente
meétrico o metrizable- estamos en condiciones de dar la siguiente definicién.

Definicién 2.7 (Funcién semicontinua inferiormente). Sea V' un Ilcs. Diremos que F: V — R
es semicontinua inferiormente (y lo denotaremos por Isc, debido a “lower semicontinuous
function”) en u si,

Yc< F(u), AN, € A, (1): Yve N, F(v)>c.

Si para todo punto de Dom F la funcion es Isc, entonces llamaremos a F funcién semicontinua
inferiormente.

2La siguiente definicién se puede encontrar en [7]
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Observacion 3. Por convenio diremos que la funcién F (#) = —oo, Yu € V (0 mds abreviada-
mente, F = —oo) es también Isc.

La propiedad de ser funcién semicontinua es mdas débil, menos restrictiva, que la condicién
de continuidad de una funcién.

El siguiente resultado junto a su demostracioén ha sido extraida de [7].
Teorema 2.8. Dada F:V — R las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1.) FeslscenV.
(2.) epiF escerradoenV xR.
(3.) YceR, el conjunto de subnivel c de F, Sf ={ueV: F(u) < c} es un cerrado.
(4.) YVceR,V\ Sf es un abierto.
(5.) YueV,F(u) < ligr_l)ing(U).
Demostracion.

* (1) = (2.):Sea (u,a) ¢ epi F. Tomemos a <y < F (u).
Por (1.), existe Ny € .4, de manera que, Yv € Ny, F (v) >, i.e., que para cualquier v de
Ny, el par (v,7) no es del epigrafo de F. Por tanto, el abierto Ny x (—oo,y) satisface que
[Ny x (—oo,y)] nepi F = @.

Como Ny x (—00,Y) € A{y,a), hemos encontrado un abierto que se interpone y por tanto
R\ epi F es abierto, con lo que epi F es cerrado.

* (2.) = (3.): En primer lugar notemos que
SEx{c}=epi FN(V x{c}).

Efectivamente; sea (u,c) € Sf x {c} entonces (u, c) € epi F porque F (u) < ¢y claramente
(u,c) € V x {c}. Por otro lado, si (1, ¢) € epi F N (V x {c}) tenemos que:

1. (u,c) € epi F en consecuencia F (u) < c.
2. (u,c) eV x{c},

de manera que (u,c) € Sf x {c}. Demostrado esto, podemos deducir que Sf x {c} es
cerrado en V x R, dado que es interseccidon de dos cerrados (el epi F es cerrado por (2.)).
De manera que S% es un cerrado en V.

¢ (3.) = (4.): Evidente.

* (4) = (5.):Sea u e V.Dado y < F(u) tenemos que V' \ S{f € /¥, por ser un abierto que
contiene a u (de (4.)). De este modo, y < inf F (v), en particular y < sup inf F(v) y
veN Ne.#, VEN
como se cumple para cualquier v, tenemos probado el resultado.
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e (5)=>(1.):Seay < F(u). Como y < sup inf F(v), existe N € .4}, de manera que y <
Ne.#, VEN
in]’{‘] F (v) y por tanto y < F (v) para todo v € N. Asi podemos asegurar pues que F es Isc.
43

O

Observacion 4. En particular, si (V,7) es un espacio metrizable, podemos caracterizar las
funciones Isc como

YueV, u, — u, F(u) <liminfF (u,) =sup inf F (uy).
n—oo neN kzn

Proposicion2.9. SiF:V — R es continua, F es Isc.
Demostracion. Si F es continua,

F(u) = lim F (1) = liminfF (u) = limsupF (u),
v—u v—u v—u

y por tanto es Isc. O

El siguiente lema (ver [1]) serd de utilidad en lo que sigue.

Lema 2.10. SiF es una funcion y epi F su epigrafo, entonces epi F es también un epigrafo.

Demostracion. Si (u,a) € epT , existe un filtro (uy, ay) € epi F que converge a (u, a).

Si b > a entonces para algiin a , a, < by como F (u,) < a, por ser del epigrafo, se sigue que
(uq, b) también pertenece a epi F, y en limite (cuando u, — 1) se cumple (¢, b) e epi F .
Ahora bien, notemos que si intersecamos epi F con la vertical {u} x R, el resultado es o bien el
conjunto vacio o bien un intervalo de la forma [a, +o0) (claramente,o bien la recta pasa por una
discontinuidad de F que no tendra epigrafo en dicha discontinuidad, o bien se cortan en al
menos un punto y la intersecciéon ya no es vacia); consideremos G (u) = +o0, si la interseccién
es vaciay G (u) = a en caso contrario. Por tanto, se tiene que epT =epiG. O

Esimportante observar que el supremo puntual de funciones semicontinuas inferiormente,
es también una funcién semicontinua inferiormente. En efecto, consideremos {F3},¢q una
familia de funciones Isc.

Sea F(u) = sup Fj(u). Queremos demostrar que también Isc.
AeQ
Por el teorema 2.8 sabemos que

YueV, Fy(u) < HlfjnilftlfF/l(V)-
Entonces, aplicando supremos a cada miembro de la desigualdad se tiene
F(u)=supF,(u) < supli;ni{tlfF;L (v) = lignirulfsupF,l (v).

Este hecho motiva la siguiente definicion.



2. FUNCIONES CONVEXAS

Definicién 2.11 (Isc-regularizacion). Para cada funcionF : V — R llamaremos Isc-regularizacion
de F, y la denotaremos por F, a la funcién

F(u)=sup{Fy(w): FyeslscyFy <F}.
AEA

Observacion 5. Otra manera de expresar F es como la més grande de las funciones Isc mino-
rantes® de F.

Proposicién 2.12. Sea F: V — R y F su Isc-regularizacion; entonces

epi F=epiF. (2.4)

Demostracién. Dado que F es menor que F por definicion de Isc-regularizacion, epi F es un
cerrado (F es Isc y aplicamos el teorema 2.8) que contiene a epi F y por tanto, contiene a epi F.
Dicho de otro modo, epi F < epi F.

Para la otra inclusién, sea G funcién tal que epi G = epi F. Podemos asegurar la existencia
de G debido allema 2.10, que nos asegura que epi F es el epigrafo de alguna funcién.
Por el teorema 2.8 G es una funcién Isc, dado que epi F es un epigrafo y ademas es cerrado.
Por otra parte, como epi G = epi F entonces epi F S epi G, luego G < F* Porello, G< Fy en

consecuencia, epi F < epi F S epi F Cepi F = epi G.
Observemos que epi F < epi F es cierto. Basta hacer clausuras en la inclusién epi F S epi F,
por ser la clausura de epi F este mismo conjunto. O

El caso de las funciones convexas tiene un especial interés, pues la propiedad de ser
semicontinua inferiormente se conserva aunque la topologia de V sea su topologia débil. Ello
se resume en el siguiente resultado.

Teorema 2.13. Toda funcion, F : V — R, convexa y Isc continiia siendo Isc cuando la topologia
deV es su topologia débilo (V,V').

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir del teorema de Hahn-Banach, puesto
que cualquier fuertemente cerrado en V x R convexo, es también débilmente cerrado. Por
tanto, como el epigrafo de una Isc es cerrado y ademads es convexo por ser F convexa, en la
topologia débil también lo es y se mantiene dicha propiedad. O

3 Dadas F, G funciones, se define G minorante de F si los valores de G no son mayores que los de F.
4

Proposicién. F<G < epiG<cepiF.
Demostracion. (=>): Sea (u, a) € epi G. Entonces G(u) < a, pero, como F < G se tiene que F(u) < G(u) < a de
donde (u, a) € epi G.

(<=): Si F(u) = —oo es inmediato que F(u) < G(u). Si F(u) € R entonces (u, F(u)) € epi F = (u, F(u)) € epi G de
donde, G(u) < F(u). |

10
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El caso de las funciones que toman el valor —oo es mds especial.

Teorema 2.14. Si F:V — R es una funcion Isc y convexa de manera que para algiin punto de
su dominio se alcanza el valor —oco , entonces F no puede tomar ningtin valor finito.

Demostracion. Supongamos que 3i € V de tal manera que F (i) es finito.
Consideremos a € R de forma que a < F (i7) (notemos que @ siempre existe, pues en caso
contrario F (i1) seria —o0).
Por el teorema de separacion (version geométrica) de Hahn-Banach, podemos separar estric-
tamente el conjunto A= {(i1,a): a < F (1)} de epi F que serd cerrado y convexo por ser F Iscy
convexa. Dicho de otro modo,

Anepi F=g.

Entonces existe un funcional lineal / y un a € R de manera que,
l(@)+aa<l(u)+aa, VY(u,a)eepiF. (2.5)
Escogiendo u = i1’y a = F (i) se tiene que, (u,a) = (ii,a) eepi F (F(it) < F (&1)) y
l(+aa<lw+aa=1lw+aF@)=1@)+aF @).

Y porende, 0 < a [F (i7) — @] con ello, @ >0 (F (1) — a > 0 por ser de A ). Entonces, aplicando la
linealidad de [ y dividiendo por « la desigualdad (2.5) obtenemos,

él(g_u)+d<F(m=F(u),

que es imposible, porque el miembro de la izquierda es siempre finito mientras que el de la
derecha tiene, al menos, un punto, cuyo valor es —oco. O

2.2.3 Continuidad de las funciones convexas

Recordemos que una funcién convexa no tiene por que ser continua, pero la pregunta que
intentaremos responder en esta subseccion es bajo qué condiciones la convexidad de una
funcién implica su continuidad.

Larelacién entre continuidad y convexidad estd basada en el siguiente lema.

Lema 2.15. SiF:V — R convexa estd acotada superiormente por una constante finita en un
entorno de un punto u € V, entonces F es continua en u.

Demostracion. Observemos que podemos reducir el problema al caso u =0, y F (#) =0 dado
que podemos aplicar una translacién del vector al origen.

Tenemos que demostrar que F es continua en el 0. Luego, dado ¢ > 0, trataremos de
determinar un entorno de 0, tal que, para todo v de dicho entorno, se tiene que |F(v)—F(0)| < €.
Consideremos % un entorno del origen. Sabemos que Vv € % la funcién estd acotada por
a< +oo.

11



2. FUNCIONES CONVEXAS

Definamos ¥ = % n—% . Observemos que 7 es un entorno simétrico® del origen.
v v

Seae € (0,1).Sivee?; sabemos que — € %, entonces e— + (1 —€) 0 € % y por ser F convexa.
€ €

F(v)<eF(vie)+(1—¢) F(0) F(lgsaga.

. v e .
Del mismo modo, —— € % y razonando de manera simétrica obtenemos,
€

(v)=a

F(w)=-eF(-v/ie)+(1+¢€)F(0) F > —ga.

Entonces,
—ea<F(v)sea= |F(v)|<ea,

paratodo v € €7y con ello tenemos la continuidad. O

Presentemos el teorema mds importante de esta seccion, el que nos contestard a la pre-
gunta realizada al inicio de la misma. Luego, a base de corolarios iremos estudiando diferentes
e interesantes casos.

Teorema 2.16 (Continuidad de funciones convexas). Sea F:V — R una funcién convexa. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1.) Existe un abierto O # @ tal quedu € O : F(u) # —oo y estd acotada superiormente por un
ntimero real finito a en 0.

(2.) F es una funcién propia® continua en el interior de su dominio efectivo, el cual no es
vacio.
f_'/o““

Demostracion. (2.) = (1.): Consideremos u € Dom F arbitrario pero fijado (existe por ser
Dom F # @).
Como F es continua en el interior de su dominio, en particular F es continua en u. Esto quiere
decir que existe una constante real finita a y un abierto &, tal que F(u) # —oo (F propia) y que
Yve O, |F(u)—F)| < a.
(1.) = (2.): Si se cumple (1.), entonces & < Dom F . Sea u € ¢ tal que F (1) > —oo, que sabemos
que existe porque (1.) nos lo asegura. Por el lema 2.15 y por la existencia de a que asegura la
primera afirmacion, F es continua en u por lo que deducimos que F es finita en un entorno
de dicho punto, en consecuencia F es funcién propia.

o

—A— —A— 1
Sea ve Dom F, entonces 3p>1talque w=u+p(v—u) eDom Fyseak=1—-—.

Consideramos la homotecia’ h,, ; que transforma v en vy & en el abierto h (&) que contiene

5Se dice que un entorno % es simétricosiVae %, —ac¥.

6Recordemos que una funcién es propia si Dom F # @ y F(u) > —oo para todo u € Dom F

“Definimos una homotecia de centro C y razén k denotada como hc,x como la transformacion afin h¢ y (1) =
ku+(1-kcC

12



2.2. Funciones convexas

a v . Efectivamente,

1 u w
u+(1—1+—)w=u——+—=v.
p

1
hw,k(u)=(1——
p p P

donde la tultima igualdad se deduce de la definicién de w . Ademads h(0) es abierto que
contiene a v por ser h aplicacion afin (y entonces abierta).
Para cada v’ € h(0) tenemos por convexidad,

p—-1

1 1
Foh'(V)+=-Fw)s——-a+—-F(w).
p p p

p—1
F(v)s—-
=2

Notemos que h™! (v') € &, conlo que Fo h™! (v') < a por estar F acotadaen O .

——
En resumen, cada v € Dom F posee un entorno /(&) donde F estd acotada superiormente
por una constante finita. Por el lema 2.15 nuevamente, F es continua en todo v, de donde F
es continua en su dominio efectivo. O

Este resultado nos permite estudiar la continuidad de las funciones convexas en diferen-
tes espacios vectoriales, tales como en espacios normados, espacios Banach o espacios de
dimension finita. En este sentido presentemos un corolario para espacios de dimensién finita.

Corolario 2.17. Toda funcion propia convexa en un espacio de dimension finita, es continua
en el interior de su dominio efectivo.

Demostracion. Sea V espacio de dimensidn # finita generado por los vectores linealmente

——
independientes {u,..., u,}. Suponemos que Dom F # @.
Sea @ = max F (u;). Usando la definicién de convexidad extendida a n puntos,

1<i<n

F
i=1 i=1

n n n
Z/liui) <) AiFu)sa) Ai=a.
i=1

En consecuencia, F estd acotada por una constante finita.

. . —
Consideremos el abierto en Dom F,

n n
O = { 2:,&iui| 2:,%i=:]_A,%i:>0, Vi= 1,...71}.

i=1 i=1

Por tanto, hemos encontrado un abierto, donde F no vale —co por todo (F es propia) y esta
acotada superiormente por una constante finita. Aplicando el teorema 2.16 sobre &, se deduce
directamente el resultado. O

Consecuencia directa de este resultado es,

“Toda funcion convexa definida en R" o en C", es continua en el interior de su dominio efectivo’.

13



2. FUNCIONES CONVEXAS

Como ejemplo recordemos la funcién,
F:[0,1] - R,

definida por

0, ue(O1),
F(u) =
1, u=0,1.

En su momento ya observamos que es convexa pero no continua. Sin embargo, por el corolario
anterior podemos asegurar que es continua en el interior de su dominio. Efectivamente, las
discontinuidades de dicha funcién estan en los puntos 0,1 que son de la frontera del dicho
dominio.

Estudiemos ahora que pasa cuando el espacio vectorial es normado.
Corolario 2.18. Sea V un espacio normado y F : V — R una funcién convexa propia. Las
siguiente afirmaciones son equivalentes.

1. 30 # @ abierto sobre el cual F estd acotada superiormente.

—— X X ——
2. DomF # @ y F es localmente Lipschitz en Dom F.

Demostracion. (2.) = (1.) Sea ||-|| la norma asociada a V. Queremos demostrar que si F es
localmente Lipschitz, i.e., si

o

Pt . .
Yu € V,30 < Dom F entorno de u: F|s es Lipschitz.

entonces, existe un abierto sobre el cual F estd acotada superiormente.

——
Sea u € Dom F fiado. Como F es localmente Lipschitz, en un entorno & de u se verifica que
existe una constante K, > 0 tal que,

IF(v1) = F(w)ll < Kyllvy = v2ll, Yvi,02€ 0.
Por tanto, en ¢ F estd acotada superiormente.
(1.) > (2.): Si (1.) es cierto F estd acotada superiormente en un abierto &. Por ser F funcién

——
convexa propia, el teorema 2.16 nos asegura que F es continua en Dom F.

——
Sea u € Dom F, queremos demostrar que F es localmente Lipschitz en u, i.e., que

——
30, <Dom F entornode unK,>0: || F(v1) = F(vo)ll < Kyllvy — v2ll, Vv, 12 € 0.
Para cada r > 0 consideramos

Bu,r)={v|lv-ul=<r}.

14
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——
Ya hemos justificado que F es continua en Dom F de modo que, lo es en u, con lo que, 3ry >0
tal que
YveB(u,rg), —oo<m=<F(w)<M < +oo.

o

En efecto, el mismo teorema 2.16 nos asegura que si F es convexa y continua en Dom F,
entonces existe un entorno donde F estd acotada por una constante M < +oo. Ademas, por
ser F propia, existird una constante m € R tal que —oo < m < F(v) para todo v del entorno.
Supongamos que r < ry y consideremos un v, € Z (u; ).
Definamos la funcién

Gw)=Fw+uv)-F(v).

Observemos que G(0) =0y queen # ={w | ||w]| < ry— r} G estd acotada superiormente por
M — m. Justifiquémoslo:
Sea w e W, entonces G(w) = F(w + v1) — F(v;) con vy € A(u;r). Ademads

lw+uvill < wl+llni|Ssrg—r+r=r
de donde, w + vy € #(u, ry). Por tanto,

m<Fw+n)<M=Fw+v))<M,
m<F(v)) <M= —-F(v)) <m.
Por ello,
Gw)=Fw+vr)-F(v)<M-m.

Al ser G convexa (F es convexa), por la demostracién del lema 2.15 sabemos que, Ve € (0,1) se
tiene que,
Ywee¥, |Gw)|<seM-m).

V—1N0
Ahora bien, si | v—U; || <ro—r,podemos decirque w=v—-v;€e# cone= u (por la
ro—
propia definicién del conjunto #/) y substituyendo en la desigualdad anterior,
M-m

|Gw)| = |[Fw)-F)| = Nv=wl, Yve B, ro-r)

ro—r

M-m
ro—r ‘
Consideremos el conjunto de puntos equidistantes v; = uy, uy,..., U4, = vy del segmento
[v1, v2] € B (u, r) con n suficientemente grande de manera que ||uy — tg+1 || < ro — r variando
kdelan-1, obtenemos,

Sea v, € Z(u; 1), si cumple que |F(v;) = F(v2)| < (n—1) | 1 = v2|| habremos terminado.

M_
|F () = F (uges1)| < ’f-|

|uk—uk+1||, l<k<n-1.

Sumando cada miembro, obtenemos la condicién local de Lipschitz,
M-m
ro—r

v, o€ B=(,r), |F(r1)-F(v2)| = (n-1) o1 =2

15



2. FUNCIONES CONVEXAS

Observacion 6. La demostracién anterior nos da una construccion de la constante de Lipschitz
para (2.).

Por tanto, en un espacio vectorial normado, no sélo podemos asegurar que sea continua,
sino que podemos ser un poco mas restrictivos y afirmar que cumple la condicion de Lipschitz
de manera local. También, gracias a este tltimo corolario, podemos deducir rdpidamente que
pasa con la continuidad de una funcién convexa en un espacio Banach (y en particular, en un
Hilbert).

Corolario 2.19. Toda funcion Isc convexa sobre un espacio Banach es localmente Lipschitz en
el interior de su dominio efectivo.

Demostracién. Cualquier espacio Banach es espacio normado, aplicando el corolario anterior,
tenemos el resultado. O

2.3 Supremo puntual de una funcién afin continua

El objetivo de esta seccion es presentar uno de los conjuntos que forman parte de los pilares
del andlisis convexo, I'.
Al igual que anteriormente, V serd un espacio real localmente convexo

2.3.1 DefiniciondeI (V)

Las funciones afines continuas sobre V son de la forma g (v) = ¢ (v)+a donde ¢ es un funcional
lineal continuo que pertenece V'y a € R.

Definicién 2.20. El conjunto de funciones F : V — R que son el supremo puntual de alguna
familia de funciones afines continuas se denota porT' (V). Es decir, si F € T' (V), entonces existe

una familia #r ={g : V— R : g afiny continua} tal que F(u) = sup g(u). Por tanto,
8eFr

Ir'w)= {F | F(u) = sup g(u), Zr es una familia de funciones afines continuas}.
8EFr

PorTy (V) denotamos el subconjunto deT (V)

Ioy(V)={FeT (V) | F# —oo, F# +o0}.

Evidentemente, todas las funciones de I' (V) son convexas y Isc (ya dedujimos que el
supremo puntual respeta estas propiedades). Reciprocamente tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.21. Sea F: V — R. Entonces F € T' (V) si, y sélo si, F es una funcién convexa, Isc
ysidueV: F(u) =—oo, entonces F = —oo.
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2.3. Supremo puntual de una funcién afin continua

Demostracion. (=>): Si F € I' (V) ya sabemos que F es Isc y convexa. Ademads si F (1) = —oo
para algin u, esto quiere decir que —oo es el supremo puntual de alguna familia, dicha familia
solo puede ser la vacia. Por tanto, si I' (V) no es vacio, F no puede valer —co.

(<): Supongamos ahora que F: V — R es una funcién convexa, Isc y que no vale —oo. Si
F = +oo entonces es el supremo puntual de todas las familia de funciones afines y continuas
definidas de V en R, y trivialmente F € T' (V).

Consideremos que F # +o0o. Demostrando que si FeT'o(V),yV(ii,a) € VxR: a < F (i1)
existe una funcion afin de V a R cuyo valor en u estd entre a y F (i) habremos demostrado el
resultado.

Como F es convexa, epi F es un convexo cerrado que no contiene al punto (i, a@). Por el
teorema de Hahn-Banach, versién geométrica, podemos separar estrictamente epi F del punto
amediante el hiperplano afin cerrado

H={(w,a)e VxR BeR: g(u,a) =p},
donde ¢ (¢, a) es una funcién afin y continua definida como,
gu,a)=4¢(u)+aa,

conleV'yaceR.
El propio teorema de separacién nos asegura que,

g,a)=C0(@)+aa<p, (2.6)

y que
gu,a)=¢(u)+aa> P,V (u,a)cepiF. 2.7

Diferenciemos dos casos.
1. F(i1) < 400, podemos coger u = i1 y a = F (ii). Restando
gu,a)-g(u,a,

obtenemos a [F (i) — d] > 0 de donde a > 0.
Consideramos la aplicacién afin y continua

a a

Si substituimos & por £ en 2.6 y 2.7 deducimos que,
a<h(<F ().

De donde tenemos que para cualquier (i, @) con a < F (i1), existe una aplicacién lineal
entre ellos y por tanto, F € I'(V).

17



2. FUNCIONES CONVEXAS

2. F(i1) = +o00. Si a # 0 estamos en el caso anterior.
Si a =0, consideremos g(-) = f— ¢(:) entonces tenemos,

0<B—-2(n) = g), (2.8)
gw=p-¢(u) <0, ueDom F. (2.9)

Por tanto, existen m € V' yy € R tales que para g(-) =y — m(-) se tiene,
gu)<F(u), VueV.
Entonces, para cada k > 0 se tiene que
G =gw+k[B-1lw]<Fw), YueV,
siendo g una funcién afin continua.
Considerando k lo suficientemente grande para que
a< gk

de manera que
a<gr( < F(w,

como queriamos demostrar.

2.3.2 TI'-regularizacion

Con la misma filosofia de la definicién de una Isc-regularizacién podemos preguntarnos, dada
una funcién, cudl es su funcién minorante més grande perteneciente a I' (V). Esta pregunta
motiva la siguiente definicién, que presentaremos como una equivalencia.

Proposicién 2.22. Sean F,G: V — R dos funciones. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(1.) G es el supremo puntual de las funciones afines continuas minorantes de F.

(2.) G es la mayor funcién minorante de F enT (V). Dicha funcién recibe el nombre de
I-regularizacion de F y la denotaremos por F' .

En otros términos, si
o (F)={g:V —R| g es continuay afin, g < F},

entonces,
F'(w)=sup{g(u): ge o}
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2.3. Supremo puntual de una funcién afin continua

Demostracion. (1.) = (2.): Sea G €' (V) con G < F arbitraria pero fijada. Debemos demostrar
que G <G.
Sabemos que,

G(u) = { sup g (u) : # familia de funciones afines y continuas}.
geﬁé

Como G < F, g <F, Vg € Z4y G es el supremo puntual de las todas funciones afines continuas
minorantes de F -en particular lo es de las funciones afines de .#3-tenemos que G =<G.
(2.) = (1.): Sea G la mayor funcién minorante de F en I' (V). Esto quiere decir que, para
cualquier G<F GeI(V),setiene que G=G.

Supongamos que existe una 4 : V — R funcién afin y continua tal que,

G<h<GgG.

Entonces, podemos construir una G € I' (V) con Gy, h < G» < G cuyo soporte sea el mismo
que el de G ademads de h. Por tanto, G, y G tienen el mismo conjunto de funciones afines y
continuas minorantes de F, y por ser por ser ambas de I' (V), se tiene que G = Go. O

Como caso particular tenemos que si F € I (V), F coincide con su I'-regularizacién. Un
ejemplo de ello es la figura 2.2, donde para cada punto de F, existe una funcién afin, con-
tinua y minorante suya que pasa por ese punto. Es decir, g» es tangente a F en un punto, y
g>(u) = F'(u), si u es el punto de tangencia. Lo mismo pasa con g; y con cada uno de los
puntos de F.

Figura 2.2: Imagen extraida de [2]. Ejemplo de una funcién convexa que coincide con su
I'-regularizacion.

Ademas, el siguiente resultando nos dice que, dada una funcién F cualquiera, podemos cons-
truir el epigrafo de su I'-regularizacién como la envolura convexa del epigrafo de F. Recorde-
mos que como Fler V), FT es convexa y Isc, por tanto su epigrafo serd convexo y cerrado.
Entonces, si F € I'(V), los epigrafos coincidirdn y asi también las funciones.
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Proposicién 2.23. Sean F:V — Ry F' suT -regularizacion. Si existe una funcién afin continua
¢ tal que p < F, entonces,
epi F'' =conv epi F.

Demostracion. La idea es construir una funcién G tal que su epi coincida con conv epi F.
Después argumentaremos que G no es otra que F!.

Sea ¢p € o7 (F). Por el lema 2.10 sabemos que epi F es un epigrafo para alguna funcién. De
hecho, conv epi F también es el epigrafo de una funcién Isc y convexa®, pues este conjunto es
convexo (y la funcién asilo debe ser) y cerrado (el epi es cerrado sii la funcién es Isc). Sea G la
funcién tal que epi G = conv epi F. Ademds se tiene que,

epi F < conv epi F < epi ¢. (2.10)

En efecto, la primera inclusién se tiene, ya que F en general no es convexa, epi F <
convepi F.
Para la segunda, como ¢ € <7 (F), ¢ también es convexa y Isc, por tanto su epigrafo es cerrado
y convexo (y no tiene porqué ser el menor de ellos). De donde, se concluye que convepi F <
epi ¢.

Deducimos pues de (2.10) que ¢ = G < F,yporello GeT (V).
Sea H € ¢/ (F) arbitraria pero fijada, entonces H < F y epi F < epi H, donde epi H es un
convexo y cerrado (H Isc y convexa), por tanto, epi H también contiene al menor convexo
cerrado que contiene a epi F, es decir, epi G = conv epi F < epi H, lo que implica que H < G.
Como este hecho se da para cualquier H € ./ (F), G debe ser la més grande de ellasen T, o
equivalentemente G = F! . O

Observacién 7. La envoltura convexa no tiene porque ser cerrada. como ejemplo’ sea,
A= {(x’ e_x)}xzo U {(x’ _e_x)}XEO :
Es facilmente comprobable que
conv A= ({0} x [-1,1]) U ((0, +o0) x (—1,1)),

que no es cerrada, basta considerar la sucesion,

(xn, yn) = (1, 1- %)

Ejemplo 2.3.1. Si.of <V, calculemos laT -regularizacion de .7, (la funcién indicatriz).
Recordemos que %, es convexa si, y sélo si, o/ es convexo y también que .¥.; es convexa si, y
s6lo si su epi es convexo.

Consideremos ¢ = 0. ¢ es una minorante de .7y afin y continua. Por el resultado anterior,

epi ﬂff =conv epi Y.

I . T _ g7
De donde, .7, debe ser convexa y lsc (su epigrafo es convexoy cerrado). Por tanto, .7, , = 'ﬂm, 7

8En efecto, como minimo es el epigrafo de la extensién convexa, F, de F
9Verhttp://math.stackexchange.com/questions/229781/closure-convex-hull-and-closed-convex-hull.

20


http://math.stackexchange.com/questions/229781/closure-convex-hull-and-closed-convex-hull

2.4. Funcién polar

La pregunta natural que nos hacemos es si dada una funcién F: V — R, ;existe relacién
entre la F! y su Isc regularizacién, F? La respuesta es afirmativa, y la presentamos con este
altimo resultado de la seccidon.

Proposicion 2.24. SeaF:V — R. Entonces,
(1) FF<F<F.

(2.) SiF es convexay existe g : V — R una funcion afin continua tal que g < F, entonces
F=F".

Demostracion.

(1.) Tanto F' como F son menores que F.Ademds, epi F < conv epi F porque el epi no tiene
por que ser convexo. Por el resultado anterior, epi F = epi F Cconv epi F = epi F', de
donde obtenemos la desigualdad deseada.

(2.) SiF esconvexa, conv epi F = epi F. Que exista g : V — R funcién afin continua tal que
g < F implica que F' # —oco, de modo que, por el teorema anterior, conv epi F = epi F'
y por tanto, epi F = conv epi F =epi F =epi F' y entonces, F' =F.

O

2.4 Funcion polar

2.4.1 Definicién de la funcién polar

El concepto de funcién polar, cuyos origenes radican en el concepto de transformada de
Legendre del calculo variacional'’, sera crucial en el desarrollo de la teoria de la dualidad en la
optimizacién convexa que estudiaremos mas adelante.

Definicién 2.25. Sea F:V — R. La funcién F*: V' — R definida por
F'(u*) =sup{(u,u*)y - F(w)}, 2.11)
uevVv

se le llama funcion polar de F, conjugada de Fenchel o, mds brevemente, conjugada de F.

Es obvio que podemos restringir (2.11) a u € Dom F, en lugar de a todos los vectores de
V. Esto nos dice que F~ es el supremo puntual de una familia de funciones afines continuas

10gea f: R — R una funcién convexa. La transformada de Legendre de f se define como

g(p) = (Lf)p=sup{xp~f(0}.
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0 173

Figura 2.3: Imdgen extraida de [2]. Representacién geométrica de la funcién polar si V =R.

(u,+) — F (u). Todo ello nos hace concluir que F “er (V’ ), y en particular, podemos asegurar
que es una funcién convexa y Isc. Notemos que si F = +co se tiene que Dom F = @, y en
consecuencia, F " = —oo0.

Ejemplo 2.4.1. Sea </ <V y consideramos % la funcion indicatriz. Entonces su polar

Iy (u)=sup{{u,u*)y- Iy w}= sup {(w,u")— Iy w}=sup(u,u*).

ueV ueDom 7y ues/

2.4.2 Interpretacion geométrica
Si la funcién es propia, por definicién de F" resulta,
(w,u*)<Fw)+F (u*), YueV, u* eV,

desigualdad que recibe el nombre de desigualdad de Young.
Sea u* € V' tal que F* (u*) € R. Entonces, la funcién g : V — R, definida por

g ={uu*)-F (u*), uev,

pertenece a ./ (F). Para cada € > 0, existe un u, € V de manera que se satisface (u,, u*) —
F(ug) > F (u*) - €y por tanto, si V = R, g puede ser interpretada como la tangente a F, y se
tiene a(0) = —F (u*).

La figura 2.3 es un ejemplo de lo explicado.

Ejemplo 2.4.2. (Ejemplo extraido de [2]) Sea p € (1, +00). Consideremos F : R — R dada por

ulP ¥
F(uw = L Calculemos F. Recordemos que , R' ~ R, de manera que (-,-) no es mds que el

p
producto de dos elementos de R.
Por definicion,
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2.4. Funcién polar

p
Sea ¢ : R — R definida por ¢(u) = uu™ - i ¢ es diferenciable. Ademds, ¢ es concava. En

lulP . lulP ) ’ i
efecto, — eéS unaﬁmczon convexa, entonces, ——— es concava, ycomo uu* es afm, es concava

en particular. La diferencia entre dos funciones cl;ncavas es una funcién céoncava. De manera
que ¢ tiene un tinico mdximo uy que satisface (,b’ (up) =0, es decir, u* — sgn(ug) Iuolp_1 =0, por
tanto, ug = |u* Iﬁsgn(uo).
Entonces,

F(u*) = sup {p(u)} = p (up)

ueR

*

F (u) = u* 7T sgn(up) u* - ;Iu |71 sgn (ug) = (1— ;) |u* |77 sgn (ug).
Si substituimos % porl— % con q € (1, +00) resulta,

* * q
F' () = ¢ () = ]

1 1
,donde —+—=1.
p q

En este caso la desigualdad de Young coincide con la cldsica desigualdad de Young para ntimeros

reales:
[u*|P |u*|9
+ .

p q

uu® <

2.4.3 Algunas propiedades

Para finalizar esta seccion, presentaremos una lista de propiedades inmediatas que se deducen
de la funcién polar. Se demostrardn las dos primeras propiedades, el resto de las demostracio-
nes se pueden encontrar en [14] o en [4].

Propiedades 2.4.1.

1. F'(0)= —%f/F(u).

2. SiF <G, entonces F* = G*.

@

(ianl-) = supF;.
iel !

iel

=

(supFi) < iani*.

iel iel

*

. AR (u*) = AF*(”T) para todo real A > 0.

S}

6. (F+a)* =F —a, para cualquier a € R.
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7. Dado u €V denotamos por F,, la funcién trasladada de F, i.e., F,, (v) = F (v — u). Entonces
(Fo)* (u*)=F (u*) +{a,u*).

Demostracion.

1. F (0) =sup{(0,u*)— F (w)} =sup{0—F (u)} = - inf F (w).

ueV ueV

2. Flw) = G(w), YueV < -F(u) = -G(u), YVueV < (uu*)-Fu) = {(u,u*) -
Gw), YueV,u* € V' = sup{{u,u*y - F(w)} = sup{(u, u*y -G (W)}, Yue V,u* eV,
ueV

uevVv
por tanto F~ = G*.

El siguiente teorema se puede encontrar demostrado en [2]
Teorema 2.26. Sea F:V — Ry F’ su polar. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1.) F'es convexa y Isc.
(2.) SiDom F # @, entonces F~ > +oo para todo u* € V.

(3.) SiF es convexa, propiay Isc, entonces F" es convexa, propia y lsc también.

2.4.4 Funcion Bipolar

. . .2 * .z
Podemos repetir el proceso de conjugacién con F' y obtenemos una funcién que denotaremos
por F~: V' — R, definida como,

F"(w = sup {{u,u*)—F (u*)},

u*eVv’

y recibe el nombre de biconjugada de F o bipolar de F.

Por propia definicién, F™ e (V). Ademas, podemos comparar F con F™ utilizando el
siguiente resultado.

Teorema 2.27. Consideremos F : V — R. Siempre se tiene que F~ = F'. En particular, si
FeT(V), setienequeF =F.

Demostracion. La demostracion esta inspirada en la demostracion del teorema 2.2.4 de [2].

Demostremos en primer lugar que F** = F',
Dados u* € V',a € R, {,u*)+ a es una funcién afin continua tal que

VueV {(uu*)+a<F(u) < F (") =sup{{u,u*) - Fw)}<-a.
ueV
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2.4. Funcién polar

Por tanto podemos poner

F'u) = sup{(u,u*Y+alu* eV, aeRas< —F*(u*)}.
ueV

De donde, si F (u*) > —oco, Yu* € V', entonces

F'(w) =sup{{u,u*)~F (u*) | u* e V'} = F**,
uev

Si F'(u*) > —oo para algtin u* € V/, entonces F' (1) = +oo = F**(u), Vue V.
En particular, si F € ' (V), sabemos que F I'—F y por lo acabado de demostrar, F"=F,conlo
que concluimos el resultado O

Este tiltimo teorema nos dice que geométricamente, F~ puede ser interpretada como la
convexificacién de F desde “abajo” de F (ver figura 2.4).

Figura 2.4: Imagen extraida de [2]. Representacién geométrica de la funcién bipolar de F si
V=R

No obstante, la repeticién del proceso de polarizacién de una funcién es limitado. Dicho
de otro modo

Corolario 2.28. Para toda funcién F: V — R, se tiene que F~ = F***.

Demostracién. Por una parte, sabemos del resultado anterior que F~~ = F' yentonces, F~ < F.
Ademés, de la segunda propiedad de las funciones polares,

F* ko F*
Por la otra, la definicién natural de F*** es,

F*** = sup {{(u,u*)-F (w)}.

u*eV’

De la definicién de la funcién bipolar deducimos que paratodo u e V
F )= {uu*)-F (),

Como la desigualdad anterior es para todo elemento del espacio, también se cumple para el
supremo, con lo que obtenemos,

*

F*** <F.
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Estehechoyde F=F * cuando F e T (V) nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 2.29. La polaridad establece la siguiente biyeccién entreT (V) yT (V'),

rw)—r(v')
F—F.

Dadas dos funciones, F €T (V), HeT (V') diremos que estdn en dualidad si se satisface que
F=G*yF =G.

Las constantes +oco y —oo de V y las constantes +oo y —oo de V' estdn en dualidad. De esta
manera, F €Ty (V) si, y solo si, F" € Ty (V'); la polaridad establece una biyeccién entreT (V') y
Lo (V).

Mais ejemplos de funciones polares se pueden encontrar en la pagina 19 de [1] yen la
péagina 32 de [2].

2.5 Subdiferenciabilidad

En andlisis, la herramienta fundamental para obtener condiciones necesarias de optimalidad
es laregla de Fermat, que en el caso diferenciable, dice que la derivada se anula en un punto
de minimo o de méaximo local. Esto significa que la recta tangente a la gréafica de la funcién
diferenciable F: R — R que pasa por (uyg, F(up) tiene pendiente 0 si iy es un extremo relativo
de la funcién (minimo o méximo local). Generalizada apropiadamente, esta regla es valida
en diversos contextos, que van desde la optimizacién, cédlculo de variaciones (Ecuacién de
Euler-Lagrange) hasta control 6ptimo. Daremos una versién de esta regla en el caso convexo
sin hipotesis de diferenciabilidad (en muchas aplicaciones, la funcién objetivo no es diferen-
ciable).

Por otra parte, el calculo diferencial es una herramienta muy flexible en anélisis, que necesita
de la nocién de derivada (o, més generalmente, de gradiente). Cuando la diferenciabilidad en
el sentido clésico falla, es natural preguntarse si es posible extender la nocién de derivada de
modo de recuperar al menos algunas de sus propiedades.

Todo lo anterior nos motiva a estudiar la subdiferenciabilidad, una nocién de diferenciacién

en el caso convexo orientada a la resolucién de problemas de minimizacién''.

Definicién 2.30 (Subdiferencial y subgradiente). Sea F:V — R funcién propiay u € Dom F.
El conjunto
OFw ={u"eV'| (v-uu*)<F(w) -F(u, YveV},

se llama subdiferencial de F en u. Nos referiremos a cada u* de 0F (u) como subgradiente de
Fenu.

HTexto extraido de [7].
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2.5. Subdiferenciabilidad

F(u)
F(u1) + (v — w1, up)
F (u2) + (v — ua, u3)

’ F (u2) 4+ (v — w2, u3)

iy T g

Figura 2.5: Imagen extraida de [6]. Ejemplos de subgradientes en u; y uy para cierta F.

Observacion 8. El objetivo de la subdiferenciabilidad es detectar puntos minimos. Si F: V — R
es convexay u € Dom F se tiene que,

F(u)zmi‘glF(u) — 0<F(W)-F(uw,VveV < 0€dF(u)'%.
Ve

Observemos que la condicién 0 € 0F (i) va a ser similiar a la condicién de optimilidad
F'(u) = 0 en el caso diferenciable.

Lo primero que vamos a enunciar es un criterio de subdiferenciabilidad.

Proposicién 2.31. Sea F : V — R convexa, finita y continua en u € V. Entonces 0F(v) #

——
@, Yve Dom F y en particular OF (u) # @.

Demostracion. Este teorema no se va a demostrar en este trabajo debido a su longitud. Esta
se puede encontrar en [1]. O

El concepto de subdiferencial y de funcién polar estéd estrechamente ligado, tanto es asi
que tenemos la siguiente caracterizacion.

Proposicién 2.32. Sea F:V — Ry F su polar. Entonces u* € 0F (u) si, y s6lo si,
Fw+F (u*)={(uu").

Demostracion. (=): Consideremos la funcién afin continua
l(w)=(v-u,u")+F(u),

conueVyu*edF (u).
Por la linealidad de (:,-) tenemos que,

lw)=(v,u*)—(u,u*)+F(u).
Ahora bien, como u* € 0F (u) se tiene que,

e [ =v-u,u*)+FW)<FWw)-Fuw+Fw)=F(), VveV,

120 representa en este contexto la aplicacién idénticamente nula.
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o l(w)=<u,u*y—(u,u*)+F(u) = F(u),

entonces [ debe ser maximal (si es menor que F por todo y F(u) = [(u), no puede haber otra
funcién mayor que ! minorante de F), i.e., su término constante respecto a v debe ser el
supremo de todos los u € V (para el u* fijado), por tanto,

Fw—(u,u*)= —F*(u*)

(<): Sabemos que,
Fw+F (u*)={(uu").

Por definicion de F podemos escribir la igualdad anterior como,
Fw+{vnu*)-FWw)<Fw+F (u*)={wu*), YveV,

de donde resulta que,
(v—u,u*)<F()-Fu), VveV,

y por tanto,
u* €0F (u).

O

Observacion 9. Con este teorema y teniendo en cuenta la observacion 8, en el caso de ser F
convexa, podemos encontrar una caracterizacién para el minimo global de F:

F(u)=minF (v) < 0€0F (u) < F(u) = ~F (u).

Es decir, —F (u*) es el minimo global de F.
Corolario 2.33. El conjunto 0F (u) (puede ser @) es un convexo y eso (V',V) cerrado.

Demostracion. Si 0F(u) es vacio, ambas afirmaciones son inmediatas. Supongamos que

OF(u) # @.
Sea u* € 0F (u). Por la definicién de la funcién polar F " sabemos que

F(w)—{uu*)y=-Fu), VueV,

por la proposicion anterior
Fw+F ") ={u,u*),

entonces podemos escribir
OF(w) ={u*eV': F (u*)-(wu*)<-Fw}.

Comprobemos que es o (V', V) cerrado: Sea {u;,} , ., una sucesion en dF (u), con uy, € dF (u) Vn
tal que u}; 2 u*13, Entonces (w,ul) = (u,u*),yF (u}) — F (w),yaque F €T (V'). Tomando
limites en

F (uy)—(u,up)y=-F(u,

13 3% X u* significa que la sucesion {u};} converge débilmente (en la topologia o (V', V) hacia u*.
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resulta,
F () —{(u,u*)y=~F(u),

con lo que u* € 0F (u) y por tanto es cerrado. La convexidad es inmediata.

2.5.1 Calculo dela polar de F a partir de la subdiferencial

Esta seccion esta basada en [14].

Con el resultado anterior hemos visto la relacién entre F' y el subgradiente. El objetivo de
esta subseccién es, conociendo la gréfica de la funcién dF, poder representar F . Para ello
previamente debemos dar algunos resultados.

Proposicion 2.34. Sean F:V — R propiayu e V. Si0F (u) # @, entonces F (u) = F7(u). Si
F(u) = F"(u), se tiene que OF (u) = 0F " (u).

Demostracion. Por un lado, sabemos de la desigualdad de Young que,
(w,u*) < F™ (u) +F*(u*),Vu€ V,u*eV'.
Por otro, por la proposicién 2.32 tenemos que si u* € 0F (u) (OF (u) # @),
(w,u*)=F (u) +F*(u*) = (u, u*)—F* (u*)=Fw).

Concluimos inmediatamente que F~ = F. Ademds, sabemos que F~ < F en general, y por
tanto deducimos la igualdad.
Supongamos que F (u) = F ™ (w). Teniendo en cuenta que F f= (F**)* deducimos

u*€d0F (W) = (wu*)=FW+F (u*)=F (W+F"* (u*) = u*€dF ().

Entonces ya podemos presentar el resultado importante de esta subseccion,

Corolario 2.35. Sea F:V — R. Entonces
u* € OF (w) = uedF (u*).

Siademds F=F",
u* €0F (u) = ueaF*(u*).

Demostracion. Siu* € OF (u*) entonces (u, u*) = F (u)+F (u*) conlo que u* € Dom F". Usan-
do la desigualdad de Young (en la dualidad) sobre la aplicacién lineal (u, v* — u*) para todo
v* € V' obtenemos

(u,v* —u*)={u,v*y~{u,u*) < F (v*)+F(w)-F (u*)-Fw) =F (v*)-F (u*),
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de donde u € dF (u*).
Si F™ (1) = F (u) entonces,

u* €0F (W) < (wu*)=FW+F (u*)=F (W+F (1) < uedF (u*).
O

Este resultado nos sugiere como dibujar F~ a partir de dF que era nuestro objetivo. Veamos
un ejemplo

Ejemplo 2.5.1. Sea F :R — R la funcién valor absoluto, F (u) = |u| Demostremos que.

-1, u<o,
aF(u): [_1)1]) u:()!
1, u>0.
Demostracion.
e Siu<0, F (u*) = sup {uu* —u}.
ueR~
Sea I(u) = uu* — u funcién lineal decreciente. Como u € (—oo,0), tenemos que sup [(u) =

ueR~
1(0)=0, Yu* e Ryentonces F =0 cuando u < 0. Por tanto, por la proposicién 2.32,

Fuw+0=uu* = -u=uu" <= u*=-1.
Por tanto, 0F (u) = {—1} siempre que u <0.
¢ Si u =0, por definicién de subgradiente tenemos,

OF(0)={u"eR| {(v,u*)<F(v)-F(0), vUeR}F«;_O{u* eR|vu* <|vl, YveER}.

En consecuencia, u* € 0F(0) si, para v #0,

vu' <y = -v=vusv = -1=su*=<1.
v#£0

Observemos que para v = 0 la definicién se cumple trivialmente, de manera que 0
también pertenece al subgradiente de F(0).
Por todo ello deducimos que F(0) = [-1,1] con u =0.

¢ Si u > 0. Diferenciemos dos casos:
1. Paratodo v € R*, se tiene que,
w-wu" <Fw)-Fuw=v-u < u*<l.
2. Paratodo v e R, se tiene que,

(—v-wWu*<sFw)-Fuw=-v-u < u*=1.
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(oF)~!

*

Figura 2.6: Iméagen extraida de [2]. Ejemplo de la representacién de | u |*.

Es decir, 0F (u) = {1} siempre que u > 0.

12
Ejemplo 2.5.2. Sea F:R— R*, F(u) = > Calculemos OF.

Sabemos que,

. u?
F (u") :sup{uu* —?}

uelR

Consideremos la funcion

¢: R—R

u2

u— uu* — —.
2

Es sencillo deducir que ¢ es concava (diferencia de dos concavas) y por tanto tiene un tinico
mdximo uy que satisface que ¢' (up) = 0, o equivalentemente, u* — ug = 0.
Entonces,

5 « U0 « Uo Up Uo
R
2 2 2

* uO
¢ (up) =u o=~ = uo(u -—

Up ) Up ”(2)
2

=u (u*—u +—|=
) 0 0t

yen consecuencia,
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2. FUNCIONES CONVEXAS

Por la proposicion 2.32, u* € 0F (u) si, y solo si,

u*u:F*(u*)+F(u)=
De modo que,
Zu*uz(u*)2+u2 = (u*—u)Z:O — u*=u.

Por tanto, podemos concluir que,
OF (u) = u.

aF = (0F) ™

*

2
u
Figura 2.7: Imdgen extraida de [2]. Ejemplo de la representacién de (?) .

Observemos que dada F, podemos representar F~ de la siguiente manera:

e En primer lugar, calculamos su subdiferencial en todo los puntos del dominio de F yla
representamos.

* En segundo lugar, “invertimos” la grafica de la subdiferencial.

* Por tltimo, “integramos” la grafica del paso anterior y obtenemos F .

2.6 Gateaux diferenciabilidad

Para acabar este tema, introduciremos el concepto de Gateaux diferenciabilidad en espacios
localmente convexos.'

!4 En general, sea F: V. — W es una funci6n definida entre dos espacios Banach con normas ||, ||,/
respectivamente.

Definicion. Una funcién F se dice que es Gdteaux diferenciable en u € V si existe un operador lineal acotado
Ty € B(V,W) tal que,
. Fu+Av)—-F(u)
lim—— "~ ~ " —T,p, Yve V.
A—0 A

Nos referiremos al operador Ty, como la derivada Gateaux de F en u.

Observacion. En términos € — 9§, la nocién de Gateaux diferenciable en u puede expresarse como:

V(£>O,v;£0),36(£,v)>0:|/1|<§=> w—Tuv <E.
A w
La definicién se ha extraido de [16], mientras que la observacion es del articulo [20].
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2.6. Gateaux diferenciabilidad

Definicién 2.36. Una funcién F: V — R se dice que es Gateaux diferenciable en u € V si existe
una aplicacion lineal acotada u* € V' tal que,
F(u+Av)-F(u)

lim ={v,u*), YvevV, 2.12
A—0+ A < > ( )

Nos referiremos a la funcién lineal u* como la derivada Gdteaux de F en u y la denotaremos
por F' (u).

Si para un v fijado el limite
F(u+Av)—-F(w
A/ )
existe, entonces se dice que F tiene derivada en u en la direccién v. En consecuencia, F es

Gateaux diferenciable en u si, y solo si, todas las derivadas direccionales F’' (u; v) existen. El
caso de las funciones convexas es particularmente interesante, dado que

F' (u;v) = lim
A—0*

F(u+Av)—F(w
A )

es una funcién creciente en A. En efecto!®,

F(u+Av)-F
Demostracion. Sea h(A) = (u+Av) (u). Supongamos 0 < 1; < 1, y demostremos que

A
h(A1) < h(A2).
Observemos que

A A
u+ﬂtlv:/1—;(u+/12v)+(l—/1—;)u,

asi pues, como F es convexa
A A
Flu+Av) < ZLF(u+Aa0) + (1 = —1) F(w),
Az A2
y de menara inmediata obtenemos

Fu+Av)—F(u) - F(u+ Av)—F(u)

h(Ay) = <
(A1) ; 1,

=h(Ay).

O

Por tanto, cuando A — 0% el limite 2.12 siempre existe, aunque sea +oo 0 —co. Esencial-
mente, en caso de que la funcién sea convexa, la diferenciabilidad Gateaux es practicamente
equivalente a la unicidad del subgradiente.

Teorema 2.37. Sea F:V — R una funcién convexay u€ V. Si F es Gateaux diferenciable en u,
entonces F es subdiferenciable en uy OF (u) = {F' (w)}. Reciprocamente, si en u, F es continua,
finita y tiene un tinico subgradiente, podemos asegurar que F es Gateaux diferenciable en u y
quedF (u) = {F' (w)}.

15Demostracion extraida de [7].
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2. FUNCIONES CONVEXAS

Demostracion. Si F es Gateaux diferenciable en u, F' (1) € 0F (u). En efecto, dados u,ve V

, . F(u+Av—uw)-F(u F(u+(wv—-uw)—-F(u
F(uyv—u)= lim <
A—0* A f.crec. 1

Entonces,
Fllu;v—u)=(v—u,F'(w)) < F(v) - F(w).

Como es para cualquier v arbitrario tenemos que
F'(u) € 0F (u).

Comprobemos que si u* € dF(u), entonces u* = F'(u) y tendremos, junto con lo anterior,
demostrada la desigualdad.

Consideremos Aw = v—u con A > 0. Como u* € 0F(u) se tiene que,
(v-u,u")<sFWw)-Fw) < Mw,u")sFW)-Fw=FAw+uw-F(u, YveV.

Dividiendo entre A y haciendo A — 0%, se deduce que,

. FAw+u)—-F(u) 3 , .
B = g (@)

En consecuencia,
(w,F'(wy-u*)=0,

y como w es arbitrario, se debe tener que u* = F' (u).

Demostremos la otra parte del teorema.
Supongamos que F es convexa, continua y tiene un nico subgradiente en V.

1 . .
Como 1 [F(u+ Av) — F (u)] es funcion creciente, VA >0,
F(u+Av)—F (u) . Fu+Av)-F(uw
> lim
A A—0* A
F(u+Av)—F(u) = AF (u;v)
F(u+Av) =2 F(uw) + AF (u; v),

=F(u;v)

Lo que quiere decir que el conjunto,

L ={(u+Av,F(w) + AF (u;v))},

o

—~
no interseca el interior del epigrafo de F. Pero, como F es convexa, continua y finita, epi F es
convexo y no vacio. Por el teorema de separacién de Hahn-Banach (versién geométrica), existe

—N
un hiperplano .77 de manera que . < .7 y 7 nepi F # @. Se puede comprobar que .77 es el
grafo de una funcién afin continua minorante de F y que su imagen en u coincide con F(u).
Como el subgradiente de F es tinico, la pendiente de .7 tiene que ser u* y como . < 57,

F'(w;v)=(v,u"),

lo que demuestra que F es Gateaux diferenciable y su derivada Gateaux es u*. O
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2.6. Gateaux diferenciabilidad

Podemos caracterizar la convexidad de una funcién Gateaux diferenciable a partir del
siguiente resultado.

Proposicién 2.38. Sea F: o7 < V — R siendo F una funcion Gdteaux diferenciable en of 'y of
convexo. Se tiene la siguiente equivalencia

(1.) F es convexa sobre <,

@) Fo)=zFw+{(v-u,F (W) Vu,ve d.
Similarmente, para la convexidad estricta se tiene que,

(1.) F es estrictamente convexa sobre &/ ,

@) F>Fw+{v—u,F (W) Yu,ve o, u#uv.

Demostracion. Demostraremos el caso F convexa, para la convexidad estricta el razonamiento
es simétrico teniendo en cuenta que si u # v las igualdades son estrictas.

(1.) = (2.): Se sigue directamente de la proposicion anterior, substituyendo u* por F' (u) en la
definicién de subdiferenciabilidad y sabiendo que ©* es tinico.

(2.) = (1.): Si escribimos (2.) conv=uyu=Av+(1-A)u, con u,e o7, L€ (0,1),

Fu=FAv+(1-21) u)+/1<u—v,F’(/1v+(1—A) u)), (2.13)
ysiv=vyu=Au+(1-Av,
Fw)=FAu+(1-21) v)+(1—/1)<v—u,F’(/1u+(1—A) v)), (2.14)

para cualquier 1 € (0,1), u,ve <.
Multiplicando (2.13) por (1 — 1),(2.14) por A y sumando los resultados,

FAu+Q1-2Dv)<AFWw+1Q-A)F(v),
por tanto, F es convexa. O

Finalmente, expresaremos la convexidad de una funcién a través de la monotonicidad de
su derivada Gateaux.

Proposicion 2.39. Sea F: .o/ < V — R una funcion Gdteaux diferenciable y </ convexo. F serd
convexa si, y solo si,
Yu,veV,{u-v,F (u)-F (1)) =0, (2.15)

i.e., F' es un funcional monétono deV en V' dado por, F': V — V', u— F'(u).
Demostracion. Si F es convexa, por la proposicién anterior
Fw=Fw+{(v-uF (W), Yu,veV, (2.16)

Fw=FW+{u-v,F (), Yu,veV. (2.17)

35



2. FUNCIONES CONVEXAS

Sumando ambos términos nos queda,
FWw+FW) =FWw+FW)—{u-v,F (w)—(u-v,-F' (v)) = Fw+FWw)-{(v—-u,F (w)-F (v))

Fw+FWw)=Fw+Fw) —(v-u,F (uw)-F (v))
0=—(v-uF (w-F @),

de donde
0<(v—uF (u)-F (1),

como queriamos demostrar.

Reciprocamente, Si F es Gateaux diferenciable y F’ es un funcional moné6tono para cada
u,veV,lafuncion ¢: [0,1] — R definida por:

dAN)=F(u+A(v—u)),

es diferenciable con derivada

0 = Jim T

. Fu+A+h(v—-w)—-Fu+A(v—uw)
lim =
h—0* h

Fu+tiw-w;v-w=(v-u,F (u+Av-uw)),

Por (2.15), ¢'(A) = (v—u,F' (u+A(v—u))) > 0 de manera que ¢ es creciente y por tanto
convexa en [0, 1]. Asi pues,

Fu+2(v-uw)=9oN) s +1-N)p0)=AF(u)+(1-A)F (), VAe€[0,1].

y por tanto F es convexa. O
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3.1 Orientacion

En este capitulo nos centraremos en resultados relacionados con la minimizacién de funciones
convexas, como por ejemplo, existencia de solucién, unicidad... Daremos también resultados
andlogos referentes a las desigualdades variacionales, otro objetivo de este trabajo.

3.2 Unresultado sobre la existencia

Sea (V, || . ||) un espacio de Banach reflexivo (V" = V) y ¢ un subconjunto (no vacio) cerrado y
convexo de V. Consideremos la funcién F : 4 — R que suponemos

convexa, Isc, y propia. (3.1)

Nuestro objeto de estudio es el problema,

inf F(u).
;gg (u) (3.2)
Cada elemento u € V tal que,
F(u)=1inf F(v), (3.3)
vEE

serd llamado una solucién del problema.

En algunos casos es preferible resolver el problema en todo V en lugar de tinicamente en
% . Entonces, el problema extendido es

;2‘1; F(u). (3.4)
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3. MINIMIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS Y DESIGUALDADES VARIACIONALES

Recordemos que F es la funcién extensién convexa de F definida en el capitulo anterior (2.2)
en la pagina 4 y viene dada por,

(3.5

Es evidente que el conjunto de soluciones del problema (3.2) es el mismo que el de (3.4), con
lo que ambos problemas son equivalentes.

Presentemos un resultado relacionado con el conjunto de soluciones respecto a la topologia
de V.

Proposicién 3.1. El conjunto de soluciones del problema (3.2), que lo denotamos por ., es un
subconjunto cerrado y convexo de ¢ que puede ser vacio.

Demostracion. Sea a un infimo de F, es decir, una solucién de (3.2). El conjunto .% se carac-
teriza por,
S ={ue?|Fw<a}.

Claramente .¥ es un conjunto de subnivel de F, que por ser esta lsc, es un cerrado. Ademds,
es convexo. Efectivamente, sean u, v € ., se tiene que

FAu+(Q-A)<AFw+(1-V)Fw)<la+(1-Na=a,
de manera que Au+(1—-Av) € .7. O

Observacion 10. Notemos que, a priori, a puede ser un infimo local; por ello puede haber més
deun u € ¢ tal que F(u) < a.

También hemos demostrado que si una funcién es convexa, sus conjuntos de subnivel son
conjuntos convexos.

Con el objetivo de dar un criterio para la existencia de soluciones del problema (3.2)
necesitamos definir el siguiente concepto.

Definicién 3.2 (Funcién coerciva). Una funcion F: V — R es coerciva si,

Iim F(u) = +oo,
lull—+oo

cuandoucV.

Finalmente, el resultado de existencia es el siguiente.

Teorema 3.3 (Existencia y unicidad de soluciones de un problema de optimizacién convexa).
Asumamos, ademds de las hipétesis (3.1) que,

1. € es acotado o que,

2. F es coerciva sobre € .
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3.2. Unresultado sobre la existencia

Entonces, el problema (3.2) tiene al menos una solucion. Si ademds F es estrictamente convexa
en%, la solucion es tinica.

Demostracion. Sea u, una sucesion minimizante de (3.2), i.e., u, es una sucesion de € de
manera que,
F(uy,) — inf F(v) = a.
VEY

Nuestro objetivo es demostrar que a > —oco.
Debemos distinguir dos casos, uno por cada suposicién de la o:

* Si % es acotado. Como también es cerrado, u, converge a un punto u € 4. De manera
que u, estd acotada y por tanto @ = F(u) > —oo.

* Si F es coerciva, entonces F (u,) estd acotada superiormente y por tanto, existe una
subsucesién u,, que converge débilmente en V a u € €. Por el teorema 2.13, F sigue
siendo Isc en la topologia débil, de donde,

F(u) <liminfF (u,,) = a,
ng—00

y por tanto u es solucién de (3.2) y @ > —oo.

Finalmente, si F es estrictamente convexa demostremos que la solucién es tnica.

Sean u, v dos soluciones del problema de minimizacién de manera que F(u) = a, F(v) = 8. Por
+v

u
la proposicién 3.1, también es solucion del problema.

Como F estrictamente convexa en 4,
a+p 2a

F(”+v)<1[F(u)+F(v)]—— -
2 2 T2 apfsol 2

)

que es una contradiccion por ser « infimo de F en 4. O

Observacion 11. Sea a:V x V — R una forma bilineal continua, coerciva en el sentido de
a(u,u) = a||u||2, a>0.

Demostremos que la funcién
v—a(v,v),

es estrictamente convexa.
Dados v, w € V tenemos que

a(v-w,v-w)zalv-w|?® =0,
entonces,
2 2 2
O<alv-wl”=a(lvl®-2lv-wl+lwl®) < av, v) - 2a(v, w) + a(w, w),
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3. MINIMIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS Y DESIGUALDADES VARIACIONALES

= 2a(v,w) <a(v,v)+alw,w). (3.6)

Por tanto, para A € (0,1),
aAv+(1-Dw,Av+1 - w) =A%a(v,v) +2A (1 - A alv, w) + (1 - 1)* a(w, w);
como A€ (0,1), A2 < A. Ademas, por (3.6) deducimos que
aAv+(1-ADwAv+(1-Nw) < Aalv,v)+1A-A)alw,w).

Finalmente, la igualdad es posible si en (3.6) hay también una igualdad; esto es, si v = w.

3.3 Caracterizacion de las soluciones

Nuestro objetivo serd caracterizar las soluciones (o la tinica solucién) del problema (3.2)
cuando la funcién sea diferenciable o suma de diferenciables en el sentido de Gateaux diferen-
ciabilidad.

Teorema 3.4 (Caracterizacién de las soluciones de una funcién Gateaux diferenciable). Sea
F:V — R funcion que ademds de cumplir (3.1) es Gateaux diferenciable con derivada continua
F.
Siu € ¥ las tres condiciones son equivalentes:

(1.) u es una solucion del problema (3.2).

@) (F'(w),v-u)=0,YveF.

3.) (F'(v),v—u)=0,Vve%s.

Demostracion. (1.) = (2.): Si u es infimo de F (si u es solucién de (3.2)), entonces para
cualquier 1 € (0,1) y v € ¥ se tiene que,

Fw<sFAv+(1-N)u),

1
multiplicando por 1 en ambos miembros y restando se obtiene,

1
1 [FAv+(1-AN)u)-Fuw]=0.
Haciendo tender A a 0 el primer término de la desigualdad tiende a
(F'(w),v—u)=0,

y por tanto, queda demostrado.
(2.) = (1.): Debemos demostrar que para cualquier v € %, F (1) < F (v). Como F satisface que

(F'(w),v—u)=0,
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entonces utilizando la proposicion 2.38 particularizando en u,
Fw)=Fw+(F (u),v-u), YveV.

De manera que,
F(w)-Fw)=(F (u),v-u)=0,VveV.

(2.) = (3.): Sabemos que F’ es un operador mondétono, es decir, que
(F(w)-F'(w),v—u)=0, Vu,ve V.

Ademads suponemos que pasa (2.), de manera que sumando (2.) y la desigualdad anterior
resulta,

(Fw)-Fw,v-—uy+{(F (w,v-u)=0=(F (v)-F (w+F (u),v-u) =0,

= (F'(v),v—u)=3.)=0.

(3.) = (2.): Suponemos ahora que (F'(u),v—u) =0, Yv € ¢ y queremos demostrar que
(FF(v),v—u)=0,Vves.

Consideremos v=Aw+ (1-A)ucon A€ (0,1),w e V.Como F cumple (3.) se tiene,
(F'(v),v-u)=0,

substituyendo v,
(FAw+1-Mw, Aw+(1-Du—u)=0,

de donde,
MFAw+(1-Nw),w-u)=0,

y por ser A #0,
(FAw+Q-MNw,w-u)=0.

Sea ¢ : R — R 1a funcién definida como,
GA)=FA(w-u)+u'.
Observemos que ¢’ (1) es precisamente
(FAw+Q-Muw),w-u)y=(FA(w-w+u),w-u).

Como ¢’ es funcién continua (no es mds que la derivada Gateaux de F en el punto F' (A (w — u) + )
con direccion w—uy F' € V'), el limite de ¢' cuando A — 0 es (2.) para todo w € €. O

Un teorema mads general es que nos asegura la existencia de soluciones para (3.2) siendo F
suma de dos funciones una de ellas Gateaux diferenciable.

1Es ]a misma funcién considerada en la demostracion del teorema 2.39.
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Teorema 3.5. Sea F = F) + F, siendo Fy, F» : € — R convexas y Isc y ademds F, Gdteaux diferen-
ciable con derivada F; .
Entonces, si u € € estas tres condiciones son equivalentes:

(1.) u esuna solucion de (3.2).
@) (F{(w),v—u)y+F,(1)—F,(u) =0, Vve?F.
3) (Fl(w),v-u)+F(uw-F)=0, VveF.
Demostracion. (1.) = (2.): Si u es solucion de (3.2), entonces
Fu<FAv+(1-AN)uw, Vve¥,1e(0,1).
Dado que F = F; + F» y ambas son convexas, se obtiene

FFwW+hWw=sFA+1-Duw+AELEw)+0-1)F(w)

Fl/{u) S%Fl Aw—-—w+u)+F W) -Fu
o< BA@-wrw-F o o

A

Cuando A — 0 obtenemos (2.).
(2.) = (1.): De la proposicién 2.38 particularizando en u tenemos que, para Fi,

FL(w)=F (w+(F (w,v-u), YvevV,

ie.,
F(v)-F (w)—(F, (w,v—u)=0, Yvev,

Sumandola con (2.) resulta,
FW-FW-(Fiw,v-u)+(Fl(w,v-u)+BHw)-FHwW=FWw)-FWw=0,Yve¥s,

de donde u es solucién de (3.2).
(2.) = (3.): Supongamos que (F{ (u),v- u) +F, (v) - F, (1) =0, Yv € ¢. Comprobemos que
(Fi(v),v—u)+F(u-F, ) =0, VveF.

Por ser F{ es monodtona se tiene que
(Ffw)-F (W, v-—u)=0, Yu,veV.

Sumando esta desigualdad a (2.) obtenemos lo deseado (es simétrico a (2.) = (3.) de la
demostracion del teorema anterior).
(3.) = (2.): Consideremos v = Aw+ (1-A)ucon A € (0,1),w € V. Como F cumple (3.) se
tiene,

ME W, w-—u)y-FwW+FEAw+1-D)ul=0
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Como F, es convexa,
ME (W), w—u)—F(u)+ AR (w)+ (1 - ) F (u) = A(F] (W), w—u) + AF> (w) — AF, (1) = 0

Dividiendo por A,
(Fiw), w-—u)+F (w) -FW=0Ywe?

que es precisamente (2.) (como tiene que ser para cualquier vector, es independiente que sea
vow). O
3.4 Estudio de algunas desigualdades variacionales

Sigamos asumiendo que estamos en las mismas condiciones respecto a V que en las secciones
anteriores. Sea ¢ : V — R que satisface que

es convexa, Isc y propia, (¢-1)

yA:V— V'talque
¢ Aes débilmente continua en los subespacios de V de dimensién finita. (A-2)
¢ Aesmonotona. (A-3)

¢ Existe un vy € Dom ¢ tal que,

(Av,v—vp) + P (V)

]

— +oo0 si ||v]| — +oo. (A-4)
Nuestro objetivo ahora es estudiar la existencia de elementos u € V de manera que satisfagan
la desigualdad variacional,

(Au-u*,v—u)+pW)—Ppu) =0, YveV, (3.7

con u* € V' previamente fijado.
Con estas hipdtesis podemos formular el siguiente resultado:

Teorema 3.6 (Existencia de soluciones del problema (3.7)). Sean ¢ y A funciones que satisfacen
(p—1),(A-2),(A-3),(A—4) respectivamente. Dado un u* € V' hay al menos un u€V que es
solucién de la desigualdad variacional (3.7).

3.4.1 Demostracion del teorema de existencia de soluciones

La demostracién del teorema 3.6 es larga y compleja, por eso la realizaremos en cuatro etapas.
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3. MINIMIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS Y DESIGUALDADES VARIACIONALES

Funciones de proximidad

Presentemos un tipo de funciones que nos serdn ttiles, no sélo para la demostraciéon del
teorema, sino como ejemplo de aplicacién de la seccién 2.3.

Consideremos el espacio de Hilbert (V,((:,-))) yla funcién ¢: V — R Isc, propia y convexa.
Sean,

F=F+F, F,=¢, (3.8)

Fi () =%||u—x||2, x e V fijado. 3.9)
Demostremos en primer lugar que F) es estrictamente convexa.
Sabemos la siguiente igualdad?:
[Au+ Q= v—x|° =AJu-x|"+ Q-1 v-x|*-210 -1 |Ju-v-2x|°, (3.10)
paratodo u,ve V,1€(0,1).
Dado que ~A(1-A) [|u—v- 2x||2 <0, es claro que,
JAu+ -2 v—x|* <A Ju-x|*+ @ -1 [v-x|*.
Aplicando la definicién de F; tenemos,
Fr Qs -1 0) = 5 Ak (= w =l <A x40 -20 5 o= = AR @+ - ) B 0,
para cualquier u,ve Vy A€ (0,1), de modo que F; es estrictamente convexa.
Dado que la suma de una funcién estrictamente convexa y una convexa es una funcién

estrictamente convexa®, F es estrictamente convexa; ademds es lsc porque Fj eslscy F) es
Isc también (es un producto escalar y usando la observaciéon 11). No sélo eso, sino que F es

2

Demostracion. ) ) 5
AMu-x|"+a-V|v-x|"-20-D|u-v-2x|" =

Alu=x[?+ =2 o =x[* -2 =2 Ju-x]® -2 -x,v-xp + v -x|) =
A=AQ =] |u-x| + 10 = D =20 =] v —x|* +200 = 1) (u-x,v-x)) =
A2 u—x|? +200 =) Cu—x,0- ) + 1= V2 |- x||° = [ Au+ 1= v-x|°.

O

3Verhttps://math.stackexchange.com/questions/325952/sum-of-strictly-convex-and-convex-functions
para la demotracion
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3.4. Estudio de algunas desigualdades variacionales

coerciva sobre V. De hecho, ¢ esta acotada inferiormente por una funcién afin y continua que
escribimos como,

(u,y))+a, acR.
De donde,
F(u)= % ||u—x||2+<<u,y>>+a.

Operando resulta,

1 2 1 2 1 2
Faz s futy=x["=Z[y=x"+Z x| +a

y por tanto deducimos que F (1) — +o0o cuando || u|| — +ooparaueV.

Si ¢ =V, aplicamos el teorema 3.3 y podemos asegurar que existe un tinico # en V de manera
que F (u) es infimo de F.

Ademas, gracias al teorema 3.5, dicho elemento se puede caracterizar como

. {u—x,v—w)+¢p@)—¢pu)=0,
2. (v=x,v—u)+d(W) - (u) =0,

paratodoveV.

Alaaplicaciéon u = u(x): V — V sele denomina funcién de proximidad (con respecto de ¢) y
la denotamos por,
U = Prox X. (3.11)

Como caso especial de funcién de proximidad tenemos el siguiente:

Sea ¢ = #4 la funcién indicatriz de ¥ siendo % un subconjunto cerrado convexo de V,
calculemos la aplicacién proyeccién.

Las condiciones 1.y 2. anteriores ahora quedan,

ueé, {lu-x,v—u)) =0, Yve%, (3.12)
ue?¥, {lv—-x,v—u)) =0, Yve¥, (3.13)

de manera que, aplicando la definicién de funcién de aproximacién resulta que,
U = PIoj o X.
Primer lema técnico

Primero de los tres lemas que necesitaremos para demostrar nuestro teorema

Lema 3.7. Elteorema 3.6 se cumple si ademds suponemos queV es de dimension finita y que
Dom ¢ estd acotado.
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Demostracion. Sabemos que todo espacio vectorial de dimension finita es isométrico a R”
de manera que se le puede dotar de producto escalar, y por tanto, son Hilbert. Como V
lo suponemos finito, V es espacio de Hilbert. Sea ((:,-)) el producto escalar definido en V.
Ademads, podemos identificar V con V' gracias al teorema de Representacion de Riesz.

Si u es solucién de (3.7) tenemos que,

{Au-u*v-u))+d(W)—pw) =0, VveV, (3.14)
o, equivalentemente,
((u-(u—Au+u),v-u))+p(W) —p(w =0, YveV, (3.15)

y gracias a 1 (primera caracterizacién obtenida en la subseccién referente a las funciones de
proximidad) y a la definicién de la funcién prox u, la desigualdad anterior es equivalente a,

u=prox (u—Au+u"). (3.16)

Dado que la aplicacion prox (-) esta definida sobre Dom ¢ -que es un conjunto cerrado, con-
vexo y acotado- la existencia de un punto fijo de (3.16) es una consecuencia inmediata del
teorema de punto fijo de Brouwer.

Se puede demostrar que la aplicacién u — prox (u— Au+ u*) es continua. Efectivamente,
por (A—2), A es débilmente continua, y como el espacio es de Hilbert de dimensién finita,
sabemos que débilmente continua implica fuertemente continua. Por tanto, u— u— Au+ u*
también es continua. Ademads, prox () lo es también:

Sean vy, v € V de manera que u; = prox vy, U = prox v;. Queremos demostrar que
[prox vy — prox vzl = l|ug — uzll < vy — v2l.

Las relaciones habituales de funciones de proximidad son,
(uy — vy, up —up)) + ¢ (up) —p(uq) =0, (3.17)
(U —vo, Uy — Up)) + P (u1) —p (u2) = 0. (3.18)
Sumando estas desigualdades,
O0=s{ur—vi,up—u) + U —vo, Uy —Up)) =
—{uy — vy, up —up)) + (g — V2, Uy — Up)) =
(v —uy+ Uz —v2, U1 — Up)) =
(V1 =2, Uy — up)) + ({—up + U, Uy — Up)) =
(V1= v2, ur — t)) — Ity — ua 1%,

de donde,
luy — upll? < vy — v, 1y — uz)).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky,

2
leeg — w2 ll” = (Kv1 — vo, g — uz)) <llvg — vallllug — uzll.
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Notemos que si u; — uy = 0 la desigualdad se cumple trivialmente.
Supongamos entonces que u; — Uy # 0, entonces, dividiendo el primer y tercer miembro de la
desigualdad por || u; — uy || resulta,

luy —u2ll<llvy — vall,
y en consecuencia, prox (-) es funcién continua. O

Segundo lema técnico

Lema 3.8. El teorema 3.6 sigue siendo vdlido si tinicamente suponemos que V es de dimensién
finita.

Demostracion. Sear >0y ¢, : V — Runa funcién definida como,

0110 = {</>(u), sillull <, 519

+00, encaso contrario.
Observemos que ¢, no es mas que la suma de ¢ y de .#(9,1), de manera que es claramente
convexay lsc.
Dado que el dominio efectivo de ¢ esta acotado, el lema anterior nos asegura la existencia de
un u, € V con ||u| < r que satisface,
*
(Aur—u*,v—u;)+ ¢, (V) — Py (1) =0. (3.20)
Entonces, para r suficientemente grande -i.e., mds grande || Vo || para un cierto vy € V- tenemos

<Au, —u*,vp - ur>+¢r(l}0) —¢r(uy) 20

(Aur,vo—ur) —(u*, vo— ur )+ ¢r (Vo) —r (uy) 20

1

m [(Aur, vo— ur) —(u*, vo — Uy ) + dr (Vo) — Py (ur)] 20
.
1 1 X
— [(Aur, vo—ur) — ¢y ()] = [(u*,vo—ur)—dr(vo)]
[luer | luer
1 1 N
Bl ra— [(Aury vo—Ur) — Py (ur)] = —— [_<u » Vo — ur> + ¢y (VO)] . (3.21)
luer | [luer |

Como el miembro de la derecha esta acotado independiente de r, por (A —4) y dado que
u, estd acotado también en V, podemos extraer una sucesion, u,, que converge a un elemento
u de V (recordemos que V es de dimension finita). Usando (A — 3), haciendo el limite cuando
r — +oo en (3.20) demostramos que es una solucién de (3.7). O
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Tercer lema técnico

Lema 3.9. Si una sucesion u,, converge débilmente a u € V y satisface la desigualdad,
limsup (A, Uy, — uy <0,

entonces,
liminf{Au;,, uy, —v) = (Au,u—v), Vve V.

Demostracion. Como A es monétona (A—3),
(AlUy — AU, Uy, — U) = (AU, Uy, — U) — (AU, Uy, — U) = 0.

En consecuencia,
Iiminf{Au,,, u, — u) = (Au, uy — u) — 0.

Como suponemos que limsup {u,, — u, Au,) < 0, todo junto nos queda

lim<{Au,, uy; —u) =0. (3.22)

Sea w=A(v—u)+ucon A€ (0,1). Escribiendo la condicién de monotonicidad en u;,, w
resulta,
0<(Aum;—Aw, Uy — w) = (A, — AW, Uy, — A (V—u) — u)

0<A{Aum, u—v)—(Aw, Uy, — u) + (A, Uy, — Uy — A {Aw, u— v)
(AW, Uy — Uu) — (A, Uy — U + A{AW, u— V) < A{Au;y, u—1v).

Tomando el limite inferior cuando m — +oo y teniendo en cuenta (3.22) y que u,;, — u obtene-
mos

Alminf{Au,,, u—v) = A{Aw,u—0).

Dividiendo por A,
Iminf{Au,,, u—v)={Aw,u—v)={AA(v—u)+ul,u—"n),
y cuando A tiende a 0,
liminf{Au,,, u—v) = {(Aw,u—v) ={Au,u— ),
entonces,
Iiminf(Au,,, Uy, — v) =lim{Au,;,, uy, — v) + iminf{Au,,, u — v) = (Au, u—v),

demostrando asi el lema. O

4Ver 2.6 para recordar la definicién de limite superior
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Demostracion del teorema

Con todas las herramientas que hemos dado ya estamos en condiciones de poder dar la
demostracion del teorema 3.6.

Demostracion. Sea ¥ una familia de subespacios de dimensién finita de V que contienen a
vo. Queremos demostrar que dado un u* € V' hay al menos un u € V que es solucién de la
desigualdad variacional (3.7).
Para cada V;;, € 7 el segundo lema técnico nos asegura la existencia de un u,, € V,, tal
que,
(Aum—u*,v—tm)+d )= P (Um) =0, YVE V. (3.23)

Si v = vy, tenemos una desigualdad simétrica a la (3.21), de donde deducimos que u;, estd en
V. En estas condiciones, tenemos que para un ultrafiltro %7 mas fino que V,

U, —uenV.
Escribiendo con v = u la desigualdad (3.23) y haciendo el limite superior resulta,
limsup (Autp, U, — u) <limsup [¢ (W) — ¢ (um)].
Dado que ¢ es Isc y convexa,
limsup [¢ (1) — p (Um)]| = ¢ (w) —liminfe (u,,) <0,

lo que implica,
limsup (Aup,, Uy, —u) <0.

Por el tercer lema técnico,
limsup (At — u”, up — v) <limsup [¢ (V) — ¢ (um)] < ¢ (v) —liminfd (uy,).
Finalmente, por propiedad de semicontinuidad de ¢,
(Au-u*u-vy<sdpW)-d ),

de manera que tenemos demostrado el teorema. O
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4.1 Orientacion

El objetivo de este capitulo es asociar a un problema de minimizacién (£?) un problema de
maximizacion (£2*) llamado el problema dual de 2. Estudiaremos la relacién entre ambos
problemas, la comparacion del infimo de &2 con el supremo de &7* y la relacion entre las
soluciones de dichos problemas.

4.2 Elproblema primario y el problema dual

Sea V un espacio vectorial topologicoy V' su dual.
Consideremos el funcional F: V — R. Nuestro objetivo es resolver el problema

(2) inf  F(u). 4.1)

A & le llamaremos problema primario (primal en inglés). El infimo de &2 serd denotado por
inf &2,y aligual que en el capitulo anterior, cada u € V de manera que,

Fuw=inf &, 4.2)

diremos que es una solucién de .
El problema & sera no trivial cuando exista un u € V tal que,

F (up) < +o0. (4.3)

Observemos que de momento F es una funcion arbitraria, mas adelante nos centraremos en
el caso en que F € Ty (V), i.e., cuando F sea convexa, Isc y finita. Entonces el problema &2 serda
no trivial.
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4.2.1 Problemas con perturbaciones

En primer lugar, definamos el concepto de perturbacién y de problema perturbado.

Definicion 4.1 (Funcion perturbacion, problema perturbado). Sean V, V' espacios vectoriales
topoldégicos en dualidad (ver apéndice A) y Y, Y' dos espacios Hausdorff también en dualidad.
Como no hay ambigiiedades, ambos productos de dualidad serdn representados por (-, ). Deno-
taremos por p, q, T, ... los elementos de Y y por p*,q*,r*,... los elementos de Y'. Consideremos
®:V xY — R tal que ® (u,0) = F (u). A dicha funcién la llamaremos funcion de perturbacion.

Podemos considerar para cada p el problema de minimizacién

(L@p) inf ®(u, p). @.4)

ueV

Notemos que para p = 0 se tiene que &y = &. A la familia de perturbaciones &), se le llama
problema perturbado de & -con respecto a la perturbacién ® dada-.

Ejemplo 4.2.1 (Funcién de perturbacién). Supongamos que V =Y =R, F(u) = u® y que
(0} (u, p) =u?+ pz. Claramente ® es una perturbacién de F, sin embargo, para la misma F puede
haber mds de una perturbacion, por ejemplo, ® (u, p) = u? +4p?.

4500
4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000
500
)

20 15 10 5 g -5 _10 _15 720:2’6?5

¥

Figura 4.1: Perturbaciones de F de la forma ¢(u, p) = u> + kp> conk=1,k=4,k=7y k=10
de colores azul, verde, magenta y amarillo respectivamente. Ver apéndice F para el codigo.

Observacion 12. El espacio Y es el espacio de las variables de perturbacion.
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4.2. El problema primario y el problema dual

4.2.2 FElproblema dual respecto a las perturbaciones dadas

Dados el problema &7 y el problema perturbado 7, estamos en condiciones de definir el
problema dual. Para ello consideremos

" : V' xY —R, @ el(VxY'),!
la funcion polar de @ en la dualidad entre V x Y y V' x Y/, que cldsicamente se escribe como

<(u*’p*)r(u»p)>VxY = <u*’ u>V+<p*’p>Y'
El problema

es el problema dual de &7 con respecto ®. El supremo de este problema es denotado por
sup &* y cualquier elemento p* € Y’ de manera que

—-®*(0,p") =sup &*, (4.6)

es llamado solucién de *.
El resultado siguiente nos da la primera relacién entre & y &2*.

Proposicion 4.2. Sea & un problema primarioy &* sudual. Siinf & ysup &7* son solu-
cionesde & y P* respectivamente, entonces

—co<sup *<inf & < +oo. (4.7)
Demostracién. Sea p* € Y'; por definicion de funcion polar,

@*(0,p")= sup [(p*,p)-@(u,p)].
ueV,peY

En particular, para p =0,
@*(0,p*) = (p*,0) - (u,0),

—-®*(0,p*) <@ (u,0).

Como la relacion anterior es valida para cualquier u € V'y p* € Y/, se tiene que sup &* <
inf Z. O

Tenemos un resultado parecido para el caso en que &2 0 #* (0 ambos a la vez) no sean
triviales.

Proposicion 4.3. Sea & un problema primarioy &* sudual. Siinf & ysup &* son solu-
ciones de & de * respectivamente.

LConvexa, Isc y el supremo puntual de una familia de funciones afines.
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1. Si & es no trivial,
—co<sup P*<inf P < +oo.

2. Si 2% es no trivial,
—co< sup P*<inf P < +oo.

3. Si Py P* son no triviales,
—oco<sup Z* <inf P < +oo.
Demostracion. Demostraremos tinicamente (1.) dado que los otros se hacen de manera simi-

lar.
Si 2 es no trivial, ugy € V tal que © (1, 0) = F (149) < oco. Utilizando la proposicién anterior,

—co<sup P <inf P <®(uy,0) < +oo.

O
4.2.3 Reiteracion de la dualidad
De manera natural nos podemos realizar la siguiente pregunta: ;cuél es el dual de &2*?
Supongamos que para cada u* € V' tenemos el siguiente problema,
(75.) sup - — @ (", p"). 4.8)

p* E Y’
Consideremos ®@** la bipolar de ®. Recordemos que ®** es la I'-regularizacién de ®. Entonces,

el problema
COVE A 49)

es el llamado problema bidual de &2.
Observemos que si ® € Ty (V x Y) se tiene que ®** (u,0) = ®(u,0) para todo u, de manera que
los problemas &y &** son idénticos. Por tanto, & y &* son duales el uno del otro y hay
una completa simetria entre el problema primario y el dual.
En particular, esto implica que,

FeTy(V),

de manera que F es Isc, convexa y finita.

Esta es una de las razones por que los casos en que la hip6tesis @ € T'y (V x Y) se satisface
son de especial interés para nosotros. La simetria entre &2 y &2* no implica, sin embargo, que
inf & =sup &*. Mas adelante veremos bajo qué condiciones tenemos la igualdad.

Repitamos el proceso de “dualizacién”. Para cada p € Y las perturbaciones de &2** son los
problemas

Llfele/ " (u, p), (4.10)
y el dual de &7** con respecto de cada una de las perturbaciones es el problema
sup -0 (u,p").
p*eg, p (4.11)

Como ®*** = ®@* (corolario 2.28), este problemay &* son idénticos y no ganamos nada.

54



4.3. Problemas normales y problemas estables

4.3 Problemas normalesy problemas estables

A partir de ahora supondremos que ® € 'y (V x Y) a no ser que se diga lo contrario. Asi, ¢ es
una funcién Isc, convexay ¢ # +ooy ¢p # —oo.

ParapeYseah:Y — R definida por,
h(p)=inf 2, = inf®(u,p). 4.12)

Gracias a esta funcién definiremos los conceptos de problema normaly problema estable, que
nos dardn las condiciones necesarias y suficientes para que —co < inf & = sup &* < +oo.
Estudiemos las propiedades de esta funcion.

Lema4.4. h es convexa

Demostracion. Sean p, g € V. Debemos demostrar que
h(Ap+(1 -1 q)<Ah(p)+ Q- h(q), YA€[0,1],

siempre y cuando el miembro de la derecha de la desigualdad esté definido.
Si h(p) = +oo 0 h(q) = +o0 el resultado se sigue trivialmente. Supongamos pues, que h(p) #
+ooy h(q) # +oo. Entonces, para cada a > h(p) y para cada b > h(q) existen u € V,v € V tales
que

h(p) <¢p(u,p) <a,

h(g) <o, q)<b.

Consideremos un w de manera que w = Au+ (1 — 1) v, entonces

h(Ap+(1 -1 q) = inf ®(w,Ap+(1-21)q)

nf®(wAp+(1-21)q)<PAu+1-DuAp+1-1gq) =< A®(u,p)+0-1P(v,q).
weV @ convexa
Haciendo tender ® (u, p) a h(p) y ® (v, q) a h(g) obtenemos el resultado. O
Observacion 13.
¢ Para el lema anterior no hace falta suponer que ® € I'y (V x Y). Con ® convexa basta

e En general / no pertenece a I'y (V).

Observemos que h : Y — R de modo que podemos calcular su conjugada h*, el cual es
nuestro préoximo objetivo.

Lema 4.5.
h*(p*)=®*(0,p*), Vp*eY'
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Demostracion. Por propia definicién de h* tenemos

h* (p*) =sup{(p*, p) - h(p)} = SuP{(P*»W — Info(u, p)} =
peyYy peYy

;gg{(p*,m +i‘§5_®(”’ n)} =supsup{(p*,p) - @(u,p)} =@ (0,p").

peY ueV
O
De manera inmediata tenemos
Lema 4.6.
sup 2% =h"" (0).
Demostracion. Recordemos que
h**(p) = sup {{p,p*)—h*(p")}.
p*EV!
Entonces,
sup 2% = sup {-¢*(0,p")} = sup {-h" (p*)} = sup {{0,p*)—h* (p*)} =™ (0),
p*EYI p*EY/ p*EY/
como queriamos demostrar. O

Observacion 14. Por 4.2 sabemos que sup &* <inf . Esta desigualdad es equivalente a
h**(0) < h(0).

Definicién 4.7 (Problema normal). El problema &7 es normal si —oo < h(0) < +oco y h es Isc en
0.

Con el concepto de problema normal podemos determinar la relacién entre &2 y &7*.

Teorema 4.8. Bajo la hipotesis ® € Ty (V x Y) las tres afirmaciones siguientes son equivalentes
(1.) & es normal.
(2.) Z* es normal.
(3.) inf & =sup &* y este niimero es finito.

Demostracion. Demostremos en primer lugar que (1.) <= (3.) y en segundo lugar, (2.) <=

(3.).

(1.) < (3.): Supongamos primero que & es normal, entonces £ (0) es finita'y  es Isc en 0.
Sea h lalsc regularizaciéon de h. Sabemos que

W=n*<h<h. (4.13)
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Como suponemos que el problema es normal, tenemos que # es Isc en 0, de modo que
h(0) = h(0) € R; ademds h es convexa, de manera que, por el teorema 2.14, no puede tomar el
valor —oo en ninguno de los puntos de su dominio. En resumen, por el teorema 2.21, h e I'(Y) y
en consecuencia, k=7 .La desigualdad (4.13) implica por las propiedades de la conjugacion
-seccion 1.4.3-

R =h"**=nh"=h",
por tanto, h* = n y, conjugando ambos miembros de la igualdad, h** = %" = h de manera
que 1(0) = 1(0) = h** (0). Con esta tltima igualdad y aplicando el lema 4.6 obtenemos preci-
samente (3.).
Supongamos que se cumple (3.), entonces /4 (0) = h** (0) € Ry por (4.13), h(0) = h(0) € R con
lo que & es normal.

(1) = (2): P esnormal < h(0)eRyheslscen0 = h(0)=h(0)eR < h*(0)=
aplicando *
h(0)eR <> h* eslsc en 0y h* (0) finita < £* es normal. O

Definicién 4.9 (Problema estable). El problema &7 es estable si h(0) € R y h es subdiferenciable
en .

Trataremos de relacionar la estabilidad del problema %7 con la existencia de soluciones,
pero antes necesitamos un lema previo.

Lema 4.10. EIl conjunto de soluciones de &* es iguala0h** (0).
Demostracién. Si p* € Y' es una solucién de £2*, tenemos
-®*(0,p*) = -®* (¢*,0), Vg* e Y/,

utilizando el lema 4.5

-n*(p*)=-h*"(q"),Vqg* €Y < -h*(p*) = su;l)/ {{0,g"Y-h"(q")} =h""(0),
q*E !

lo que es equivalente a
p*€dh™(0).

Demostremos ahora que si p* € dh** (0) entonces p* es solucién de &%, i.e., p* = sup L*.

p*€dh™™ (0) < —h*(p*)=sup {(0,q")-h"(q")} =h""(0) = -h*(p*)=-h"(q"), Vg €Y.

q*eY/
Por tanto
—-®*(0,p*) = -9 (0,4%), Vqg* e Y/,
y p* € Y’ es una solucion de &2*. O

Ya estamos en condiciones de poder formular el teorema.
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Teorema 4.11. Dados los problemas & y su dual &7*, se tiene la siguiente equivalencia:
(1.) P es estable.
2.) & esnormaly &* tiene al menos una solucion.

Demostracion. (=):Si & es estable, h (0) esfinitay 8/ (0) # @. En este caso, 1 (0) = h** (0) € R,
lo que implica que el problema es normal. Ademads, por la proposicién 2.32, dh (0) = 0h™** (0) #
@. Por el lema 4.10, tenemos la implicacion.

(<): Si & es normal, h(0) = h** (0) € R; ademads, &2* tiene al menos una solucion. Por el
lema, 0k (0) =0h** (0) # @, con lo cual, & es estable. O

Notemos que cuando el problema es estable, el lema previo a la demostracién nos dice
que las soluciones de &* son los subgradientes de h** en el 0.
Ademds, como &?* es normal (por tanto & estable y entonces & normal) los subgradientes
de h** (0) son las soluciones de Z.

Podemos resumir los teoremas 4.8 y 4.11 con el siguiente resultado.

Corolario 4.12. Si &2 es un problemay &?* su dual, las tres siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) &y P* son normales y tienen al menos una solucion.
2.) P yP* son estables.
(3.) & esestabley tiene alguna solucion.

Demostracion. & es normal si, y s6lo si, Z* lo es (por el teorema 4.8). Ahora, utilizando el
teorema 4.11, la equivalencia entre (1.) y (2.) es inmediata. Por el mismo teorema, también es
inmediata la equivalencia (1.) < (3.). O

Presentemos un criterio para saber si un problema es o no estable

Proposicién 4.13 (Un criterio de estabilidad). Supongamos que ® es convexa, queinf & € R
¥y que

Jug € V tal que la aplicacion v, : Y — R definida por p — @ (uo, p) es finita y continua en 0.
(4.14)
Entonces, & es estable.

Demostracion. Observemos que por el lema 4.4 h es convexa (incluso bajo la tnica hip6tesis
de ser ® convexa) y h(0) es finita.

Para cada u € V, consideremos la funcién v, : Y — R definida por p — @ (1, p).
¥ es funcién convexa, puesto que P lo es. Ademas, es continua y finita en 0 por hipétesis, de
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4.3. Problemas normales y problemas estables

manera que existe un entorno ¥ del 0 en Y donde v estd acotada superiormente por una
constante finita M:

Yy, (P) <M <400, Vpe V.
Por tanto,

h(p)=inf®(u,p) <y, (p) =@ (uo,p) <M, Ype?,

ueV

como la funcién convexa h estd acotada en un entorno de 0, por el teorema 2.16 es continua
en el interior de su dominio efectivo (el cual no es vacio). La proposicién 2.31 nos asegura
entonces que h subdiferenciable. O

Relaciones de extremalidad y existencia de soluciones

En esta subseccién introduciremos las relaciones de extremalidad, las cuales son esenciales
en el cdlculo variacional. También daremos un teorema que relaciona las soluciones de & y
Z* sin que el problema sea o bien normal, o bien estable.

Como primer resultado, presentemos las relaciones de extremalidad.

Proposicion 4.14. Si &2 y P* tienen solucion y si
inf 2 =sup " €R, (4.15)

todas las soluciones it de & y todas las soluciones p* de &?* estdn relacionadas por la relacion
de extremalidad,

@ (i2,0) + D" (0,p*) =0, (4.16)

(0,p*) € 0@ (@,0). 4.17)

Reciprocamente, siti€ V y p* € Y' satisface la relacién de extremalidad (4.16) entonces i es
una solucién de &, p* es solucion de &7* y se tiene (4.15).

Observacion 15. Las relaciones dadas por (4.16) y (4.17) reciben el nombre de relaciones de
extremalidad.

Demostracion. Tenemos
inf = @,0)=sup P*=-0"(0,p"),

0 equivalentemente
@ (iz,0) + D (0, p¥)

Il
L

que es precisamente (4.16).
Ademds, como 0 = ((&,0), (0, p*)) entonces,

@ (i1,0) + D* (0, p*) = ((1,0), (0, p*)),

59
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que es idéntico a (4.17) por la proposicién 2.32.
Supongamos que @ y p* satisfacen (4.16). Entonces,

@ (i,0) +@* (0, p*) = 0.

Como ® (i1,0) = in‘iigb(u,O) y —®*(0,p*) = sup —¢*(0, p*) y por hipétesis, &2, Z* tiene solu-
ue p*EY’
cién, debe ocurrir que

inf® (1,0) = @ (i2,0) = —P(0,p*) = - sup @ (0, p*),
ueVv p*eY’

de manera que tenemos el resultado probado. O

Podemos reagrupar todos los resultados de esta seccién en el siguiente teorema.

Teorema 4.15. SupongamosV un espacio Banach reflexivo, ® € Ty (V x Y) se cumple la condi-
cion (4.14) y que,
lim® (u,0) = +oo cuando | ul| - +oo, YueV.

Bajo estas condiciones, el problema &2 y su dual &7* tienen al menos una solucién que satisface,
inf & =sup &,
y las relaciones (4.16) y (4.17).

Demostracion. Lafuncién F (u) = @ (u,0) es coerciva (por hipétesis) y por tanto, por el teore-
ma 3.3 el problema tiene como minimo una solucién.

De la condicion (4.14) del teorema 4.13 deducimos que & es estable, de manera que, por el
teorema 4.11, existe al menos una solucién para &*. Finalmente, por la proposicién anterior,
las condiciones (4.16) y (4.17) se satisfacen. O

4.4 Lagrangianosy puntos de silla

En esta seccién introduciremos uno de los conceptos mds importantes de la dualidad en la
optimizacién convexa, la funcién lagrangiana. Es muy habitual resolver el problema dual
utilizando esta funcién, sobre todo cuando nos encontramos problemas definidos en R” (para
un ejemplo préctico ver apéndice F).

En primer lugar presentemos la definicién de dicha funcién

Definicién 4.16. La funcion
L: VxY —R

definida por
—L(u,p*)=sup{(p*,p)-¢(u,p)}, YueV,Vp*eY/ (4.18)
peY

es el lagrangiano o funcién lagrangiana del problema &2 con respecto la perturbacion dada.

60



4.4. Lagrangianosy puntos de silla

0

-1

’2—1 —0.5 0 0.5 1
T

Flgura 4.2: Imagen extraida de [6]. La curva solida representa la funcion F a minimizar, la curva rayada es la restriccién p*. El conjunto
factible es el intervalo [-0.46,0.46], el cual estd indicado por dos lineas verticales punteadas. El inf £ se alcanza en el punto (-0.46,1.54) y es un
circulo sobre la grafica de F. Las curvas punteas son L(u, p*) para p = 1/10,2/10,...,1. Cada una de las funciones lagrangianas tienen un minimo
menor que 1.54, dado que L(u, p*) < F(u) como veremos mds adelante.

Observacién 16. Fijado u € V, tenemos que —L(u, p*) = ¢ (p*) paratodo p* € Y'. En efecto,
¢u(p™) =sup{(p*, p) —du(p*)},
peyYy

que es precisamente — L (u, p*) estando u fijado.

Algunas de las propiedades del lagrangiano son,

Propiedades 4.4.1.

(1.) Paratodou€V, el funcional,
L,: Y —R
p*— L(u,p”),
es concavo y usc’

2.) Si¢ es convexa, para todo p* € Y' el funcional,

Ly: V—R
u— L(u,p*),

es convexo.

2Con la notacién del primer tema, se dice que una funcién F es usc (upper semicontinuous) si

VYe>F(u), ANc€ N, (1): Yve N, F(v)<c.
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4. DUALIDAD EN LA OPTIMIZACION CONVEXA

Demostracion. La demostracion de estas propiedades pueden encontrarse en la pagina 55
de [1]. O

Observacion 17. No podemos asegurar que L+ sea Isc incluso si ¢ € I'g (V x Y). En efecto, no
sabemos si el infimo puntual de una familia de funciones Isc es Isc® (—L es el supremo y por
tanto L es menos el infimo).

Resulta 1til expresar los problemas &2 y &#2* en funcién de L.

Sin suponer nada sobre ¢ tenemos,

¢* (u,p*)= sup {(u",u)+(p",p)-¢(up)}=
ueV,peY

Zgg{(tt*»w+;gry>{<p*,p>—¢(u,p)}}=

sup{(u”,u) = L(u,p")}.

ueV

De donde,
-¢*(0,p*) = infL(u,p*). (4.19)

ueV

Sabemos por (4.5) que &* es

sup {~9(0,p")};
p*EY’

de modo que el problema &7* se puede escribir como

(27) sup InfL(w.p"). (4.20)

Si ahora asumimos que ¢ € T’y (V x Y) para todo u € V la funcién ¢, : p — ¢p(u, p) pertenece a

Iy (Y). En efecto, ¢, es convexa porser ¢p de I'o (V x Y) y ¢, #= +00y ¢, # +00.
Por ello, ¢},* = ¢, de donde,

= sup {(p,p*)+L(u,p*)}.
p*EY’

¢(wp)=¢u’ (p) = sup {p.p")=bulp’)}

Con ello,
¢ (u,0)= sup L(u,p*), (4.21)
prey’
y el problema & resulta
(2) Inf sup L (w,p7). 4.22)

3Ver [21] para saber bajo qué condiciones el infimo puntual de una familia de funciones Isc es Isc.
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Definicion 4.17. Un punto (i1, p*) de V x Y' es un punto de silla de L si,
L(a,p*)<L(a,p*)<L(up”), (4.23)
paratodoucV ytodopeY'.

Caractericemos los puntos de silla.

Proposicion 4.18. Siempre que p € Ty (V x Y) las siguiente afirmaciones son equivalentes,
(1.) (@, p*) es un punto desilla de L.

(2.) @ es una solucion del problema &, p* es una solucién del problema &* y ademds

inf & =sup P*.

Demostracion. (=>): Supongamos que (i, p*) es un punto de silla de L. Como L(it, p*) <
L(u,p*), Yue V, entonces

L(ap®)= nfL(w.p") = -¢*(0,p").

También se tiene que L (i, p*) < L(i, p*), Yp* € Y, de donde,

L(a,p*)= L(a,p*) = 4,0).
(@ p") sup (@.p) 5,¢@0

Restando ambas igualdades se obtiene,
¢ (@,0)+¢*(0,p%) =0.
Por el teorema 4.14, deducimos
inf & =sup Z*.

(<): Supongamos ahora que se satisface (2.). Por (4.19), (4.21) y por ser i, p* soluciones de
Py P* sabemos que

—¢"(0,p") = infL(w, p*) < L(a p"),

L(a,p*)<¢(@,0) = sup L(@,p*).
p*EY/

De nuevo, por ser i1 y p soluciones de &y &*, por el teorema 4.14 tenemos que

¢ (@,0)+¢* (0,p*) =0.

Por tanto,
L(@,p*)< sup L(&,p*)=L(a,p*)= infL(u,p*) < L(u, p*),
p*eyl ueV
de donde concluimos que (i, p*) es un punto de silla. O
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4. DUALIDAD EN LA OPTIMIZACION CONVEXA

Proposicién 4.19. Consideremos que p € Ty (V x Y) y que el problema & es estable. Entonces
i es una solucion de 2 si, y solo si, existe un p* de'Y' tal que (@i, p*) es un punto de silla de L.

Demostracion. (=>): Sea i una solucién de &?. Como el problema es estable, por el teore-
ma4.11, &* tiene al menos una solucién p*,y & es normal. Por ser &2 normal, el teorema 4.8
no asegura que inf & = sup *. Por la proposicion anterior, (&, p*) es un punto de silla.

(<=): Dado @ € V, si existe un p* € Y’ tal que el par (i, p*) es un punto de silla de L, la
proposicién anterior nos asegura que i es solucién de &2 y ademds que p* es solucién de
P, O
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5.1 Orientacion

En este capitulo aplicaremos los resultados de la dualidad para resolver el problema lineal de
Dirichlet y un problema no lineal, el problema de la torsién elasto-pléstica. Para ver detallada-
mente el paso de las EDP’s a su forma variacional, consultar [15].

5.2 El problema de Dirichlet
Dada f € L2 (Q), con Q abierto de R" que satisface la propiedad de regularidad (ver apéndice

sobre espacios Sobolev para mas detalles), buscamos una funcién u solucién de

—-Au= ’ Q,
{ u=f, en 5.1)

u=0, enl,
donde I esla frontera de Q.

La formulacion variacional del problema es la siguiente: Hay que encontrar una u € H(} (9)!
tal que
a(u,v) = (f,v), Yve Hy (Q), (5.2)

siendo

(f, v)=fo(x)V(x) dax,
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5. APLICACIONES DE LA DUALIDAD AL CALCULO DE VARIACIONES

el producto escalar en I2(Q) y a(u, v) es la forma bilineal continua y coerciva dada por:

alu,v) = (Dju,Djv) .
(u,v) mZSl .

Por la desigualdad de Poincaré (ver [18] o el apéndice sobre espacios Sobolev), la norma
lull = va(u, u) es equivalente sobre H} (Q) a la norma (D.1) y el teorema de Lax Milgram
(ver [16] o [22]) garantiza la existencia y unicidad de una solucién i de (5.2) que alcanza su
minimo en H& (Q) de

1
Ea(u, u) = (f, w. (5.3)
Reducimos el problema al capitulo 3 eligiendo
V=H(Q), Y=L*Q",

A = operador gradiente,
V' =Hy(Q)'=H '), Y=Y,

F(u)=—(f,uw), Vue H} (Q),

1
G(p) = —f |p(x)* dx.
2Ja

Observemos que, con estas elecciones, el problema (B.10) es idéntico al problema de minimi-
zacién (5.3) sobre H& Q).

Calculemos F~ (u*).
F () = sup {(u*, ) + (£, 1)} = sup {(u” + £, u)} .
ueV ueVv
Facilmente se deduce que,

F*(u*):{o, siu*+f=0,

+00, en otro caso,

En efecto, si u* + f = 0 entonces F (1*) = 0.Si u*+ f #0, F (u*) = +oo por no estarla aplicacién
(u* + f,u) acotada superiormente.

Por otro lado, se puede comprobar que (ver apéndice E),

1
G*(p") = —f Ip* ()2 dx.
2Ja

IHemos identificado H& (Q) con un subesacio de L? () y por tanto (f, u) = (f, u) siendo (-, la dualidad
entre H(} @y H Q).
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En este caso, el problema (B.12) es equivalente a

sup {—F* (A*p*)-G* (-p")}, (5.4)
prel?(Q)

donde A* es ahora el operador divergencia. Afiadiendo la restriccion de evaluar el problema a
los p* tales que F~ (A* p*) < +00, nos queda

1 *
sup {——/ Ip (x)l2 dx}, (5.5)
p*ELZ(Q)n 2 Q

A p*+f=0

Las hipé6tesis del problema (4.15) se satisfacen (ahora ¢(u,0) = %a(u, u)—(f,u)), de manera
que el problema admite solucién tinica dado que el funcional,

1 *
pH—flp (xX)|? dx
2Ja

es estrictamente convexo.
Ademds, las relaciones de extremalidad (B.14) y (B.15) resultan,

F@)+F (A*p*)=(A*p*, ),
G(Ai) +G* (-p*)=—(p*,Aq),

que, substituyendo la segunda,

flVlZ(x)I2 dx+f 1p* ()| dx:—zf (Va(x), p* (%)),
Q Q Q

que solo es posible si,
p*(x)=-Vi(x),

casi por todo x € Q. Comprobémoslo
f (Vii(x), Vii(x)) dx+f (p*(x), p* () dx+2f (Vax),p* (%)) dx =
Q Q Q
f (Va(x),Vax) + p* (x) dx+f (p*(x),Vi+p*(x)) dx=0
Q Q

f (Va) + p* (), Va+ p*(x0) dx=f Vi) +p*@)|° dx=0 < Vaw+p* (1) =0cp.t.en Q.
Q Q

Finalmente tenemos,

Proposicion 5.1. El problema de Dirichlet (5.1) escrito como problema de minimizacién de la
integral de Dirichlet (5.3), tiene como problema dual (5.5). Ambos tienen una tinica solucion,
i, p*, que estdn relacionadas por

p*(x) = -Vi(x).

Ademadis,
max #* =min Z.
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5.3 El problema de la torsién elasto-plastico

Este problema se ha extraido de [7]. La motivacidn fisica estd inspirada en [23] (pag 229).

Consideremos una barra infinita (usualmente es un cilindro) de seccién transversal Q, siendo
Q simplemente conexo. Supongamos que la barra estd compuesta de un material isotrépico®.
Empezando con una torsién inicial nula, se le va incrementando a la barra el momento de
torsion. La determinacion del campo de torsién es la solucién al problema que nos planteamos
en esta seccion.

Dada f € I2(Q), queremos resolver el siguiente problema,

() inf {lf IVvlzdx—(f,v)dx}, (5.6)
veC 2Ja

donde C={ve Hé (Q): [Vvl =1, c.p.t. en Q} es un convexo cerrado y no vacio.
Consideremos
V=H (@), Y=12@",

A:V — Y definido por Av = Vv,
V'=Hy(Q)'=H'(Q), Y=Y,
1
F(v) = Ef IVv(x)* dx— (f,v), Vue Hy (Q),
Q

G(p) = Is(p).

conS={peL?(Q)"||p(x)|<1, c.p.ten Q}.

De donde & es equivalente a
in‘g{F(U) + G(Av)}. (5.7)
14

Haciendo célculos similares a los de la seccién anterior se obtiene

* 1 * 2
F (U)ZEHU +f||H_1(Q)’

G*(P*)=f Ip*(x)| dx.
o}
Entonces, el problema (B.4) puede escribirse como

sup {-F (A*v*)-G*(-p*)}, (5.8)
prel2(Q)

2Las sustancias isotropicas presentan siempre el mismo comportamiento independiente-
mente de la direccién. Para mdas informacién y ejemplos consultar https://www.quora.com/
What-are-homogeneous-isotropic-anistropic-and-orthotropic-materials eldstico perfectamen-
te plastico que es de donde se ha sacado la definicién de isétropo.
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5.3. El problema de la torsion elasto-plastico

2

* 1
donde A* vuelve a ser el operador divergencia. Observemos que F (Av*) = > Idivp*+fl Q-

Por tanto, el problema dual resulta

1 . * 2 *
sup {——Ildlvp + flI%, —flp (x)ldx}- (5.9)
p*ELZ(Q)n 2 H I(Q) Q

El problema (5.7) en general no tiene porque cumplir la condicién de estabilidad (B.13). No obs-
tante, el problema &?* si satisface la condicién andloga (en el caso dual) a la condicién (B.13)
y debido a la simetria entre & y &* podemos facilmente traducir el teorema B.1. Por tanto
P* es estable, & admite una solucién y

inf & =sup Z".
Si p* es solucion de &7*, las relaciones de extremalidad (B.14) y (B.15) resultan ahora

o F(i) + F (A*p*) = (A*p*,it) lo que equivale a Adi +divp* = — f (en H™1 (Q) debido a
las ecuaciones de Euler-Lagrange®

o G(AW)+G*(-p*)=—(p*, Au)lo que equivale a

f Iﬁ(x)ldxz—f AN a(x)p*(x) dx,
Q Q

o0 equivalentemente,
[P0 =A"i(x)p* (x), c.p.t.

De esta relaciéon deducimos que en c.p.t. en Q se tiene que

" {0 si V(0| <1,
= (5.10)
AxX)Vu(x) si|Vie(x)|=1,
donde A(x) = |p* (x)|. Por tanto
At +div(A(X)Via) =—fen H 1 (Q). (5.11)

Reciprocamente, si existe un A(x) € L2(Q) tal que A(x) = 0 cuando |V#i(x)| < 1y satisface (5.11)
definimos p* tal y como en (5.10) y las relaciones de extremalidad se satisfacen asegurandonos
asi que p* es solucién de &7* y por tanto de .

3Ver pagina 11 del link http: //www-users .math.umn.edu/~olver/ln_/cv.pdf
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Orientacion

En este apéndice presentaremos los conceptos bdsicos que se han utilizado en el trabajo de
topologia y espacios duales. El apéndice esté inspirado en los primeros capitulos de [7]. Asi
mismo se puede complementar la lectura con [19], [16] y [18], donde aparecen més resultados
y ejemplos de espacios vectoriales topolégicos y de espacios duales.

Espacios vectoriales topolégicos

Un espacio vectorial real V dotado de una topologia t se dice que es un espacio vectorial
topoldgico (y se abrevia por e.v.t.) si las operaciones suma

VxV—V

(u,v) — u+v,
y el producto de un vector por un escalar

RxV—R

(A/r u) - A/ur
son continuas para las topologias producto 7 x T sobre V x V' y 7 (R) x V sobre R x V respecti-
vamente. Se tiene que los entornos de cualquier punto se obtienen a partir de los entornos

del origen por traslacién. Se dice ademads que el e.v.t. es localmente convexo (l.c.) si el origen
admite una base de vecindades convexas.
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A. CONCEPTOS NECESARIOS DE TOPOLOGIA Y DE ESPACIOS DUALES

Como ejemplo sencillo de e.v.t.1.c. consideremos un espacio vectorial normado (V, |-|1),
pues basta tomar la base de entornos constituida por los abiertos que contienen con el origen.

Dado un e.v.t. (V,7) denotaremos por (V,7)’, 0 mds brevemente por V', el espacio vectorial
de todas los funcionales lineales (funciones lineales definidas de V' a valores en R) que son t
-continuas (continuas respecto la topologia) sobre V . El espacio V' se conoce como espacio
dual o dual dual topolégico (para diferenciarlo del dual algebraico; este tltimo contiene a las
las aplicaciones lineales sobre V independiente de cualquier nocién topolégica), de (V, 7). Si
u* € V' entonces para todo v € V escribiremos

(w,u*y=u"(w),

lo que define una forma bilineal (-,-) : V x V' — R conocida como producto de dualidad entre
V y V', Esta tltima notacién intenta a enfatizar los roles simétricos -en cierto sentido- jugados
por Vy V'. En efecto, dado u € V, el funcional (i,-) : V' — R es una forma lineal sobre V' asi
como el funcional (-, u*) : V — R es una forma lineal sobre V.

Teoremas de separacién de conjuntos convexos: Teorema de Hahn-Banach

En esta subseccién daremos uno de los teoremas mas importantes del andlisis convexo y del
andlisis funcional.

Definicién A.1 (hiperplano). Un hiperplano (o hiperplano afin) es un subconjunto 7 <V de
la forma
{freVI|F@) =a},

siendo F : V — R funcién lineal continuay a € R.

Notacion A.0.1. Escribiremos[{ =a]l={veV |Fw)=a}, [ <al={veV|F(v)<a}yseex-
tiende la notacién de forma naturala <,>, =.

Observacién 18. Se puede demostrar que [¢ = a] es cerrado respecto a la topologia 7 si, y s6lo
si, € V'. En tal caso, [£ < a] y [¢ = a] serdn cerrados en (V, ), mientras que [¢ < a] y [¢ > a]
seran abiertos en (V, 7).

Presentemos el teorema de Hahn-Banach en su versién geométrica.

Teorema A.2 (Hahn-Banach versiéon geométrica). Sea V e.v.ty o/, 98 <V dos subconjuntos
convexos, no vacios y disjuntos. Entonces,

(1) Si </ es abierto existe un hiperplano cerrado que separa </ y A, i.e., existe ¢ € V' y un
valora eR talesque o/ S [l <aly B <[l = al.

(2.) Si 'V es un e.vt.lc. se tiene que: Si o7 es cerrado y % es compacto, entonces existe un
hiperplano que separa estrictamente </ y .

Observacion 19. Si V es un e.v.t.l.c. Hausdorff entonces el Teorema de Hahn-Banach permite
asegurar que existen formas lineales continuas no nulas. Més atin, bajo la condicién de ser
Hausdorff, dado cualquier par de puntos v; # v, en V, el punto (2.) del teorema nos asegura
que es posible encontrar u* € V' tal que u*(vy) # u*(v2).
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Figura A.1: Ejemplo de dos conjuntos separados por £ € V.

Topologia débil

En principio V' esta desprovisto de estructura topolégica. Sin embargo, es natural dotar V'
de la topologia de la convergencia puntual sobre V', que resulta ser la topologia menos fina
(i.e. la més pequeiia) que hace que todos los funcionales (u,-), con u € V, sean continuos. Esta
topologia se denota por o (V’, V) y se llama topologia débil de V' asociada a la dualidad entre
V'y V. Se puede demostrar (pero no es objeto de este trabajo) que (V',a (V', V)) resulta ser
e.v.t.l.c. separado.

Un resultado ttil en el estudio de la dualidad es el siguiente:

Teorema A.3 (Banach). Sean (V, ) un e.v.t.lc. separabley V' su dual. consideremos la aplica-
cion ¢ € V' a(V',V)-continua, entonces existe un unicou €'V tal queNu* € V', 0(u*) = (u, u*).
Esmds, Vy(V',o(V/, V))' son isomorfos como espacios vectorial via la aplicacién u— (u,-).

Demostracion. Se puede encontrar en la pagina 19 de [7]. O

Similarmente, es posible dotar a V de la topologia débil o (V, V') definida como la to-
pologia menos fina que hace que todos las formas lineales (-, u*), u* € V', sean continuas.
Por definicién, o (V, V') estd contenida en la topologia inicial 7. El espacio (V,o (V,V’)) de
hecho es e.v.t.l.c. y es separado cuando (V, 1) es un e.v.t.l.c. separado debido al teorema de
Hahn-Banach.

Corolario A.4. Sea V un espacio vectorial topoldgico localmente convexo y sea V' su dual.
entonces

(1.) Si€ <V es convexo entonces

€ est-cerrado si, y sélo si, € esa(V', V)-cerrado.

2.) SiF:V — R es convexa entonces

F est-Iscsi, y solo si, F es oV, V)-Isc.
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A. CONCEPTOS NECESARIOS DE TOPOLOGIA Y DE ESPACIOS DUALES

Demostracion. Se puede encontrar en la pagina 20 de [7]. O
Es necesario también recordar los conceptos de la convergencia débil y *-débil.

Definicién A.5 (Convergencia débil). Sea V e.v.t., una sucesién {u,} < V se dice que converge
débilmente (en o(V',V)) a un punto u € V y se escribe u,, — u si, y s6lo si

(up,u*)y = {u,u*) Yu* eV’

Definicién A.6 (Convergencia *-débil). SeaV e.v.t., una sucesion {u};} < V' se dice que converge
*-débilmente (en o(V',V)) a un punto u* € V' y se escribe u;, — u* si, y solo si

(w,ul) 5 {(u,u*) YueV.

Espacios en dualidad

Diremos que dos e.v.t.l.c. (V,1),(W,0), son espacios en dualidad si existe un producto de
dualidad entre V y W, esto es, una funcién bilineal (-,-) : V x W — R tal que:

(1.) YueV\{0},FIve W: (u,v) #0.
(2) YveW\{0},JuecV: (u,v) #0.
(B.) YveW,(,vye(V,T) ' yVle (V,1),AveW: £=(,v).
(4.) YueV,(u,ye W,0) yvleW,0) ,JuecV: ¢=[u,).

Diremos que (1.) y (2.) son propiedades que hacen a (-, -) separar puntos. Las topologias 7 y o
se dirdn compatibles con la dualidad (V, W, (-, )) y necesariamente son separadas. En efecto,
dados u,v €V, u# v por (1.) tenemos que Ja € R, w € W tales que (u, w) = a (v, w). Por (3.),
setieneque uc{iuec V| (g, wy<aleryve{aeV|(i,w)>aleT.

Ejemplo A.0.1.

» SiV =W yV esespacio de Hilbert cuya topologia esta inducida por el producto escalar
(-,*) que a su vez resulta ser el producto de dualidad.

e Si (V,|I---I) es un espacio vectorial normado, W = V', (-,-) : V x V! — definido por

(u,u*) = u*(u).. Ver pdgina 34 de [7] para la demostracion mds detallada.

Demostracion. Daremos un esquema de la demostracién. Cada uno de los puntos
de esta demostracion es una breve justificacién de los puntos correspondientes a las
condiciones de dualidad

(1.) Consecuencia del teorema de Hahn-Banach.

(2.) Se cumple cuando u* # 0.
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(3.) Por definicion de este producto escalar.
(4.) Depende de la topologia en V'

- Sio = 1|’ entonces equivale a que V sea Banach reflexivo

- Siog=0a(V',V) esla topologia débil, entonces el punto se cumple por el teore-
ma de Banach

O

* En términos mds generales, siV y W son e.v. y (-,) : Vx W — R es funcién bilineal
que separa puntos, entonces (V,a(V,W)) y (W,a (W, V)) son espacios en dualidad, donde
o(V,W) es la topologia mds pequefia que hace todo las aplicaciones (-, w) continuas.

En las aplicaciones, la tinica situacion ttil es el caso de (V, V,(,-)) siendo V espacio de
Banachy () funciones de evaluacién, que, en este caso, a modo de resumen tenemos:

(1) (V,7y-ll) es compatible con la dualidad (-, -).
(2.) (V,a(V,V") es compatible con la dualidad ., -).
(3.) (V'o(V',V)) es compatible con la dualidad (-, ).

4.) (V’, T II’) es compatible con la dualidad ¢, ) si, y s6lo si, V es reflexivo.
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En este apéndice, debido a la longitud del trabajo y por el hecho de ser un apéndice técnico
(Gnicamente necesitamos los resultados para el tltimo capitulo), no se hardn las demostracio-
nes de los teoremas o de las proposiciones a menos que sean inmediatas. No obstante, si se
indicard dénde pueden encontrarse.

Dados los espacios vectoriales topoldgicos V, V' y Y, Y’ en la misma dualidad que el capitulo 4.
Suponemos que existe T € .Z (V, Y)! con traspuesta T* € .Z (Y*, V*)?. Supongamos también
que la funcién a minimizar F: V x Y — R, puede escribirse como

Fw) =], Tu), (B.1)

donde J:VxY —R.
Nuestro objetivo es resolver el problema primario &

in‘f/](u, Tu). (B.2)

En este caso la funcién ¢ de perturbacion es

¢, p)=J(u, Tu-p). (B.3)

ITe £ (V,Y) & T:V— Y yT eslineal y continua.
2Sea A: V — W aplicacién lineal continua entre dos e.v.t.. La funcién A* : W' — V' diremos que es la
traspuesta de A si se verifica que

A* W) =u*oA conu*eW’
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B. CASOS IMPORANTES DE LA DUALIDAD EN LA OPTIMIZACION CONVEXA I

Es sencillo calcular el problema dual;

¢*(0,p")= sup {(p",p)-J(uTu-p)}=supsup{(p*,p)—J(u, Tu-p)}.
ueV,pey ueV pey

Fijando uy g = Tu— p, tenemos que
(p".p)=(p", Tu-q)=(p", Tu)—(p",q)=(T"p",u)—(p".q),
y en consecuencia,

¢* (0,p*) =supsup{(p*, Tu)—(p*,q) - J (u.q)} = J* (T* p*,-p*).
ueV peYy

De modo que &* puede escribirse como,

sup ]* (T*p*’_p*) )
p*EY’

Observacion 20. De manera inmediata deducimos que
(1.) SiJ es convexa, ¢ es convexa.
(2.) SiJeTg(VxY),pelx(VxY).

Teorema B.1. Supongamos que ] es convexa, queinf &’ es finitoy que:

existe un ug € V tal que J (ug, Tup) < +oo, la funcién p — ](uo, p) es continua en Tuy.

Entonces, el problema (B.2) es estable,

inf & =sup 2%,
y por tanto, ’* tiene al menos una solucion p*.
Demostracion. Se puede encontrar en la pagina 59 de [1].
Proposicion B.2. Las siguientes condiciones son equivalentes

(1.) @i es una solucion de (B.2), p* es una solucion de (B.4) y
inf & =sup P*.
2.) ueVyp*eY' satisfacen larelacion de extremalidad
J@ Ta)+J* (T*p*,-p*) =0,

0 equivalentemente,
(T*p*,-p*)ed] (@, Ta).

Demostracion. Inmediata aplicando la proposicién 4.14.
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Teorema B.3. Sean V un espacio Banach reflexivoy J: VxY — R tal que JeTg(VxY).
Supongamos que la condicién (B.13) se satisface y que ] es coerciva.
Bajo estas condiciones, los problemas (B.2) y (B.4) tienen al menos una solucién,

inf & =sup 2%,
y se cumple la relacion de extremalidad (B.6).
Demostracion. Resulta de aplicar el teorema 4.15. O
Observacion 21. Ellagrangiano asociado a este problema puede escribirse como,

~L(u,p")= Zgg{@*,p)—f(u, Tu-p)}.

Fijando g = Tu - p,
~L{wp")=sup{(p",p)~J (u, Tu-p)} =
pEe

sup{(p*, Tu=4) = (1)} =
sup{(p", )= ("0~ (.4)} =
(p*, Tu) +s’;1€1${<—p*,q> ~J(u,q)} =

(p* Tuy+7J,(=p"),

de modo que

L(u,p*)=—(p*, Tu)-TJ; (-p"), (B.8)
donde,
Ju Y —R
p— Ju,p),

y J;; € T'(V) su polar.

Observacién 22. Puede ser 1til particularizar este caso cuando J puede descomponerse como
suma de dos funciones, G: Y — Ry H: V — R, de manera que

J(u, Tu)=Hu)+G(Tu). (B.9)
Por tanto, el problema (B.2) es
inf {H(u) + G(Tu)}. (B.10)
ueV
Es inmediato comprobar que,
J*(u*,p*)=H" (u*)+G" (p*). (B.11)
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B. CASOS IMPORANTES DE LA DUALIDAD EN LA OPTIMIZACION CONVEXA I

En consecuencia, Z* es, en este caso,

sup {~H"(T"u)-G"(-p")}. (B.12)
p*€ i

La condicién (B.5) es ahora,
Existe un ug € V tal que H (1) < +00, G(Tup) < +oo, siendo G continuaen Tuy.  (B.13)

Si J es convexa, inf & es finito y se cumple (B.13), entonces la relacién de extremalidad
se puede descomponer ahora como

H@+H*(T*p*)-(T"p*,a)=0, (B.14)
G(Tw)+G" (-p*)+(p*,Tay=0, (B.15)
que es equivalente a,
T*p* €0H (@), (B.16)
- p* €dG(Ta). (B.17)
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Orientacion

El objeto de este anexo es presentar el famoso teorema de Kuhn-Tucker (sin demostracién) y
un ejemplo de problema de optimizaciéon en un cono convexo (con el cdlculo de su problema
dual y la relacién entre las soluciones del dual y el primario). Las ideas de este anexo se han
extraido de [1] y [5] asi como la demostracion de los dos teoremas previos al de Kuhn-Tucker.

Conceptos previos
Sean V, Y espacios vectoriales topoldgicos normados, 2# < V cerrado convexo no vacio.
Definicién C.1 (Cono). Un conjunto ¢ es un cono con vértice 0' si paraA>0, A6 € €.
Podemos asociar a un cono la relacién de orden parcial
p<qg < q-pe%c.

Observemos que es inmediato comprobar que esta relacion es reflexiva y transitiva.
El orden parcial definido es compatible con la estructura de espacio vectorial de V en el
sentido de:

e siu=0entonces Au=0,VA=0.

I También se le llama cono puntuado.
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C. CASOS IMPORANTES DE LA DUALIDAD EN LA OPTIMIZACION CONVEXA II: TEOREMA DE
KUHN-TUCKER

e siu=ventonces u+w= v+ w paratodo we V.

También esta relacién nos induce a los siguientes conjuntos

(1.) € ={ucV:u=0}esel conjunto de todos los elementos positivos.

(2.) =¥ ={uecV:u<0}esel conjunto de todos los elementos negativos.
Sea ahora V un espacio vectorial normado y V' su dual topoldgico.
Definicién C.2 (Cono dual). Consideremos € <V un cono. El conjunto

¢ ={u"eV':(p*,p)=0,Vues},

se llama el cono dual de € .

La relaciéon de orden parcial en el cono dual viene dada por u* < v* < v*—-u* € €".
Una manera intuitiva de pensar en %’* es referirse a él como el cono de los elementos positivos
de V', ie,

pEC < p=0 < (p*,p)=0,Vp* b, (C.D

Problema primario

Consideremos V, Y espacios vectoriales normados, o/ € V cerrado y no vacio, J: & — Rlsc
y convexa, ¢ < Y el cono con la relacién de orden parcial definida antesy B: ./ — Y Iscy
convexa respecto la relacién <, i.e.,

BAu+(1-ANv)<AB(w)+ (1 —-A)B(v).

Asumamos también que para cada p* € Y’ con p* =0, la aplicacion ¢, : &/ — R definida por
u— (p*, Bu) es Isc. Finalmente consideremos el conjunto convexo no vacio {u € <7 | Bu < 0}.

Proposicién C.3. El conjunto{u€ </ | Bu <0} es convexo

Demostracion. Sean u, v € o/ tales que Bu <0y Bv < 0. Tenemos que para A € (0, 1) se cumple
ABu <0y ABv < 0. Consideremos ahora Au+(1—A1) v. Queremos demostrar que este segmento
pertenece a 7. En efecto,

co

BAu+1-1p) L ABw + 1 - )BW) <0.

El problema primario es
inf J(u). (C.2)
ues/
Bu=0
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Podemos escribir este problema como
(2) inf (), (C.3)

donde
Ju, siued ABu<o,

J:V—R, J'(w) ={
+00, en otro caso.
Definamos la perturbacién
¢:VxY—R, ¢pu,v)=]+I, W), (C.4)

siendo J la extensién convexa de J y g, lafuncién indicatriz del conjunto E, = {ueo/: Bus<p}.
Lema C.4.

(1.) Elconjunto E, es cerradoy convexoenV.
(2.) ElconjuntoE = {(u, peEVxY: ue o/ ,Bu < p} es un conjunto cerrado convexoenVxY.

Demostracion.

(1.) Sea ue€ E,.Entonces Bu— p <0. Por (C.1) obtenemos que (Bu—p,p*) =0, Vp* € ¢”*,
ie,Vp*=0.
Dado que B es convexa, la aplicacion u— (Bu— p, p*) es convexa para p* = 0 fijado. En
efecto. Consideremos A € (0, 1), entonces

AB(w)+(1-AM)B(wv)-BAu+(1-v) =0,

es decir,
ABw)+(1-A)BWw)-BAu+(1-AN)v)eF,

se sigue que para p* € ¢
(AB(w)+(1-AN)B(w)-BAu+(1-)v),p*) =0,
es equivalente
(BAu+1-0)v)—p,p* Y < A(Bw) - p,p*)+ (1 - {(BWw) - p,p*),

lo que demuestra la convexidad de la funcién.

Ademas, por hip6tesis, la funcion ¢+ es Isc y por tanto, por el teorema 2.8 su conjunto
de subnivel {u € &7 | Bu <0} es un cerrado (que ademas es convexo). Lo mismo sirve
para la interseccion de todos los conjuntos que corresponden a cualquier p* = 0.
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C. CASOS IMPORANTES DE LA DUALIDAD EN LA OPTIMIZACION CONVEXA II: TEOREMA DE
KUHN-TUCKER

(2.) Porserlafuncién u— (Bu—p,p*)Iscyconvexaen ./ x Y — R, ¥p* = 0 fijado pode-
mos aplicar un razonamiento andlogo al anterior.

Lema C.5. La perturbacion ¢ de la ecuacion (C.4) es convexa propiay Isc (p € To(V x Y)).

Demostracion. Es evidente que ¢ en su dominio efectivo es funcién propia propia.

Como ¢(u, v) = J+ #E, ylasuma de convexas es funcién convexa, ¢ es convexa. Demostremos
que suma de dos funciones Isc es funcién Isc.

Sean F,G: V — R funciones Isc. Queremos probar que F + G es también Isc, i.e.,

Ve < F(ug) + G(ugp), EINCE,/VM0 (r): Yve N, G(v)+F(v)>c.

c
* Si Feslscen ug € V entonces, Yc < F (up), AN, € Ny, (1): Yve N, F(v) > 3

c
* SiGeslscen uy entonces Ve < G (up), AN, € Ny, (1) : Yv €N, G(v) > >
Consideremos N = N, N N,. Entonces
c ¢
V¢ < F(up) + G (up), AN € Ny, (1) : Yv €N, G(v) +F (v) > 5+5 > C.

Por tanto ¢ es Isc por ser suma de dos Isc.
Aplicando la proposicién 2.21 deducimos que ¢ € Ty (V x Y). O

Problema dual

Calculemos el problema dual de &. Para ello debemos calcular ¢(0, p*) con p* € Y.

¢*©0,p") = sup {(p*,p)-pw,v)} = sup {(p*,p)-Ju}.
ueV,peY ues
peY
Busp

Sea g = p— Bu con g = 0. Entonces,

¢*(©0,p") =supsup{(p*, Bu+q) - Juf =
uesdd qey
q=0
sup(p",q)+sup {(p*, Bu) - Ju}.
qey ued
q=0
Como ya sabemos,
sup(p*,q) = Iz (-p"),
qgey
q=0
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podemos escribir
—¢*0,p*) =—I¢(—p*) —sup {{p*,Bu) — Ju} = - I (-p*) + inf {{(—p*,Bu) + Ju}.
uco/ ues/
Por tanto, el problema dual es

(7)  swpinf {-ptBuy+u}. c5)

Ya estamos en condiciones de dar una condicién de estabilidad para el problema .

Teorema C.6. Supongamos que, ademds de ser el conjunto {u € </ | Bu < 0} un convexo cerrado
no vacio y que se satisfacen todas las demds hipdtesis sobre J y B, inf & es finito y se cumple la
condicion de Slater, i.e.,:

existe ug € </ tal que Buy <0,
o0 equivalentemente:
existe ug € o7 tal que —Bugy € %.
Entonces, & es estable.

Demostracion. De las condiciones de Slater sabemos que existe un entorno % del 0 en Y tal
que —Buy + p € € para todo y € %, de donde se sigue que —Bug+ p =0, Vp € % . Entonces
¢(ug, p) = F(ug), Vp € % de manera que la aplicacién p — ¢ (uo, p) es finita y continua en
0 € Y. Por el criterio de estabilidad 4.13 & es estable. O

Enunciemos ahora el teorema de la dualidad fuerte, que nos relacionara (en estas hipotesis)
la solucién de & conlade &7*.

Teorema C.7 (Dualidad fuerte). Bajo las condiciones del teorema anterior &* tiene una solu-
cion que cumple

inf 2= inf Ju=sup inf {(-p*,Bu)+Ju}=sup 2".
p

ues/ Bu<0 *Soue;
Observacion 23. Podemos inferir las relaciones de extremalidad para los problemas &2 y &7*.
Si &1 es soluciébn de Z y p* es solucion de dual entonces se cumple la relacién
¢(i1,0) +p* (0, p*) = 0.
En nuestro caso tenemos
0=Ju+.9,(-p") - Jgﬁf{{(—p*,Bu) +Ju}.

85



C. CASOS IMPORANTES DE LA DUALIDAD EN LA OPTIMIZACION CONVEXA II: TEOREMA DE
KUHN-TUCKER

Dado que p* <0 se sigue
Juo = inf {{—p*,Bu)+Ju} <{(-p*,Ba)+]Ju,
ued

y obtenemos
(p*,Bu)<0.

Por otro lado, por ser i solucién de Zy p* soluciéon de & tenemos Bii <0y p* <0, de donde
(p*,Bu)=0.

Por tanto,
(p*,Bu)=0,

es nuestra relacién de extremalidad.

Célculo del lagrangiano

Por definicién del lagrangiano tenemos

—L(u,p*) =sup{(p*,p) —du,p)} =
peYy

sup {{p*,p)—Ju}, siued,
peyY
Busp

—00, en otro caso.

Haciendo el cambio g = p — Bu con p =0 para Bu < p nos da

~L(u,p*) = s;lpo{<p*,q>+<p*,3u>—fu} (p",Bu)—Ju+ Sup {<P 4}
qeyYy,q=

En caso que u ¢ </ puede ser anadido reemplazando J por ], su extensiéon convexa.
De nuevo, como

sup {(p",q)} =I5(=p"),
qey,q=0
el lagrangiano es
L(u,p)=J—(p*,Bu)— 72 (-p").

De la definicién de punto de silla sabemos que (i, p*) es un punto de silla de L(u, p*) si, y s6lo
sitie. o/ y p* <0.Paratodo u € o/ ytodo p* <0 tenemos que

L(u,p*)=Ju—-{p*,Bay<Ju—{p*,Bi)=L(,p") < Ju—{(p*,Bu)y=L(u,p").
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Teorema

Supongamos que V =R", Y =R'?; los elementos de V son de la forma u = (u,..., 4,), mien-
tras que los elementos de Y los escribimos como p = (py,..., ps). Consideremos &7 < V
cerrado convexo, J : &/ — Rlscy convexa, ¢ < Y el cono definido por

{plpi=0, Vi:l<i<m},
yla funcién B : &/ — Y Iscy convexa respecto la relacion < definida por
p=q < q-pev,
tal que cada una de sus componentes B; : &/ — R son convexas y Isc. Sabemos que el lagran-

giano es de la forma
m

Lu,p)=J(w) - piBiu, sip<s0yued. (C.6)
i=1

Con todo ello, el teorema de Kuhn-Tucker es

Teorema C.8 (Teorema de Kuhn-Tucker). Si existe un uy € <7 tal que B;ug < 0 para todo
i=1,...,mentonces, it € & es una solucién de (C.2) si, y solo si, existe un p € R™, p <0 tal que

L(@, p) < L(@, p) < L(w, p), Vue . (C.7)

m
En este caso, Z piBiii =0, lo que implica que, para todo i, 1 < i < m, se cumple una de las dos
i=1
condiciones (las dos a la vez no pueden cumplirse):
1. Biu<0yp;=0,

2. Biju=0yp; <0.
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Orientacién
En este anexo introduciremos la notacién y los conceptos necesarios sobre los espacios

Sobolev para el desarrollo del capitulo 4. Para ello, nos hemos inspirado en [1] y en [18].

Conceptos sobre espacios Sobolev

0
Nos referiremos a un punto de R” porla variable x = (xy,..., x,). El operador ™ serd denotado
i
por D;,ysi j = (j1,..., jn), escribimos

olJ!

i _ i1 Jn _
D/ =D]..D}l = ——,
0xy, ...0x;

donde |j| = ji +...+ jn-

Cuando j = (0,...,0), se tiene que D/ = Id.

Si Q es un subconjunto abierto de R" que satisface la siguiente propiedad de regularidad:

La frontera I de Q es una variedad de ¢, de dimensién n — 1 y Q estd situada en un tinico
ladodeT.

diremos que Q es de clase "

Sea m un entero y 1 < p < +oco0. El espacio de Sobolev WP es el conjunto de todas las
funciones u € L? (Q) tales que D*u € L” (QQ) para todo a < m.
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D. ESPACIOS SOBOLEV

WP esun espacio de Banach (ver cualquiera de las dos referencias citadas al principio
del Anexo) dotado de la norma,

1/p

i p
Nl wmp oy = 'mém ID7ul}) @, D.1)

Para p = 2 escribimos H™ (Q) = W™2(Q). Su norma correspondiente induce, de hecho, el
producto escalar,

Cu, vy pmy =) (Dj u, D/ v)

2 )
171 @y

de modo que H™ (Q) es un espacio de Hilbert.
La clausura en H™ (Q) del subespacio de funciones con soporte compacto en Q se escribe
como H" (Q). De manera similar, la clausura en W™" es el subespacio de funciones con
soporte compacto en Q y se denota por Wom”‘J .

Finalmente enunciemos un teorema que resulta de utilidad en el capitulo 5.

Teorema D.1 (Desigualdad de Poincaré). Sea Q < R" abierto acotado. Entonces existe una
constante C que depende tinicamente de || tal que

1,
lullwiey < Clu e, YueWy? ().

1, .
En otras palabras, en W, P, el valor |u'| Lr(Q) es equivalente en norma a la norma de whp,
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Orientacion

En este anexo calcularemos la funcién polar que se ha referenciado en capitulo 5.

Célculo de la polar de G en el problema de Dirichlet

Sea Q un subconjunto de R” abierto y que satisface la condicion de regularidad del apéndice
de Sobolev. Consideremos la funcién G : L? ()" — R definida por

1 1
G(p) = §L|P|Z dx= §||P”i2(9)'

Como no hay ambigiiedad, la norma la escribiremos simplemente por ||-|.
o 1 * 12 1 * 12 2 2 !
Demostremos que G*(p*) = EHP % = Ellp I# (por ser L* ()" =~ (L* (V)")).

Demostracion. En primer lugar recordemos que

G*(p) = ZLEIIV){(P*,P>—G(p)}~

Demostraremos la igualdad mediante dos desigualdades.

1 1
<: (p*, p) -3 I pll2 <lpllp*l - 3 ||p||2 debido ala desigualdad de Holder. Observemos que el
miembro de la derecha es una funcién cuadrética en p, por tanto es sencillo demostrar que
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1
alcanza su maximo en 3 | pII2 de modo que
* 1 2 1 2
—_— < —
(p*,p)=5lpI"=<SlpI%
* * 1 2
y por tanto tenemos que G*(p*) < EIIpII .
>: Sea p tal que (p*, p) y con || pl = | p* |l .. Entonces,
* 1 2 _ ]- %12

1
y como G*(p*) es el supremo respecto a p, tenemos G* (p*) = EIIPIIZ-
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Orientacion

La idea de este anexo es encontrar la solucién a un caso particular del problema resuelto en F
en R"” y R™ ademds de un problema no lineal utilizando Python.

Es natural que los problemas de optimizacién se resuelvan utilizando lenguajes de progra-
macién y con ordenadores potentes o con altas precisiones, pues el cdlculo “a mano” de su
solucién en muchos casos es inviable. Por ello es importante conocer alguna herramienta para
poder resolver estos problemas, que, en general, serdn en R”.

Se ha elegido el lenguaje de programacion Python por las siguientes razones:

* Paquetes muy completos y bien documentados para el cdlculo cientifico tales “Scipy” o
“Numpy”.

* Por su legibilidad.
* Por sus estructuras de dato, como listas y diccionarios que son esenciales en el “BigData”.

La estructura de este apéndice serd la siguiente: resolucién de los problema y presentacién del
c6digo utilizado.

Observacion 24. ¢ La notaci6n a lo largo del trabajo ha sido «, v,..., sin embargo, para
remarcar que estamos en R” ahora seguiremos la notacién de x, y,... para las variables.
También haremos un abuso de notacién indicando por < la relacidn siguiente: Dados
u,veR” decimosque u<v < u; <v;Vi:l,...,n.
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E. EJEMPLO DE UN PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL Y NO LINEAL USANDO PYTHON

* A pesar de ser ejemplos sencillos el objetivo de este apéndice es mostrar que los al-
goritmos dados funcionan para cualquier tipo de problema. Unos de los motivos de
la sencillez ha sido el poder representar graficamente las funciones (en el ejemplo no

lineal).
Ejemplos
Problema lineal

Consideremos el problema primario extraido del ejercicio 5.28 de [6]

inf 47x+93y+17z-93¢
(@) (x,y,2,1) R4 (ED

sujetoa Ax<b

extraido del ejercicio 5.28 de [6] donde,

1 -6 1 3 ) -3
1 -2 7 1 5
A=lo 3 —10 -1, b=|Y|, c=|-8
6 11 -2 12 “ -7
1 6 -1 -3 g 4

Sabemos por el ejemplo F que el problema dual viene dado por

- inf bTy*
(:@*) (x,y,2,1)ER* (F2)
sujeto a Aly+c=0y* =0

Python tiene la libreria scipy con algoritmos de optimizacién implementados, de manera que

resolveremos este problema con dicha libreria (ver seccién “Cédigo” para la referencia de la
misma).

Resolveremos & y &7* para ver que se verifica que sup &* = inf & al igual que también se
cumplen las relaciones de extremalidad.

¢ Lasolucion de &2 ha resultado

x: array([ 1., 1., 1., 1.]) # punto optimo

fun: 64.0 # valor de la funcion en tal punto
¢ Lasolucion de &Z7* es
x: array([ -3., -2., -2., -7., 0.1)

fun: 64
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En consecuencia, 64 = sup &* = inf % = 64 y la relacion de extremalidad 4.14 se
cumple. Ademds, como las soluciones coinciden, debe ocurrir que el problema es normal
y estable por los teoremas 4.8 y 4.11 respectivamente.

Problema no lineal

Consideremos el problema primario

inf x*+y*—10x+15
(@) (x,_}/)ER (F3)
sujetoa x+y+15=0.

Representemos graficamente la funcién objetivo y la restriccion:

Figura E1: Representacion grafica de la funcién objetivo (azul) F(x,y) = x>+ y?> = 10x + 15y su
restriccion (rojo) g(x,y) = x+ y +15.

El siguiente paso que debemos hacer es construir la funcién lagrangia que es la siguiente

L(x,y,p) = x*+y*~10x+15-p(x+y+15).
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Figura E2: Representacion gréfica de la funcién lagrangiana.

Nuestro objetivo ahora es resolver el sistema siguiente,

oL

— =0,
X
»
ay
oL _,
ap_

Para aproximar las parciales utilizaremos un método numérico, puesto que el clculo analitico
de las mismas puede ser bastante ineficiente. El método a usar serd el de diferencias centradas.
Recordemos que el método de diferencias centras viene dado por

fx+h)—-f(x—h)
2h ’

donde / es la longitud del paso que se deseay f la funcién de la cual se quiere aproximar sus
derivadas.

Una vez se haya resuelto el sistema de ecuaciones (que es bastante costoso computacional-
mente) habremos encontrado la solucién de nuestro problema. En definitiva, las soluciones
del sistema son,

[ =5. =10. 20.] 190.0
donde las dos primeras coordenadas del vector son las coordenadas del punto 6ptimo, es
decir, (%, y) = (—5,—-10). La tercera coordenada del vector no es mds que el valor de p y 190 es

el valor de F en el punto (—5,—10).
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Figura E3: Representemos la grafica de contornos de F, la restriccién y afladamos el punto
obtenido.

Cddigo
Una vez planteada brevemente la idea teérica, presentemos el c6digo necesario para la resolu-
cién de & para ambos problemas.

En primer lugar hacemos los imports necesarios:

import numpy as np

import matplotlib as mpl

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.optimize import fsolve

from scipy.optimize import linprog
from numpy.linalg import solve

La documentacion de los mismos asi como informacién sobre el paquete, funciones etc, puede
encontrarse en las siguientes direcciones

e Numpy: http://www.numpy.org/.
e Matplotlib: https://matplotlib.org/.

e Scipy:https://www.scipy.org/.

Problema lineal

El cédigo para el problema lineal es muy sencillo,
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A = np.array([[-1,-6,1,3],[-1, -2, 7, 1], [0, 3, -10, -1],
[-6, -11, -2, 121, [1, 6, -1, -311)

np.array([47, 93, 17, -93])

(@]
I

b

np.array([-3, 5, -8, -7, 4])
solPrimal = linprog(c,A,Db)

solDual = linprog(b, A_ub=None, b_ub=None, A_eq=A.T, b_eqg=-c)

Hay que tener en cuenta que para el dual estamos resolviendo min b’ y* y luego debemos
cambiar de signo al resultado (el algoritmo es de minimizacién tnicamente, no de maximiza-
cién).

Problema no lineal

Definimos las funciones objetivo, restriccion y lagrangiana

def f(x,y): return x##2+y**2—-10%x+15

def g(x,y): return x+y+15

def func(x):

ul x[0]

u2 x[1]

p = x[2] # p hace las veces de multiplicador de Lagrange y p+* son cada
# una de las restricciones (en este caso pN{+}j=g)

return f(ul,u2) + pxg(ul,u2)

Planteamos el método de diferencias centradas,

def partialFunc (x):
partialP = np.zeros(len(x))
h = le-4 # long. de paso
for i in range(len(x)):
dx = np.zeros(len(x))
dx[i] = h
partialP[i] = (func(x+dx)—func(x—-dx))/(2+dx[i]) # diferencias centradas
return partialP

y resolvemos el sistema resultante llamado partialP

barx = fsolve (partialFunc, [-1,-1,0])

Mas c6digo

Presentemos el c6digo utilizado para representar las gréficas
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# Creamos los ejes x,y entre los valores —15 y 15
x = np.linspace(—-15, 15)

y = np.linspace(-15, 15)

[X, Y] = np.meshgrid(x, y)

# Hacemos una figura en 3d
fig = plt.figure ()
ax = fig.gca(projection="3d")

# Dibujamos las grafica de las funciones

ax.plot_surface (X, Y, f(x,y)) # grafo de F

plt.plot(x,—-x-15, 'r’) # grafo de g

plt.plot([barx[0]],[barx[1]], 'ro’) # pintamos el punto maximo

ax.contour (X, Y, Z, 10, lw=3, colors="k", linestyles="solid") # diagrama de
# contorno de F

plt.show ()

# Si queremos representar el Lagrangiano
p=np.linspace(-15, 15)
ax.plot_surface (X, Y, func([X,Y,p]), color="y’)

# Dibujar perturbaciones de F
def phi(x,y,k): return xs:2+ksy**2

k=[i for i in range(1l, 13, 3)] # valores de k para las perturbaciones
# de un2+k*ph2
colors = ['b’,’g’,'m’] # Colores diferentes para las
# diferentes funciones
for i in range(len(u)):
znew = phi(X,Y,k[i]) # Perturbaciones de F para cada p
x.plot_surface(x, y, znew, color = colors[i])
plt.show ()
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Orientacion

Este anexo es una recopilacién de errores que se han ido encontrando durante la realizacién de
este trabajo. Como el libro principal seguido ha sido [1], y a no ser que se indique lo contrario,
los errores serdn del citado libro.

Los errores que aqui aparecen son desde tipograficos hasta errores graves de definiciones
o en demostraciones.

No se han incluido todos los errores, pues la necesidad de entregar rdpidamente la memo-
ria ha hecho que algunas erratas no se hallan escrito en este apéndice, aunque si corregido en
la memoria.

Errores

(1) Enlapdg. 10, para el corolario 2.1, el libro define G tal que epi G = epi F.

(2.) Enlapdg. 11, enla demostracién de la proposicion 2.4, el libro considera un § € R, sin
embargo, luego trabaja con « en su lugar.

(3.) Enlapéag. 14, define una funcién afin continua como v > I(v) + a.
(4.) Enlapéag. 18, en la demostracién del corolario 4.1, considera u € Cy debe ser ue V.
(5.) Enla pag. 47, en la definicion de £2*, escribe los p € Y’ en lugar de p* € Y'.

(6.) Enlapédg. 48, enla proposicion 1.1, en las desigualdades debiera ser inf y sup, puesto
que Infy Sup son los problemas y no las soluciones de estos.
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G. ERRORES ENCONTRADOS

(7)
(8.

9.)

(10.)

(11.)

(12.)

102

En la péag. 56, dice que ¢, € I' (V) pero debe ser ¢, € [y (V).

En la pég. 60, en la definicién de &7* a usado el lagrangiano, escribe sup y debe ser
prey

p* € Y'. También, escribe la funcion lagrangiana como,

Lu,p ) =—(p*,p)+T;(-p"),

cuando debe ser.
Lu,p") =—=(p",p) =T, (-p").

En la pag. 69, una de las consecuencias del Teorema de Kuhn-Tucker dice que es

m
Z (ﬁi, B; 12) =0 pero tanto p; como B; son de R, o bien es el producto escalar, o bien es
i=1
la suma.
En la pag. 77, escribe | j| = j; +---+ j" cuando debe ser | j| = j1 + -+ + jj

En la pag. 80, una de las restricciones del problema dual es incorrecta, pues debe ser
A*p*+ f=0enlugarde p* = f.

1
Enla pag. 81 delos apuntes [7], escribe (dentro del infimo en el problema #7*) > divp* +

5 1
fll cuando debe ser F (Av*) = §||din* +f||2.
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