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Resumen

En este trabajo se aplican los principios de la disciplina de Fisica Estadistica al estudio
de modelos binarios estocasticos. Binario implica que cada variable del sistema puede tomar dos
posibles valores, mientras que estocastico significa que la evolucién de las variables esta regida
por leyes aleatorias, no deterministas, que dan la probabilidad de los futuros valores de las varia-
bles. Dados estos modelos, cuyo origen e interés pueden estar originados en diversas disciplinas
méas alla de la Fisica tales como Economia, Sociologia, Biologia, etc., se analiza la influencia
que tienen sobre ellos determinados aspectos no markovianos. Segun estos, las probabilidades
futuras de las posibles configuraciones del sistema no dependen solamente de su estado actual,
sino también del camino que se ha seguido para llegar hasta él.

El estudio se centra en el modelo ruidoso del votante, también llamado modelo de Kirman,
que considera una red de agentes interaccionantes, cada uno de los cuales esté caracterizado
por una variable binaria de estado u opinién. Hay dos mecanismos por los que un agente puede
cambiar de estado: el de imitacién, consistente en copiar la opinién de un vecino, y el de ruido,
impulsor de una actualizacién de estado por decisiéon propia. La correcta descripcién de algunos
sistemas reales mediante este modelo requiere la incorporacion de efectos no markovianos. Aqui
se presenta el fendmeno de envejecimiento, por el cual los agentes oponen mayor resistencia a
cambiar de estado cuanto mayor sea el tiempo que llevan en él.

En este trabajo se analizan tanto el modelo original de Kirman como algunas de sus modi-
ficaciones. Para aquellos modelos que lo permiten, se describe el problema analiticamente y se
contrastan los resultados tedéricos con simulaciones numéricas.
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1. Introduccion

La descripcién microscépica de sistemas formados por un gran nimero de constituyentes es
intratable tanto en la mecdnica cldsica como en la mecédnica cudntica. Ahora bien, tal descrip-
cién microscépica no sélo es imposible, sino que también es innecesaria si lo que se desea es
determinar la conducta global del sistema. De esta idea nace la Fisica Estadistica, la rama de
la Fisica que se aplica a sistemas de un gran nimero de particulas y que, considerando a sus
constituyentes como entidades microscépicas, describe sus propiedades macroscépicas a partir
de sus propiedades microscopicas. La conducta global de los sistemas estudiados por la Fisica
Estadistica no equivale a la suma de las conductas individuales de sus constituyentes, por lo
que tales sistemas reciben el nombre de “sistemas complejos”. Este efecto de no-linealidad es
debido a las interacciones existentes entre las particulas del sistema, las cuales son cruciales para
entender su evolucion.

La Fisica Estadistica, que se desarrollé a lo largo del siglo XIX, se encarga de resolver pro-
blemas de dindmica microscépica hamiltoniana a través del calculo de funciones macroscopicas,
potenciales termodinamicos de equilibrio como la entropia, la energia libre o la energia inter-
na [1, 2]. Aun asi, en los ultimos 20 afios las técnicas de esta disciplina se han extendido a
problemas que no poseen un hamiltoniano o que ni siquiera estdn descritos por las leyes fun-
damentales de la Fisica. Por ejemplo, las herramientas de la Fisica Estadistica se han utilizado
para estudiar sistemas neuronales [3]. Una neurona es una célula capaz de recibir informacién
en forma de senales eléctricas a través de sus dendritas y de transmitirla a otras neuronas me-
diante un pulso eléctrico a través de su axén. Desde el punto de vista fisico, una neurona es un
sistema eléctrico bastante sencillo. Ahora bien, las agrupaciones de muchas neuronas conducen
a funciones cerebrales mucho mas complejas como la inteligencia o la memoria o, por otro lado,
pueden provocar algunas enfermedades. Un ataque epiléptico, por ejemplo, se produce cuando
un conjunto de neuronas se sincronizan de manera andémala para emitir una senal eléctrica de
forma simultanea. El objetivo de la Fisica Estadistica es relacionar el comportamiento individual
de una neurona, el cual es relativamente simple, con los comportamientos colectivos de grandes
agrupaciones de neuronas. Otros ejemplos de cuestiones que pueden estudiarse mediante las
técnicas y herramientas de la Fisica Estadistica son cémo las interacciones entre vehiculos dan
lugar a un sistema autoorganizado de trafico y en qué condiciones se producen embotellamientos
o un flujo fluido, o por qué los movimientos de individuos entre distintos lugares geograficos pue-
den manifestarse en forma de grandes migraciones poblaciones. En cualquiera de estos ejemplos,
y similarmente con el programa original de la Fisica Estadistica, el propdsito siempre es predecir
el comportamiento global del sistema a partir de las reglas microscépicas basicas que rigen los
componentes individuales, incluyendo las interacciones entre ellos.

1.1. Modelos binarios estocasticos

En este trabajo vamos a implementar los principios de la Fisica Estadistica a modelos binarios
estocasticos. Binario implica que cada variable dindmica puede tomar dos valores, y estocdstico
significa que las reglas de evolucién no son deterministas. Estos problemas requieren tratar con
la ecuacién de evolucién de la probabilidad de hallar el sistema en un estado, llamada ecuacién
maestra. Tales modelos pueden ser considerados y analizados para describir fenémenos sociales
colectivos si se interpreta la variable binaria como la opinién de entre dos posibles mantenida
por una persona sobre un tema determinado [4].

Un modelo muy sencillo que retine estas caracteristicas es el modelo del votante, el cual
nace de las Matemdticas y posteriormente es aplicado al estudio de sistemas fisicos [5, (]. Este
modelo describe sistemas compuestos por un gran niimero de elementos, también llamados nodos
o agentes, cada uno de los cuales se sitia en el nodo de una red y estd caracterizado por una
variable binaria. La evolucién del sistema viene dada por el mecanismo de imitacion, segin el cual
un agente puede escoger aleatoriamente a uno de sus vecinos y adoptar ciegamente su opinién.
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Para redes de dimension d > 2, que es el caso de la mayoria de redes complejas, se encuentra
que el sistema global alcanza un estado dindmico de coexistencia de estados como resultado de
las interacciones entre sus nodos. Este resultado en un principio se considerd contraintuitivo ya
que, si el dnico mecanismo de interaccion entre agentes es el de imitacién por parejas, puede
parecer de sentido comun pensar que el sistema alcanzara un estado de consenso global.

El objetivo es construir un modelo que sea capaz de describir cambios de estado del sistema a
escala macroscopica como transiciones de fase ocurriendo para un valor critico de un pardmetro
de control. Y, como el modelo del votante no tiene parametros, no induce ninguna transicién de
fase. El economista Kirman realiz6 una modificacién del modelo del votante [7], ya propuesta con
anterioridad en otros contextos (ver resumen en [8]), denominada modelo ruidoso del votante.
En esta variante se considera un mecanismo adicional de actualizacién de estado: un agente
no sélo puede cambiar de estado por imitacién, sino que también puede hacerlo por el efecto
del ruido. Este nuevo mecanismo permite a los agentes cambiar de estado por decisién propia,
independientemente de las opiniones mantenidas por sus vecinos. Esta modificacién introduce
un parametro en el modelo, el parametro de ruido, que indica la proporcién entre los cambios de
estado debidos a imitacion y los impulsados por el ruido. Dadas las dos leyes microscépicas por
las que se rigen los individuos (actualizar su estado por ruido o por imitacién), nos preguntamos
por la prediccion de la Fisica Estadistica para el estado final macroscépico del sistema: jse
llega al consenso o, por el contrario, a la coexistencia de opiniones? La respuesta es que ambas
situaciones son posibles, y la transicion entre ellas se da para un valor critico del parametro de
ruido que depende del nimero de agentes y que tiende a cero en el limite termodindmico. En el
limite en el que el nimero de agentes es infinito, siempre hay coexistencia de opiniones. Aunque
este escenario nos puede recordar a una transicion de cambio de fase, la transicién del modelo
de Kirman no es propiamente una transicién de fase porque para ello deberia existir en el limite
termodinamico.

1.2. Efectos no-markovianos

Se han propuesto numerosas modificaciones del modelo de Kirman con la finalidad de obtener
una transicién de fase bien definida. En este trabajo nos centraremos en la influencia de efectos
no-markovianos sobre el modelo, segtin los cuales las probabilidades futuras del sistema no sélo
dependen de su estado, sino también del camino que se ha seguido para llegar a él [9].

En concreto, incorporaremos el efecto de envejecimiento y asumiremos que cada nodo cuenta
con un reloj interno que mide el tiempo de persistencia en su estado, es decir, su edad. La
probabilidad de que un agente cambie de opinién ahora no sélo dependera de las interacciones
con sus vecinos, sino también de su tiempo interno. Cuanto mayor sea el tiempo que lleve un
nodo en un estado, mas resistencia opondra a actualizarlo [10].

En primera instancia asumiremos que todos los nodos estan afectados por el fenémeno de
envejecimiento, y que este influye solamente sobre el mecanismo de imitacion. Cuando un agente
sea seleccionado para llevar a cabo una actualizacién de estado por imitacion, primero debera ser
activado con una probabilidad inversamente proporcional a su edad. El mecanismo de cambio
de estado por ruido, en cambio, permanecerd inalterado. También nos preguntaremos por el
estado global del sistema en un modelo en el que no todos los agentes estén afectados por
el envejecimiento, sino que sélo una porcién de ellos tenga un reloj interno que condicione
las probabilidades de sus actualizaciones de estado por imitacién [11]. Tal y como veremos,
ambos modelos dan lugar a un valor del parametro de ruido critico que no se anula en el limite
termodinamico e inducen una transicién de fase de segundo orden perteneciente a la clase de
universalidad del modelo de Ising.

Por dltimo, manteniendo la particularidad de que el sistema cuenta con algunos agentes
que estan afectados por el envejecimiento y otros que no, estudiaremos cémo se modifican los
resultados si consideramos que el efecto de la edad también influye sobre los cambios de estado
impulsados por el ruido. Aunque las simulaciones numéricas indican que en este modelo la
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transicion de fase también existe en el limite termodinamico, hemos dejado la resolucion analitica
completa del problema para un futuro estudio.

2. Modelo ruidoso del votante

En esta seccién describiremos la versién estandar del modelo del votante incluyendo efectos
aleatorios o de ruido, también conocido como modelo de Kirman, sobre el cual iremos introdu-
ciendo modificaciones a lo largo del trabajo.

2.1. Descripcién del modelo

Consideramos un sistema de IV agentes, cada uno de los cuales tiene asociada una variable
binaria s; = {0, 1}. Esta variable puede tomar multiples significados segtn el sistema que se esté
estudiando. En la versién original de Kirman los dos posibles valores representan la predisposi-
cién de un agente de bolsa a comprar o vender acciones. Otras interpretaciones pueden ser la
lengua hablada por un individuo perteneciente a una sociedad bilingiie o, de forma mas general,
cudl de dos opiniones posibles es mantenida por una persona acerca de un tema determinado. De
todos modos, el significado de esta variable binaria no nos atafie en este trabajo. Con la finalidad
de caracterizar el estado global del sistema se define la variable n = Zfil s;, que corresponde al
nimero total de nodos en el estado 1, o nimero de ocupacion del estado. Alternativamente, se
introduce la variable global m = 2n/N — 1, la cual est4 restringida al intervalo [—1, 1] y recibe el
nombre de magnetizacion por analogia con modelos del ferromagnetismo. Estos modelos (como,
por ejemplo, el modelo de Ising) usan una variable de espin 1/2 que puede adoptar también dos
posibles valores.

Para explicar la dindmica del sistema, estudiamos el evento de actualizacién del nodo i. Este
tiene una probabilidad a € [0, 1] de cambiar su estado aleatoriamente debido al efecto del ruido,
dando como resultado un estado final s; = 0 0 s; = 1 con la misma probabilidad independiente-
mente del valor previo de la variable. Por otra parte, con la probabilidad complementaria 1 — a
el agente cambiard su estado mediante el proceso de imitacién, consistente en escoger de manera
aleatoria a uno de sus vecinos y adoptar automaticamente su opinion. De esta manera, la pro-
babilidad de copiar uno u otro estado es proporcional a la fraccién de vecinos que se encuentran
en cada uno de ellos.

Podemos describir las transiciones entre los dos estados como eventos aleatorios que ocurren
a unos ritmos determinados. El ritmo al que el nodo ¢ cambia del estado 1 al estado 0 se de-
nota por €. Asumiendo que estas transiciones ocurren aleatoriamente al ritmo constante €2,
hay una probabilidad €2 dt de que un agente transite del estado 1 al estado 0 en el intervalo
de tiempo (t, t + dt). Andlogamente, Q es el ritmo al que el nodo i cambia del estado 0 al
estado 1y Q;rdt es la probabilidad de que ocurra dicha transicién en el intervalo (¢,t + dt). En
un escenario all-to-all en el que todos los nodos estan conectados entre si, las probabilidades de
transicion microscopicas para cada agente ¢ pueden expresarse como:

o B B B 1 a _ N —n

Qdt = Q(s; =1 si = 0)dt = [2+(1 a)— ] (1)
1 ra n

+ = . = [ = — | = — _

QFdt =Q(s; =0 — s, =1)dt N [2 +(1 a)N} ) (2)

donde se ha usado que la fraccién de agentes en el estado 1 es n/N y, complementariamente, que
la fraccién de agentes en el estado 0 es (N —n)/N. En las simulaciones numéricas usualmente
se suele tomar dt = 1/N correspondiente al evento de eleccién individual de un agente aleato-
riamente entre todos los posibles. El tiempo asi definido se mide en pasos Monte Carlo (o MCS
por sus siglas en inglés [12]), y es el convenio de unidades para el tiempo que usaremos a lo largo
del trabajo. El factor 1/N en el lado derecho de las Ecuaciones (1) y (2) refleja precisamente
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la probabilidad de que el agente 7 sea elegido para su actualizacién de entre los N posibles
agentes. El factor a/2 corresponde a la probabilidad a de que el mecanismo elegido sea el de
ruido multiplicada por la probabilidad 1/2 de que el estado final elegido al azar sea el opuesto
al inicial. Por otra parte, el mecanismo de imitacién se activa con probabilidad 1 — a y conduce
al estado 1 con una probabilidad n/N igual a la de elegir el vecino a copiar en el estado 1, o
al 0 con una probabilidad (N —n)/N. Esto explica cada uno de los factores que aparecen en el
calculo de la probabilidad de actualizacién del estado de un nodo en las ecuaciones anteriores.

En lugar de estudiar el problema a partir de las transiciones realizadas por cada uno de los
agentes, podemos hacerlo desde el punto de vista de los nimeros de ocupacion. Asi, introducimos
las probabilidades de transicién macroscépicas de que el sistema salte entre estados globales con
n particulas en el estado 1. Estas probabilidades por unidad de tiempo pueden escribirse de la
siguiente forma:

Q‘(n)zﬂ(n%n—l):nQ;:n[g+(1—a)N—n]7 3)
Q) =Qn—n+1) = (N —n)Q = (N —n) [g+<1—a)%}. (4)

Llegados a este punto, vemos que nos encontramos ante un proceso que estd dominado por
la aleatoriedad, es decir, un proceso estocastico. Por otra parte, al carecer de memoria y ser las
probabilidades futuras independientes de la historia del sistema, el proceso es de Markov. Este
tipo de procesos requieren tratar con la ecuacién de evolucion de la probabilidad de hallar al
sistema en un estado, llamada ecuaciéon maestra. Para un sistema de dos estados con ritmos de
transicién constantes, la ecuacién maestra toma la siguiente forma general [12, 13, 14]:

OP(n;t)

5 = (E- D () P(n;t)] + (B~ = )" (n) P(n; )], ()

donde P(n;t) es la probabilidad de que el sistema tenga n nodos en el estado 1 a tiempo t y E
es un operador escalera tal que E'[f(n)] = f(n +1).

Se puede ahora deducir que la ecuacién de evolucién temporal de (n(t)), con (-) representando
el promedio sobre las realizaciones de la dindmica, (n(t)) = >, nP(n;t), es la siguiente:

T () — (0 (). ©
Es trivial comprobar que esta ecuacién solamente tiene una solucién estacionaria: (n) = N/2,
la cual corresponde al estado mas desordenado posible con coexistencia de opiniones en los dos
estados.

La magnetizacion, m, esta relacionada con el nimero de nodos en el estado 1, n, mediante la
relacién ya mencionada n = N(m+1)/2, la cual podemos considerar como un simple cambio de
variables. Notemos, sin embargo, que la principal diferencia es que n es una variable extensiva,
que escala de manera proporcional al nimero de agentes N, mientras que m es una variable
intensiva y que, por tanto, estd bien definida también en el limite termodinamico. Para escribir
la ecuacién maestra en funcién de la magnetizacién desarrollamos los operadores (E* — 1) en
potencias negativas de N. Al realizar este proceso, el cual es estandar y puede consultarse en el
Apéndice A.1, llegamos a la ecuacién de Fokker-Planck:

oP(m;t) 0 . 0? ‘
5t = g FmPmit)]+ o5 D(m)P(m;t)], (7)
cuyos términos de deriva, F'(m), y de difusién, D(m), vienen dados por:
F(m) = —am,
—a) (1 —m? (8)
D(m) = a+(1—a)(l—m")
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Aunque la ecuacién de Fokker-Planck del modelo de Kirman puede ser resuelta explicita-
mente, aqui nos restringiremos a analizar su solucién estacionaria, Py (m). Tal y como se detalla
en el Apéndice A.2, si igualamos la derivada temporal de la Ecuacién (7) a cero llegamos a la
siguiente funcién de densidad de probabilidad (fdp) estacionaria:

2—a(N+2)

Pi(m) = Z7M1 4 (a — 1)m?] 21 | (9)

con constante de normalizacién Z = oF) (%, 1+ Q(Zijjl), %, 1-— a), donde oF} es la funcién hi-

pergeométrica. El signo del exponente de la ecuacion de la solucién estacionaria determina el
comportamiento cualitativo del sistema. Si es negativo [a > 2/(N + 2)], la solucién es céncava,
simétrica y con un tnico maximo en m = 0 (es decir, en n = N/2). En este régimen uni-
modal, la solucién mas probable corresponde al estado mas desordenado posible, caracterizado
por una coexistencia equiprobable de ambas opiniones. En cambio, si el exponente es positivo
[a < 2/(N + 2)], la solucién es convexa, simétrica y con dos picos simétricos en los bordes del
intervalo m = +1, —1 (lo que corresponde a n = N,0), un régimen bimodal. Los dos méximos
de la probabilidad corresponden entonces a situaciones llamadas de consenso, porque todos los
agentes han adoptado el mismo valor de su variable. Hay que tener en cuenta que el régimen de
consenso es dindmico y en €l se observan transiciones dindmicas entre el estado de consenso en
la opinién 0 y el de consenso en la opinién 1. La transicién entre los dos regimenes, desordenado
y de consenso, se da para el siguiente valor critico del pardmetro del ruido:

2
N +2
para el cual el exponente de la ecuacién se anula y la distribucién estacionaria es plana, lo cual
indica que cualquier valor de la magnetizacién es equiprobable.

(10)

Q¢

2.2. Transicion entre regimenes

Los tres regimenes del modelo ruidoso del votante se pueden observar en la Figura 1, donde
se comparan simulaciones numéricas con sus respectivas soluciones analiticas. Por otra parte, la
Figura 2 muestra una trayectoria tipica de la dindmica para cada uno de los tres regimenes.

La transiciéon de régimen bimodal a régimen unimodal es de naturaleza discontinua porque,
tal y como podemos apreciar en la Figura 3, el estado mas probable cambia de manera abrupta
cuando el pardmetro a cruza el valor a.. Para a < a. la funciéon de densidad de probabilidad
tiene dos méximos que se dan para los valores extremos de la magnetizacién, m = +1, mientras
que para a > a. hay un dnico maximo que se desplaza hacia el valor central m = 0. Otro
aspecto a destacar de la transicién inducida en el modelo ruidoso del votante es su dependencia
con el tamano del sistema: a medida que el nimero de nodos aumenta, el valor del ruido critico
disminuye. En sistemas reales el niimero de agentes es finito, de manera que siempre sera posible
observar la transicién. Ahora bien, segtin nos ensefia la Mecédnica Estadistica, una transicién de
fase bien definida debe existir en el limite termodinamico, N — oo. Al tomar este limite en
nuestro modelo el valor del ruido critico tiende a cero, de forma que no hay transicion posible.
En consecuencia, el régimen bimodal es inaccesible y el sistema se encuentra en un estado
desordenado con coexistencia de fases para cualquier valor del parametro de ruido. La situacién
es similar a la que se da en el modelo de Ising unidimensional con una temperatura critica
T. = 0.

En la literatura se han propuesto numerosas modificaciones del modelo ruidoso del votante
con la finalidad de obtener una transicién de fase bien definida, de manera que el régimen bimodal
sea accesible incluso en el limite termodindmico. Algunas de estas formulaciones alternativas
consisten en considerar una red compleja de vecinos [15], introducir agentes fandticos que nunca
cambian su estado [16] o tener en cuenta el tiempo transcurrido entre la dltima actualizacién
de cada uno de los agentes [17]. En las préximas secciones incorporaremos este ltimo efecto,
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1.0

Figura 1: Funcién de densidad de probabilidad estacionaria de la magnetizacién en los tres
regimenes (a = 0.0005, 0.001 y 0.05) para un sistema de tamano N = 2000. El valor critico es
e = Niﬁ ~ 0.001. Las lineas sdlidas representan los histogramas provenientes de las simula-
ciones numéricas, mientras que las lineas discontinuas son las soluciones analiticas dadas por la
Ecuacién (9).

a < a

co |l = 0 2 ONWMWMWWMWW

|

|

A.‘Jﬁ\vﬁ‘“’h‘ i‘,“* 1 1
21000 25000 29000 69000 73000 77000 ~ 7191000 195000 199000
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a > a

-1

Figura 2: En esta figura nuevamente se ha considerado un sistema de N = 2000 nodos en los
tres regimenes diferentes (a = 0.0005, 0.001 y 0.05), y se muestra una trayectoria tipica de la
dindmica para cada uno de ellos.

y consideraremos que cuanto mas tiempo permanece un nodo en un mismo estado, mayor es la
resistencia que opone a actualizarlo.
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Figura 3: Simulaciones numéricas de los valores de la magnetizacion que maximizan la fun-
cién de densidad de probabilidad, my.x, frente al parametro de ruido para cuatro sistemas de
diferente tamano. Las lineas discontinuas verticales son las predicciones para el ruido critico,
ac. =2/(N + 2), para cada uno de los sistemas.

3. Modelo ruidoso del votante con envejecimiento total

El modelo ruidoso del votante estandar es completamente markoviano porque las probabili-
dades futuras del sistema sélo dependen de su estado y no de la trayectoria seguida para llegar
hasta él. Ahora bien, es sabido que la correcta descripciéon de muchos sistemas reales, especial-
mente aquellos en los que sus agentes interactian entre si, requiere la incorporacién de efectos
no markovianos.

3.1. Fenomeno de envejecimiento

En esta seccién vamos a presentar el modelo ruidoso del votante con envejecimiento, en el
que se asigna a cada agente una nueva variable temporal, 7, llamada edad. La edad de un agente
se define como el tiempo transcurrido en unidades de Monte Carlo desde su ltimo cambio de
estado. Esta variable puede tomar los valores 7 = 0,1, 2, ..., e inicialmente es cero para todos los
agentes. Si un nodo mantiene el mismo estado tras un evento de actualizacién, su edad aumenta
en una unidad. Si, por el contrario, el agente modifica su estado ya sea por ruido o por imitacion,
su edad se restablece a 0.

En lo que respecta a la dindmica, consideramos de momento que la edad influye sélo sobre
los cambios de estado por imitacién. Si un agente es seleccionado para llevar a cabo este tipo de
actualizacion, primero deberd activarse con una probabilidad P(7) = 1/(7+2). De esta manera,
cuanto mas viejo sea un agente, mas dificil serd que cambie de opinién por interaccién con uno
de sus vecinos. El mecanismo de cambio de estado por ruido, en cambio, no se ve afectado por
el tiempo interno de los nodos en este modelo.

Son muchos los campos de estudio que incorporan el fenémeno de envejecimiento en sus
modelos, y los significados que se atribuyen a este efecto son muy variados [10]. En Biologia
computacional, por ejemplo, el envejecimiento se traduce en un aumento de la mortalidad de
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una especie a medida que su poblacién envejece. En Quimica, el envejecimiento es el responsable
de que las propiedades de ciertos materiales cambien a lo largo del tiempo sin que actien fuerzas
sobre ellos como resultado de reacciones lentas con sus alrededores. Es el caso, por ejemplo, de
la fotooxidacion.

3.2. Descripcion general del modelo

Las simulaciones numéricas del modelo ruidoso del votante muestran que la distribucién
estacionaria de la magnetizacién puede ser unimodal o bimodal segiin el valor del pardmetro
de ruido (ver Figura 4). Este comportamiento es similar al que se obtenia en el modelo ruidoso
del votante estandar, solo que ahora la transicion de régimen bimodal a régimen unimodal es
continua y estable independientemente del tamano del sistema, tal y como se puede apreciar en
la Figura 5. También podemos observar que, a diferencia de lo que ocurre en el modelo ruidoso
del votante estandar, ahora la posicién de a. depende muy débilmente del tamano del sistema.
Por otra parte, el régimen bimodal con dos picos en m = +1, correspondientes a los estados mas
ordenados posibles, solamente se da cuando no hay ruido en el sistema, es decir, cuando a = 0.
A medida que el ruido aumenta, los valores mas probables de la magnetizacién se desplazan
simétricamente hacia el centro del intervalo. Para ruidos a > a., el sistema se encuentra en el
régimen unimodal, lo que equivale al estado méas desordenado posible con igual coexistencia de
las dos opiniones. Cuanto mayor es el ruido, menos dispersa es la distribucion estacionaria de la
magnetizacién.

12
— a=0.01
a = 0.05
a=0.1
8 a=0.5
B
Q“‘I}
4_
0
—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4: En el modelo ruidoso del votante con envejecimiento, histogramas numéricos de la
funcién de densidad de probabilidad estacionaria en funcion de la magnetizacién para dos valores
de ruido por debajo (bimodal) y dos valores por encima (unimodal) del punto critico, a.. El
sistema considerado tiene N = 1000 agentes.

Un aspecto importante a tener en cuenta del modelo ruidoso del votante con envejecimiento y
que explicaremos con mayor detalle mas adelante es que, al asignar un tiempo interno a cada uno
de los nodos, se produce una ruptura de simetria en el sistema. Recordamos que en el modelo
ruidoso del votante estdndar el régimen de consenso es dinamico, es decir, en él se observan
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Figura 5: Maximos de la funcion de densidad de probabilidad, mmpax en funcién del pardmetro de
ruido, a. Las simulaciones se han realizado para dos sistemas de tamanos N = 1000 y N = 2500,
cuyos datos se superponen.

transiciones entre el estado de consenso en la opinién 1 y el de consenso en la opinién 0. En el
modelo ruidoso del votante con envejecimiento, en cambio, cuando el parametro de ruido cruza
el valor ac, el sistema elige aleatoriamente uno de los dos estados de consenso y permanece en él
indefinidamente. Esta situacion es analoga a la que se tiene en un sistema magnético con campo
externo aplicado nulo. En tal caso, si la temperatura del sistema disminuye hasta la temperatura
de Curie, Tg, el sistema escoge espontdaneamente una de las dos ramas ferromagnéticas.

a=0.01 a = 0.05

£ 0 £ 0
-1 0 1000 2000 -1 0 1000 2000
t(MCS) t(MCS)
] a=0.1 ] a=0.5
£ 0 £ 0
—1 -1
0 1000 2000 0 1000 2000
t(MCS) t(MCS)

Figura 6: 25 trayectorias de la magnetizacion para cuatro valores del pardmetro de ruido en
un sistema de N = 1000 agentes. Las dos gréficas superiores corresponden al régimen bimodal,
mientras que las dos graficas inferiores ilustran el régimen unimodal.
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En la Figura 6 se pueden observar trayectorias tipicas de la magnetizacién en los regimenes
bimodal y unimodal. En el caso del modelo ruidoso del votante estandar, el régimen bimodal
puede ilustrarse considerando una sola trayectoria de la magnetizacién para un valor del ruido
inferior al critico. En el modelo con envejecimiento, en cambio, debido a la ruptura de la si-
metria debemos considerar mas de una trayectoria de la magnetizacién en el régimen bimodal
si queremos plasmar bien las dos ramas que puede tomar aleatoriamente la variable.

3.3. Ecuacién de estado y punto critico

Para describir matematicamente el modelo ruidoso del votante con envejecimiento, es conve-
niente dividir la poblacién total en subgrupos en funcién de su edad y su estado. Introducimos
la variable n (respectivamente, n; ), que corresponde al nimero de agentes de edad 7 en el

estado 1 (respectivamente, estado 0). El nimero total de nodos en el estado 1 es n =3 2 jn}

y, equivalentemente para el estado 0, N —n = >_>7 n;.
Los ritmos de transicién globales pueden escribirse de la siguiente formas:

O (7) = <;+;;‘T‘N§n> (11)
Oo(7) = n> <;+;;f_;> (12)
I i S
I AR

La primera ecuacién representa la probabilidad por unidad de tiempo de que un agen-
te de edad 7 en el estado 1 cambie de estado y, por lo tanto, su edad se restablezca a O:
{nt — nf —1; ny — ng + 1}. La segunda probabilidad es equivalente a la primera pero para
un nodo en el estado 0. La tercera ecuacién corresponde a la probabilidad por unidad de tiempo
de que un agente en el estado 1 no sea capaz de cambiar su estado, por lo que su edad aumenta
en una unidad: {n} — nf —1; nj_H — n.y41 + 1}. Esta situacién puede darse si el agente hace
una actualizacién por ruido que da lugar al mismo estado final, si es seleccionado para hacer una
actualizaciéon por imitacién pero su edad le impide activarse, o si supera la barrera del envejeci-
miento pero copia a un vecino que estd en su mismo estado. Por 1ltimo, la cuarta probabilidad
es equivalente a la tercera pero para un nodo en el estado 0. Es trivial comprobar que:

(1) +Q3(1) = nf, Qa(7) + Qu(7) =n . (15)

Las ecuaciones de evolucién temporal de (nZ) son:

d{nt)

o = () + (Qs(r = 1)) — (2s(7)), (16)
d<§[> = (7)) + (Qulr — 1)) — (Qu(7)), (17)
validas para edades 7 > 1. En el caso particular de 7 = 0, tenemos:
ng >
Al - > (0u() @00 ~ (@ 0) "
ding) _ 5

=Y ((7)) — (Q4(0)) — (22(0)). (19)

7=0

dt
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Las Ecuaciones (16) — (19) constituyen un conjunto infinito de ecuaciones diferenciales aco-
pladas, por lo que la resolucién analitica del problema es muy complicada. Ahora bien, el analisis
de las soluciones estacionarias proporciona informacién suficiente para caracterizar la transiciéon
de fase.

Sumando las Ecuaciones (16) y (18) e igualando las derivadas temporales a cero, tenemos:

= = 0= 00 - )+ ) - e e

Por otra parte, restdndole la Ecuacién (18) a la Ecuacién (19), imponiendo que la solucién
sea la estacionaria y utilizando el resultado obtenido en la Ecuacién (20), llegamos a la relacién
(©1(0)) + (23(0)) = (22(0)) + (£24(0)). Esta expresién implica, segin las Ecuaciones (15):

(ng) = (ny), (21)

lo que significa que en el régimen estacionario los nimeros de agentes en los estados 1 y 0 de
edad nula coinciden.

Igualando a cero la derivada temporal de la Ecuacién (16) y recordando que Q4 (7)+ Q3(7) = n7,
obtenemos la siguiente expresién:

= [p e a0

I

donde se ha introducido la variable z = (n)/N. Su solucién, la cual puede obtenerse mediante
célculo simbdlico [18], es la siguiente:

(n) = (1_;)Tr(21+7) [HZ(:(Z)x]f”@’ (24)

‘4 ; +\.
que es una relacién recursiva para (ni):

H’:1*

1\3\@

l‘—l—k‘
-ty o), 29

con (z)p, = 2(2+1)---(2+n—1) el simbolo de Pochhammer. Si imponemos estacionariedad en
la Ecuacién (17), llegamos a la misma ecuacién para (n;) pero con variables (n;,) y 1 — x en
lugar de (nd) y z.

Las Ecuaciones (24) pueden sumarse analiticamente, dando como resultado:

(n) =) (nf) = fla,2)(ng), (25)

7=0
donde para simplificar la notacion se ha definido la funcidn:

fla,x) =

]_ |: —242(a—1)z  a+2(l—a)z

a+r2(0—a)r =2 a ez —2|(ng) (26)

Sumando las ecuaciones para los nodos en el estado 0 llegamos a la misma ecuacién pero con
variables (ny) y 1 —x en lugar de (ng) y z, es decir, N — (n) = f(a,1—z){ng ). Utilizando que
(ng) = (ng), llegamos a:

T fla,x)
1—-z fla,1—2x)

La Ecuacién (27) es la ecuacién de estado del sistema ya que sus soluciones x(a) proporcionan
las curvas de la magnetizacién en funcién del ruido en el estado estacionario. De manera trivial

(27)
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podemos comprobar que x = 1/2 es solucién, lo que corresponde al caso simétrico con igual
coexistencia de agentes en los dos estados. Esta solucién es estable para valores del pardametro
de ruido superiores a un cierto valor critico, a > a, e inestable para a < a.. En el régimen a < a,
aparecen dos nuevas soluciones simétricas y estables cuyo perfil se asemeja mucho al de las dos
ramas ferromagnéticas en un diagrama de la magnetizacién en funcién de la temperatura.
Para determinar el valor del ruido critico a., imponemos que las derivadas respecto de z de
los dos lados de la Ecuacién (27) coincidan al evaluarlas en = 1/2. Este proceso es, desde el
punto de vista algebraico, sencillo pero extenso. La ecuacién obtenida para el ruido critico es la

siguiente:
—1
(2—CLC)2 2 Q¢ ﬁ
E-adt_p (2Y],_ ()= 2
1—ac . Qe 2 (28)

cuya solucion es a. = 0.07556. . .

Introduciendo el efecto del envejecimiento sobre el modelo ruidoso del votante hemos llegado
a un valor critico del ruido que es independiente del tamano del sistema. Este valor critico no
se anula en el limite termodindamico tal y como ocurria en el modelo estandar, por lo que ahora
el régimen bimodal es accesible independientemente del ntimero de agentes.

3.4. Exponente critico

Con la informacién de la que disponemos podemos calcular el exponente critico de la mag-
netizacién, 8, tal que m ~ (a. — a)®. Como m = 2z — 1, el comportamiento de z cerca del
punto critico serd el mismo que el de m. Podemos observar que la Ecuacién (27) tiene simetria
r — 1 — xz, es decir, simetria alrededor de = = 1/2. Si hacemos la sustitucién z — 1/2 4+ m (de
manera que 1 —x — 1/2 —m), la simetria pasa a ser m — —m, es decir, alrededor de m = 0. A
continuacién definimos la funcién F(a, m):
flag=—m) 5+m

- =0, (29)

Fla,m) f(a,%—i—m) %—m

que es antisimétrica ya que F(a,m) = —F(a, —m).
Si desarrollamos la funcién F'(a,m) en serie de Taylor respecto de la variable m alrededor
de m = 0, obtenemos:

me(aa 0) 2 + mem(a7 0)

3
o M 3 me A4 (30)

F(a,m) = F(a,0) 4+ F,(a,0)m +
donde el subindice m denota derivada respecto de m. Ahora bien, como la funcién F'(a,m) es
antisimétrica, su desarrollo no puede contener términos pares. Por lo tanto, tenemos:

mem(aa 0)

F(a,m) = Fy,(a,0)m + a0

md 4 (31)
Hacemos un segundo desarrollo de la funcién F'(a, m), pero esta vez respecto de la variable a
y alrededor de a = ac:

mem(am O)

F(a,m) = [Fn(ac,0) + Fnalac,0)(a —ac) + -+ ]m + [ i

+ ...]m3+..._ (32)

Como la funcién F(a,m) tiene tres soluciones para a < a. pero s6lo una para a > ac,
necesariamente Fy,(ac,0) = 0. Teniendo esto en cuenta y recordando que F'(a, m) = 0, tenemos:

m | Falac,0)(a — ac) + (33)

3!

Una solucién de esta ecuacién es m = 0, lo que equivale a x = 1/2. La otra solucién es:

mem(am 0) m2:| -0
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1/2
PR L

Por lo tanto, el exponente critico de la magnetizacién en el modelo ruidoso del votante con
envejecimiento es § = 1/2. Este coincide con el exponente critico de campo medio del modelo
de Ising, por lo que esta clase de universalidad es un candidato bastante razonable para nuestro
modelo.

m = |3!

(34)

3.5. Caracterizacion de la transicion de fase. Magnetizacion y susceptibilidad

En el estudio termodindmico de un sistema magnético, la magnetizacion, m, y la susceptibi-
lidad, x, pueden calcularse como derivadas de la energia libre de Helmholtz, F':

oF om O*F

"m=om N om o

(35)

donde H es el campo magnético.

Las transiciones de fase se caracterizan por discontinuidades de los potenciales termodinami-
cos o de alguna de sus derivadas. Una transicién de fase discontinua o de primer orden es aquella
en la que hay una discontinuidad en una o mas de las primeras derivadas del potencial. Una
transicisién continua o de segundo orden, en cambio, se da si el potencial tiene primera derivada
continua, pero segunda derivada discontinua. En un sistema magnético, la transicion de fase es
de primer orden si la magnetizacién es discontinua, y de segundo orden si la magnetizacién es
continua pero la susceptibilidad es divergente. Cerca del punto critico el sistema es extrema-
damente sensible a pequenos estimulos, de manera que cualquier perturbacién es infinitamente
amplificada. Es decir, el sistema responde con una respuesta infinita. Es por este motivo que las
funciones que divergen en el punto critico reciben el nombre de funciones respuesta.

En lo que respecta al modelo ruidoso del votante con envejecimiento, no podemos definir
potenciales termodinamicos como la energia libre porque el problema no posee un hamiltoniano.
Como ya sabemos, hemos identificado la magnetizacién del sistema con la porcién de agentes
en el estado 1 segun la relacion m = 2n/N — 1. Pero, ;jqué pasa con la susceptibilidad? En
Fisica Estadistica es habitual introducir las relaciones de FEinstein, que establecen conexiones
entre funciones respuesta y fluctuaciones de funciones dindamicas. Asi, podemos identificar la
susceptibilidad como las fluctuaciones de la magnetizacion:

X = No?[m] = N((m?)s — (m),). (36)

A continuacién presentamos simulaciones numéricas de la magnetizacion y de la suscepti-
bilidad con la finalidad de determinar el orden de la transiciéon de fase inducida en el modelo
ruidoso del votante con envejecimiento.

Las curvas numéricas del valor esperado de la magnetizacion estacionaria en funcién del
ruido se muestran, junto con la curva tedrica de la ecuacion de estado, en la Figura 7. Las
simulaciones, que se han realizado para tres sistemas de tamafios diferentes, se asemejan mas a
la soluciéon tedrica a medida que el nimero de agentes, IV, aumenta. Este hecho refleja uno de
los principios béasicos de la Fisica Estadistica, ya que esta disciplina requiere tratar con sistemas
formados por un gran nimero de constituyentes. En cualquier caso, vemos que la magnetizacion
es continua para todo el rango de valores del pardmetro de ruido.

Por otra parte, en la Figura 8 se muestran las simulaciones numéricas de la susceptibilidad
para cinco sistemas de diferente tamano. Podemos observar que, a medida que el nimero de
agentes aumenta, la susceptibilidad cerca del punto critico crece. En el limite termodinamico,
N — 00, tendremos que y diverge en ac.

En definitiva, hemos podido comprobar mediante simulaciones numéricas que la magne-
tizacion es continua cerca del punto critico, pero que la susceptibilidad diverge en el limite
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Figura 7: Magnetizacién estacionaria en funcién del pardmetro de ruido. Los puntos provienen
de las simulaciones numéricas para tres sistemas de tamanos diferentes, mientras que la linea
discontinua es la solucién analitica de la Ecuacién (27). Las barras de error de los puntos numéri-
cos corresponden a sus errores estandar, aunque son tan pequenas que no pueden apreciarse.

termodindamico. Por lo tanto, la transicién de fase inducida en el modelo ruidoso del votante
con envejecimiento es continua o de segundo orden. Dicha transicién de fase es andloga a la que
se tiene en el modelo de Ising en la aproximaciéon de campo medio, lo cual era de esperar al
pertenecer ambos modelos a la misma clase de universalidad.

N = 6000
8001 — N = 10000
N = 30000
6001 — N = 60000
=
400
2001 \
0 0.072 0.074 0.076 0.078 0.080

a

Figura 8: En el modelo ruidoso del votante con envejecimiento, susceptibilidad magnética para
sistemas de diferente tamano. La linea discontinua vertical indica la posicién del ruido critico, ac.
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3.6. Ruptura de simetria

Tal y como hemos mencionado anteriormente, la incorporacién del efecto de envejecimiento
en el modelo ruidoso del votante comporta una ruptura de simetria en el sistema, la cual es ca-
paz de explicar el mecanismo tras la transicién de fase inducida. De forma cualitativa, podemos
argumentar que en la fase desordenada o paramagnética la dinamica del sistema estd regida por
el ruido al ser a > a.. En esta regién ninguno de los dos estados predomina sobre el otro, y todos
los nodos tienen edad similar. En la fase ferromagnética (a < a.), el sistema estd ordenado en
uno de los dos estados dando lugar a una magnetizacién neta distinta de cero. En esta region
las actualizaciones de estado por imitacién son las mas probables y, si hay una opinién global
mayoritaria, los agentes que mantengan dicha opinién cambiardan menos de estado que aquellos
que pertenezcan a la minoria. Como resultado de estos dos escenarios, en promedio tendremos
que los nodos més viejos se encontraran en la region a < a.. Por lo tanto, vemos que el fenémeno
de envejecimiento da lugar a una asimetria en la distribucién de edad de los agentes.

Para cuantificar este argumento, se puede definir el tiempo interno promedio de la poblacion
mayoritaria, 7oy = >_;i(nM)/ >, (nM), donde el indice M es + o — dependiendo de qué pobla-
cion de las dos domine sobre la otra. El tiempo interno promedio de la poblacién minoritaria,
Tm, se define de forma complementaria. Para calcular la diferencia de tiempos internos promedio
de las poblaciones mayoritaria y minoritaria, podemos introducir el pardametro A7 = |Tay — Ty |-
Aunque aqui no lo demostremos, el resultado que se obtiene mediante simulaciones numéri-
cas [9, 17] es que en la fase paramagnética se tiene A7 = 0, mientras que la fase ferromagnética
se caracteriza por A7 # 0. En consecuencia, la cantidad A7 también puede ser usada como un
parametro de orden del modelo.

4. Modelo ruidoso del votante con envejecimiento parcial

En la seccién anterior hemos introducido el efecto no markoviano del envejecimiento y hemos
asumido que todos los agentes de la poblacion se ven afectados por él. Tal vez una descripcion
mas realista de un sistema podria consistir en suponer que no todos los nodos tienen un reloj
interno que mide su tiempo de persistencia y condiciona sus cambios de estado por imitacion.

4.1. Descripcion general del modelo

En esta secciéon presentamos el modelo ruidoso del votante con envejecimiento parcial. Este
describe un sistema formado por N agentes, los cuales pueden dividirse en dos subpoblaciones.
En primer lugar, tenemos nodos que solamente estan caracterizados por su variable de estado y
cuyos eventos de actualizacién no se ven influidos por el envejecimiento. En consecuencia, estos
nodos interactian como en el modelo ruidoso del votante estandar. Por otra parte, existen nodos
que si se ven afectados por su edad, 7, de la misma forma que en el modelo ruidoso del votante
con envejecimiento total. Es decir, estos agentes tienen que ser activados con una probabilidad
P(1) = 1/(7 + 2) antes de efectuar una actualizacién de estado por imitacién.

En el modelo con envejecimiento parcial es conveniente introducir el pardmetro b € [0, 1],
que indica la fraccién de agentes con edad en el sistema. De esta forma, el nimero total de
nodos afectados por el envejecimiento es Nb, mientras que el nimero total de nodos sin edad
es N(1 —b). Del mismo modo que en el modelo con envejecimiento total, definimos n} y n;
como el nimero de nodos de edad 7 en los estados 1 y 0, respectivamente. Por otra parte,
introducimos las variables n™ y n~ para referirnos al nimero de agentes sin edad en los estados
1y 0, respectivamente. Con esta informacion, podemos establecer las siguientes relaciones entre
variables:

nzn*—l—inj, N—n:n*—i-f:n;, (37)
=0 7=0
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oo
Nb:Z(ni—FnT_), N —b)=n"+n". (38)
7=0
Es importante tener en cuenta que el parametro b es una cantidad intrinseca del sistema. Si
un agente estd afectado por el envejecimiento, lo estara a lo largo de toda la historia del sistema.
De la misma forma, un nodo sin edad en ningin momento se verd afectado por el envejecimiento.
Por lo tanto, las dos subpoblaciones nunca podran mezclarse.

4.2. Ecuacion de estado y punto critico

Las probabilidades de transicion globales por unidad de tiempo en el modelo con envejeci-
miento parcial toman la siguiente forma:

Oy (1) = nt <;+;f_N§"> (39)
Qo(r) = ny (;%;;) (40)
U NN
SO A )
05 = nt —;+(1—a)N];”], (43)
O =n" ; 1- a)%} . (44)

Los ritmos Q1 (7) a Q4(7) describen los cuatro resultados posibles tras un evento de actuali-
zacion en el caso de los nodos afectados por el envejecimiento. Son idénticos a los que teniamos
en el modelo con envejecimiento total, por lo que coinciden con los de las Ecuaciones (11)—(14).
En consecuencia, las relaciones Q1 (7) 4+ Q3(7) = nt y Qo(7) + Q4(7) = n; siguen siendo validas.
Por otra parte, los ritmos €25 y )¢ corresponden a los agentes sin edad y son andlogos a los del
modelo ruidoso del votante estdndar de las Ecuaciones (3) y (4).

Las ecuaciones de evolucién temporal de (nF) y (n*), que toman la misma forma que en sus

2
respectivos modelos originales, son las siguientes:

) )+ () - (@), (2 ) (45)

W)~ ) + (- )~ (), (2 1) (16)

ML = 20t - @) - ) (a7

W) S () — ((0)) — (2(0)) (15)
7=0

d<g:> = (Q6) — (Qs), (49)

d<§t> = (Q25) — (Qe). (50)

La resolucién analitica del problema es complicada, por lo que nos restringiremos al analisis
de sus soluciones estacionarias.
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En lo que respecta a la subpoblacion con edad, nuevamente nos encontramos ante un con-
junto de infinitas ecuaciones diferenciales acopladas. Al ser los ritmos de transicién y sus res-
pectivas ecuaciones de evolucién idénticas a las del modelo con envejecimiento total, muchos de
los resultados obtenidos en la Seccién 3.3 también nos van a ser de utilidad en el modelo con
envejecimiento parcial. Vamos a recordar los méas importantes de ellos y que nos haran falta mas
adelante.

En primer lugar, combinando distintas ecuaciones de evolucién temporal e igualando las
derivadas temporales a 0 habfamos llegado a (nj) = (ny). A continuacién, imponiendo es-
tacionariedad en las ecuaciones de evolucién temporal de (n) y (n; ), obteniamos relaciones
recursivas para estas dos variables resolubles mediante calculo simbdlico. Una vez llegados a
este punto, habiamos calculado los siguientes sumatorios en los que se introducia la variable
x = (n)/N:

Y nf) = fla,2){ng), D {n7) = fla.l—x)(ng), (51)
7=0 7=0

donde f(a,z) es la funcién definida en la Ecuacién (26).

En el caso de los agentes que no estan influidos por el envejecimiento, al igualar las derivadas
temporales de las Ecuaciones (49) y (50) a cero obtenemos (£25) = (26). A partir de esta relacion,
y utilizando que n~ = N(1 —b) — n™, llegamos a:

(n) = N(1—b) g +(1- a)x} . (52)

Con las relaciones de las que disponemos ya podemos calcular el valor promedio del niimero
total de agentes en el estado 1:

(n) = S (nd) + () = fla2) ) + N(L =) [5 + (1 - a)a]. (53)

=0
Nos gustaria tener una ecuacion de estado en funcién unicamente de las variables x y N y
de los pardmetros a y b, pero la Ecuacién (53) contiene un término con (ng). Sustituyendo las

Ecuaciones (51) en la relacién Nb = Y"°°  (nf +n;), y utilizando que (ng) = (ng ), llegamos a:

() = Al
0l f(%l‘)_"f(a’l_x)'

Sustituyendo esta relacién en la Ecuacién (53) y dividiendo la ecuacién resultante entre el
nimero total de agentes, N, llegamos a la ecuacién de estado del sistema:

(54)

re— 2 a-n[tra—aa]. (55)
f(azlfx) 2
1+ Tras

Las soluciones z(a,b) de la ecuacién de estado proporcionan el perfil estacionario de la
magnetizacién en funcién del ruido y de la porcion de agentes afectados por envejecimiento. Es
inmediato comprobar que z = 1/2 es una solucién de la ecuacién, la cual corresponde al estado
mas desordenado posible con coexistencia de opiniones. Tal y como ocurria en el modelo con
envejecimiento estandar, esta solucién es estable para valores del ruido por encima de un valor
critico, a > ac, e inestable para a < a.. Existen otras dos soluciones simétricas que representan
las dos ramas ferromagnéticas y que aparecen en el régimen a < a.. La diferencia respecto del
modelo con envejecimiento total reside en que ahora el valor critico del ruido depende de la
porcién de agentes con edad, es decir: a. = ac(b).

Podemos determinar el valor del pardmetro critico a.(b) procediendo de la misma forma que
en la seccién anterior. Derivamos los dos lados de la Ecuacién (55) respecto de x, sustituimos



4 MODELO RUIDOSO DEL VOTANTE CON ENVEJECIMIENTO PARCIAL 18

x = 1/2y, tras unas manipulaciones algebraicas sencillas pero laboriosas, llegamos a la siguiente
expresion:
1 -1 1n (l)
Q, a —ac C

Gy (:)2 —1] A\ ot (56)

I —ac 2 -2+ ac
ecuacién que debe resolverse de forma numeérica. La correspondiente curva del valor critico del
ruido en funcién de la fraccidon de agentes afectados por la edad se muestra en la Figura 9.

0.08

0.061

< 0.041

0.021

0.00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

b

Figura 9: En el modelo ruidoso del votante con envejecimiento parcial, curva analitica del valor
critico del ruido, a., frente a la porcién de agentes afectados por envejecimiento, b, obtenida a
partir de la Ecuacién (56).

Si en las Ecuaciones (55) y (56) imponemos b = 0, lo cual corresponde a la situacién en la que
ningin agente estd afectado por envejecimiento, obtenemos z = 1/2 y a. = 0, respectivamente.
Es decir, recuperamos el modelo de Kirman en el que no hay transicién de fase posible al ser el
valor del ruido critico nulo y en el que, por lo tanto, siempre tenemos igual coexistencia de los
dos estados. También podemos estudiar el limite opuesto en el que todos los nodos tienen edad
sustituyendo b = 1 en las dos ecuaciones. En tal caso, recuperamos las Ecuaciones (27) y (28),
que corresponden a la ecuacién de estado y a la expresion para el ruido critico a. obtenidas en
el modelo ruidoso del votante con envejecimiento total.

4.3. Exponente critico

Para determinar el exponente critico de la magnetizacién, 3, tal que m o (a. —a)®, podemos
proceder de forma andloga a como se ha hecho en la Seccion 3.4. Para visualizar més facilmente la
simetria  — 1—z de la ecuacién de estado, podemos manipular algebraicamente la Ecuacion (55)
y dejarla escrita de la siguiente forma:

—5(1—=0)+[a(1 —b) +b)(1 —x) _ fla,1—x) (57)
—2(1—=0) + [a(1 —b) + b fla,z)

A continuacién hacemos el cambio © — 1/2+m (lo que implica 1 —z — 1/2—m) y definimos

la funcién F'(a,m):
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a 1 1
F(a,m) z{—2(1—b)+ [a(1 —b) + b] <2 —m>}f <a72+m> _
(58)

que es antisimétrica porque F'(a,m) = —F(a,—m). Vemos que el desarrollo realizado en la Sec-
cién 3.4 es, por lo tanto, idéntico al que deberiamos realizar en este caso. De esta manera, los
resultados obtenidos en dicha seccién son aplicables a este problema. De la Ecuacién (34) sabe-
mos que el exponente critico de la magnetizacién es § = 1/2, por lo que la clase de universalidad
del modelo de Ising también es un candidato razonable para el modelo ruidoso del votante con
envejecimiento parcial.

4.4. Caracterizacion de la transicién de fase. Mlagnetizacién y susceptibilidad

Con la finalidad de caracterizar la transicién de fase inducida en el modelo ruidoso del votante
con envejecimiento parcial, procederemos de forma analoga a como se ha hecho en la Seccién 3.5.
Es decir, estudiaremos cémo se comportan la magnetizacién y la susceptibilidad cerca del punto
critico y determinaremos el orden de la transicién. Llevaremos a cabo este andlisis para sistemas
con distintas fracciones de agentes con edad.

En lo que respecta a la magnetizacién, en la Figura 10 se pueden observar las curvas de
la ecuacién de estado de la magnetizacién estacionaria, (|m|)s;, en funcién del pardmetro de
ruido, a, para diez valores diferentes de la porcién de agentes con edad, b. En la grafica aparecen
tanto las simulaciones numéricas como las soluciones analiticas. Por otra parte, los mismos datos
pueden representarse en graficos de contorno, los cuales se muestran en la Figura 11. Ambas
figuras indican que cuanto mayor es la porcién de nodos con afectados por envejecimiento, mayor
es la regién de consenso, también llamada régimen bimodal.

1.0;
%ggg% © b=0
o ggg o b=01
®
08 o oﬁ% 6 b=02
O OO O %
OO OOOO.‘ gg o b=0.3
0 o OOOOO\.'gg.gB & bv=04
8 e e o ‘o\OOO‘g © b=05
g o o O % 00088 _
0.41 °© % o % °0;ee
o @ 2% 88 ¢ 1=038
© * &2 6 b=09
® y ° ° \OOOO‘Q\“ _1
] o A\ OQ‘(‘) \‘\ ¢ b=10
021 o * ® e C Lo®g:
° %0000 %0g,_ %0 200! O ce
» 00000000000990008899éé§gggQl.ooo...u
’ 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09
a

Figura 10: Ecuacién de estado de la magnetizacién obtenida numéricamente (puntos) y analiti-
camente segun la Ecuacién (55) (lineas discontinuas) para diez valores distintos de b. Todas las
simulaciones se han realizado con N = 5000 agentes.
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(Im[)st (Im|)s

—1.0 —1.0
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0.6 0.6
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a a
(a) Simulaciones numéricas. (b) Soluciones analiticas de la Ecuacién (55).

Figura 11: Gréficos de contorno de la magnetizacién en funcién del pardmetro de ruido y la
porcién de agentes con edad para un sistema de tamano N = 5000.

Tal y como podemos observar, la adicién de agentes con edad en el sistema conduce a un
pardametro critico del ruido, ac, distinto de cero. Ademds, vemos que la incorporacién en el sis-
tema de una pequena porcién de nodos afectados por envejecimiento (por ejemplo, b = 0.1), ya
es suficiente para presenciar dicho fenémeno. Este hecho encaja con la Figura 9, la cual muestra
que para incluso pequenos valores de b el valor de a. aumenta rapidamente alejandose del origen.
Por otra parte, las Figuras 10 y 11 indican que las distintas magnetizaciones son continuas cerca
de sus respectivos puntos criticos.

En lo que respecta a la susceptibilidad, nuevamente podemos indentificarla con las fluctua-
ciones de la magnetizacién segin la Ecuacién (36). En la Figura 12 presentamos simulaciones
numéricas de la susceptibilidad para cuatro sistemas caracterizados por distintos valores de b.
En cada caso se ha graficado la magnetizaciéon cerca del respectivo punto critico considerando
cuatro tamanos de sistema diferentes. Todas las figuras muestran que la susceptibilidad presenta
muchas inestabilidades cerca del punto critico y que crece para valores de N grandes. Por lo
tanto, sabemos que en el limite termodindmico, N — oo, la susceptibilidad diverge en ac.

Al ser la magnetizacién continua y la susceptibilidad divergente alrededor del punto critico,
las transiciones de fase inducidas son continuas o de segundo orden. Por lo tanto, concluimos
que la incorporacién del fenémeno de envejecimiento parcial en el modelo ruidoso del votante
conduce a una transicién de fase bien definida. La adicién de una pequena porcién de nodos
con un reloj interno es suficiente para que se produzca el fenémeno de ruptura de simetria en
la distribucién de edades de los agentes. Y, tal y como se ha discutido en la Seccién 3.6, esta
asimetria es la que da lugar a una transicion de fase bien comportada.
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Figura 12: En el modelo ruidoso del votante con envejecimiento parcial, susceptibilidad magnéti-
ca para sistemas con diferente porcion de agentes con edad y para diferentes tamafios. Para cada
una de las figuras, la linea vertical discontinua representa la posicion del ruido critico.

5. Modelo ruidoso del votante con envejecimiento parcial
afectando a ambos mecanismos

En el modelo ruidoso del votante con envejecimiento estandar la edad de un agente sélo
influye sobre sus cambios de estado por imitacién, pero no sobre los que son debidos al ruido.
Cuando un nodo es seleccionado para llevar a cabo un cambio de estado por copia a uno de sus
vecinos, la actualizacién primero tiene que activarse con una probabilidad P(7) = 1/(7 + 2).
Ahora bien, siempre que se escoge un nodo para actualizar su estado por efecto del ruido, el
proceso se ejecuta con probabilidad 1.

5.1. Descripciéon del modelo

En esta seccién estudiaremos cémo se modifican los resultados del modelo ruidoso del votante
en el caso de que el mecanismo de cambio de estado por ruido también tenga que ser activado
con probabilidad P(7) antes de ser llevado a cabo. Por otra parte, también consideraremos el
efecto de envejecimiento y mantendremos el parametro b para permitir que sélo una fraccién de
agentes de la poblacién total tenga edad.

Recordamos que, en tal escenario, el nimero total de agentes con edad es Nb, mientras que
el niimero total de nodos sin edad es N(1—b). Las variables n' y n indican el ntimero de nodos
de edad 7 en los estados 1 y 0, respectivamente. Por otra parte, las variables n* y n~ hacen
referencia al nimero de agentes sin edad en los estados 1 y 0, respectivamente. Las relaciones
entre variables dadas por las Ecuaciones (37) y (38) también son vélidas en este problema y nos
van a servir de ayuda en su descripcion.

En este modelo los ritmos de transiciéon globales pueden expresarse de la siguiente manera:
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() = oo g - a)N_”] , (59)

o 25 [1 002 w

0u(r) = 5 [E 4 (-0 47+ (- )] (61)

U(r) = 5 :;—i—(l—a)(l—i-T)—}—(l—a)N];n], (62)

05 = nt [;+(1—a)NN”}, (63)

Qg =n~ [g—k(l—a)%}. (64)

Los ritmos 1(7) a Q4(7) son los correspondientes a los de las Ecuaciones (39)—(42) con la
diferencia de que en este caso el factor 1/(7 + 2) afecta tanto a la contribucién de copia como
a la de ruido. Por otra parte, al corresponder los ritmos 25 y €2 a los agentes sin edad, son
exactamente iguales a los de las Ecuaciones (43) y (44). Es inmediato comprobar que se verifican
las siguientes relaciones:

a
2471

N (7) + Q3(7) :nj( +1—a>, Qo (1) + Qu(7) :n;< +1—a>. (65)

a
2471

Las ecuaciones de evolucién temporal para este modelo son idénticas a las del modelo del
votante con envejecimiento parcial estandar (ver Ecuaciones (45)—(50)):

dt;j) = (O (7)) + (Q3(r — 1)) — (Q3(7)),  (r>1) (66)

d<§t:> = —(Qo(1)) + (Qu(T — 1)) — (u(1)),  (1>1) (67)

d<;to+> _ ;(QQ(T» —(925(0)) — (24(0)), )

d<§f> =D (u(r)) — (u(0)) — (2(0)), (69)
7=0

d<§:> = (Q6) — (2s5), (70)

d<gt ) (Qs5) — (Q). (71)

Las Ecuaciones (66)—(69) constituyen un conjunto infinito de ecuaciones diferenciales acopla-
das, de forma la resolucién analitica del problema es bastante compleja. Por lo tanto, y siguiendo
con el procedimiento habitual, nos restringiremos al anélisis de las soluciones estacionarias.

Sumando las Ecuaciones (66) y (68) e imponiendo que la solucién sea estacionaria, obtenemos
la siguiente relacién:

dint)  Sdnd)  din > S
<dto> i ; <dt ) 4o (Q2(0)) — (2,(0)) + Z(Qz(m = (7). (72)

dt =1 =1
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Si le restamos la Ecuacién (68) a la Ecuacién (69), igualamos las derivadas temporales a
cero y utilizamos el resultado de la Ecuacién (72), llegamos a la siguiente relacién para pro-
medios temporales: (21(0)) + (23(0)) = (22(0)) + (£24(0)). Esta expresién implica, segin las
Ecuaciones (65):

(ng) = (ng)- (73)

A continuacién, si igualamos a cero la derivada temporal de la Ecuacién (66) y usamos que
Q1 (1) + Q3(7) =ntla/(2+ 7) + 1 — a], obtenemos la siguiente relacién:

(nj><217+1—a> - [;—1—(1—@) <T+<N”>>] (nt_), (74)

que es una relacién recursiva para (n;). Simplificdindola, obtenemos:

Lo+ kkta— 5ty
+y +
y=1] Th kR (ng), (75)

k=1

donde se ha introducido la variable z = (n)/N. Este productorio, que puede resolverse mediante
calculo simbdlico, da como resultado:

a—2
247 [*“L 2<a—1)} 247 (0)r
(nf) = ng) = —— - (ng ), (76)
2 1 2 -
(2 + f‘l)T (8)
donde se han definido la variable «(a,z) y el pardmetro B(a):
a—2 1
= e B =24+ —.
=Tty PEIhIT (77)

La suma de las Ecuaciones (76) nos da el nimero total de nodos con edad en el estado 1:

>ont) = o s ) = wla,) ). (78)
7=0

Repitiendo el procedimiento para los agentes en el estado 0 se llega a la misma ecuacién pero
con las variables (ny) y 1 — z en lugar de (ng). Es decir:

o0

> (n;) =w(a,1—x)(ng). (79)

7=0
Estas ecuaciones nos permiten encontrar una expresién para (ng) = (ng ). Para ello, utiliza-
mos que Nb =22 ((nf)+ > 7 (n;) y llegamos al resultado:

Nb
w(a,z) +w(a,1 —xz)

(ng) = (80)

En lo que respecta a los nodos sin edad, si igualamos a cero las derivadas temporales de las
Ecuaciones (70) y (71) obtenemos que (Q5) = (€6). A partir de esta relacién, y teniendo en
cuenta que n~ = N (1 —b) —n™, llegamos a:

(n) = N(1—b) g +(1- a)x} . (81)

Ya somos capaces de escribir una ecuacién para el ntimero total de agentes en el estado 1:

(n) = (n*) + 3 (n) = w(a,z)(ng) + N(1 - b) [g +(1—a)|. (82)
=0
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Dividiendo la ecuacién entre el tamano del sistema, N, y escribiendo explicitamente la can-
tidad (ng ), obtenemos la ecuacién de estado del sistema:

b a
1= + (1= [ + (1 —a)al. (83)
1+ w(a,z)

Es trivial comprobar que z = 1/2 es una solucién de la ecuacién anterior. Ahora bien, la
existencia y estabilidad de otras soluciones estd condicionada a un analisis mas detallado de
las propiedades de convergencia de la serie dada por la Ecuacién (78), lo que dejamos para un
futuro estudio.

5.2. Caracterizaciéon cualitativa de la transicién de fase

Lo que si presentamos es el resultado de las simulaciones numéricas para la magnetizacién
estacionaria, (|m|)s, en funcién del pardmetro de ruido, a, para distintos valores de la porcién de
agentes con edad, b. Los resultados de las simulaciones pueden observarse en las Figuras 13 y 14,
las cuales se han representado a partir del mismo conjunto de datos.

1.0

0.81

0.61

(Iml)s

0.44

0.21

0.0 0.2 0.4 0.6 T 0.8 1.0

Figura 13: Curvas numéricas de la magnetizacién estacionaria en funcién del parametro de ruido
para diez valores distintos de b. Todas las simulaciones se han realizado con N = 5000 agentes.

En la Figura 13 los puntos provenientes de las simulaciones numéricas se han unido con
lineas para facilitar la asimilacion de la informacién de la grafica. Las curvas resultantes de
dichas uniones presentan fluctuaciones estadisticas que no se habian presenciado en los modelos
anteriores. Este hecho puede deberse a que en esta formulacién el tiempo de termalizacion sea
mas elevado, lo cual requeriria realizar mas iteraciones en las ejecuciones del programa numeérico.
Ahora bien, esto comportarfa un gasto computacional demasiado elevado y, de todas formas, las
figuras de las que disponemos son suficientes para analizar el comportamiento cualitativo del
sistema.

Ambas figuras muestran que la transicion de fase de régimen bimodal a régimen unimodal
estd bien definida. En lo que respecta al orden de la transicién, hay dos motivos por los que
parece ser de primer orden. En primer lugar, porque la magnetizacién presenta caidas bruscas
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Figura 14: Grafico de contorno de la magnetizacién estacionaria en funcién del parametro de
ruido y la fraccién de agentes con edad para un sistema de tamano N = 5000.

que podrian venir dadas por una discontinuidad de la variable en el punto critico. En segundo
lugar, porque en una transiciéon de fase de primer orden se produce un ciclo de histéresis cerca
del punto critico. La forma de las caidas abruptas de la magnetizacién podria deberse, por
lo tanto, a un ciclo de histéresis impulsado por una transicién de fase de primer orden. Este
ultimo argumento es més razonable para valores de b grandes, ya que para ellos las caidas de
la magnetizacién son muy pronunciadas y preceden una ligera subida de la variable. De todas
formas, este analisis sobre el orden de la transicién de fase inducida en el modelo es puramente
cualitativo. Una correcta caracterizacion de la transiciéon de fase requeriria un andlisis tedrico
completo del problema.

Podemos comparar las figuras obtenidas en este modelo con las correspondientes al modelo
ruidoso del votante con envejecimiento parcial estdndar (Figuras 10 y 11). Al igual que antes,
en este caso también nos encontramos con que el régimen bimodal aumenta a medida que el
numero de agentes con edad crece. No obstante, ahora las zonas de consenso abarcan mucho
mas espacio que en el modelo anterior. Para ello, debemos fijarnos en que en las Figuras 13 y 14
el eje horizontal recorre valores del pardmetro de ruido comprendidos entre 0 y 1, mientras que
en las Figuras 10 y 11 el eje horizontal solamente llega hasta una décima parte.

En definitiva, en un modelo en el que ambos mecanismos de actualizacién de estado (imitacién
y ruido) deben ser activados con una probabilidad P(7) antes de ser ejecutados, se reducen las
zonas de desorden y se favorecen las de orden. En consecuencia, este modelo puede ser un buen
candidato para el estudio de sistemas en los que los agentes tengan tendencia a ponerse de
acuerdo entre si.
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6. Conclusiones

En este trabajo hemos aplicado los principios de la Fisica Estadistica al estudio de modelos
estocdsticos binarios de agentes en una conexién all-to-all. En todas las formulaciones presen-
tadas existen dos mecanismos por los que un agente puede cambiar de estado: el ruido y la
imitacién. Partiendo de estas dos premisas microscépicas basicas, nuestro objetivo siempre ha
sido determinar el comportamiento macroscopico cualitativo del sistema. Hemos podido compro-
bar que bajo determinadas condiciones el sistema alcanza un estado de consenso global, llamado
régimen bimodal, mientras que en otros casos se llega a la coexistencia de opiniones, o régimen
unimodal.

En primer lugar hemos analizado el modelo ruidoso del votante o de Kirman, cuyo tnico
parametro de control es el parametro de ruido. En este modelo la transicién de régimen bimodal
a régimen unimodal es discontinua y dependiente del tamano del sistema. Por otra parte, en el
limite termodindmico el pardmetro de ruido critico tiende a cero, por lo que no hay transicién
posible y el sistema queda atrapado en el régimen unimodal.

Existen numerosas modificaciones del modelo de Kirman que se han propuesto con la fina-
lidad de obtener una transiciéon de fase bien definida. En este trabajo nos hemos centrado en el
estudio de modelos que contemplan el efecto no markoviano del envejecimiento por el cual los
nodos mas jovenes tienen una mayor tendencia a cambiar de estado. La incorporacién de este
fenémeno en los modelos conlleva la aparicién de un nuevo parametro de control, la fraccion
de agentes que obedecen el mecanismo no markoviano. Asi mismo, se observa la rotura de la
simetria dada por la diferencia de tiempos internos promedio de las poblaciones mayoritaria y
minoritaria.

En primera instancia hemos analizado el modelo ruidoso del votante con envejecimiento to-
tal, en el cual todos los nodos tienen un reloj interno que condiciona sus cambios de estado por
imitacién. En esta formulacién se obtiene una transicion de fase de segundo orden bien definida
en el limite termodindmico. Hemos argumentado de forma cualitativa que la asimetria en la
distribucién de edad de los agentes puede ser la responsable de la aparicion de una transicién de
fase bien comportada. Por otro lado, el calculo del exponente critico de la magnetizacion indica
que la transicion de fase pertenece a la clase de universalidad del modelo de Ising.

A continuacién, hemos anadido un parametro al modelo que permite variar la porciéon de
agentes con edad en el sistema. En esta formulacion, llamada modelo ruidoso del votante con
envejecimiento parcial, también se llega a una transiciéon de fase de segundo orden y a un expo-
nente critico compatible con el del modelo de Ising. Hemos podido comprobar que este fenémeno
se da incluso para sistemas que cuentan con una pequena porcién de agentes, de lo que se deduce
que el fenémeno de envejecimiento es dominante.

En los tres modelos mencionados hemos podido contrastar nuestras simulaciones numéricas
con las soluciones analiticas. Todos nuestros resultados encajan bastante bien con las prediccio-
nes tedricas, siendo mayor la coincidencia a medida que el namero de agentes considerados para
llevar a cabo las simulaciones aumenta.

Por dltimo, hemos modificado el modelo ruidoso del votante con envejecimiento parcial im-
poniendo que las actualizaciones de estado por ruido también estén condicionadas por la edad
de los nodos. Aunque en este caso no hayamos podido realizar un analisis tedrico completo del
problema por falta de tiempo y debido a dificultades en el tratamiento analitico, las simulaciones
numéricas indican que la transicién de fase estd bien definida y que parece ser de primer orden.
Atn asi, una conclusién definitiva requeriria de un andlisis méds profundo del problema. Por otro
lado, este modelo da lugar a regiones de orden mucho mayores que las de los modelos anteriores,
por lo que puede ser un buen candidato si lo que se desea es estudiar sistemas regidos princi-
palmente por el consenso. De esta forma, creemos que esta formulacién puede ser muy eficaz
para la descripcién de algunos sistemas reales, por lo que seria bastante interesante analizar el
modelo con mas profundidad en un futuro.

Como posibles extensiones de nuestro trabajo, debemos estudiar en detalle la cuestién del
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orden de la transicion en el caso de que el envejecimiento afecte a ambos mecanismos de evolu-
cion. Para ello, en el desarrollo analitico tenemos que analizar las propiedades de convergencia
de las series (una primera aplicacién de los criterios bésicos de convergencia, como el criterio
del cociente, es inconclusiva). Una manera de caracterizar el orden de la transicién de fase es la
de determinar las distribuciones de probabilidad de la magnetizacién, para lo que deberiamos
mejorar la estadistica de las simulaciones numéricas empleando més tiempo computacional. Por
otra parte, en este trabajo no hemos hecho referencia a ninguna aplicacion concreta, aunque en
general hemos hablado de consenso entre la poblacién. Seria interesante poder identificar situa-
ciones en las que el efecto del envejecimiento pueda ser importante. Casos que se nos ocurren
incluyen la resistencia adquirida a algunas enfermedades a lo largo de la existencia, asi como
efectos de memoria que se dan en la recuperacién de una infeccién donde no puede suponerse
que la probabilidad de dicha recuperacién sea independiente del tiempo que se haya padecido la
infeccion. Este 1ltimo caso seria un efecto opuesto al de envejecimiento, donde la probabilidad
de transitar de un estado infeccioso a un estado sano aumenta con el tiempo transcurrido desde
el inicio de la infeccion.
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A. Apéndices

A.1. Obtencién de la ecuacién de Fokker-Planck a partir de la ecuacién
maestra

En la Seccién 1 hemos introducido la ecuacién maestra para un sistema de dos estados con
ritmos de transicién constantes:

OP(n;t)
ot
con P(n;t) la probabilidad de que el sistema tenga n nodos en el estado 1 a tiempo t y E! un
operador escalera tal que E'[f(n)] = f(n +1).
Para llegar al resultado deseado, hacemos el cambio de variables n = N(m+1)/2 para tener
la ecuacién escrita en funcién de la magnetizacién. Como P(n;t)dn = P(m;t)dm, tenemos que
P(n;t) = 2P(m;t)/N. Asi, la ecuacién maestra queda:

= (E-1[Q (n)P(n;t)] + (E~' = 1)[Q (n) P(n;1t)], (84)

PO (p - o (Gon+ 1)) Pous] + 57 = p [0 (S e+ ) Pamso)] . s5)

A continuacién, desarrollamos los operadores escalera E*1[f(n)] en potencias negativas de N.
Para ello, introducimos la notaciéon D¥ = 9% /On* y realizamos el desarrollo en serie de la funcién
fn+1):

l/n 2 n
B f()] = fn 1) = )+ £/0) + L0 = ) £ D) + P
D? A | (36)
= <1iD+2!+"'>f(n)=6XP<ian)f(n).

De esta manera, tenemos:

0 2 0 2 0 2 02 1
:tl— = R — = _— — = _ _— —_—
E L= exp <i8n> L= exp <iN 8n) ! iN om  NZom? © <l\/3) - (87)

Si suponemos que N es suficientemente grande, podemos quedarnos sélo con dos términos del
desarrollo. Esta aproximacién es bastante razonable ya que la Fisica Estadistica estd destinada
al estudio de sistemas compuestos por un gran nimero constituyentes.

Aplicando los operadores escalera de la Ecuacién (87) en la Ecuacién (85), llegamos a la
ecuacién de Fokker-Planck:

oP(m;t) 0 . 0? ‘
o —%[F(W)P(m, )]+ W[D(m)P(m,t)], (88)
con los siguientes términos de deriva, F/(m), y de difusién, D(m):
F(m) = —am,
—a) (1 —m? (89)
D(m) = a+(1—a)(l—m )
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A.2. Obtencion de la solucién estacionaria de la ecuacion de Fokker-Planck

Podemos encontrar la solucién estacionaria de la ecuacién de Fokker-Planck, Py (m), igua-
lando la derivada temporal de la Ecuacién (7) a cero. En tal caso, obtenemos:

—F(m)Pa(m) + - [D(m) Pa(m)] = C. (90)

Para determinar la constante de integracién, C', nos podemos centrar en el caso m = 0. Como
F(0) =0, es inmediato comprobar que primer término de la ecuacién se anula. Para el segundo
término, notamos que la la Ecuacién (7), junto con las definiciones de F'(m) y D(m) dadas
por las Ecuaciones (8), muestra que el problema tiene simetria m <> —m. Por lo tanto, Py (m)
debe ser una funcién par de m. Como D(m) también es una funcién par de m, el producto
D(m)Pst(m) es, a su vez, una funcién par, por lo que su derivada evaluada en el origen vale
cero. En consecuencia, vemos que C' = 0. Una vez anulada la constante de integracion en la
Ecuacién (90), mediante unas manipulaciones sencillas llegamos a la siguiente expresién:

dPSt(m) _ Pst(m)

dm

F(m) — D'(m)
D(m)

la cual indica que la solucién estacionaria puede expresarse en forma de una funciéon exponencial:

(91)

Pyi(m) = Z Lexp [~V (m)], (92)
donde Z es una constante de normalizacién y V(m) es una funcién dada por:
™ —F(z)+ D'(z)
Vv = ——dx. 93
m) = [ s (98)

Utilizando los términos de deriva y de difusién dados por las Ecuaciones (8), la resolucién
de la integral de V(m) da como resultado:

2—a(N +2)

Vim) = —q -4

In[1 + (a — 1)m?). (94)

Introduciendo esta expresion en la Ecuacién (92), de forma inmediata se obtiene:

2—a(N+2)

Pi(m) = Z7Y1 4 (a — 1)m?] 21, (95)

La constante de normalizacién, Z, se puede calcular imponiendo la siguiente condicién:

/ " p(m)dm = 1, (96)
1

la cual conduce al resultado Z = 9F} (%, 1+ 2(‘;7%, %, 1-— a), donde oF} es la funcién hiper-

geométrica.
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