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UNIVERSITAT DE LES ILLES BALEARS

Motivacion

El 14 de septiembre de 2015, la colaboraciéon cientifica LIGO y Virgo anunci6 la
primera detecciéon directa de ondas gravitacionales y la primera observacion directa de
la coalescencia de un sistema binario de agujeros negros [9]. Los detectores Advanced
LIGO no s6lo habian detectado por primera vez las ondas gravitacionales, sino que
ademaés se confirmaba la existencia directa de agujeros negros y cémo dos de ellos se
fusionaban para convertirse en uno sélo. En un solo dia se habia producido un triple
descubrimiento, procedente ademéas de uno de los eventos catastroficos mas potentes
que existen en el universo. La fusién de ambos objetos fue tal, que la energia liberada
en una fraccion de segundo en forma de ondas gravitacionales, representaba diez veces
la luminosidad combinada de todas las galaxias de todo el universo visible; mientras
que en la Tierra lo que detectamos fueron dos espejos moviéndose en una milésima
del ancho de un protén. Ese dia marcé el inicio de una nueva era, al proporcionarnos
una nueva ventana por la cual poder observar el cosmos a través de la astronomia de
las ondas gravitacionales.

Todo empezd 100 afios atras, el 25 de noviembre de 1915, cuando Albert Einstein
finaliz6 su jornada de cuatro conferencias realizadas en la Academia de Ciencias de
Prusia, presentando al publico las ecuaciones de la teoria de la relatividad [41], [42],
[40]. Unas ecuaciones capaces de describir la relacion simbidtica entre la curvatura
del espacio-tiempo y el contenido que lo habita. Poco méas de un mes después, Karl
Schwarzschild publicé la primera solucion no trivial de las ecuaciones de Einstein para
una distribucion esférica de materia, estatica, invariante bajo inversién temporal y en
el vacio [125]|. Cincuenta anos més tarde se comprendié que podia describir, entre
otros objetos, un agujero negro.

Pocos meses después de presentar su teoria, Einstein (1916-1918) predijo la existencia
de las ondas gravitacionales. Linealizando las ecuaciones que habia acabado de formu-
lar el ano anterior y considerando una situaciéon de campo débil, descubri6é que tenfan
como solucién la ecuacion de onda. Se trataban de unas ondulaciones en el espacio-
tiempo que viajaban a la velocidad de la luz, producidas por variaciones temporales
en el momento cuadrupolar de la fuente.

En la década de los afios 60, Joseph Weber empez6 a experimentar con detectores
de masa resonante para detectar ondas gravitacionales. El estudio del rendimiento y
ruido de dichos detectores, condujeron a propuestas de interferémetros laser con el
potencial de aumentar significativamente la sensibilidad. De forma paralela, el avance
tedrico condujo a la comprension de los modos cuasinormales de los agujeros negros.
En los afios 90, los céalculos post-Newtonianos de orden superior precedieron a los
extensos estudios analiticos sobre la dinAmica relativista de dos cuerpos. Estos avances,
permitieron el modelado de fusiones binarias de agujeros negros y predicciones precisas
de sus formas de onda.

En este caldo de cultivo, se agrupo la primera red interferométrica global de detec-
tores de ondas gravitacionales que hicieron observaciones conjuntas desde 2002 hasta
2011, formada por TAMA 300 en Japon, GEO 600 en Alemania, Virgo en Italia y el
Observatorio de ondas Gravitacionales por Interferometria Laser LIGO en los Estados
Unidos. En 2015, los detectores Advanced LIGO se convirtieron en los primeros en
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aumentar significativamente la sensibilidad, permitiendo detectar variaciones relativas
en los brazos de los interferometros de una diez miltrillonésima parte, es decir, una
milésima del ancho de un proton. Cuatro dias antes de que se iniciara el primer pe-
riodo de observacién prolongado con estos nuevos detectores, se produjo la deteccion
del primer evento GW150914 [9].

A dia de hoy, de los cuatro tipos de eventos posibles, todos los detectados por Advan-
ced LIGO y Virgo entran dentro de la categoria de ondas gravitacionales producidas
al orbitar binarias compactas, es decir, formadas por dos estrellas de neutrones, dos
agujeros negros o una estrella de neutrones y un agujero negro. La identificacion de
una senal de onda gravitacional en los datos del detector, se lleva a cabo a través de
cadenas de procesos, hilos, corrutinas y subrutinas basadas en la técnica del filtrado
adaptado, la cual exige unos modelos precisos de las formas de onda gravitacional que
se esperan detectar. Hasta 2012, los modelos utilizados para tratar los datos inclufan
tnicamente el armonico esférico dominante (I = 2, |m| = 2) ignorando los arménicos
superiores, que se vuelven importantes cuando la binaria estd formada por objetos
de masa elevada o relaciones entre las masas elevadas. La no consideraciéon de estos
armoénicos subdominantes implica una pérdida significativa de la tasa de deteccién,
un sesgo sistemaético en los parametros de la fuente, e implica una degeneracion en la
estimacion de parametros de la inclinacion de la binaria y la distancia luminosa. Con
la finalidad de no limitar la bisqueda de ondas gravitacionales, a medida que la sensi-
bilidad de los detectores vaya aumentando, se van a ir requiriendo modelos de formas
de onda cada vez mas precisos y computacionalmente eficientes que incluyan estos
armoénicos subdominantes. En este contexto surge en abril del 2020, el modelo IMRP-
henomXPHM [108|, un modelo fenomenolégico desarrollado en la UIB por el Grupo
de Fisica Gravitacional: teoria y observacion, en colaboracion con la Universidad de
Birmingham, la Universidad de Zurich y la Universidad de Cardiff, construido sobre
el dominio de frecuencias, con expresiones cerradas e incorporando armoénicos subdo-
minantes. Las dos primeras caracteristicas proporcionan un bajo coste computacional,
beneficiando el analisis posterior.

Esta tesis estd enfocada en el estudio de la estimacién de pardmetros de ondas gra-
vitacionales producidas al orbitar binarias compactas, poniendo a prueba el nuevo
modelo IMRPhenomXPHM [108] con los eventos mas desafiantes del catalogo de on-
das gravitacionales GWTC-2 de las colaboraciones LIGO y Virgo, que cubre los dos
primeros periodos de observacion y la mitad del tercero.
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Abstract

La primera incorporaciéon de los arménicos subdominantes en los modelos de ondas
gravitacionales, se produjo en 2012 a través del modelo EOBNRv2HM [102]|. Tres
anos maés tarde, empezaron a aparecer en formas de onda hibridas PN/NR y en los
primeros modelos fenomenolégicos; ademés de multiples estudios sobre su implicacion
en la estimacion de parametros. En 2018 se produjo la primera introducciéon de dichos
armoénicos subdominantes en binarias de agujeros negros con espin a través del mode-
lo IMRPhenomHM 78], desarrollado por el Grupo de Fisica Gravitacional: teoria y
observacion de la UIB, en colaboracion con la Universidad de Cardiff, el Instituto Max
Planck de Fisica Gravitacional (Instituto Albert Einstein), la Universidad de Hanno-
ver y I'Institut d’Estudis Espacials de Catalunya, utilizando una aproximacion basada
en el comportamiento de estos armoénicos con respecto al arménico dominante. No fue
hasta enero del 2020, cuando el grupo de la UIB en colaboraciéon con la Universidad
de Birmingham, calibr6é directamente los armoénicos subdominantes incluyéndolos en
un nuevo modelo conocido como IMRPhenomXHM [50]. En este trabajo, utilizaremos
una extensién de dicho modelo al anadir la precesion de la binaria, el modelo IMRPhe-
nomXPHM [108|, publicado el 14 de abril de 2020. Con el objetivo de poner a prueba
el efecto de la precesion y los armoénicos subdominantes, estudiaremos cémo se com-
porta dicho modelo en la estimacién de parametros de los eventos mas desafiantes para
el mismo, en los primeros tres periodos de observacion de LIGO-Virgo; en concreto
para los eventos GW150914, GW170729 y GW190814. Para ello, se ha empleado la
inferencia bayesiana a través del algoritmo de muestreo anidado estético en paralelo.
Un algoritmo estocastico introducido por Skilling en 2004 [128], presentado como una
posible alternativa a los métodos MCMC, ampliamente utilizado en la astronomia de
ondas gravitacionales. Su utilizaciéon en paralelo, permite reducir significativamente
el tiempo de anélisis implementandolo en un clister CPU de alto rendimiento, como
los manejados en esta tesis, integrantes de la Red Espanola de Supercomputacion:
Marenostrum (Barcelona Supercomputing Center) y Picasso (Universidad de Mala-
ga). Utilizando los datos de los detectores LIGO-Hanford, LIGO-Livingston y Virgo
disponibles en los catalogos de ondas gravitacionales GWTC-1 y GWTC-2 abiertos al
publico [34], el Grupo de Fisica Gravitacional: teoria y observacion, realizo diferentes
ejecuciones utilizando diferentes modelos que incluian o bien los efectos de la precesion
o bien los armoénicos subdominantes o ambos a la vez. Con los archivos resultantes,
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primero se analiz6 la convergencia de cada ejecuciéon para cada modelo en cada evento.
Con estos resultados se realizé un estudio de ciial era la mejor version de la precesion,
de las dos que hay incluidas en IMRPhenomXPHM. Una vez fijos los parametros del
algoritmo y del modelo, se procedié a analizar los tres eventos, comparando el modelo
escogido con los catilogos de ondas gravitacionales GWTC-1 y GWTC-2. El evento
GW170729, se compar6 ademés con el articulo de Katerina Chatziioannou et al pu-
blicado en noviembre de 2019 [13], que fue el primero en encargarse de estudiar un
evento cuyo cociente de masas era alto, revelando de esta manera las contribuciones
de los armonicos subdominantes y la precesiéon en la estimacién de parametros. En
este mismo articulo se estudiaba el hecho de que el agujero negro primario de la bi-
naria, pudiera haber sido formado en una fusién anterior. El modelo utilizado en esta
tesis, apoya dicho escenario de formacion. Por dltimo, se determind que la inclusion
de los armoénicos subdominantes y la precesiéon en el modelo, mejoran la estimacion de
parametros sobretodo en eventos cuyo cociente de masas es elevado. En consecuencia,
se ha establecido nuevas estimaciones para el cociente de masas y espin efectivo en los
tres eventos estudiados.
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Prefacio

Albert Einstein publicé en 1915 la actual teoria de la gravedad, conocida como la
teoria de la relatividad general, en un conjunto de cuatro articulos [41], [42], [40]. En
ellos, describia que la curvatura del espacio-tiempo codificada en el tensor de Einstein
G, se encuentra relacionada con el tensor energia-momento de la materia presente
T, a través de las ecuaciones,

8¢
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Esta teoria geométrica establece que el espacio-tiempo acttia sobre la materia dicién-
dole como moverse, mientras que la materia actia sobre el espacio-tiempo diciéndole
como curvarse. Hasta la fecha, la teoria de la relatividad ha descrito exitosamente
el comportamiento de la gravedad, prediciendo la precesién andémala del perihelio de
Mercurio, la desviaciéon de la luz provocada por fuertes fuentes gravitacionales y la
generacion y propagacion de las ondas gravitacionales a través del universo.

Las ondas gravitacionales conforman una de las predicciones comprobadas més recien-
tes de la teoria. Cualquier cuerpo es capaz de producir estas deformaciones ondulato-
rias del espacio-tiempo, si sufren una aceleracién repentina. Sin embargo, inicamente
los eventos mas violentos existentes en el universo son capaces de producir ondas
gravitacionales que podamos detectar.

Uno de los pioneros en la busqueda de las ondas gravitacionales fue Joseph Weber,
quien en 1968 afirmé haber observado “una buena evidencia” de las ondas gravita-
cionales. No obstante, sus resultados fueron controvertidos al no haber podido ser
replicados y al haberse encontrado errores en el c6digo de su programa. En 1974, Hul-
se y Taylor proporcionaron la primera evidencia indirecta de la existencia de ondas
gravitacionales al medir el efecto de su emision en el periodo de la binaria de estrellas
de neutrones PSRB1913 + 16. La colaboracion LIGO, fundada en 1997, tiene como
misién la deteccion directa de dichas ondas. Junto con la colaboraciéon Virgo, desde la
primera observacion en 2015 hasta la primera mitad del tercer periodo de observacion
O3a (01/04/2019 - 01/10/2019), se han podido detectar 50 eventos de ondas gravi-
tacionales procedentes de la coalescencia de binarias compactas de agujeros negros
y estrellas de neutrones. La btsqueda de este tipo de ondas gravitacionales, se basa
en el método del filtrado adaptado que requiere de modelos precisos de las senales
que se esperan detectar. Sin embargo hasta 2012, dichas bisquedas se limitaron, a la
utilizaciéon de modelos donde s6lo se consideraba la parte dominante de la radiacién
gravitacional, despreciando los términos subdominantes. En esta tesis, pondremos a
prueba el nuevo modelo IMRPhenomXPHM [108], que incluye el efecto de estos ar-
monicos subdominantes, ademés de describir la onda con expresiones cerradas en el
dominio de las frecuencias, a través de la estimaciéon de parametros de eventos de los
tres periodos de observacion LIGO-Virgo.
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Estructura.

Esta tesis se compone de cinco capitulos, cuyo contenido es detallado a continuacion.

= El primer capitulo constituye una introducciéon a la teoria de la relatividad

general, necesaria para poder entender el concepto de onda gravitacional.

El segundo capitulo esta dedicado a la descripcion de las ondas gravitacionales.
Este, puede dividirse en dos partes.

e La primera parte explica el origen y formacién de los objetos que originaron
las ondas estudiadas, los agujeros negros. Concluyendo con algunas de las
evidencias directas e indirectas mas interesantes que conocemos de dichos
objetos.

e La segunda parte describe las ondas gravitacionales, introduciéndolas a
través de la clasificacion dada por los miembros de la colaboracién cien-
tifica LIGO, centrandonos en aquellas que resultan de nuestro interés: las
producidas por la coalescencia de binarias compactas. A continuacién, se
deriva de forma general las ondas gravitacionales, a partir de los concep-
tos descritos en el capitulo anterior y se analiza el efecto de dichas ondas
sobre masas de prueba. Finalmente se describe su emisién, producida por
un sistema binario de estrellas a través del formalismo cuadrupolar.

El tercer capitulo trata de explicar como se detectan y caracterizan las senales
de ondas gravitacionales procedentes de la coalescencia de binarias compactas.
Se detallard el funcionamiento de los detectores LIGO y de qué se componen
los datos recibidos, asi como un anélisis del procedimiento seguido para tratar-
los a través de tuberias de filtrado adaptado. En este analisis se hace necesario
el uso de diversos catdlogos de modelos de formas de onda de la senal, don-
de nos centraremos en nuestro modelo estudiado IMRPhenomXPHM [108] y
en la importancia de los armoénicos subdominantes. Finalmente, se describiran
las herramientas necesarias para realizar mediciones astrofisicas: la inferencia
bayesiana y la estimaciéon de pardmetros, utilizando el algoritmo de muestreo
estocastico, anidado y estatico en paralelo.

El cuarto capitulo describe el trabajo original realizado en esta tesis, analizando
los resultados.

= El quinto capitulo muestra las conclusiones obtenidas.

Los tres primeros capitulos proporcionan el conocimiento necesario fundamental para
adentrarse en la astronomia de las ondas gravitacionales, intentando buscar el equili-
brio justo entre el formalismo mateméatico y una interpretacion intuitiva. Unicamente
los dos ultimos capitulos contienen resultados originales.



Capitulo 1

Epitome de la teoria de la relatividad.

Seccién 1.1. Planteamiento inicial.

Seccién 1.2. Conceptos bésicos.

Seccion 1.3. Geometria del espacio-tiempo.

Seccién 1.4. Derivacién de las ecuaciones de campo de Einstein.

Este capitulo constituye un breve resumen de la teoria de la relatividad en vista
de que algunos conceptos importantes, tratados a lo largo del documento, son una
consecuencia directa de nuestra actual teoria de la gravedad. El objetivo del texto no
es el de pretender presentar una descripcién matematica rigurosa, total y completa de
la teoria, sino el de contener la profundidad y amplitud conceptual suficientes como
para motivar dichas nociones.

1.1. Planteamiento inicial.

La gravedad es la fuerza fundamental més débil de las cuatro interacciones funda-
mentales existentes en la naturaleza. A gran escala, sin embargo, juega un papel
fundamental en la construccion del universo [30]. Tras la ley de gravitacion univer-
sal de Newton, el concepto de gravedad qued6 adherido a Newton siendo una piedra
angular incuestionable para muchos fisicos hasta principios del siglo XX. En 1915
Albert Einstein publicé una nueva teoria gravitatoria, la teoria de la relatividad ge-
neral, que describe geométricamente la gravedad como un efecto de la curvatura del
espacio-tiempo sobre la materia [93].

Esta teoria junto con la teoria de la relatividad especial publicada por Albert Einstein
en 1905, conforman una unica teoria de la relatividad que describe la gravedad. De
hecho, la relatividad especial es una aproximaciéon al espacio-tiempo curvo valida en
regiones en las cuales la escala de los fendmenos estudiados es pequenia en comparacion
con la escala en la que empieza a notarse la curvatura del espacio-tiempo [145].

A continuacion, presentaremos brevemente el planteamiento inicial que, durante un
periodo de diez anos, gui6 a Einstein en la construccién de una nueva teoria gravita-
toria relativista métrica.

1.1.1. Incorporando la gravedad a la relatividad especial.

La teoria de la relatividad especial, proporcioné una formulaciéon covariante de Lorentz
! tanto para el campo electromagnético como para la dindmica de particulas [29]. Esta
teoria introdujo conceptos nuevos sobre el espacio-tiempo, ademas de otros muchos
fenémenos como la dilatacion del tiempo, la contraccion espacial, la equivalencia entre
masa y energia o un limite universal de la velocidad, entre otros. Sin embargo, algunas
teorias aceptadas hasta ese momento resultaban inconsistentes con el nuevo modelo.
Concretamente, la relatividad especial fallaba al responder las siguiente pregunta:
., Como debe conciliarse con la gravedad?

'La covariancia de Lorentz o principio especial de la relatividad afirma que todas las leyes fisicas
y las ecuaciones que las describen, tienen la misma forma en cualquier sistema de referencia inercial
[116].
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Durante méas 200 anos, la ley de la Gravitacion Universal de Newton habia sido acep-
tada para describir la fuerza de la gravedad. En este modelo, donde el potencial
gravitatorio ® viene determinado por la ecuaciéon de Poisson

V20 = 47Gp, (1.1)

la gravedad actua a distancia instantaneamente, puesto que dicha ecuacion (1.1) no
tiene una dependencia explicita con el tiempo, violando la base de la relatividad
especial por la cual ninguna senal fisica puede propagarse a velocidades mas rapidas
que la de la luz. Ademas, la densidad de materia p depende del sistema de referencia
2 incumpliendo el requerimiento de covariancia de Lorentz [19], [29].

En 1907, Einstein inici6é sus estudios en la buisqueda de un nuevo sucesor de la rela-
tividad especial. Utilizando su principio de equivalencia como guia, tardé 8 afios en
elaborar la nueva teorfa.

1.1.2. El principio de equivalencia.

El principio de equivalencia en su forma débil, conocido simplemente como principio
de equivalencia débil, fue establecido experimentalmente por Galileo Galilei en su obra
“Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno & due nuove scienze” ® [49] publicada
en 1638, donde describe utilizando dos péndulos de diferente composiciéon 4, que en un
campo gravitatorio todos los cuerpos caen con la misma aceleracién, independiente-
mente de su masa y composicion. En el ano 1687, Newton formalizo este principio en el
parrafo inicial de su obra “Philosophize naturalis principia mathematica” °[96], donde
asento6 la equivalencia entre la masa inercial y la gravitacional, y dedujo las ecuaciones
de movimiento mostrando que todas las masas caen con la misma aceleraciéon bajo la
atraccion gravitatoria de la Tierra [99], [98].

Considerando la segunda ley de Newton, podemos ver que la masa inercial m; ¢ de
una particula:

F = myd, (1.2)
donde F' es la suma de todas las fuerzas experimentadas por la particula y d es la
aceleracion de dicha particula, es una cantidad independiente de la naturaleza de
F. Mientras que la masa gravitatoria mg 7 aparece particularmente en la fuerza
gravitatoria:

Fy (&) = —myU (D)7, (1.3)

2p depende del sistema de referencia, dado que depende a su vez de: la masa cuya medicion
depende del sistema, y del espacio perceptible a contracciones en sistemas que se mueven a altas
velocidades [19].

3“Discurso y demostracién matematica, en torno a dos nuevas ciencias ”, donde pone fin a la fisica
aristotélica dejando paso a los fundamentos de la mecanica como ciencia.

4La autenticidad del famoso experimento realizado por Galileo en el que deja caer esferas de
diferente masa desde la torre de Pisa, estd en duda. La historia se basaba en la frase de una biografia
escrita por su asistente personal 60 afios después del supuesto experimento. La veracidad de las
biografias escritas en el contexto del siglo XVII, era menos importante que embellecer la imagen del
personaje [21].

5“Principios matematicos de la filosoffa natural”, conocida también como “Principia”, es el pilar
fundamental de la mecanica newtoniana.

5La masa inercial, en cierto sentido, mide la cantidad de inercia. En mecanica newtoniana, la
inercia es una propiedad conocida como la resistencia a un cambio en la velocidad de una particula
[48].

"La masa gravitatoria, mide la carga gravitacional de la particula.
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donde U(Z) es el potencial gravitatorio [116]. Sin embargo, diversos experimentos
llevados a cabo por Newton, demostraron que:

mi = my. (1.4)

En consecuencia, si la masa inercial y la gravitatoria son equivalentes, entonces el prin-
cipio de equivalencia débil se mantiene. Por el contrario, si los experimentos invalidan
este principio, también invalidarian la equivalencia entre ambas [98].

Una consecuencia inmediata del principio de equivalencia débil es que la ecuacién de
movimiento de una particula con masa inercial m; en un campo gravitatorio
L mg
a=——7=U(x)r 1.5
Iy (@) (15)
muestra que la trayectoria a seguir es independiente de la naturaleza de la particula.
Es decir, en caida libre el movimiento de las particulas es universal [116], [19].

Este fue el principio de equivalencia conocido, en su forma débil, desde 1687 hasta 1908
cuando Einstein lo redefini6é elevando la idea de la universalidad de las interacciones
gravitacionales al estatus de principio fundamental de equivalencia.

1.1.2.1. Desde la universalidad de las interacciones gravitacionales a prin-
cipio fundamental de equivalencia: Localidad.

En la fisica aristotélica, podemos encontrar las primeras ideas sobre el concepto de
espacio absoluto. Copérnico nos deja otro rastro de dicha nocién en su obra “De re-
volutionibus orbium coelestium” ® [37] al utilizar el concepto de una esfera inmévil
de estrellas [62|. Formalmente el espacio y tiempo absolutos fueron introducidos por
Newton en 1687 en su obra “Principia”, en la cual expone que el tiempo y espacio
absolutos son aspectos independientes de la realidad objetiva. En concreto: “El espa-
cto absoluto, en su propia naturaleza, sin tener en cuenta nada externo, permanece
siempre similar e inamouvible.” Este concepto fue clave para el desarrollo de su teoria
de la gravedad; sin embargo, basado en multiples evidencias, como por ejemplo la des-
viacién de un cometa al pasar cerca del Sol, confirman el hecho de que dicha nocién
es inobservable e inexistente [93].

Einstein argumentd en contra de la existencia de un sistema de referencia ideal tal y
como se asume en la teoria de Newton. De acuerdo con Einstein, la fisica es siempre y
en todas partes localmente Lorentziana, es decir, localmente las leyes de la relatividad
especial son validas [93].

El corrimiento al rojo gravitacional conforma una evidencia clave para la formulacion
del principio de equivalencia de Einstein. Formulado con la teoria de Newton, Einstein
logré demostrar en 1911 que, a partir de la ley de conservaciéon de la energia, un
foton inicialmente en reposo que experimenta una caida libre dentro de un campo
gravitatorio, se ve afectado por dicho campo. Sea una particula inicialmente en reposo
cuya masa en reposo es m, cae en caida libre desde una altura h dentro de un campo
gravitatorio g desde un punto A hasta un punto B. Adquirird una energia cinética
mgh. Su energia total serd entonces,

m + mgh. (1.6)

En B la particula se aniquila convirtiendo su masa total en reposo més su energia
cinética en un foton cuya energia total es la misma. Supongamos que este fotén viaja

84Sobre los giros de los orbes celestes”, publicada en el afio 1543, es la obra donde expuso su teoria
heliocéntrica.
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de nuevo hacia arriba dentro del campo gravitatorio hasta llegar a A. Si no interactta
con la gravedad, tendra la energia inicial. En A el fotén vuelve a convertirse en otra
particula de masa en reposo m, de manera que el proceso puede repetirse, méas un
exceso de energia mgh. Para evitar esta contradiccién del principio de conservacion
de la energia, Einstein observo que el fotéon debia entonces sufrir un corrimiento al
rojo. Es decir, la energia del fotén debe de decrecer. La energia del foton debe cumplir,

Eabajo = Ea'r'riba(l + gh) (17)

La pérdida de energia debida al trabajo realizado en contra de la gravedad implica una
caida en la frecuencia y en consecuencia, un incremento en la longitud de onda. Sea
z = AX/X un parametro conocido como el pardmetro de corrimiento al rojo, entonces:
)\arm'ba o hl/abajo Eabajo

= =1+ gh. (1.8)

1+2z= =
)\abajo hVarm'ba Earriba

El corrimiento hacia el rojo predicho por esta féormula, ha sido verificado en multiples
ocasiones [93].

Inspirado por sus estudios sobre el corrimiento al rojo gravitacional, por los experi-
mentos llevados acabo por Lorand E6tvos a finales del siglo XIX y principios del XX
9 [145], y tras el famoso experimento mental del ascensor en caida libre '°, Einstein
(1908,1911) tuvo las evidencias necesarias para postular que la “desaparicion” de la
gravedad en caida libre o su “presencia”’ en un marco acelerado se podia aplicar a
todas las leyes de la fisica. En otras palabras, todos los efectos de un campo gravita-
cional uniforme son idénticos a los efectos de la aceleraciéon uniforme de un sistema
coordenado [93], [145], [15]. Este principio generaliza un resultado propio de la teoria
de la gravedad de Newton aplicado tinicamente a la mecanica de particulas, afirmando
una correspondencia similar a todas las leyes de la fisica, incluidas las ecuaciones de
Maxwell para el electromagnetismo [93].

La existencia del corrimiento al rojo gravitacional, puede deducirse utilizando el prin-
cipio de equivalecia. Consideremos dos observadores situados dentro de un cohete
en aceleracion constante g, separados por una distancia h en la direcciéon de dicha
aceleracion. Supongamos que, cuando el cohete estaba en reposo en un sistema de
coordenadas inercial, el observador situado en el suelo del cohete envia un foton al
que esta en la parte superior. Para que el foton llegue a su destino, serda necesario
un tiempo de ¢t = h. E n este tiempo, el observador receptor del fotén adquirird una
velocidad v = gt = gh. Al recibirlo, detectara el foton observando un corrimiento al
rojo Doppler z = v = gh; resultado idéntico al de la (1.8). El principio de equivalencia
requiere que, si este corrimiento al rojo gravitacional es observado por un experimen-
to llevado a cabo bajo condiciones de aceleraciéon uniforme y en ausencia de campo
gravitatorio, entonces el mismo corrimiento al rojo gravitacional debe ser observado
por otro experimento llevado a cabo bajo unas condiciones en las que exista un campo
gravitatorio uniforme pero no una aceleraciéon. En consecuencia, por el principio de
equivalencia, uno puede derivar la ecuacion (1.8) aplicada a la situaciéon con campo
gravitatorio [93].

9Estos experimentos tenian como objetivo medir la correlacion entre la masa inercial y la gravi-
tatoria, demostrando su equivalencia. El experimento original obtuvo una precisién de 5 - 1072 que
fueron perfeccionando hasta 3 - 107 [15].

10Un observador viajando en un ascensor en caida libre dentro de un campo gravitatorio, ve que
todos los cuerpos dentro del ascensor se mueven en linea recta uniformemente como si no hubiera
gravedad. Por el contrario, sea un ascensor acelerando en el espacio, en ausencia de gravedad, los
cuerpos caeran con la misma aceleracion debido a su inercia como si hubiera un campo gravitatorio
[145].
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1.1.2.2. Formulacién moderna del principio de equivalencia de Einstein.

Una formulaciéon moderna del principio de equivalencia de Einstein, fue presentada
por Robert Dicke en una serie de conferencias realizadas en Les Houches el ano 1964
[145], en las cuales establece:

= El principio de equivalencia débil. Por el cual, cualquier cuerpo de prueba in-
dependientemente de su composiciéon o estructura interna, cae con la misma
aceleracion.

= Kl principio de invariancia local de Lorentz. El resultado realizado en un sistema
de referencia en caida libre de cualquier experimento no gravitacional local !,
es independiente de la velocidad de dicho sistema.

= El principio de invariancia a la posicién local. El resultado realizado en el univer-
so de cualquier experimento no gravitacional local, es independiente de dénde y
cuando se realiza [145].

Este principio es una consecuencia directa de la naturaleza geométrica de cualquier
teorfa métrica gravitatoria, que describa la gravedad como un efecto de la curvatura
del espacio-tiempo sobre la materia [146]. De hecho, puede argumentarse 2 que si el
principio de equivalencia de Einstein es valido, entonces la gravedad debe satisfacer
los siguientes postulados propios de teorias métricas gravitatorias:

= El espacio-tiempo estd dotado de una métrica simétrica.
= Las lineas de universo de cuerpos de prueba son geodésicas en esta métrica.

= En sistemas de referencia locales en caida libre, las leyes no gravitacionales de
la fisica son las de la relatividad especial [145], [146].

1.1.2.3. El corrimiento al rojo gravitacional implica que el espacio-tiempo
es curvo.

Mientras que Einstein realizé su demostracién del corrimiento al rojo gravitacional
basandose en la teoria de Newton, Alfred Schild lo estudi6é en base a la relatividad
especial analizando experimentos de corrimiento al rojo gravitacional en el campo de
la Tierra utilizando un sistema de referencia global de Lorentz fijo al centro de la
misma.

Schild argumento (1960, 1962,1967) que la existencia del corrimiento al rojo gravi-
tacional mostraba que la relatividad especial no podia ser vélida sobre una region
suficientemente extensa [93]. Asi como lo probaron sus experimentos con rayos de luz
y particulas de prueba, globalmente el espacio-tiempo se “aparta’ del brillo a pesar del
ajuste fino que proporciona la planitud de Lorentz-Minkowski localmente a la fisica.
No especifica qué tipo de curvatura existe o si existe en la vecindad de los equipos
de observacion que utilizo o lejos de ellos. Sin embargo, si especifica el hecho de que
el espacio-tiempo plano de la relatividad especial es inadecuado para describir sus
experimentos, motivando por tanto un andlisis mateméatico de una posible curvatura

[93].

1 Un experimento no gravitacional local, es aquel realizado en un laboratorio sellado en caida libre
lo suficientemente pequefio como para que las inhomogeneidades de los campos externos puedan
ignorarse en todo su volumen. Ademas, los efectos de autogravitacion deben ser despreciables [146].

12Para una mayor discusion ver el libro de Clifford M. Will [146], concretamente la pagina 22.
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1.1.3. El principio de Mach.

El principio de equivalencia sugirié la posibilidad de atribuir propiedades del cam-
po gravitatorio a la propia estructura del espacio-tiempo. Los caminos seguidos por
cuerpos en un sistema de referencia inercial son geodésicas de la métrica del espacio-
tiempo, pero esta métrica no tiene por qué ser siempre la dada por la teoria especial de
la relatividad. Quizas el concepto de campo gravitacional no sea realmente un campo
en si mismo, sino una desviacién de la geometria del espacio-tiempo proveniente de la
geometria plana de la relatividad especial [144].

Ernst Mach y Bernhard Riemann, fueron dos de los cientificos mas influyentes en
la época a favor de una reformulacion de la mecénica newtoniana, siendo un factor
clave en el desarrollo de la teoria general de la relatividad. En concreto, Ernst Mach,
realizaba una critica sobre los conceptos de espacio y tiempo absolutos publicados
en 1883 en su obra “Die Mechanik in ihrer Entwickelung” '3 [87], que mas tarde fue
reformulada por Einstein como el principio de Mach [73].

Antes de la formulacion de la relatividad general, la relatividad especial, asi como
otros conceptos del espacio-tiempo previos a ésta, sostenian que la estructura del
espacio-tiempo no estaba afectada por los cuerpos presentes en ella. En concreto, el
“movimiento inercial” y la “no rotaciéon”, no debian estar influenciadas por la materia en
el universo [144]. Argumentando en contra de esta idea, el principio de Mach sustenta
que las leyes locales estan determinadas por la estructura a gran escala del universo
[60]. Toda la materia del universo tenia que contribuir a la definicién local de “no
aceleracion” y “no rotacién”; de manera que en un universo desprovisto de materia no
deberia haber significado alguno para estos conceptos [144].

Aceptando este principio por el cual el espacio-tiempo esté influenciado por la pre-
sencia de materia, Einstein se embarco en la busqueda de una teoria que incorporase
ademés su principio de equivalencia y que fuera compatible con la covariancia de
Lorentz.

1.1.4. La relatividad general.

La actual teorfa de la gravedad, conocida como la teoria de la relatividad general, fue
desarrollada por Einstein entre 1907 y 1915. Fue publicada en 1915 como un conjunto
de cuatro articulos “Grundgedanken der allgemeinen Relativitdtstheorie und Anwen-
dung dieser Theorie in der Astronomie” '* [41], “Zur allgemeinen Relativitiitstheorie”
15 142], “Erklarung der Perihelbewegung des Merkur aus der allgemeinen Relativititst-
heorie” 6 y “Die Feldgleichungen der Gravitation” 17[40], [101].

La nueva teoria propone que las propiedades intrinsecas del espacio-tiempo, indepen-
dientes del observador, vienen descritas por una métrica que no tiene porqué ser la
plana dada por la teoria especial de la relatividad; en realidad, la desviacién de la mé-
trica del espacio-tiempo de dicha planitud, es decir, la curvatura del espacio-tiempo,
debe tenerse en cuenta para estudiar los efectos fisicos que usualmente son atribuidos

134Mecanica y su evolucion”, conocida por su traduccion realizada en 1893 por Thomas J. McCor-
mick como “Desarrollo historico-critico de la mecanica’”.

144 deas fundamentales de la teoria general de la relatividad y aplicacién de esta teoria en la
astronomia”

154Sobre la teoria general de la relatividad”

16«Explicacion del movimiento del perihelio de Mercurio a partir de la teoria general de la re-
latividad”, donde ademas de explicar la precesiéon anémala de Mercurio, se introdujo la expansion
postnewtoniana.

174 as ecuaciones de campo de la gravitacién”, donde en este tltimo Einstein expuso las ecuaciones
de campo de Einstein.
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al campo gravitatorio. De hecho, la curvatura del espacio-tiempo se encuentra relacio-
nada con el tensor energia-momento de la materia presente a través de las ecuaciones
de campo de Einstein [144].

1.2. Conceptos basicos.

El campo de la geometria diferencial y de la topologia, en concreto el concepto de
variedad diferenciable, adquiere gran importancia en el estudio de la estructura del
espacio-tiempo. De hecho la variedad que lo describe, la variedad Lorentziana, es un
caso especial de una variedad diferenciable llamada variedad pseudoriemanniana.

1.2.1. Variedad.

De manera intuitiva, podemos definir una variedad como un conjunto en el cual la ve-
cindad de cada punto “parece” R™, pero con propiedades muy diferentes a nivel global
[144]. Formalmente, se define una variedad real, n-dimensional y C* a un conjun-
to M formado por una colecciéon de subconjuntos {O,} que satisfacen las siguientes
propiedades [144]:

» {O,} cubre M, es decir cada p € M se encuentra en al menos un {O,}.

» Para cada «, existe una carta ¥, : Oy — U, '®, donde U, es un subconjunto
abierto de R".

» Tal y como vemos en la siguiente imagen, si cualquiera de los conjuntos O, y Og
se solapan, O, N Og # () 19 entonces podemos considerar que la carta 1z o 9"
coge puntos en 1,[On N Og] € U, € R™ a puntos en ¢3[0, N Og] € Ug € R™.
Requeriremos que estos subconjuntos de R™ sean abiertos y que esta carta sea
C*.

Ug

FIGURA 1.1: Tlustracion de la carta g o 9, ! que surge cuando los dos sistemas de
coordenadas se solapan. Imagen del libro [144].

Definimos la topologia de una variedad M imponiendo que todas las cartas ¥, sean
homeomorfismos ?°. De manera mas precisa, podriamos definir una variedad como
un espacio topologico que satisface las propiedades anteriores, donde cada ¥, es un
homeomorfismo [144].

18y, se le conoce también como mapa o fisicamente como sistema de coordenadas, cubre un entorno
topologico asignando coordenadas a los puntos dentro de dicho entorno. Un atlas es una coleccion de
cartas que cubre la totalidad de un espacio topolégico.

199) es el conjunto vacio.

20Es decir, que ¥, sea biyectiva, continua y cuya inversa también sea continua.
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Dicho de otra manera, una variedad n-dimensional M es un espacio topologico cu-
bierto por un conjunto de subconjuntos abiertos {O,}, tales que U,O, = M, donde
definimos un homeomorfismo ¥ entre O, y un subconjunto de R™ [116].

Si el espacio permite el calculo diferencial en cada abierto {O, }, entonces tenemos una
variedad diferenciable [116]. Intuitivamente, una variedad diferenciable es un conjunto
de puntos “cosidos” entre si continua y diferenciablemente, de forma que los puntos
en cualquier region suficientemente pequena puedan ponerse en correspondencia uno
a uno con un conjunto abierto de puntos de R™. La diferenciabilidad de una variedad,
permite introducir sistemas de coordenadas locales, asi como curvas, espacios tangen-
tes, vectores tangentes, 1-formas y tensores. El hecho de introducir dichas nociones,
no implica que dentro de la variedad diferenciable existan ya conceptos como el de
geodésicas, el transporte paralelo, la curvatura o la métrica; se necesita una estructura
adicional para definirlos. La rama que introduce las geodésicas, el transporte paralelo
y la curvatura se conoce como geometria afin; aquella encargada de introducir ademas
la métrica se conoce como geometria de Riemann [93].

1.2.2. Tensor.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita cuyos elementos son conocidos como
vectores o, si estamos en el espacio tangente V), 21 como vectores contravariantes
@ = u®0,; y sea V* su respectivo espacio dual ?? cuyos elementos son los conocidos
como vectores duales o, si estamos en el espacio cotangente V 23 como vectores
covariantes o 1-formas = 0,dz®. Se define un tensor T', de tipo (k,[) sobre V a una
aplicacion multilineal 24 desde los [ vectores y k vectores duales a escalares; es decir

T: VX .. xV*xXVx..xV =R, (1.9)

k !

Con las reglas de la adicién y del producto escalar, la coleccién de todos los tensores
T(k,1) de tipo (k,l) tiene la estructura de espacio vectorial. Siendo n = dim V =
dim V*, la dimension de T (k,1) es n**.

Definiendo el producto externo entre vectores y vectores duales, y siendo {v,} la base
de V y {v”"} la base de su dual, entonces podemos describir el tensor 7" del tipo (k, 1)
como la suma de tensores simples de la siguiente manera [144]:

n
T= > T v, ® .0 (1.10)
1

H1yee V1=
donde TH*# *1..1y son las componentes del tensor 1" con respecto a la base {Uu}~

La asignacion de un tensor sobre V), para cada punto p de una variedad M se denomina
campo tensorial.

2L lamamos V, al espacio tangente V' en un punto p de una variedad M.

22Conjunto de todas las aplicaciones lineales f : V' — R junto con las operaciones de adicién y
producto escalar [144].

23Espacio dual del espacio tangente en p.

2Lineal en cada argumento.
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1.3. Geometria del espacio-tiempo.

Lejos de pretender ser un libro de texto y suponiendo un conocimiento previo de geo-
metria diferencial y topologia, esta seccion tratara de presentar al lector las nociones
bésicas para poder entender més adelante las ecuaciones de campo de Einstein y sus
implicaciones, como los agujeros negros o las ondas gravitacionales.

1.3.1. La geometria euclidiana y la no-euclidiana.

El primer sistema geométrico existente es la geometria euclidiana, origen ademas de
todas las geometrias no-euclidianas y en consecuencia un pilar fundamental para el
desarrollo de la teoria de la relatividad. El matematico griego Euclides la formalizo
en su obra “Elementos” [45], escrita en el ano 300 a.C., a través de cinco postulados:

= Para cada punto P y para cada punto ) # P, existe una tunica linea [ que pasa
a través de Py @ [53].

= Cualquier segmento AB puede ser extendido por un segmento BE congruente
al segmento dado C'D [53].

= Para cada punto O y cada punto A # O, existe un circulo con centro O y radio

OA [53].
» Todos los angulos rectos son congruentes entre si [53].

= Postulado de las paralelas. Para cada linea [ y para cada punto P que no per-
tenece a [, existe una dnica lina m que pasa a través de P y que es paralela a
[ |53]. Este postulado es la base de la geometria euclidea, si no se satisface, la
geometria se denomina geometria no euclidiana.

El criterio utilizado por Euclides para justificar el postulado de las paralelas es el
siguiente. Sea una linea transversal ¢, que intersecte [ y m en puntos diferentes; si
medimos los grados de los dngulos « y (8 interiores a t entonces la suma de dichos
adngulos tiene que ser menor que 180°, de manera que [ y m se podrdn encontrar
extendiéndolas lo suficientemente. No podemos utilizar este criterio para convencernos
de la veracidad del quinto postulado, puesto que al ser equivalente al postulado, la
logica seria circular [53].

Para los griegos el espacio euclideo era limitado y finito, de forma que las lineas eran
tratadas como segmentos finitos; el concepto matematico de infinito no se desarro-
116 hasta el siglo XIX con el matemético ruso Cantor [103]. Numerosos intentos de
sustituir dicho postulado condujeron al desarrollo, en el siglo XIX, de las geometrias
hiperbolicas (Gauss, Lobachevski, Bolyai, Beltrami y Schweickard) y esférica o eliptica
(Riemann), en las cuales, por un punto exterior a una recta se pueden trazar dos rectas
paralelas o ninguna paralela a la dada [103]. Restringiéndonos a los espacios homogé-
neos, en los que la curvatura es constante, podemos clasificar tres tipos de geometrias,
englobadas a su vez como casos particulares de las geometrias Riemannianas:

» Geometria euclidiana, de curvatura cero, cumple con los cinco postulados de
Euclides 2°.

= Geometria hiperbolica, de curvatura negativa, cumple con los cuatro primeros
postulados de Euclides.

= Geometria eliptica, de curvatura positiva, cumple con los cuatro primeros pos-
tulados de Euclides.

25E] espacio-tiempo de Minkowski admite una representacién pseudoeuclidea.
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Admitiendo ademés la posibilidad de una curvatura no homogénea, tenemos la geo-
metria tipica de la teoria de la relatividad.

1.3.2. Estructuras del espacio-tiempo: conexién, métrica y estructu-
ra spinorial.

1.3.2.1. Conexion.

La conexioén es un objeto matematico que proporciona un método de diferenciacion
de la geometria de la variedad espacio-temporal. Al introducirlo, obtenemos la capa-
cidad de comparar direcciones y transportar la informacion local (formas, vectores y
tensores) a lo largo de cualquier curva; “conectamos” la geometria local de un punto
a la de otro definiendo una geometria determinada. En nuestra variedad pseudorie-
manniana, el método de diferenciacion introducido a través de una conexion afin es la
conexion Levi-Civita, conocida como derivada covariante; cuya expresion en términos
de coordenadas espaciales se denomina simbolos de Christoffel [103].

Sin introducir la conexién, existen otros dos procesos de diferenciaciéon, como la deri-
vada de Lie o la derivada exterior.

1.3.2.2. Meétrica.

En geometria diferencial, podemos decir intuitivamente que la métrica, denominada
también como tensor métrico, describe “ el cuadrado de una distancia infinitesimal”
asociada con un “desplazamiento infinitesimal”’, que viene relacionada por el vector
tangente. Formalmente, un tensor métrico en una variedad M se define como un
campo tensorial covariante de orden 2, simétrico y no degenerado que describe la
siguiente aplicacion lineal para cada punto p [144],

g:VpxV, =R (1.11)

La métrica g expandida en términos de sus componentes g,,,, se escribe como

g= Zg,wdx“ ® dz”. (1.12)
L,V

4

Favoreciendo el concepto intuitivo de “ el cuadrado de una distancia infinitesimal”,

también se puede escribir la métrica como elemento de linea:

ds® = Zgw,dx“dx”. (1.13)
JT87%

Dada una métrica g, siempre podemos encontrar una base ortonormal v1, ..., v, del
espacio tangente a cada punto p, es decir una base tal que g(vy,v,) = 0 si p # v
y g(vu,v,) = 1. El ntmero de +1 menos el nimero de —1 en la diagonal de la
métrica, se denomina signatura. También se cononce como signatura a los signos de
la diagonal de la métrica. Las métricas Riemannianas son aquellas definidas positivas.
Las métricas con signaturas propias del espacio-tiempo, un — y el resto +, son las
conocidas como métricas Lorentzianas o pseudo- (o semi) riemannianas 2°.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales de campo de Einstein son las métricas
g de estructura pseudoriemanniana, que en general deben cumplir a priori ciertos
requirimientos sobre las posibles simetrias del espacio-tiempo.

26a notacién de la signatura de dichas métricas también puede verse en la literatura como (n—1,1)
o (1,n — 1), siendo n la dimensi6on de la variedad.
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1.3.2.2.1 Meétrica de Minkowski.

El espacio-tiempo de Minkowski es una variedad 4-dimensional Lorentziana de curva-
tura nula, cuya métrica expresada en coordenadas cartesianas es [116],

-1 0 0 O
0 1 00
0 0 01

El espacio-tiempo de Minkowski proporciona una buena descripciéon para cada punto
del espacio tangente dentro de la variedad pseudoriemanniana del espacio-tiempo, en
concreto dentro de la variedad de Lorentz.

1.3.2.2.2 Meétrica de Friedmann-Robertson-Walker.

Una métrica muy importante en cosmologia es la conocida como métrica de Friedmann-
Robertson-Walker, por la cual se basa el modelo Lambda-CDM o modelo estandar del
Big Bang. Este modelo, describe una parametrizacion del modelo del Big Bang en el
cual el universo contiene mayoritariamente tres componentes: energia oscura, asocia-
do con la constante cosmoldgiga A, la postulada materia oscura fria, abreviado como
CDM por sus siglas en inglés, cold dark matter, y la materia ordinaria [133].

Para describir las métricas candidatas de todo el espacio-tiempo, es decir del universo
en su totalidad, se debe transcribir la “gran escala” a la escala local. Podemos infe-
rir a través de la isotropia de la radiacién de fondo de microondas, que el universo
es isotropo (invariancia bajo SO(3)) en espacio-tiempo y homogéneo espacialmente
(invariancia bajo traslaciones espaciales). La hipotesis de homogeneidad temporal no
es cierta, puesto que nuestra variedad pseudoriemanniana ha cambiado en su evolu-
cién temporal. Sin embargo, si la suponemos cierta, existen tnicamente cuatro tipos
de espacio-tiempo homogéneos, es decir cuatro tipos de espacio-tiempo de curvatura
espacio-temporal constante K [103]:

= K =0, geometria plana, conocida como espacio-tiempo de Minkowski.

s K = 41, geometria eliptica, conocida como espacio-tiempo de De Sitter.

= K = —1, geometria hiperbdlica, conocida como espacio-tiempo de anti De Sitter.
= K = —1, geometria hiperbélica, conocida como espacio-tiempo estatico de Eins-
tein.

El espacio-tiempo no es homogéneo localmente puesto que por el efecto Doppler la
densidad de masa esta disminuyendo con el transcurso del tiempo. Sin embargo, si se
puede considerar espacialmente localmente homogéneo.

Se conoce como métrica estdndar o Friedmann-Robertson-Walker a aquella por la cual
el universo es considerado como isétropo en espacio-tiempo y homogéneo espacialmen-
te:

ds? = R*(t)d¢? — dt? = gyzdx'da?, 0,5 =1,2,3,4, (1.15)
donde d¢? es la métrica de los 3-espacios (el tiempo = cte) descritos K = +1,0, —1.
Los tres modelos describen un espacio-tiempo en expansién y evolucion. El primero de
ellos K = 41 es conocido como modelo de universo cerrado, donde el tiempo es finito y

en consecuencia el universo comenzara a contraerse. En los otros dos casos K =0, —1
el universo permanecera en expansion perpetua. En base a los datos experimentales,
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el mas realista de ellos es el tercer caso K = —1, denominado modelo de universo
abierto [103], [119].

1.3.2.3. Estructura spinorial.

Ademés de una conexién y de una métrica, al espacio-tiempo también se le asigna una
estructura spinorial permitiendo definir campos de espinores. En concreto, permite de-
finir, ademas de los campos tensoriales o bosénicos (spin entero), otro tipo de campos
fisicos que no son objetos geométricos de la variedad espacio-tiempo, conocidos como
campos fermionicos o espinores (spin semi-impar) [103].

1.3.3. El espacio-tiempo como variedad.

1.3.3.1. Variedad Riemanniana.

En la seccion (1.3.1), introdujimos el concepto de geometria Riemanniana. Como
consecuencia del abandono o no del postulado de paralelismo, podiamos distingir
entre espacios curvos y espacios planos. La geometria de Riemann, propuesta por
Riemann en el siglo XIX, estudia variedades diferenciables denominadas variedades
de Riemann, a las cuales se les asigna la métrica de Riemann.

espacio tangente Tp M

con métrica g(P)

FIGURA 1.2: Espacio tangente a P con una métrica g(P) localmente plana. Imagen
modificada del libro [116].

Una variedad Riemanniana M se define como una variedad diferenciable, por lo tanto
dotada de conexion, que posee una métrica g(P) 27 asociada a cada espacio tangente
TpM de todos sus puntos 2¥, compatible con la conexién y localmente plana.

Espacio localmente Variedad con Variedad con con Variedad
P Jariedac - P — . :
(topoldgico) | como R™ conexion conexion métrica | Riemanniana

FicuraA 1.3: Concepto de variedad Riemanniana. Imagen del libro [116].

La simbolos de Christoffel que aparecen en la derivada covariante, hacen el papel de
dicha conexibén en el espacio-tiempo curvo, es decir, se ocupan de la contribucién de
la curvatura en la derivada [116].

Decimos que la métrica es localmente plana si para cada P de la variedad, podemos
elegir un sistema de coordenadas tales que,

g,LLV(P) = 6;1,1/ + O((-'IJM)Q) ~ 6;1117 (116)

siendo ¢, la métrica euclidea hasta primer orden en sus derivadas [116].

2TPuesto que la variedad es localmente plana, g(P) también lo sera en cada P de la variedad. Notar
que a pesar de ello, T’ M no son los mismos para cada P.

28En cada punto P de una variedad diferenciable M, es posible definir un espacio tangente Tp.M
[116].
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1.3.3.2. Variedad pseudoriemanniana.

Una variedad pseudoriemanniana (M, g) es una variedad diferencial M equipada con
un tensor métrico simétrico, no degenerado g ?°. Esta variedad es una de las genera-
lizaciones posibles de la variedad Riemanniana, surgida al relajar la caracteristica de
la métrica positivo-definida. En las variedades pseudoriemannianas se les exige que su
meétrica sea tnicamente no-degenerada de signatura (p,q), donde p y g son el name-
ro de positivos y negativos en la diagonal; la forma positivo-definida es también no
degenerada, englobando las métricas Riemannianas [72].

Junto con las variedades de Riemann, otra subclase importante de las variedades pseu-
doriemannianas son las variedades de Lorentz, propias de la teoria de la relatividad.
Una variedad de Lorentz es aquella equipada por una métrica de Lorentz de signatura
(p,1) o (1, q) o simplemente (1,n—1) o (n—1, 1), siendo n la dimensién de la variedad;
en el espacio-tiempo la signatura es (1,3) 3.

Decimos que la variedad de Lorentz es localmente plana si para cada P, podemos
elegir un sistema de coordenadas tales que,

g,uu(,P) = Nuv + O((x'u)Q) ~ Nuv (1'17)
siendo 7, la métrica de Minkowski [116].

La métrica de Minkowski es uno de los ejemplos mas importantes de métrica de
Lorentz. En nuestro espacio-tiempo R?*, la métrica de Minkowski es un invariante
fundamental de la teoria de la relatividad especial. En ausencia de curvatura, las leyes
de la fisica adquieren el mismo comportamiento en cualquier sistema de coordenadas
en los que la métrica de Minkowski tiene la expresion (1.14). En la teoria general de la
relatividad, se incluyen ademés los efectos de la curvatura permitiendo que la métrica
de Lorentz varie de un punto a otro [72].

1.3.3.3. El espacio-tiempo: un modelo de variedad.

Podemos defininir el espacio-tiempo como una variedad Lorentziana, en concreto una
variedad Hausdorff 3!, paracompacta 32, conexa 33, sin borde 34, orientable 37, C> 36 y
4-dimensional 37, dotada de una estructura causal, en la cual podemos caracterizar con
cuatro coordenadas cada punto de la misma llamandolos sucesos o eventos [93], [103].
Para definir un evento P, se necesitan tres coordenadas espaciales y una temporal:

22(P) = t(P),z*(P) = z(P),z*(P) = y(P),z3(P) = 2(P). (1.18)

29Fs decir, el tnico vector ortogonal a todo es el vector nulo [72].

39Djicha signatura nos permite definir los vectores tangentes en cada punto de la variedad temporal
(g < 0), espacial (g > 0) o nula o de tipo luz (g = 0); ademas con dicha signatura, la variedad se dice
que es localmente orientable temporalmente.

31Un espacio de Hausdorff o T2 es un espacio topolégico en el cual la vecindad de puntos distintos
es disjunta. Esta condiciéon de Hausdorff debe cumplirse en una variedad Hausdorff.

328i y solo si dicha variedad es la union de variedades Hausdorff doblemente contables; es decir, si
la topologia de la variedad tiene un atlas contable (finito o numerable) [103].

33Una variedad es conexa, si podemos conectar dos elementos cualesquiera a través de una curva.

34F] borde de un espacio topolégico es el conjunto de puntos cuya imagen bajo las cartas del mismo
es un punto de la frontera del sempiplano superior de R™

35Una variedad orientable se define como aquella cuyo par de cartas locales de la estructura dife-
rencial estan orientadas con la misma orientacion.

36Infinitamente diferenciable.

37Si nos adentramos en la fisica microscopica del espacio-tiempo, nos encontramos con las dimen-
siones métricas, la de Lyapunov y las probabilistica, donde se generaliza el concepto de dimension
como numero entero admitiendo dimensiones no enteras [103].
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El tiempo y el espacio ya no son ni absolutos ni independientes, forman un continuo
inseparable. Un minimo cambio en el sistema de referencias del observador implicara
un cambio de coordenadas en el espacio-tiempo del evento de estudio; la transforma-
cién entre ambos sistemas se llevaré a cabo a través de la transformaciéon de Lorentz.
De manera muy idealizada, podemos visualizar que el espacio-tiempo se compone de
una densa coleccién de rayos de luz y de lineas de universo de particulas de prueba
que definen todos los puntos de la variedad [93].

1.3.4. El tensor energia-momento.

Muchas particulas, situadas en lineas de universo, podemos verlas como un flujo con-
tinuo de cuadrimomentos. Para cuantificar este flujo de energia y momento lineal, se
utiliza el tensor de energia-momento [93].

En general, podemos describir el momento y la energia de una particula aislada que
se mueve en alguna direccion como p = p*e,. En un medio continuo, necesitamos 6
grados de libertad més para poder describir todas las componentes del tensor energia-
momento. Estos 6 grados de libertad extra vienen de 3 componentes de esfuerzos
cortantes en 4 dimensiones y las 3 direcciones de la presion debida al momento de
todas las particulas. En total, se agrupan estos 10 grados de libertad en una matriz
simétrica cuatridimensional, conduciendo a la defincién del tensor de energia-momento
[116].

El tensor de energia-momento 7T, cuyas componentes son T, describe el flujo de las
componentes del cuadrimomento a través de una superficie ¥ constante [116].

Considerando un fluido perfecto como aquel compuesto de particulas que en reposo no
intercambian momento a través de conduccion de calor ni esfuerzos de corte, definamos
las componentes del tensor de energia-momento de este fluido. Sea P la presion de
dicho fluido perfecto, p la densidad de energia, U la 4-velocidad del fluido y 7 el tensor
métrico de Minkowski; se definen las componentes del tensor de energia-momento
valido para marcos de referencia en movimiento en espacio-tiempo de Minkowski como
[116]

1
T = 5(p+ PYUMU” — P (1.19)

Esta expresion puede generalizarse para un espacio-tiempo no plano reemplazando 7
por g. El tensor de energia-momento actiia como fuente de la curvatura del espacio-
tiempo.

Puede desmotrarse que este tensor se conserva:

9 TH =TH . (1.20)

1.3.5. Modelando la curvatura.
1.3.5.1. Tensor de Riemann.

Como consecuencia del cumplimiento del postulado de las paralelas, en el espacio
euclideo se da el caso en que dos lineas rectas paralelas mantienen la distancia entre
ellas constante. Para formalizar esta idea de curvatura nula podemos decir que, en
el espacio euclideo, el transporte paralelo de un vector alrededor de lazos cerrados
tendra el mismo punto inicial y final. El tensor de curvatura de Riemann “mide” el
fallo de esta propiedad en la variedad Riemanniana; dicho fallo es conocido como la
no holonomia de la variedad.



1.3. Geometria del espacio-tiempo. 15

Podriamos obtener el tensor de curvatura transportando paralelamente un vector V¢
alrededor de un lazo cerrado en una variedad Riemanniana, obteniendo dicho tensor
en funcién de los simbolos de Christoffel. Sin embargo, optaremos por un camino mas
rapido calculando el conmutador de dos derivadas covariantes.

La derivada covariante de un vector en una direccién determinada, mide cudnto cambia
el vector en relacién con lo que habria sido si hubiera sido transportado paralelamente
38 Por lo tanto, el conmutador de dos derivadas covariantes mide la diferencia entre
transportar paralelamente un tensor en una direccién y después en otra direccion,
versus la ordenacién opuesta.

Vu
\Y
v, v
Vu

F1GURA 1.4: Conmutador de una derivada covariante. Imagen del articulo [105].

Sea un campo vectorial V*, entonces

VH(VZ,V'D) :(V/?u );M =

ove
=V P ve) =
M( 830” + vo )
o ove ove ove
= I VO)Y4+TP (% 4T VN = T? (e + T V) =
8.%“(8.1‘1’ + vo )+ MU( Y + VA ) “”(83:A + Ao )
=0,0,V? + (0, L0,)VT + 18,0,V + 16,8,V + LTIV —Tp VP —T)I5 V.

(1.21)
Para calcular el conmutador, realizamos la misma operacion intercambiando los indices
1 <> v. Todos los términos menos el segundo y el quinto se cancelan en la conmutacion,
quedando:

A A
[V, Vo VP = (0,10, — 0,10, + Fﬁ/\FW — Fi/\FW)V". (1.22)
Como la expresion de la izquierda del igual es un tensor, la expresion entre paréntesis
también tiene que serlo,

V., V, VP =RV, (1.23)

ouv

donde R’s,, es conocido como el tensor de Riemann,

BP0 = 08, = 3,00+ TO,T0 — 19,1, (1.24)

siendo los simbolos de Christoffel,

1
F,);y = §g>\a(9au,u + Gow,u — g;w,oz)~ (1.25)

Una observacién interesante para aclarar el significado del tensor de Riemann es que

38La derivada covariante de un vector en una direccion por la cual es paralelamente transportada
es cero [105].
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la expansién de la métrica hasta segundo orden en x*, centrando el sistema de coor-
denadas en un punto P de una variedad Riemanniana, puede escribirse como [116]

1
v ~ G = 5 Ruvesn 2 + O(faf?), (1.26

con
Ryuvap = gurRyag™- (1.27)

Aplicado en variedades Lorentzianas, solo hay que reemplazar ¢, por Minkowski 7,,,,

1
Guv ~ Nuw — gRuuaﬁxalﬁ + O(|$|3) (128)
Es decir, el tensor de Riemann “mide” qué tan grandes son las desviaciones de la
métrica curva con respecto a la plana [116].

1.3.5.2. Tensor de Ricci.
Se define el tensor de Ricci como la traza del tensor de curvatura de Riemann, [116]
RQB - Rauﬁu = guyRuauB- (129)

Sustituyendo el tensor de Riemann en esta expresion, podemos escribir el tensor de
Ricci explicitamente,

_ M

Rop =T,

n n v
g~ Typlan = Loy T Tl ap- (1.30)

1.3.5.3. Escalar de Ricci.
Se define el escalar de Ricci como la traza del tensor de Ricci,

R g g‘ul/R},LV = Rl/j = g/’“’gaﬁRauﬂl/' (131)

1.3.6. Ecuacioén de las geodésicas y ecuaciéon de desviacion geodésica.

La geodésica es una generalizacion de “linea recta” entre dos puntos en el espacio-
tiempo curvo, correspondiente a la trayectoria de particulas no aceleradas 3% [116],
[106]. Sea una linea de universo x* = z#(7) parametrizada por A = ar + b, donde 7
es el tiempo propio de la trayectoria, a y b unas constantes y 4 un indice que indexa
la componente temporal como 0 y las espaciales como 1, 2, 3. Se puede demostrar que
x#(A) sigue la ecuacion clésica de movimiento de una masa de prueba en un espacio-
tiempo curvado descrito por la métrica g,,, en ausencia de fuerzas no-gravitacionales

externas: )
d-xt dx¥ dxP
4Tl (2)———— =0, (1.32)
dA PR AN dA
es decir, la ecuacién de las geodésicas. Esta ecuacidon puede reescribirse en términos
de la cuadrivelocidad u*, definida como el vector tangente a la linea de universo

_dzt

n= 1.33
ut = — (1.33)

39Las geodésicas son las trayectorias mas cortas posibles localmente. Sin embargo, son las mas
largas posibles en una variedad Lorentziana.
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De esta manera, (1.32) se reescribe trivialmente como

du*

N + F’lfpuyup =0. (1.34)
En un espacio-tiempo plano si A = 7, identificamos el primer término como la 4-
aceleracion A* = d%x#/d7?, mientras que el segundo es la 4-fuerza de componentes
f*=mA*. Es decir, obtenemos una generalizacion de la segunda ley de Newton.

La variacién de la separacién entre las geodésicas por los efectos de marea debidos a
la curvatura del espacio-tiempo, quedan determinadas en la ecuaciéon de la desviacién
geodésica [119]. Consideremos dos geodésicas cercanas, una parametrizada por a#(\) y
la otra por x#(\) + &#(\), donde cada geodésica viene parametrizada segin su tiempo
propio 7 y £#(\) une puntos entre ambas geodésicas con el mismo valor de tiempo
propio 7; ademés se tomara esta [£#(\)| mucho menor que la longitud caracteristica
de variacion de la geometria del espacio-tiempo. De esta manera, mientras que z#(\)
satisface (1.32), z#(\) + £#(\) satisface

d*(zh + &) d(z” 4 £") d(z” + £°)
Expandiendo alrededor de la geodésica x#(\) a primer orden en &:
d? (zh 4+ &1 APt dPen
= N 1.36
d\? d\? d\2 "’ (1.36)
~ o 2y .
LY, (x+&) =T, (x) +£70:1,(x) + O(£7); (1.37)
d(zV +&)d(xP+¢&P) da¥dxP dE¥ dxP  dx¥ dEP 9
oS B = . 1.
dA d\ d\ d\  dX dX + dX dX +0(&) (1.38)
Obtenemos la ecuacién de desviacion geodésica,
dzer dx¥ dgP dx¥ dx”
2TH — 79, — =0. 1.39
o TR @) gy T %@ gy =0 (1.39)

1.4. Derivacién de las ecuaciones de campo de Einstein.

Todas las ecuaciones fundamentales clasicas de la fisica, incluidas las ecuaciones de
campo de Einstein, pueden derivarse a partir de un principio variacional. El principio
variacional de Hilbert se define como [93]

Spy = /£d4:r = /L(—g)1/2d43: = /Ld(4 — volumen  propio) = extremo,

(1.40)
siendo los limites de la integral una hipersuperficie inicial y otra final de tipo espacial
fijas, con 40 £ = Lgeom+Lecampo = (—g)l/ 2L la densidad lagrangiana, g el determinante
del tensor métrico y L una funcién escalar conocida como la funciéon de Lagrange:
L = Lgeom + Leampo 193]. El signo negativo del término (—g)l/ 2 surge porque en
el espacio-tiempo, la métrica corresponde a un producto escalar no positivo-definido
[116].

Cinco dias antes de que Einstein presentara sus ecuaciones de campo en su forma
estandar, Hilbert descubrié independientemente como formularlas como consecuencia

49Fs decir, una subvariedad tridimensional de la variedad que define el espacio-tiempo, cuyo vector
normal es de tipo temporal.
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del principio de accion méas simple posible [93]:
Lgeom = (1/2K)R, (1.41)
con R = g"" R, el escalar de curvatura de Ricci donde gy, es el tensor métrico y R,

el tensor de Ricci y & = 87Gc™%, donde G es la constante de gravitacion universal y
c la velocidad de la luz en el vacio.

La integral de acciéon Einstein-Hilbert para el campo gravitatorio queda [104], [93]:
4 1 1/2
Sgg = | d°x ER + Leampo (—g)~. (1.42)
La condicién requerida para determinar las ecuaciones de campo de Einstein a través

del principio variacional, es imponiendo que la accién sea un extremo: Sy = 0. Sea
Ser — Spy = Ser + 0SEH, la variacion de la accion debe cumplir [104]:

1
80Spy = / ) [%I—gR+ \/—gzcampo] =

= [ |5 WG + 6 Leame)| =
/d4.’E -ié(\/ng) + 5(\/jg£campo):| 5gMV _

|2k OgHv ogtv
(1 0/ —g OR 5(\/ —9Lcam 0)
— 4 /_— 14 HY
/d . _2f£( dghv dghv 9)+ dghv %9

(a1, R é&/7g OR 1 0(/=9Leampo)| /s v
_/d ! _25(\/59 sgv + g " V=g g 9097 =0
(1.43)

Puesto que la variacion del determinante del tensor métrico dg"” es una cantidad
completamente arbitraria, la expresion dentro de los corchetes tiene que ser igual a
cero. De esta forma, la ecuacion de movimiento es [104]:

R 6y=g OR _ 2k 6(«/—g£campo)‘ (1.44)

—|— —
V=g ogr dgrv V=9 dgHv

1.4.1. Variacién del determinante del tensor métrico.

Busquemos una relacién para 6(v/—g)/dg"”. Sea la formula de Jacobi sobre el dife-
rencial de una matriz A(t),

d(detA(t)) = tr(adj(A(t))dA(t)), (1.45)
aplicandola a la variacion del determinante del tensor métrico, obtenemos [104]
89 = 8(det(g)) = tr(adj(9)dg) = tr(det(g)g~" 6g] = 99" 5gum- (1.46)
Conociendo que la derivada de la matriz inversa cumple

dAik _ _Aij dAjl

o yr AR (1.47)

extraemos la siguiente relaciéon

guu(sgm/ = —gW(SgW; (1.48)
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de la cual, podemos obtener [104]:

09 = —99,w0g"". (1.49)

Utilizando (C.3), obtenemos la siguiente expresion

6(v=9)

dghv

1

Sustituyéndola en nuestra ecuaciéon de movimiento

0R 5['campo

sg =" LeampoGuw — 2 S| (1.51)

1
- §Rg;w +
donde, por definiciéon, la expresién entre corchetes es el tensor de energia momento

T, La ecuacion puede reescribirse como [104]

0R 1
= 3R = KT (1.52)

1.4.2. Variacion del escalar de Ricci.

El ultimo paso que nos queda, es calcular la derivada funcional del escalar de Ricci
con respecto al tensor métrico. El escalar de Ricci se define como

R=g¢""R,,. (1.53)
Siguiendo la regla del producto, la variacién del escalar de Ricci puede escribirse como
OR = R,,06g"" + " 0R.0. (1.54)

A continuacion veremos como el segundo término se anula. Siempre podemos escoger
un sistema de coordenadas que sea localmente plano, es decir Ff;l, = 0 en un punto
especifico. Sea el tensor de Ricci

A A
R = Ry =100 = P + Ul = TN (1.55)
en ese punto serd [104]:
Ry =10, ,=T0, .. (1.56)

Como el espacio-tiempo es localmente plano en ese punto, es decir no tenemos curva-
tura, entonces las derivadas del tensor métrico tendran que anularse. En consecuencia,
los simbolos de Christoffel

)\a(

1
F/il/ =39

9 Jap,y + Gow,p — g;w,a), (1.57)

tendran que ser cero siempre y cuando A # «a. Si A\ = q, los términos dentro del
paréntesis tendran que sumar cero. Examinando el tensor métrico, todos los elementos
fuera de la diagonal son cero, por lo tanto también lo seran sus derivadas. Observemos
las componentes de la diagonal, si 4 = v con A = « el tnico término que nos queda
es —Guv,a, que tendrd que ser igual a cero

Juv,a = 0. (1.58)

Sea la expresion (1.56), entonces el segundo término de la ecuacion (1.64) se puede
escribir como

9" SR, = g (6T%

Dup — 0L

B (1.59)
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Definiendo la variacién de un cuadrivector de forma parecida a la parte derecha de
esta ecuacion (1.59),

Swk = gW&FﬁV — g“kfl)b\, (1.60)

y utilizando (1.58) en el tltimo paso, podemos reescribir (1.59) como

g"OR,, = %&Uk’ = \/l_iga(zk(\/—igéwk) (1.61)
Recordemos que este término g"”0R,, viene de (1.64) que a su vez forma parte de
la integral 4-dimensional (1.42). Puesto que la integral de dicho término contiene una
4-divergencia, podemos reescribirla utilizando el teorema de la divergencia como una
integral de superficie. Ademés el vector 6w no varia en el infinito, en consecuencia este
término no contribuye al total de la variacién de la accién. Por lo tanto, despreciando
g0 R,,,, obtenemos de la expresion (1.64) [104],

SR = Ry, 00" (1.62)

1.4.3. Ecuaciones de campo de Einstein.

De manera que de nuestra ecuacion de movimiento (1.52), obtenemos las ecuaciones
de campo de Einstein para cualquier sistema de coordenadas arbitrario

1 8rG
R,w/ - §gul/R = CTT/LV7 (163)
donde la parte izquierda de la ecuacion es el conocido tensor de Einstein G, =
R,uu - %g,ul/Ra
81

4

Gy =
a c

W (1.64)
Antes de pasar al siguiente capitulo, reflexionemos sobre la naturaleza de estas ecua-
ciones. La primera observacion es que, dado que R, depende de las derivadas de g,
hasta segundo orden, las ecuaciones de Einstein forman un sistema acoplado de 10
ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden para las componentes
de la métrica g, [144].

Una segunda observacién es que la ecuacién de campo muestra la conexién existente
entre materia/energia y geometria. El tensor de energia-momento 7}, que codifica
la descripciéon del contenido que habita en el espacio-tiempo, genera una curvatura
en su vecindad dada por el tensor de Einstein G, [93], [116]. Al mismo tiempo,
esta ecuacién de campo es una ecuaciéon de propagacion que describe la anisotrépica
parte del resto de la curvatura, por ejemplo, gobierna el espacio-tiempo externo de
la curvatura estéatica de cualquier fuente (como la Tierra) y gobierna la generacion y
propagacion de las ondas gravitacionales a través del universo. Ademés contiene las
ecuaciones de movimiento para la materia cuyo tensor de energia-momento genera la
curvatura; por ejemplo, gobierna el movimiento de los planetas en el sistema solar,
gobierna la desviacién de la luz por el Sol, gobierna el colapso de una estrella para
formar un agujero negro, determina la geometria del espacio-tiempo externo de un
agujero negro o gobierna la expansion y contraccion del universo, entre otros [93].
Podemos resumir la teoria geométrica de Einstein en tres ideas fundamentales:

= Localmente, las geodésicas son rectas en el espacio-tiempo. Mientras que en
regiones mas extensas, las geodésicas que originalmente se alejaban las unas de
las otras se acercan a una velocidad gobernada por la curvatura del espacio-
tiempo [93].
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= Este efecto de la geometria del espacio-tiempo sobre la materia es lo que cono-
cemos como gravedad [93].

= La estructura geométrica del espacio-tiempo gobierna la dindmica del contenido
del universo; y a su vez, dicho contenido es fuente de las deformaciones del
espacio-tiempo [116].

De manera mas compacta, el libro [93] describe dicha geometria de la siguiente forma:
“El espacio-tiempo actia sobre la materia diciéndole como moverse; y a su vez, la
materia actia sobre el espacio-tiempo diciéndole cémo curvarse.”
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Capitulo 2

Ondas gravitacionales: origen y caracteristicas.

Seccion 2.1. Geometria de Schwarzschild.

Seccioén 2.2. Colapso gravitatorio y el teorema sin pelo.

Seccién 2.3. Evidencias directas e indirectas de agujeros negros.

Seccidén 2.4. Categorias de ondas gravitacionales.

Seccion 2.5. Derivacion de la soluciéon de la ecuacion de onda gravitacional en el
vacio.

Seccion 2.6. Efecto de las ondas gravitacionales sobre masas de prueba.

Seccién 2.7. Emisiéon de ondas gravitacionales.

Las ondas gravitacionales conforman el objeto principal de estudio de esta tesis, en
concreto las senales GW150914, GW170729 v GW190814; en consecuencia, se ha
dedicado un capitulo entero para describir dichas perturbaciones espacio-temporales,
asi como los objetos que las produjeron, los agujeros negros. Por consiguiente, este
capitulo se divide en dos grandes secciones:

= Primero, estudiaremos la geometria de Schwarzschild que describe, entre otros
objetos, los agujeros negros. En la siguiente seccién, describiremos el colapso
gravitatorio de una estrella, origen de los agujeros negros. A continuacién, des-
cribiremos las evidencias més importantes que tenemos sobre la existencia de los
agujeros negros; e introduciremos las diferentes clases de ondas gravitacionales
segin los objetos que las producen y las técnicas utilizadas en su deteccién para
enlazar con la siguiente parte.

= En esta segunda parte, linearizaremos la teoria de la relatividad con el objetivo
de describir la ecuacién de onda de la perturbacion de la métrica con el gauge
de Lorentz, para asi poder identificar su soluciéon en el vacio con las ondas
gravitacionales. Analizaremos el efecto de dichas ondas sobre masas de prueba
y finalmente describiremos la emisién de las ondas gravitacionales desde un
sistema binario de estrellas a través del formalismo cuadrupolar.

2.1. Geometria de Schwarzschild.

La geometria de Schwarzschild es de gran relevancia en la teoria de la relatividad,
puesto que ilustra de forma precisa el caracter no-euclideo del espacio-tiempo cuando
la gravedad domina. En concreto, describe el espacio-tiempo en el exterior de un
objeto simétricamente esférico sin carga eléctrica ni momento angular, siendo una
buena aproximacién para la descripciéon de objetos que rotan lentamente, como la
Tierra. Ademés describe la geometria de una estrella en colapso y de un agujero
negro, fuente de las ondas gravitacionales detectadas.

Poco méas de un mes después de que Einstein publicara la teoria de la relatividad,
en enero de 1916 el astrénomo aleméan Karl Schwarzschild encontr6 la primera so-
lucion exacta, no trivial, de las ecuaciones de Einstein [125], [121]. La solucion de
Schwarzschild, es decir, su métrica o elemento de linea

oM oM\ L
ds? = — <1 - > dt? + <1 = > dr? +r* (d6* + sin*0d¢?) (2.1)
T T
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describe un sistema con las siguientes propiedades:
» ocurre en el vacio, es decir 1}, = 0,
= estd dotado de simetria esférica, y
= es estatico e invariante bajo inversion temporal (¢t — —t) [116].

Enseguida nos fijamos en la patologia existente en el conocido como radio de Sch-
warzschild o horizonte de Schwarzschild s = 2M. Sin embargo, sin un estudio previo,
no se puede asegurar si la singularidad es debida a la geometria del espacio-tiempo en
si mismo, donde la curvatura diverge, o al sistema de coordenadas (t,r,6,¢) elegido
cerca de r = 2M 1 [93], [116]. Verificando si las siguientes combinaciones escalares del
tensor de Riemann o Ricci divergen, podremos identificar qué tipo de singularidad es
el radio de Schwarzschild;

R, Ru,R"™, RuasR", R,asR"RY. (2.2)

Para el elemento de linea de Schwarzschild obtenemos

12r2
R,uzzaﬁRw/a'B = 7,68’ (23)

es decir, diverge s6lo en r = 0. Se puede demostrar que ningin escalar de curvatura
diverge en r = 74, por lo tanto esta singularidad debe ser debida a la eleccion del
sistema de coordenadas de Schwarzschild. En cada sistema de coordenadas local de
Lorentz, el tensor de Riemann tendréa una o infinitas componentes a medida que r — 0,
las fuerzas de marea se volveran infinitas [93], [116].

2.1.1. La singularidad de coordenadas r, = 2.

Los agujeros negros de Schwarzschild, son los objetos descritos por la métrica de
Schwarzschild tal que T"” = 0 en r < r5. Estos agujeros negros se describen como
estructuras esféricas, estéticas y sin carga eléctrica ni momento angular. Para com-
prenderlos mejor, estudiemos su estructura causal.

Fijando df = d¢ = 0 en la soluciéon de Schwarzschild (2.1), obtenemos

%2:<L—%>ﬁ2—(k—ﬁ>4dﬂ—»§£: (1—fﬂ_i (2.4)

T dr

en el plano ¢ — r, que se corresponde con las pendientes del cono de luz.

| T . FUTURE
( f trayectoria de la

| particula

trayectoria -

| prohibida RRESENT

3 L _3 f: :\

‘ PAST
r:=2M r

t

FiGura 2.1: Imagen derecha: El cono de luz, muestra los caminos que pueden seguir

los rayos de luz hacia delante y hacia atras en el tiempo. Imagen izquierda: Conos de luz

para distintas distancias del radio de Schwarzschild. Las trayectorias permitidas de las

particulas, se encuentran en el cono de luz. Imagen derecha de [64]. Imagen izquierda
modificada del libro [116].

'Este tipo de singularidades desaparecen con un cambio de coordenadas adecuado [116].
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Como podemos observar en la figura (2.1), a medida que nos aproximamos desde r
grande hasta r = ry las pendientes van creciendo, de manera que las particulas irdn
tardando més tiempo en intentar casi alcanzar rs. Las pendientes del cono de luz
divergen en r = 1.

Introduciendo la variable p =rs —r,
re>r>0—=0<p<rg (2.5)

en el elemento de linea (2.1), podemos explorar qué sucede en r < 7y, es decir, en el
interior del agujero negro;

ds?2 = — P qs? ud,o2 + (rs — p)2dQ2. (2.6)
Ts —p p

Con este cambio de variable, como observamos en la figura (2.2), la coordenada p
se convierte en una tipo temporal, mientras que t se convierte en una tipo espacial.
Para ir hacia el futuro deberemos incrementar p, es decir, reducir r; llevando todas las
trayectorias inevitablemente hacia » = 0. Es decir, todos los eventos en r < rg quedan
atrapados en el interior del agujero negro; razén por la cual 7 = r4 se le conoce como
el horizonte de sucesos o horizonte de eventos. Incluso los fotones no pueden escapar,
siendo éste el origen del caracter oscuro de los agujeros negros [116].

tA

>

.
2>

Ts r

F1GurA 2.2: Conos de luz para distintas distancias en el exterior y el interior de un
agujero negro de Schwarzschild. Imagen del libro [116].

2.1.2. La geometria de Schwarzschild con las coordenadas de Kruskal-
Szekeres.

Como ya mencionamos anteriormente, r = r, es una singularidad de coordenadas, es
decir, debida a la eleccién del sistema de coordenadas. Con un cambio de coordena-
das adecuado podriamos remover dicha singularidad, proporcionando una descripcion
completa del espacio-tiempo de Schwarzschild [116]. En la literatura tenemos varios
casos que proporcionan esta propiedad, como las coordenadas de Gullstrand-Painlevé
(1921, 1922), las coordenadas de Lemaitre (1932), las coordenadas de Novikov (1963)
o las coordenadas de Eddington-Finkelstein, derivadas por Eddington (1924) y re-
descubiertas por Finkelstein (1958). Todas ellas nos proporcionan informacion rele-
vante acerca de la geometria de Schwarzschild, por ejemplo, en las coordenadas de
Gullstrand-Painlevé se puede demostrar la existencia de una foliacién ? de hipersu-
perficies planas en un espacio-tiempo esfericamente simétrico y estatico [5]. El sistema

2Particion de una variedad diferenciable en varias subvariedades diferenciables.
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de coordenadas que proporciona una descripcién capaz de cubrir la variedad espacio-
tiempo de la solucién de Schwarzschild maximamente extendida ? de la forma analitica
mas simple posible, se conoce como coordenadas de Kruskal-Szekeres (1960).

Las coordenadas de Kruskal-Szekeres, utilizan una coordenada radial X adimensional
relacionada con la de Schwarzschild r y una coordenada temporal T' adimensional
relacionada con la de Schwarzschild ¢ [116],[93],

X = (- 1)1/26T/QTSCOSh(2t ) ,
) i 5 9.
T = (5 e rsenn() [ T (2.7
X = (1 _ L)l/Qer/Qrssenh(zt ) .
s e 5- 2.
T=(1- i)l/zeT/Qrscosh(Qﬁs) stoT<T (2.8)

Realizando este cambio de coordenadas en el elemento de linea de Schwarzschild,

obtenemos

43
@2:4%fﬂﬁwﬂﬂﬂ+dx%+rwgi (2.9)

donde r se considera una funcién de X y T definida por

(r/rs —1)e"/™ = X2 -T2, (2.10)

En estas coordenadas, una superficie con r = cte vendra dada por la hipérbola
X2 —T% = (r/ry — 1)e"/™ = cte; (2.11)
mientras que la de t = cte, vendra dada por las rectas
T/X = tanh(t/2rs) = cte, r > rs. (2.12)
Notemos ademés que el horizonte de sucesos
X2 -T?=0—-T=+X, (2.13)

coincide justo con la superficie temporal para ¢ — 00; de manera que un observador
en reposo vera que una particula no podra alcanzar nunca dicho horizonte [116].

Observamos que r = 75 ya no es una singularidad; sélo » = 0 correspondiente a la
hipérbola X2 — T? = —1 lo es. Por lo tanto, tenemos dos singularidades en 7 = 0, no
solo una

T=4+1+X)Y2 T=—(1+Xx?12 (2.14)

Una segunda observacion es el hecho de que la region del espacio-tiempo situada lejos
del radio de Schwarzschild r > 2M viene dada por X2 > T2. De manera que tenemos
ademas dos regiones exteriores r — 0o, 4

X > +|T|, X< -|T| (2.15)

Ambas propiedades son sintomas de que las coordenadas de Schwarzschild cubrian
solamente una parte de la variedad espacio-temporal. Utilizando las coordenadas de
Kruskal-Szekeres, hemos extendido analiticamente la solucién limitada de Schwarzs-
child para cubrir toda la variedad [93].

3Es decir, geodésicamente completa en el sentido de que el espacio-tiempo no debe tener bordes,
a no ser que se encuentre con una singularidad.
“Estas dos observaciones fueron descubiertas por Synge en 1950 [93].
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Llegados a este punto podemos trazar el diagrama de Kruskal-Szekeres (2.3), en el
cual se han omitido las coordenadas angulares de manera que cada punto representa
los eventos que ocurren en una esfera de radio r.
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FiGURA 2.3: Geometria de Schwarzschild en las coordenadas de Kruskal-Szekeres. Las

regiones I y I se corresponden al exterior e interior de un agujero negro y las regiones

IIT y IV, al exterior e interior de un agujero blanco. En el plano de Kruskal-Szekeres

XT, las curvas con r = cte son hipérbolas cuyas asintotas son X = 4+7'; mientras que

las curvas con t = cte son las lineas rectas punteadas correpondientes al horizonte de
sucesos. [116], [93]. Imagen del libro [116].

Como podemos observar en la figura (2.3), la region I (r > 2M) y la region IT
(r < 2M) se corresponden al exterior e interior de un agujero negro [93|. De la
misma forma, las regiones I1] y IV representan una regiéon exterior y otra interior,
respectivamente; sin embargo el comportamiento de las particulas difiere al de las
regiones I y II. El cono de luz de una particula viajando desde la singularidad en
la region IV, recorrera cada vez valores de r mas grandes hasta ser expulsada en la
region 111, a través del horizonte de sucesos. Debido a este comportamiento contrario
al de un agujero negro, a las regiones I11 y IV se les denomina como agujero blanco.

FIGURA 2.4: Puente de Einstein-Rosen. El agujero de gusano de Schwarzschild, conecta
dos regiones distantes de un Gnico universo asintéticamente plano. Imagen del libro [93].

Las ecuaciones de campo de Einstein fijan la geometria local del espacio-tiempo, pero
no su topologia [93]. De manera que, observando la figura (2.4), si en vez de suponer
que las singularidades en las regiones I1 y IV son independientes, supusiéramos que
solamente existe una singularidad y que las parabolas de las regiones I y IV son el
mismo espacio-tiempo, entonces tendriamos una conexién entre I y II1 pudiendo ir
por un camino de tipo espacial desde A hasta B, convirtiendo al agujero negro/blanco
en lo que se conoce como agujero de gusano o puente de Einstein-Rosen [116], [93].
La naturaleza de estos objetos no ha sido evidenciada, quedandose meramente en
una hipotética caracteristica topolégica. De hecho, si la conexién ocurriese entre dos
regiones del mismo universo, entonces las singularidades de este tipo se desintegrarian
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antes de que cualquier particula, incluido el foton, pudiera atravesarlo. Para lograr
la estabilidad de dicha conexién, se deberia incluir materia formada por particulas
de masa negativa; o bien que la conexién se diera a cabo en dos universos diferentes,
abriendo la posibilidad de que nuestro universo fuese uno de muchos dentro de un
multiverso [116].

2.2. Colapso gravitatorio y el teorema sin pelo.

El proceso por el cual se forma un agujero negro, es el colapso gravitatorio descrito
por la teoria de la relatividad.

Uno de los posibles mecanismos de formacion, es a través del colapso gravitatorio
de una estrella, es decir, cuando la presiéon interna se vuelve insuficiente como para
poder contrarestar la propia gravedad. Normalmente esto ocurre al final de la vida
evolutiva de una estrella cuando no puede mantener su temperatura interna a través
de la nucleosintesis estelar, o bien porque recibe materia extra de manera que no
puede elevar la temperatura de su ntcleo. En ambos casos, cuando la presion interna
se vuelve insuficiente, se produce una expulsién violenta de la capa exterior de la
estrella, originando una supernova ° y dejando un objeto denso (10 — 1011 kg/em?)
el cual, dependiendo de la masa original puede ser una enana blanca o una estrella de
neutrones. Por el principio de exclusién de Pauli, la degeneraciéon cuéntica impide el
colapso total en r = 0. Sin embargo, esta estabilidad se vuelve insostenible si la masa
total es mayor o bien al limite de Chandrasekhar equivalente a 1.44M; en el caso
de las enanas blancas, o bien al limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff equivalente
a 2Mg en el caso de las estrellas de neutrones. Al superar estos limites, se produce
el colapso gravitatorio de la estrella que, segtn la relatividad general, producird un
agujero negro de espacio-tiempo [65], [116], [90], [144], [135].

Los agujeros negros también pueden formarse en cimulos estelares, como los nucleos de
las galaxias, donde las estrellas pueden intercambiar energia. Al intercambiar energia,
algunas la adquieren de manera que se forma de halo alrededor de la estrella y otras
la pierden haciendo que el camulo se compacte mas. Este proceso perdurara hasta
que el camulo se vuelva tan compacto, que se produzcan colisiones entre las estrellas
y se expulse gas. El gas se movera hacia el centro del pozo de potencial gravitacional,
donde se generarédn nuevas estrellas. Llegados a este punto, dichas colisiones pueden
volverse lo suficientemente energéticas e inelasticas como para que los centros de las
estrellas en colision se fusionen, generando objetos supermasivos [93]. En estos casos,
se distinguen tres escenarios posibles:

= Muchas estrellas pequenas colapsan entre si para formar pequenos agujeros ne-
gros (M ~ Mg) [93].

= Una o mas estrellas supermasivas colapsan para formar enormes agujeros negros
(M ~ 10* Mg — 10° M) [93].

= Todo el conglomerado de estrellas, gas y agujeros negros se vuelve tan den-
so que colapsa, dando como resultado un dnico agujero negro de proporciones
descomunales [93].

Las perturbaciones en la distribuciéon de densidad inicial del universo en expansién
también pueden producir un colapso gravitatorio, dando como resultado los conocidos
como agujeros negros primordiales. Estos agujeros negros, se desarrollarian posterior-
mente por acumulaciéon de radiaciéon y materia. Hoy en dia, este tipo de agujeros

5Que puede desarrollarse hasta convertirse en una nebulosa planetaria.



2.2. Colapso gravitatorio y el teorema sin pelo. 29

negros podrian haberse convertido en objetos enormes, aunque algunos de ellos pue-
den haber evitado dicho crecimiento llegando a ser tan pequenios con masas de hasta
1079 gramos [93].

Otro tipo de formacion seria el de los microagujeros negros, donde los efectos cuénticos
de la gravedad se vuelven importantes. Los microagujeros negros son objetos hipoté-
ticos formados en colisiones de alta energia, como los llevados a cabo en el LHC, que
se evaporan inmediatamente después de su formacion [142].

El teorema de Birkhoff adquiere un papel relevante al relacionar el colapso gravitatorio
con la geometria de Schwarzschild: Sea la geometria de una region dada del espacio-
tiempo esfericamente simétrica y solucion de las ecuaciones de campo de Einstein en
el vacio. Entonces, dicha geometria, formard parte de la geometria de Schwarzschild.
Es decir, el campo externo de cualquier estrella eléctricamente neutra y esférica, sea
cual sea su estado, ya sea colapsando, estatica o vibrando, satisfaceré el teorema de

Birkhoff [93].

Sea una estrella estatica que empieza a colapsar, su geometria espacio-tiemporal en el
momento inicial ¢ = 0, tiene dos partes:

= En el exterior, por el teorema de Birkhoff, tenemos la métrica de Schwarzschild;

= en el interior, tendremos una geometria totalmente diferente puesto que 7}, # 0.
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F1GURA 2.5: Espacio-tiempo resultante del colapso gravitatorio de un cuerpo esférico.
Figura izquierda: Las regiones I1I y IV son “cubiertas” por materia en colapso; mien-
tras que parte del agujero negro de la region II es producido. Figura derecha: Captura
de cualquier particula o rayo de luz en la regién r» < 2M. En el horizonte de sucesos,
el tiempo reemplaza al espacio apuntando hacia adelante. El flujo temporal lo vuelca
todo hacia una singularidad méas lejana dentro del agujero negro, donde la densidad
se hace infinita y el tiempo termina. Cada tridngulo se corresponde con una superficie
esférica en un instante de tiempo determinado. Imagen izquierda del libro [144]. Imagen
derecha de [64].

En la figura (2.5) podemos observar el colapso gravitacional de un cuerpo esférico.
Parte de las regiones I y I1, y las regiones completas I y IV, empezaran a “cubrirse”
de materia. Una region del espacio-tiempo correspondiente a la region I, empezara a
producirse cuando la coordenada radial del objeto en colapso sea menor que 2M. De
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manera que las regiones 11 y IV de la solucion Kruskal-Szekeres probablemente no
se correspondan a ninguna ley o principio fisico conocido hasta el momento, como un
agujero blanco; sin embargo, la region I1 se vuelve fisicamente importante, citando el
libro [144]: “El colapso gravitacional completo de un cuerpo esférico, siempre producira
un region espacio-temporal de agujero negro de Schwarzschild.”

Hasta ahora, hemos considerado tnicamente el colapso gravitacional de una estrella
ideal, es decir, el caso esféricamente simétrico donde el espacio-tiempo fuera de la
estrella viene descrito por la solucién de Schwarzschild maximamente extendida, de
manera que el estado final del colapso gravitacional sea un agujero negro de Sch-
warzschild. Sin embargo, éste no suele ser el mas realista. En el caso no esférico, la
geometria del espacio-tiempo fuera del cuerpo en colapso varia con el tiempo y de-
pende en gran medida de los detalles del colapso. En particular, mientras que en el
espacio-tiempo simétricamente esférico no puede producirse radiacién gravitacional,
en el colapso no esférico si que pueden producirse grandes cantidades de energia. Varios
teoremas enunciados por Werner Israel (1967, 1968), Stephen Hawking (1971, 1972) y
Brandon Carter (1970) demostraron que tanto si el colapso tiene pequenias asime-
trias y carga pequena, como si tiene grandes asimetrias y cargas mayores, los campos
electromagnéticos y gravitacionales externos del agujero negro quedan caracterizados
completamente por tres propiedades: la masa M, la carga eléctrica () y el momento
angular o espin J de la estrella colapsante [93], [144]. Este teorema es conocido como
el teorema sin pelo o de no pelo, que como vemos, limita las cantidades fisicas necesa-
rias para describir un agujero negro [116]. El pelo del agujero negro, apodado de esta
forma por el fisico John Wheeler en los anos sesenta, hace referencia a la informacién
que desaparece dentro del horizonte de sucesos cuando la estrella colapsa, como las
cargas de color y sabor, los ntimeros bariénico y lepténico o el espin. De acuerdo con
este teorema, solo existen cuatro métricas posibles que describen a los agujeros negros
clasificadas de acuerdo con su momento angular J y carga @) [116]:

= Agujero negro de Schwarzschild de simetria esférica, sin carga Q = 0 ni rotaciéon

J=0.

= Agujero negro de Reissner-Nordstrom de simetria esférica, con carga @ # 0y
sin rotacion J = 0.

= Agujero negro de Kerr de simetria axial, sin carga Q = 0 y con rotacién J # 0.

= Agujero negro de Kerr-Newman de simetria axial, con carga @ # 0 y rotacion

J 0.

FiGurA 2.6: Exposicién de 7 millones de segundos del Campo Profundo Sur de Chan-
dra. Muestra cientos de agujeros negros supermasivos, cada uno situado en diferentes
galaxias. Imagen de [6].
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2.3. Evidencias directas e indirectas de agujeros negros.
Existe otro tipo de clasificacién de agujeros negros segin su masa M:

» Agujeros negros supermasivos (SMBHs), cuyas masas son 10°My < M <
10'°My,. Suelen observarse en el centro de casi todas las galaxias, en nicleos
activos de galaxias ¢ y en cuasares 7 [31], [65].

= Agujeros negros de masa intermedia (IMBHs), cuyas masas comprenden el rango
10°Mg < M < 109M, [31], [65]. Pueden formarse o bien como remanentes de
estrellas de la poblacion I1 ® o bien mediante el colapso de un disco protoga-
lactico estable ? o mediante procesos dinamicos en ctimulos de estrellas masivas.

» Agujeros negros de masa estelar (SBHs), cuyas masas comprenden el rango
10Mg < M < 100Mg [31], [65]. Son los remanentes de estrellas con M > 20M.
Se han observado principalmente en sistemas binarios de rayos X y como fuentes
de las ondas gravitacionales.

= Microagujeros negros, son objetos hipotéticos que tras formarse se evaporan
inmediatamente a través de la emision de radiacion de Hawking [141], [65].
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F1GURA 2.7: Imagen izquierda: Primera imagen de un agujero negro, utilizando las
observaciones de Event Horizon Telescope en el centro de la galaxia M87. Fuente: [2].
Imagen derecha: Ubicacion de HR 6819 en la constelacion Telescopium. Fuente: [23].

Son conocidas numerosas evidencias tanto de agujeros negros supermasivos (SMBHs)
como de agujeros negros de masa estelar (SBHs). El 10 de abril de 2019 fue publicada
la primera imagen de la historia de un agujero negro [35], en concreto de uno super-
masivo, localizado a 55 millones de anos luz en la galaxia M 87, utilizando el Event
Horizon Telescope 9] [4], [71]. Entre otras evidencias de SMBHs, como TON 618 el
agujero negro méas masivo del que se tiene constancia con 6.6 - 101°M¢, [126] o la cavi-
dad de 100-10° afios luz en el Superctimulo del Serpentario descubierta el 4 de febrero
de 2020 originada por la mayor explosién conocida después del Big Bang provocada
por la eyeccion de 270 - 10M, de un SMBH [51], se incluye Sagittarius A* localizado
en el centro de nuestra galaxia y cuyo descubrimiento fue galardonado con el premio
Nobel de Fisica 2020 para Reinhard Genzel y Andrea Ghez, junto con Roger Penrose
por sus estudios sobre los agujeros negros como predicciéon s6lida para la teoria de la

5 Region compacta que tiene una luminosidad mas alta de la normal en el centro de una galaxia,
cuyas caracteristicas indican que no ha sido producida por estrellas.

"Nucleo activo de una galaxia extremadamente luminoso, en el cual un agujero negro supermasivo
se encuentra rodeado por un disco de acrecidén gaseoso.

8Primera generacion de estrellas formadas tras el Big Bang.

9Galaxia en proceso de formacion.

10Una colaboracion internacional que trabaja con ocho radiotelescopios ubicados alrededor de la
Tierra conectados en una red global.
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relatividad [64]. Respecto los SBHs, ademas de las 50 detecciones llevadas a cabo por
las colaboraciones LIGO y Virgo desde la primera detecciéon 2015 hasta la primera mi-
tad del tercer periodo de observacion O3a (01/04/2019 - 01/10/2019), destaca GRO
J0422 + 32 por ser el mas pequeno encontrado hasta la fecha con una masa de 2.1M,
[58] 11; v HR 6819 conocido también como QV Telescopii, cuyo descubrimiento el 6
de mayo de 2020 lo convierte en el mas cercano al Sistema Solar y en el inico sistema
de agujero negro visible a simple vista 12 [117].

Existen muchas menos evidencias para los agujeros negros de masa intermedia (IMBH),
la mayoria procedentes de ntcleos de galaxias activas de baja luminosidad, ctimulos
globulares o fuentes X ultraluminosas. La tnica evidencia directa de la existencia
de los IMBHs, procede de la senal de onda gravitacional GW190521 resultado de la
coalescencia de dos agujeros negros de 85Mq, y 65M¢ para formar un tnico IMBH de
142Mg, [75], [65].
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FiGURA 2.8: Violeta: Agujeros negros de masa estelar detectados mediante observa-
ciones electromagnéticas. Azul: Agujeros negros detectados mediante las ondas gravi-
tacionales, desde la primera deteccidén hasta los primeros meses de la primera mitad
del tercer periodo de observacion O3a. Amarillo: Estrellas de neutrones detectadas
mediante observaciones electromagnéticas. Naranja: Estrellas de neutrones detectadas
mediante las ondas gravitacionales, desde la primera deteccién hasta los primeros meses
de la primera mitad del tercer periodo de observacién O3a. En el centro podemos ver
claramente el evento GW190521, resultando en un IMBH de 142M,. Imagen de [80].

La astronomia de ondas gravitacionales esta abriendo una nueva ventana para enten-
der el universo. Previamente, la astronomia estaba basada tinicamente en la radiacién
electromagnética. De manera que, a medida que la tecnologia avanzaba, se iban pu-
diendo observar cada vez mas bandas de frecuencia del espectro electromagnético,
adquiriendo nuevas perspectivas y nuevos descubrimientos. La observaciéon de ondas
gravitacionales nos proporciona un medio adicional para estudiar el universo, puesto

HPuesto que el limite superior de masa para una estrella de neutrones es 2.7Mg, la naturaleza de
este objeto compacto sigue siendo cuestionada [58]
12Situado en la esquina suroeste de la constelacién Telescopium, cerca de Pavo y Ara.
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que nos permiten observar sistemas no detectables a través de la radiaciéon electro-
magnética. Combinando las observaciones para un solo evento a través de diferentes
medios, podemos obtener una vision mas completa de las propiedades de la fuente,
marcando una nueva era en la astronomia de multi-mensajeros.

2.4. Categorias de ondas gravitacionales.

De acuerdo con la teoria de la relatividad, cualquier objeto en aceleraciéon que tenga
masa produce ondas gravitacionales, incluso un aplauso. Sin embargo, solo los eventos
més violentos existentes en el universo son capaces de producir ondas gravitacionales
que podamos detectar a través de los instrumentos con base en la Tierra, capaces de
medir deformaciones del espacio-tiempo de una milésima del ancho de un protén [116].
Los miembros que componen la colaboraciéon cientifica LIGO, han definido cuatro
clases de ondas gravitacionales basadas en los objetos que las generan y las técnicas
utilizadas para su deteccion:

= Ondas gravitacionales continuas, son aquellas producidas

e 0 bien por un solo objeto masivo que rota con imperfecciones en su simetria
esférica, como una estrella de neutrones;

e 0 bien al orbitar una binaria compacta cuyos objetos, como enanas blancas,
estrellas de neutrones o agujeros negros, se encuentran muy alejados el uno
del otro.

Si la velocidad de giro en ambos casos se mantiene constante, también lo seré la
amplitud y frecuencia de las ondas gravitacionales emitidas, motivo por el cual
se las denomina de esta forma [28].

= Ondas gravitacionales estocasticas. Continuamente, estamos siendo bombardea-
dos por pequenas ondas gravitacionales procedentes desde todas las direcciones
posibles, mezclandose entre si en lo que se conoce como senal estocastica. Estas
ondas son las mas pequenas y dificiles de detectar siendo, una parte de ella,
originada en el Big Bang [28].

= Ondas gravitacionales transitorias que, segin la técnica utilizada en su deteccion,
pueden dividirse en:

e Ondas gravitacionales producidas al orbitar binarias compactas que se en-
cuentran orbitando entre si en una trayectoria inminente de colisién, cuya
busqueda modelada se basa en técnicas de filtrado adaptado. Hasta la fecha,
todos los eventos detectados por LIGO, entran dentro de esta categoria.
Existen tres subclases de sistemas de binarias compactas que generan ondas
gravitacionales:

o Binaria de estrella de neutrones (BNS).
o Binaria de agujeros negros (BBH).
o Binaria de estrella de neutrones y agujero negro (NSBH).

Cada binaria produce un patrén tnico de ondas gravitacionales, sin em-
bargo el mecanismo de generacion es el mismo en los tres casos [28], [100].

e Ondas gravitacionales asociadas a estallidos cortos, producidas por fuentes
desconocidas y de corta duraciéon. Estas biisquedas son no modeladas y se
basan en la identificacién de exceso de potencia en el dominio temporal
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y en el de frecuencia. Existen hipotesis de que algunos sistemas, como las
supernovas o los brotes de rayos gamma, pueden producir ondas gravita-
cionales de este tipo. Su forma de onda es conocida, pero no con el detalle
suficiente como para poder realizar busquedas [28], [82], [100].
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FiGUurA 2.9: Categorias de ondas gravitacionales. Fila superior, de izquierda a derecha:

ondas gravitacionales de binarias compactas y ondas gravitacionales continuas. Fila

inferior, de izquierda a derecha: ondas gravitacionales asociadas a estallidos cortos y

radiacion de fondo de microondas asociado a las ondas gravitacionales estocésticas.
Imagen modificada de [111] y [44].

Con el concepto de fondo estocastico, procedente de este segundo tipo de onda gra-
vitacional, podriamos preguntarnos cuantos eventos individuales existen en los datos
de los detectores.

Las observaciones de ondas gravitacionales procedentes de la coalescencia de agujeros
negros de masa estelar, nos han permitido estimar que cada 2231“;";’% s, es decir, cada
2 — 10 min, se produce dicha fusiéon en algtin lugar del universo visible [130]. Para la
coalescencia de binarias de estrellas de neutrones, la fusién se produce cada 13f39

Una pequena fracciéon de estas coalescencias, es detectada como eventos de ondas gra-
vitacionales que pueden resolverse individualmente mediante los detectores Advanced

LIGO y Advanced Virgo. El resto contribuye a un fondo estocéstico [130].

Entonces, la respuesta a la pregunta es: No lo sabemos, pero si podemos saber cuéntos
eventos totales hay durante el tiempo de observacion. Es decir, somos capaces de
determinar la tasa global de fusion entre agujeros negros en el universo. Es més, por
primera vez podemos determinar cudl es la densidad de masa total de agujeros negros
en el universo, gracias a una nueva busqueda astrofisica para el fondo estocastico de
ondas gravitacionales. Para ello, en febrero de 2018, se publicé un nuevo método que
aplica la estimaciéon de pardmetros bayesianos a todos los datos disponibles a través
de simulaciones de Monte Carlo. En éste, se estima que la busqueda podria detectar
el fondo estocastico de una senal procedente de la binaria compacta de dos agujeros
negros con tan solo un dia de los datos procedentes de los detectores cuando lleguen
a la sensibilidad de diseno, en comparaciéon con los aproximadamente 40 meses que se
utiliza en las busquedas de correlacion cruzada [130], [127].

Con este nuevo instrumento, podriamos aprender sobre las poblaciones de agujeros
negros en el universo primigenio, podriamos combinar los resultados de esta busqueda
con detecciones confirmadas y detecciones candidatas para eliminar el sesgo inherente
a ver unicamente las senales de mayor amplitud con mayor facildiad y se podria
generalizar dicho método para aplicarlo a estrellas de neutrones, o para detectar el
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fondo de ondas gravitacionales que quedé tras el nacimiento del universo en el Big
Bang [127].

Esta tesis, se centra en el estudio de las ondas gravitacionales producidas por la
coalescencia de binarias compactas (CBC), en concreto aquellas producidas por la
fusién de dos agujeros negros.

2.4.1. Ondas gravitacionales producidas por CBCs.

El mecanismo que genera las ondas gravitacionales producidas por la coalescencia de
binarias compactas, ocurre a lo largo de miles de millones de afos. A medida que
los objetos compactos orbitan entre si, van emitiendo ondas gravitacionales que se
llevan parte de la energia orbital del sistema. En consecuencia, ambos cuerpos se
acercaran cada vez més, orbitando cada vez mas riapido y por tanto, produciendo
ondas gravitacionales cada vez mas fuertes, es decir, de mayor amplitud y frecuencia.
El final inevitable sera la fusién de ambos objetos, en nuestro caso de dos agujeros
negros, dando como resultado un agujero negro de Kerr perturbado que evolucionaré
a un agujero negro de Kerr [24], [28].

2.4.1.1. Mecanismos de formacién de binarias de agujeros negros obser-
vadas por LIGO.

Existen tres procesos conocidos de formacién de binarias compactas, consistentes con
las observaciones de ondas gravitacionales realizadas por Advanced LIGO: evolucion
comun a través de la fase envolvente, evolucién quimicamente homogénea, formaciéon
dindmica en entornos estelares densos o una combinacion de estas tres interacciones.

El proceso de evolucién comtn a través de la fase envolvente, que describiremos a
continuacion, es el més estudiado de todos ellos. En este escenario, las dos estrellas
nacen en una binaria relativamente ancha. Cuando la estrella més masiva, la principal,
llega al final de su secuencia principal de evolucién, el niicleo empieza a contraerse,
la envoltura rica en hidrégeno se expande y se produce una transferencia de masa
de forma dindmicamente inestable, conocida como fase envolvente comun, hacia la
estrella secundaria. La estrella principal colapsa a un agujero negro, mientras que la
secundaria seguira con su vida evolutiva hasta que, cien mil anos mas tarde, alcance
el fin de su secuencia principal. El proceso vuelve a repetirse, la secundaria empezaré
a transferir masa al agujero negro, que durante esos cien mil afios habréa perdido 2/3
de su masa inicial. Este proceso de transferencia dindmicamente inestable de masa,
conduciré a la formacién de una envoltura de gas alrededor de la binaria. Las fuerzas
de arrastre sobre el agujero negro, conduciran a una orbita en espiral. La energia
orbital disipada se deposita en la envoltura, llegando a expulsarla. Tras una mayor
pérdida de masa impulsada por el viento de la secundaria y su colapso en un agujero
negro, se forma la binaria de agujeros negros. Todo este transcurso, desde la formacion
de la binaria estelar hasta la formacién de la binaria de agujeros negros dura millones
de anos, mientras que la subsiguiente emisién de ondas gravitacionales puede durar
miles de millones de afios antes de que se fusionen [89].

En el segundo proceso, la evolucién quimicamente homogénea, propio de estrellas de
alta masa y baja metalicidad '3, no se contempla la expansion de la envoltura rica en
hidrégeno y como consecuencia, la mayor parte de la masa de la estrella se invierte en
la creacion del agujero negro, frente al 30 — 50 % que se suele invertir. De esta manera,
la escala de tiempo para la fusién de ambos agujeros negros, que no se han transferido
masa entre si, se reduciria significativamente para una separacion dada [89].

13 Abundancia relativa de elementos mas pesados que el helio.
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La ultima posibilidad de formacién admite la posibilidad de que las agujeros negros
no se hayan formado en la misma binaria estelar, sino que se formaron en un entorno
estelar denso de forma independiente, como un ctumulo globular. Al igual que los
objetos més masivos del cimulo, ambos agujeros negros se hundirdn hacia el centro.
Una vez alli, podran formar binarias a través de interacciones a tres cuerpos, o cuando
en una interaccién 2 + 1 el objeto mas ligero sea expulsado a favor de los dos objetos
més pesados que formen la binaria. Para que la binaria formada no se vea afectada por
las demas estrellas en el cimulo, cada componente deberé tener una velocidad orbital
mayor que la velocidad de los demés objetos. Si la densidad de los agujeros negros es
lo suficientemente alta como para asegurar una tasa adecuada de interacciones con las
demas estrellas, la binaria “se endurecerd” hasta que sea lo suficientemente compacto
como para fusionarse mediante la emision de ondas gravitacionales [89].

Los tres canales de formacién descritos, no tienen por qué ser distintos e independien-
tes. La misma binaria puede haberse beneficiado de multiples tipos de interaccion,
mientras se dirigia a la coalescencia. Los agujeros negros agrupados por interacciéon
dindmica en ciimulos globulares, pueden ser parte de binarias de transferencia de ma-
sa. Por el contrario, las binarias de transferencia de masa pueden verse favorecidas
por encuentros dinamicos posteriores. También podria darse el caso en que la estre-
lla més masiva de una binaria aislada, pudiera evolucionar quimicamente de manera
homogénea, mientras que su companera menos masiva se expande y dona masa [89].

2.4.1.2. Fases de la onda gravitacional.

Las ondas gravitacionales son producidas durante todo el proceso generando una se-
nal conocida como chirrido [63], como la representada en la figura (2.10), que puede
dividirse segtn las caracteristicas del ciclo de vida de la binaria en tres etapas:

= Fase de evolucién suave, durante la cual los agujeros negros orbitan entre si acer-
candose mutuamente al mismo tiempo que van generando ondas gravitacionales

[86].

= Fase de fusion, momento en el que colisionan originando a un agujero negro de
Kerr perturbado [86].

= Fase de estabilizaciéon, donde se emiten las dltimas ondas gravitacionales hasta
que el agujero negro de Kerr se estabiliza [86].
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FiguraA 2.10: Comparacion entre la senal reconstruida de la onda gravitacional del

primer evento detectado GW150914 visto por el detector H1 en Hanford con su senal

numérica calculada a partir de la teoria de la relatividad, para las tres etapas del evento:
fase de evolucion suave, fase de fusion y fase de estabilizacion. Imagen de [84].
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Una forma de validar la teoria de la relatividad, es comparando las caracteristicas
existentes en estas tres etapas desde el punto de vista experimental con las predichas
numéricamente por la teoria. Por ejemplo, en la figura (2.11), observamos la consis-
tencia entre ambas medidas en la interseccién entre los parametros de espin y masa
del agujero negro final, determinados a partir de los datos de la onda gravitacional
recibida, con las restricciones surgidas al utilizar la descripciéon numérica en todas las
fases de la onda, IMR en inglés, es decir, inspiral, merger y ringdown [86].
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FIGURA 2.11: La linea discontinua muestra la region con un 90 % de probabilidad de

contener el valor real de masa y espin del agujero negro final, obtenido a partir de los

datos en la fase de evolucién suave. La linea discontinua punteada muestra la misma

region, obtenida a partir de los datos en la fase de fusién y estabilizacion. La linea

continua senala la regién sobre ambos parametros al utilizar la descripciéon basada en

la teoria de la relatividad numeérica en todas las fases de la onda gravitacional, IMR en
inglés. Imagen de [86].

En el siguiente capitulo estudiaremos céomo se realiza el analisis de datos y la estima-
cion de parametros para generar figuras como ésta (2.11), conocidas como graficos de
esquina, asi como una descripcion del modelo IMR utilizado en esta tesis.

2.5. Derivacion de la soluciéon de la ecuaciéon de onda gra-
vitacional en el vacio.

Antes de que la teoria de la relatividad general estuviera terminada, Einstein tenia
claro que su teoria implicaria la predicciéon de ondas gravitacionales. Pocos meses
después de completarla, Einstein (1916-1918) elabor6 las propiedades basicas de estas
ondas [134].

Las ondas gravitacionales son perturbaciones en la curvatura del espacio-tiempo que
se propagan a la velocidad de la luz producidas, en nuestro caso concreto de estudio,
por uno de los eventos astrofisicos més violentos existentes, la colision de dos agujeros
negros.

Con el objetivo de identificar la dindmica del propio espacio-tiempo, codificada en
las perturbaciones h,, de la métrica en la aproximacion de campo débil, podremos
observar la derivacion y propiedades de las ondas gravitacionales. Ademés analizare-
mos el efecto de las ondas sobre masas de prueba y describiremos la emisiéon de las
ondas gravitacionales desde un sistema binario de estrellas a través del formalismo
cuadrupolar. Finalmente, estudiaremos las clases de ondas gravitacionales existentes,
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particularizando en nuestro caso de interés, aquellas producidas por la coalescencia de
binarias compactas.

2.5.1. Ondas planas en la teoria linealizada de la gravedad.

Una mirada perspicaz a las ecuaciones de Einstein

Guu = E;:TGT/U/, (2'16)
nos hara reconocer que, al fin y al cabo, podrian ser ecuaciones diferenciales con pro-
piedades interesantes. La mejor manera para observar este efecto es introduciéndolas
a situaciones de campo débil. En este régimen, el espacio-tiempo es préacticamente
plano. De forma que puede aproximarse la métrica por una de Minkowski 7,, mas
unas perturbaciones 0g,, = h,,, tales que

g,uu — "7;1,1/ + h/p,z/ con |h/“’| < 1. (217)

Se podria entonces expandir las ecuaciones de campo en potencias de 5, manteniendo
tan sélo los términos lineales. Esta asuncién es coherente con la derivacion de las
ondas gravitacionales en el sentido de que las ondas, lejos de las fuentes que las
producen, tienen unos radios de curvatura en sus frentes enormes en comparacién con
su longitud de onda, al igual que el radio de curvatura del espacio-tiempo a través
del cual se propaga. Esto significa que, sin pérdida de generalidad, podemos idealizar
las ondas con un frente plano, propagandose a través del espacio-tiempo plano [134]
14 El formalismo resultante es el conocido como ’teoria linealizada de la gravedad’.
Adoptando la ultima expresion para los componentes de la métrica, en el apéndice
(A) se ha derivado en detalle los ingredientes necesarios para linealizar la teoria de la
relatividad [93].

Una vez definidos los tensores linealizados necesarios, reescribiremos las ecuaciones de
Einstein de manera que podamos obtener una ecuacién en términos de la perturbacién
de la métrica h,g. Utilizando coordenadas geométricas G = 1 y ¢ = 1, las ecuaciones
de Einstein quedan,

Gap = 81T ,p. (2.18)

Introduciendo el tensor de Einstein linealizado (A.20), obtenemos
—8u8ahg + 6a85h+Dha5 — 6u85h§+

(2.19)
1ap (0,0,h" —Oh ) = —167T s,

donde O es el D’Alembertiano O = 0“9, = n*? 0003.

Redefiniendo la perturbacién con la forma del tensor de Einstein Gog = Rog— % guwRy
operando con cuidado, podremos eliminar de esta expresion los términos dependientes
de la traza h. Asi, sea

- 1
hag = hap = 5nagh (2.20)
que verifica h = h? = —h, su inversa sera:
_ 1 -
hag = hap — 577a,8h- (2.21)

'Richard Isaacson desarrollé en 1968, una formulaciéon geométrica de la teoria de las ondas gra-
vitacionales propagandose a través del espacio-tiempo curvo. Un resumen de las ideas principales de
su analisis, puede encontrarse en [134].
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Introduciendo esta ultima expresion en (2.19), obtenemos:

Ohas+10s0,00h" — 8,050l — 9,005+
1 . -1 - 1 -1 _ (2.22)
+§77a5|:|h - 801th - 577a[3|:|h + an‘aﬂh + iaaagh = —167TTa5
Simplificando:
Dhap + NapOudyht — 0,05hk — 0,00l = =167 Ty (2.23)

El primer término en estas ecuaciones linealizadas es el conocido D’Alembertiano del
espacio plano, los otros términos sirven simplemente para mantener las ecuaciones con
invariancia gauge. En el apéndice (B), podemos encontrar la definicién de transfor-
macién gauge e invarianza gauge, en términos de la perturbaciéon de la métrica.

Para finalizar el desarrollo de (2.23) y llegar a la ecuacion de onda para la perturbacion
deberemos aplicar una “transformaciéon coordenada infinitesimal”, es decir, el cambio

gauge,
x%uevo(’])) = xf;iejo(lp) + ga(P)v (224)

que produce o
hzzljevo — hZZVEJO _ 8ufu — aufm (2.25)

siendo £*(P) los generadores de cambio gauge, elegidos para imponer la condicion
Phas =0, (2.26)

conocido como gauge de Lorentz. Estas condiciones gauge son anéalogas a las de elec-
tromagnetismo: 0%A, = 0.

Introduciendo las transformaciones gauge sobre las perturbaciones (B.10) en las per-
turbaciones (2.20):

_ 1 -
ap = Nag = 5Mash’ = hap = (Oals + Os€a = Napdut”). (2:27)
Su divergencia:
0%l = 9 hap — 070a&s — 07 0pa + 0agd° 08", (2.28)

Operando un poco el segundo y el tercer término se anulan, de manera que la diver-
gencia de las perturbaciones transformadas queda

01l = 0°hop — Oa, (2.29)

con 8386 = [ el D’Alembertiano.

Las coordenadas consistentes con el gauge de Lorentz (2.26) son aquellas tales que
Déa = Fa(x)y (230)
donde F,(z) = 0%hap es una funciéon dada por la configuracion inicial. De esta manera
9°hlyz = 0. (2.31)

En consecuencia, gracias a este gauge, la ecuacion (2.23) se liberaré automaticamente
de los términos de la divergencia sobre la perturbaciéon obteniendo la conocida ecuacion
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de onda para la perturbacion:
Ohag = —167T,p. (2.32)

Las condiciones de gauge (2.26), las ecuaciones de campo (2.32) y la definicion de
métrica

— 1 _
g,ul/ = 77“1/ + hu’/ = ”7“’/ + h/“/ - 5"7#’/]1? (233)

son las ecuaciones fundamentales de la teoria linealizada de la gravedad escritas con
el gauge de Lorentz [93], [134].

2.5.2. Ondas gravitacionales en el vacio.

Después de ser emitidas, las ondas gravitacionales se propagan a través de la materia
sin ninguna impunidad, es decir, se propagan como en el vacio, incluso cuando hay
materia y campos presentes. De manera que, podemos analizar dichas ondas consi-
derando que se propagan en un espacio-tiempo plano y vacio [134]. Por lo tanto, las
estudiaremos utilizando la teoria linealizada de la gravedad en el vacio. En el gauge
de Lorentz (2.26), las ecuaciones de propagacion para campos gravitatorios en el vacio
son aquellas donde T3 = 0, es decir alejadas de la fuente que las produjo:

Ohag = 0. (2.34)

Las soluciones mas simples a estas ecuaciones linealizadas es la solucién de onda plana
monocromatica:

hag = Aqpgexp (ik z*), (2.35)
donde A, son los coeficientes correspondientes a la amplitud y &, el 4-vector de onda
que satisfacen

kKt =0, (2.36)
Aguk = 0. (2.37)

Esta solucién describe una onda con frecuencia
w= k= (k2 + k2 + Kk2)/2, (2.38)
que se propaga a la velocidad de la luz en direccion (1/k%)(ky, ky, k).

Un primer vistazo a la amplitud A, de esta onda plana, nos hace pensar que parece
tener seis componentes independientes (diez, menos las 4 condiciones de ortogonalidad
Anuk? = 0). Pero no puede ser asi, puesto que el campo gravitatorio en relatividad
general tiene dos grados de libertad dinamicas, no seis. Tenemos que tener en cuenta
la arbitrariedad relacionada con la libertad de gauge. El vector de onda plana

£¢ = —iC%exp (ikya"), (2.39)

con C'* cuatro constantes arbitrarias, genera una transformacion gauge que puede
cambiar arbitrariamente cuatro de las seis componentes independientes de A,g. De-
bemos deshacernos de esta arbitrariedad escogiendo un gauge especifico, conocido
como el gauge transverse-traceless (TT) descrito en el apéndice (B). Este nuevo gauge
adquiere el nombre de transverse-traceless o TT, puesto que con el, la perturbacion
de la métrica es puramente espacial, transversal a la direcciéon de propagaciéon de las
ondas, es decir la direccion z, y no tiene traza [93], [134].
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2.5.2.1. Polarizacién de una onda plana propagiandose en la direcciéon z.

Consideremos una onda plana monocromética propagandose en la direccién z. Las
C Tr __ TTr — Tr __ TT _
condiciones gauge TT, hy, = 0, 8jhij = zkjhij =0y hy; = 0, revelan que las
hTT 15
af

tinicas componentes de que permanecen son [93], [134], [88]:

BIT = —IT = Ay exp (—iw(t — 2)),

o 7 . (2.40)
hyy = +hy, = Ax exp (—iw(t — 2)),

donde A, y Ay representan los dos modos de polarizacién independientes. En su
forma matricial:

0 O 0 0
0 Ay Ay O .

hgf =1 A:: 714: o | &P (—iw(t — 2)). (2.41)
0 O 0 0

El elemento de linea correspondiente segiin la métrica g, = 7 + hyy, serd

ds® = —dt* + (1 — hy)dz? + (1 — hy)dy® + 2hydady + dz*. (2.42)

2.6. Efecto de las ondas gravitacionales sobre masas de
prueba.

En el apéndice (C), se deriva la ecuacion de desviacion geodésica en el sistema de
referencia del detector (C.17), asumiendo que la separacion entre dos masas de prueba
es pequena en comparacion con la longitud de onda de la radiacién. En esta seccion,
utilizaremos dicha ecuaciéon para estudiar el efecto de las ondas gravitacionales sobre
estas masas de prueba; en concreto como cambian sus posiciones durante su transito.
Considerando un anillo de masas de prueba inicialmente en reposo en el sistema de
referencia propio del detector y fijando el origen en el centro del anillo, & describira
la distancia a una masa de prueba con respecto a su origen.

Sea una onda gravitacional propagandose a lo largo de la direccién z y un anillo
de masas de prueba localizado en el plano (z,y), perpendicular a la direccion de
propagacion. Una onda propagandose en direccion z, tendréd como componentes de la
perturbacion hiTjT nulas en z, en i = 3y j = 3. De manera que, segun (C.17), si las
masas de prueba estaban inicialmente en z = 0 se mantendran en z = 0, quedando
el desplazamiento confinado en el plano (z,y). Por lo tanto, las ondas gravitacionales
son transversales no solo desde un punto de vista matematico (satisfacen 0;h;; = 0),
sino también por su efecto fisico: desplazan las masas de prueba transversalmente,
con respecto a su direcciéon de propagacion. En la figura (2.12) podemos representar
los diferentes efectos de las polarizaciones + y x de la onda gravitacional, sobre este
anillo de pruebas inicialmente en reposo en el plano (z,y), a lo largo del tiempo para
diferentes frecuencias w, cogiendo como origen temporal hiTjT =0ent=0,

nIT = ( Z: —hfl >sinwt (2.43)

con los indices espaciales 7,7 = 1,2 sobre el plano (z,y) [88].

15Perturbacion de la métrica en el gauge TT.
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F1GURA 2.12: Deformacion de un anillo de masas de prueba debido a las polarizaciones
+ y x de la onda gravitacional. Imagen del libro [88].

Estudiemos por separado ambas polarizaciones. Tomando la posicién de una masa de
prueba como una perturbacion respecto de una posicion de equilibrio (zg, yo) siendo
dx(t), 0y(t) los desplazamientos inducidos por la onda gravitacional,

€ = (zo + 0x(t), yo + dy(1)) - (2.44)

2.6.1. Polarizacioén h,.

Tras anular la componente hy, la ecuacion (C.17) resulta

0F = —%(xo + 6x)w? sinwt (2.45)
0y = h%(yo + y)w? sinwt . (2.46)

Como podemos observar, el lado derecho de ambas ecuaciones nos indica que las
perturbaciones 0x(t), dy(t) son de orden O(h4); de manera que para un orden lineal
en h podemos despreciar las perturbaciones respecto la posicion de equilibrio (zg, yo),
obteniendo dos integrales inmediatas

Iog
8
—~
~
~—
I

%xo sinwt , (2.47)

h
dy(t) = —%yo sinwt . (2.48)

Podemos construir explicitamente el lugar geométrico de las masas de prueba, ya
observado en la figura (2.12), para darnos cuenta que obtenemos una elipse cuyos
semiejes van cambiando con el tiempo,

2 2
€z Y
=1. 2.49
<4l‘0 ~+ 2x0hy sin wt> * (4y0 — 2yphy sin wt) ( )

Debido a los signos en los denominadores de esta ecuacién, cuando uno de los semiejes
alcanza el valor maximo el otro alcanza el valor minimo, alternandose el uno con el otro
a lo largo del tiempo en las direcciones horizontal y vertical. La deformacién producida
en el anillo de masas de prueba adquiere la forma +, dando origen al nombre de la
polarizacion que produce dicha deformacion: h [88].



2.7. Emisién de ondas gravitacionales. 43

2.6.2. Polarizacion h.

Tras anular la componente A, la ecuacion (C.17) resulta

0t = %(yo + 0y)w? sinwt (2.50)
. hx 2 .
0y = 5 (xo + dz)w” sinwt . (2.51)

Por el mismo argumento que en la seccién anterior, podemos despreciar las perturba-
ciones respecto la posicion de equilibrio (xg,yo), obteniendo

h
dz(t) = %yo sinwt (2.52)

h
dy(t) = %xg sinwt . (2.53)

Construyendo el lugar geométrico de las masas de prueba, observado en la figura
(2.12), a lo largo del tiempo

2 2
x Yy
=1. 2.54
<4x0 ~+ 2y0hx sinwt) * (4yo + 2xph« sinwt> ( )

Debido a los signos en los denominadores de esta ecuacién, los valores méximos y
minimos de los semiejes se alcanzan simultaneamente, de manera que ahora la defor-
macion se lleva a cabo a lo largo de las bisectrices de los dngulos que ellos conforman.
La deformacién producida en el anillo de masas de prueba adquiere la forma x, puesto
que corresponde a una deformaciéon girada 45° respecto a la anterior +, dando origen
al nombre de la polarizacion que produce dicha deformacion: hy [88].

2.7. Emision de ondas gravitacionales.

A continuacion, estudiaremos cémo son generadas las ondas gravitacionales por las
fuentes de materia, en términos del formalismo cuadrupolar.

En el analisis de la generacién de ondas gravitacionales, es de gran utilidad dividir
el espacio-tiempo alrededor de la fuente en diferentes zonas tal y como muestra la
siguiente figura (2.13).
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rm L
e D <
.~ ~ \ \
’ S \
/,, K \\ “
. \
(Strong-fxeld oM \ A \ |
' - ¥ \
rLL . | ! "
! (" 5 : Induction I Local Distant
\ Mm% i zone i wave zone wave zone

7
\ N
x Weak-field / /
N near zone /
*u i’ 7 !
s - / /
----- / ]
!

- ™%
o

FI1GURA 2.13: Regiones del espacio-tiempo alrededor de la fuente de ondas gravitacio-
nales. Imagen de [134].

Siendo la masa de la fuente M, si tiene un tamafio L < M, entonces el espacio-tiempo
dentro y cercano a la fuente se encontrara bastante curvado, por lo que se la denomina
como fuente de gravedad fuerte. Algunos ejemplos de fuentes con esta caracteristica
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son las estrellas de neutrones y las colisiones de binarias de agujeros negros. La region
donde el campo de la fuente es fuerte es aquel cuyo radio medido desde el centro de
masas es de 7 < 10M. La region donde el campo de la fuente es débil se define como
aquel cuyo radio es de 10M < r < X, donde A\ es la longitud de onda reducida emitida
por las ondas. En esta zona, la gravedad de la fuente puede aproximarse bastante
bien por la teoria newtoniana y por tanto, por el potencial gravitatorio de Newton.
Al igual que en el electromagnetismo, la zona A < r < X se la conoce como region de
induccién. La regiéon de la onda empieza en r ~ A = 27\,

Se puede hacer dos grandes distinciones separadas en dos zonas: la regiéon de ondas
local y la regién de ondas distantes. La zona de ondas local, es la parte cercana
a la fuente 7 < rg, donde la curvatura del espacio-tiempo de cuerpos externos y
del universo en su conjunto no son importantes. El modelaje numérico de la onda
gravitacional a partir de la dindmica de la fuente, se lleva a cabo en esta region.
La zona de ondas distantes r > rg, es aquella por la cual las ondas emitidas se ven
afectadas significativamente por los cuerpos externos y por el universo, es decir, por
la curvatura del espacio-tiempo de fondo. La propagaciéon de ondas gravitacionales
desde la fuente hasta la Tierra es tratada desde la region de ondas local hacia afuera,
pasando por la regién de ondas distantes.

Toda la zona en la cual la gravedad es débil y la curvatura del espacio-tiempo de los
cuerpos externos y del resto del universo no son importantes 10M < r < rg, se la
conoce como sistema de referencia local asimptotico en reposo de la fuente [134].

2.7.1. Desarrollo multipolar.

Las ondas electromagnéticas emitidas por una distribucién dindmica de carga pueden
expresarse como la suma de momentos multipolares de la fuente. De forma similar,
las ondas gravitacionales emitidas por una distribucion dinamica de masa/energia y
momento pueden expresarse, en la region de ondas local, como la suma de momentos
multipolares.

En la region donde el campo de la fuente es débil, los momentos de la distribucion
masa/energia apareen en la parte temporal de la métrica en una forma que nos resulta
familiar de la teoria newtoniana,

Zo, Iy, I
=—(14+20) =-1&—&=5&—=&... 2.55
goo ( + ) r 23 ’ ( )

donde r es el radio, Z; es el momento de orden [ y “&” significa “més un término que
tiene la forma”, es decir un término cuya magnitud y dependencia con los parametros
es la que se muestra pero cuyos coeficientes no nos interesan, de momento. El término
monopolar Zy representa la masa total de la fuente, y el momento dipolar Z; se puede
hacer desaparecer colocando el origen de coordenadas en el centro de masas.

De igual manera, en la misma regién donde el campo de la fuente es débil, los mo-
mentos de la distribuciéon de momentos §;, aparecen en la parte espacio-temporal de
la métrica,

S1, S

donde el momento dipolar S es el momento angular de la fuente J.

Sea la masa de la fuente M, su tamano L y sus velocidades internas ~ v, entonces las
magnitudes de estos momentos son

I, ~ ML, & ~ MuvL', (2.57)
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garantizando que los campos cercanos a la region donde el campo de la fuente es débil,
es decir goo ¥ go;, sean adimensionales.

A medida que estos momentos de la fuente oscilan dindmicamente, van producien-
do ondas gravitacionales. La ley de la conservacién de energia evita que el término
monopolar Zy = M oscile, de la misma forma lo hace la conservaciéon del momento
angular evitando que el momento dipolar &1 = Ji oscile, por tltimo, puesto que la
derivada temporal del momento dipolar Z; es el momento lineal de la fuente, este
dltimo principio de conservacién evitard su oscilacién. Por lo tanto, tnicamente los
momentos de orden més bajo podran oscilar contribuyendo a las ondas, es decir, los
momentos cuadrupolares.

Los campos de la onda hy y hx en la region de ondas local de la fuente, deberéd
cumplir con las siguientes caracteristicas: ser adimensionales, decaer como 1/r y poder
ser expresados como una suma sobre las derivadas de los momentos multipolares.

Con estas consideraciones, se garantiza que las ondas puedan expresarse de la siguiente
manera,

&..& (2.58)

2 2 3 3
b oy o PTIOC O z:.;/at

r

028y Ot? &8383 /ot3 ..
T

r

La escala de tiempo por la cual oscilan los momentos es T ~ L/v, por lo que la
derivada temporal producird un factor v/L. En consecuencia, las contribuciones 1-
polares a las ondas tendran magnitudes,

811'1/8# N %Ul, 6l81/8tl N %U(Z—H). (2.59)

T r r r

Esto significa que, para una fuente moviéndose lentamente, es decir aquella cuya ve-
locidad interna v sea pequena en comparacién con la luz, el momento cuadrupolar Zo
producira las ondas gravitacionales mas fuertes. Analogamente al electromagnetismo,
las ondas 3-polares Z y las cuadrupolares S serdn débiles en un factor v ~ L/, las
cuadrupolares Z y 3-polares S seran més débiles v ~ L2/ A2,y asi sucesivamente
[134].

2.7.2. Formalismo cuadrupolar.

Consideremos un sistema gravitatoriamente débil casi newtoniano, garantizado por
tener una fuente de ondas gravitacionales moviéndose lentamente, puesto que la teoria
newtoniana requiere velocidades internas v < 1, como por ejemplo un sistema binario
de estrellas. En su zona cercana, el potencial gravitatorio newtoniano del sistema sera,

O(7) = —/%dvx/. (2.60)

Utilizando coordenadas cartesianas imponiendo el origen en el centro de masas y
expandiendo,
.y . N
1 1 2dgd’ 2Iab(3ad 2% —r6y)

—_— = ey 2.61
|& — 2| 7“+ r3 + 275 + ( )

obtenemos la expansion multipolar del potencial newtoniano

M 3Zxixk
(7)) = —— - =L 7 4 2.62
(@) = —— = "+ (2.62)
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donde M es la masa del sistema y Zj; el momento cuadrupolar,

. 1
M = /pde, g, = /p (x]xk = 37’25jk) dVy. (2.63)

Como mencionamos anteriormente, las oscilaciones del momento cuadrupolar generan
las ondas gravitacionales mas fuertes de la fuente. Estas ondas deben describirse, en
la zona cercana a la fuente y en la regiéon de ondas local, mediante una solucién de
onda para las ecuaciones de Einstein linealizadas con el gauge de Lorentz

P! =0, hy,,* =0, (2.64)

que tengan el limite newtoniano de zona cercana,

ik
3Ljpx’ w

" (2.65)

1 _ _ _ _ _
§(h00 + hgy + hyy + hzz) = hoo = (parte  cuadrupolar de —2®) =
La solucion puede escribirse de la siguiente manera,

Zj(t — .

M] R
r

k

Ijk(t - T)

- [Ijk(t -

hoo = 2 T)] , hoj =2
r Jk

] . (2.66)

donde las coordenadas son cartesianas, r = \/d ;27 2% y los puntos denotan derivadas
temporales.

Debido a que la perturbacion de la métrica de traza inversa (2.66) en la zona de onda
local tiene la forma de velocidad de propagaciéon de la luz, ademas de un decaimiento
muy lento 1/7, podemos determinar el campo de ondas gravitacionales hJTkT a partir de
dicha perturbacion realizando una proyecciéon TT, obteniendo lo que se conoce como
ecuacién cuadrupolar para la generacién de ondas gravitacionales:

hiy =2

. T
IJ"“(t_T)] . (2.67)

T

En el articulo “Sur la dynamique de 1’électron” de 1905, Henri Poincaré introdujo por
primera vez el concepto de onda gravitacional al asumir que la gravedad se propagaba
a la velocidad de la luz. Aplicando este concepto a la teoria de la relatividad, Einstein
derivo en 1916 la ecuacion anterior (2.67), representando la primera formulacion de
las ondas gravitacionales.

Notemos que esta expresion se basa en las ecuaciones de Einstein linealizadas y en
el potencial newtoniano en el sistema de referencia local asimptético en reposo de la
fuente. Por lo tanto, esta formula cuadrupolar es también valida para fuentes mo-
viéndose lentamente que tienen una fuerte gravedad interna, como las estrellas de
neutrones que giran lentamente, siempre y cuando leamos el momento cuadrupolar
Tk (t — ) a partir del potencial newtoniano (2.62) en la zona cercana del campo débil
de la fuente y no intentemos calcularlo mediante la integral de volumen newtoniana

(2.63).

Cuando la fuente es aproximadamente newtoniana, de manera que podamos utilizar
la integral de volumen (2.63) para calcular el momento cuadrupolar, entonces la deri-
vacion de las ondas se simplifica al determinar en su lugar el segundo momento de la
distribucién de masa

L = / pxlxFdV,, (2.68)
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que difiere del momento cuadrupolar inicamente por su traza. Por lo tanto, debido a
que la proyeccion TT no afecta a la traza, el campo de ondas gravitacionales (2.67)

sera [134]
Lt -n]""
Wi =2 [J’“rr] . (2.69)

2.7.3. Magnitud de la perturbaciéon de la onda gravitacional.

Podemos obtener la magnitud de la perturbacién de la onda gravitacional, a partir
de esta aproximacion newtoniana de la ecuaciéon cuadrupolar (2.69). Notemos que
la derivada segunda del momento cuadrupolar, es la parte no esférica de la energia
cinética interna de la fuente. Es decir, puesto que las fuentes fuertes seran no esféricas,
tendremos que I ~ ML?, donde M es la masa y L su tamaifio, en consecuencia
I ~ 2Mv? ~ 4E75 . con v su velocidad interna y EjS la parte no esférica de la
energia cinética interna [134], [135]. De esta manera, obtenemos

b _ AG(ER/)
b Shin 2l C), (2.70)

donde hemos escrito la segunda expresion con las unidades convencionales, adimen-

) . ns
sionalizando E}’3 .

Esta ecuaciéon manifiesta que, para que la onda gravitacional irradie con fuerza, la
fuente debe tener una energia cinética interna, no esférica, muy grande. La forma
méas conocida para lograrlo, es a través de la gravedad. La conservaciéon de la energia
cinética o el teorema del virial, nos dice que cualquier energia cinética inducida gra-
vitacionalmente debe ser del orden de la energia potencial gravitatoria de la fuente.
Con el fin de obtener una energia potencial enorme, se requiere que la fuente sea muy
compacta, como los agujeros negros y estrellas de neutrones en coalescencia [135].

Para este tipo de objetos, la energia cinética interna, no esférica, es del orden de masas
solares. Consecuentemente, la ecuacion (2.70) nos dice que h ~ 10722 para aquellas
fuentes situadas a la distancia Hubble ', h ~ 1072! para una distancia méas coherente
con las coalescencias producidas 200 Mpc, h ~ 1072° para el cimulo de Virgo a 15 Mpc
y h ~ 10717 en los confines de nuestra galaxia a 20 kpc. Estos resultados, establecen
la escala de sensibilidad de los interferémetros terrestres: h ~ 10721 — 10722 [135].

2.7.4. Ondas gravitacionales emitidas desde un sistema binario de
estrellas.

Esta tesis se centra en el estudio de ondas gravitacionales procedentes de la coalescen-
cia de binarias compactas, por este motivo describiremos a continuacién la emisién de
ondas gravitacionales en este tipo de sistemas.

Denotemos las estrellas con los indices A y B cuyas masas seran M 4 y Mp, de manera
que su masa total y su masa reducida sean,

MaMp

(2.71)

Supongamos ademés, por simplicidad, que la 6rbita de la binaria es circular con una
separacién a entre el centro de masas de las estrellas. Por lo tanto, por la ley de kepler,

163000 Mpc, es decir, 10° afios luz.
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la velocidad angular orbital vendra dada por

Q=+/M/a?, (2.72)

y las o6rbitas de las dos estrellas seran

M M M M
T4 = ﬁBacoth, Yya = ﬁBasith, rp = —WAaCOSQt, Yp = fﬁasinﬁt.

' (2.73)
El segundo momento de la distribucién de masa, (2.68), es Ij, = MAIQQ?IIZ-FMB‘TJBSU%.

Introduciendo las orbitas (2.74), obtenemos las siguientes componentes no nulas,
Ly = pa’cos®Qt, Iy, = pa?sinQt, Iy = Iyy = pa?cos®QtsinQt. (2.74)

Notando que cos?Qt = 3 (1+c0s20t), sin®Qt = 3(1—cos2Qt) y cosQtsinQt = 3sin20t
y determinando la derivada temporal segunda, obtenemos

Ie = —2u(MQ)?Bcos20t, I, = 2 (MQ)?/3cos200t, (2.75)

Loy = I = —2u(MQ)*3sin20. (2.76)
Para determinar el campo de onda gravitacional (2.67), debemos proyectar la parte
TT de Ij;. La proyeccion se realiza méas facilmente en una base simétrica ortonormal,
ya que allf la parte transversal es solo la proyeccion en el plano € y € 5y la parte TT
tiene como componentes

I = —Igg = 5 g5 = 155), (L) = 145 (2.77)
Necesitaremos calcular estas cantidades en ¢ = 0, es decir en el plano x — z, puesto
que el movimiento ciruclar garantiza su dependencia en t y ¢ debe ser solamente a
través de la cantidad Qt — ¢. En ¢ = 0, é’q; = €zcos — €,sinl y é’q; = €y, de manera
que las tnicas componentes no nulas de las matrices de transformacion desde la base
cartesiana a la parte transversal de la base esférica son L% = cosf, L% = —sinG,Lz =1
Utilizando esta matriz de transformacioén, obtenemos en ¢ = 0,

(féé)TT = —(fw))TT = —(1 + cos?0) W(MQ)*Bcos[2(t — ¢)], (2.78)
(I95)™" = +(I35)"™" = —2cos0p(MQ)*Psin[2(0t — ¢)]. (2.79)

El campo de onda gravitacional (2.69) es 2/r veces esta cantidad evaluada en el tiempo
retrasado t — 7.

Escogiendo los siguientes tensores de polarizaciéon convencionales

é+=(€é®€é—€¢;®€¢;), é‘X:(é‘é@é’$+é‘$®é‘é)’ (2.80)
con € = %%, €)= m%, entonces las ecuaciones (2.69), (2.78) y (2.79) nos dicen,
que el campo de onda gravitacional es

hiy =hyel, + hyel,, (2.81)

con

p(MGQ)*/3

" cos[2(Qxt — Qr — ¢)],

(2.82)

D .
hy = hgg = ~[5(t =)™ = =2(1 + cos0)



2.7. Emisién de ondas gravitacionales. 49

¥ 2/3
S e

03 sin[2(2t — Qr — ¢)], (2.83)

donde hemos expresado las amplitudes de estas ondas en términos de la cantidad
adimensional (MQ)?/3 = M/a = v?, con v la velocidad relativa de las dos estrellas.

Notemos que, visto desde el eje polar § = 0, hy y hyx son idénticos exceptuando un
desfase de pi/2. Esto significa que, el movimiento de estiramiento-compresion de la
elipse, rota con una velocidad angular 2. En cambio, un observador que se encuentre
en el plano ecuatorial @ = 7 /2, vera que hy desaparecera, de manera que el movimiento
de estiramiento-compresiéon de la elipse oscilard tinicamente a lo largo de los ejes +.
Observemos ademés que la frecuencia de la onda gravitacional es el doble que la

frecuencia orbital,
f= 22 = Q (2.84)
2r o7
Veamos coémo evoluciona la pérdida de energia y momento angular de la binaria.
Puesto que el tensor de energia-momento 7}, produce una curvatura de fondo a través
de las ecuaciones de Einstein G, = 877),,, debe contribuir al cambio de la masa de
la fuente M, el momento lineal P; y el angular J;. A partir de este tensor, pueden

derivarse las siguientes relaciones
M _1<aszjk aszjk> _ 324
dt 5' ot3 0ot T M2
dJ; 2 O* L 3T, df,  1dM dJ, dJ,

(MQ)'0/3; (2.85)

e e O s , - — &y, 2.86
dt L v A Q dt’ dt  dt (2.86)
P
R Y 2.87
o (2.87)

La pérdida de energia y momento angular de la binaria hace que orbiten en espiral ha-
cia adentro, disminuyendo la separacién a de las estrellas y aumentando su velocidad
angular orbital 2. Comparando estas ecuaciones con las estandares para la energia
orbital de la binaria y el momento angular, M — (suma de masas en reposo) =
E=—3uM/a = —%M(MQ)Q/?’, y J. = pa®Q = p(MQ)%3/Q, obtenemos una ecua-
cion para d€)/dt que podemos integrar, resultando

5 1 1 \%8
Q= = ——=—— 2.

donde tg es el tiempo que queda hasta que las dos estrellas se fusionan. Si esta ecuacion
se invierte, podemos obtener el tiempo que falta hasta la fusion en funcién de la
frecuencia de la onda gravitacional [134].
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Capitulo 3

Analisis de datos y estimaciéon de parametros para
CBCs.

Seccion 3.1. Los detectores Advanced LIGO.

Seccioén 3.2. Busqueda de la senal de CBCs, a través de tuberfas de filtrado adap-
tado.

Seccién 3.3. Modelos de forma de onda para CBCs.

Seccion 3.4. Estimacion de pardmetros por inferencia bayesiana.

En este capitulo describiremos cémo se detectan y caracterizan las senales de ondas
gravitacionales a través del método de filtrado adaptado, utilizando un conjunto de
procesos de software conocidos como tuberfas !. Estos analisis empleados en la busque-
da y estimacion de parametros de seniales procedentes de binarias compactas, llevados
a cabo en el dominio de las frecuencias, requieren de unos modelos de formas onda
precisos y de bajo coste computacional utilizados como plantillas para estas senales.
En concreto, lo ideal seria poder tener a nuestra disposiciéon, un conjunto de modelos
con expresiones cerradas que describan las diferentes fases de la onda gravitacional
en el dominio de las frecuencias, con el objetivo de reducir dicho coste computacio-
nal. En este contexto, introducimos el nuevo modelo utilizado en esta tesis publicado
en abril del 2020 por el Grupo de Fisica Gravitacional: teoria y observacion de la
UIB, en colaboracién con la Universidad de Birmingham, la Universidad de Zurich
y la Universidad de Cardiff, conocido como IMRPhenomXPHM [108|. Este modelo
describe la amplitud y fase de los armonicos esféricos que describen una onda gravita-
cional, mediante expresiones cerradas e incorporando armoénicos subdominantes en el
dominio de las frecuencias. Finalmente, estudiaremos las herramientas necesarias para
realizar mediciones astrofisicas, la inferencia bayesiana y la estimaciéon de parametros
utilizando el algoritmo de muestreo estocastico, conocido como muestreo anidado.

3.1. Los detectores Advanced LIGO.

El fisico estadounidense Joseph Weber es considerado el primero en construir un de-
tector de ondas gravitacionales. En 1968 afirmé la obtencion de “una buena evidencia”
de ondas gravitacionales. Sin embargo, sus resultados fueron controvertidos al no po-
der ser replicados y al haberse encontrado errores en el cédigo de su programa. En
1993 los astronomos Joseph H. Taylor Jr. y Russel A. Hulse ganaron el premio Nobel,
tras constatar la existencia de las ondas gravitacionales al descubrir que eran la Gnica
explicacién posible para describir la trayectoria de colisiéon, y por ello la pérdida de
energia, de un sistema binario de dos estrellas de neutrones. La colaboracién LIGO,
fundada en 1997 en Estados Unidos, por el fisico teorico Kip Thorne y los experi-
mentales Ronald Drever y Rainer Weiss tiene como mision la deteccion directa de
ondas gravitacionales, mediante el uso de dos interferémetros similares al empleado
por Michelson y Morley con brazos de etalén Gires-Tournois 2: Advanced LIGO H1
en Hanford, Estados Unidos y Advanced LIGO L1 en Livingston, Estados Unidos
[107], [36]. El instrumento original de LIGO, denominado “Initial LIGO”, tenia como
objetivo el desarrollo del concepto de detector de ondas gravitacionales, participando

1Una cadena de procesos, hilos, corrutinas y subrutinas, conectados de manera que la salida de
cada elemento sea la entrada del siguiente.
2Placas transparentes en las cuales una de sus superficies tiene una reflectividad muy alta.



52 Capitulo 3. Anélisis de datos y estimacién de parametros para CBCs.

en observaciones desde 2002 hasta 2010. Durante este periodo no se detecté6 ninguna
sefial pero, como resultado de lo aprendido en esta ejecuciéon, se lograron enormes
avances en ingenieria. Se inicié entonces el proyecto “Advanced LIGO” por el cual,
entre 2010 y 2014, ambos interferometros se revisaron por completo para incorporar
una ingenieria mucho mas sofisticada [26].
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F1GURA 3.1: Evento GW150914 observado por Advanced LIGO Hanford (H1) y Ad-
vanced LIGO Livingston (L1). Las series temporales han sido filtradas con filtro pasa
banda de 35 — 350 Hz para suprimir las fluctuaciones fuera de la banda de frecuencia
més sensible de los detectores, y filtros elimina banda para suprimir las lineas espectra-
les de los instrumentos que podemos observar en la figura (3.5). Graficos de la primera
fila: Deformacion de los brazos de ambos detectores. Como la senial llegd primero a L1
y 6.9 + 0.5ms después a H1, se ha comparado en la figura de la derecha los datos de
los detectores con H1 desplazado —0.4ms, para considerar la orientacion relativa de
ambos. Gréficos de la segunda fila: Deformacion de las ondas gravitacionales aplicando
la banda 35 — 350 Hz. La onda en rojo representa la forma de onda extraida de la
relatividad numéria consistente con los parametros obtenidos de este evento. Las areas
sombreadas representan regiones con un 90 % de credibilidad para dos reconstrucciones
de formas de onda independientes. El primero, representado en gris oscuro, modela la
senal utilizando plantillas de forma de onda. El otro, representado en gris claro, no uti-
liza un modelo astrofisico, sino que determina la senal como una combinacién de ondas
sinusoidales gaussianas. Graficos de la tercera fila: Residuos que quedan al extraer la
forma de onda numérica filtrada de la serie temporal del detector filtrado. Graficos de
la cuarta fila: Aumento de la frecuencia de los datos de la deformacion con el tiempo.
Imagen de [9].

La primera observacion directa de ondas gravitacionales, se produjo el 14 de septiem-
bre de 2015, GW150914, cuatro dias antes de que se iniciara el primer periodo de
observacion programado. Provenia de la colescencia de dos agujeros negros de 29M,
y 36Mg), liberando una energia en forma de ondas gravitacionales de 3My. En esta
observacion, LIGO estim6 que la potencia maxima liberada en una fracciéon de segun-
do en el momento de la fusion, fue diez veces mayor que la luminosidad combinada de
todas las galaxias de todo el universo visible, es decir, entorno a 40 billones de billones
de billones de billones de vatios; mientras que en la Tierra lo que detectamos fueron
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dos espejos moviéndose en una milésima del ancho de un protén. Tras identificar el
evento como un candidato altamente significativo, la configuracion de software y hard-
ware en ambos detectores Advanced LIGO, se mantuvo fija hasta que se recopilaron
suficientes datos coincidentes como para establecer un limite superior suficientemente
preciso en la tasa de falsas alarmas, utilizando una técnica que describiremos més
adelante en la seccion (3.2). Se necesitaron aproximadamente seis semanas para reco-
pilar los ~ 16 dias requeridos de datos coincidentes [65], [83], [8]. Por la observacion
de ondas gravitacionales y sus contribuciones al detector LIGO, Kip Thorne, Rainer
Weiss y Barry C. Barish recibieron el premio Nobel de Fisica 2017 |[3].

Desde ese historico dia que marcd la primera observacion, los ingenieros de LIGO
han continuado mejorando la sensibilidad de los detectores realizando rondas de man-
tenimiento e instalaciones importantes, en el intervalo de tiempo entre los periodos
de observacion O1 (12/09/2015 - 19/01/2016), O2 (30/11/2016 - 25/08/2017), O3a
(01/04/2019 - 01/10/2019) y O3b (31/10/2019 - 27/03/2020). Durante O2, el 1 de
agosto de 2017, se unid a los dos detectores de Advanced LIGO, por un mes de ob-
servacion, el detector Advanced Virgo en Pisa, Italia; que volvidé a unirse durante
O3a y O30 [1], [85]. El éxito de estas mejoras se evidencia en las muchas mas detec-
ciones de ondas gravitacionales realizadas desde entonces. Durante estos periodos de
observacion, destacan los siguientes eventos:

= GW150914. La primera detecciéon de ondas gravitacionales procedente de la
coalescencia de dos agujeros negros [81].

= GW170814. La primera senal de ondas gravitacionales medida por la red de tres

detectores: Advanced LIGO H1, Advanced LIGO L1 y Advanced Virgo [81].

= GW170817. La primera senal de ondas gravitacionales procedente de la coales-
cencia de dos estrellas de neutrones y también el primer evento observado por
70 observatorios que produjo radiacién electromagnética, marcando un avance
importante en la astronomia de multi-mensajeros [81].

= GW190521. La primera senal de ondas gravitacionales que proporciona la prime-
ra observacién directa de la existencia de los agujeros negros de masa intermedia,
al ser el agujero negro resultante de 142Ms y uno de los dos agujeros negros
que intervenieron en la coalescencia de 85M, junto con otro de 66M.

Con este refinamiento y actualizacién continuo, se espera que los detectores Advanced
LIGO alcancen una sensibilidad 10 veces mayor que la de Initial LIGO, sondeando
1000 veces més el volumen que tenia Initial LIGO. De esta manera, podran anadirse
al rango de observacion numerosos cimulos de galaxias que posiblemente contengan
multitud de estrellas de neutrones y agujeros negros, disponibles cuando Advanced
LIGO alcance dicha sensibilidad de disefio [26], [56].

Las senales procedentes de las ondas gravitacionales son extremadamente pequenas,
en la seccion (2.7.3) vimos que la deformacion esperada para una onda producida por
CBC, es del orden de 1072! m. Para superar este reto, LIGO utiliza dos interferometros
Advanced LIGO H1 y Advanced LIGO L1, similares al de Michelson con brazos de
etalon Gires-Tournois de 4km de longitud en forma de “L”, como podemos observar
en el diagrama de la figura (3.2) [124].

Su funcionamiento es el siguiente, un laser Nd-YAG de 1064 nm 2, capaz de produ-

cir una potencia de 180W, emite un rayo laser de 25 W que atraviesa una cavidad

3Laser de estado sélido de 6xido de itrio y aluminio cristalino dopado con neodimio, cuya emisién
infrarroja caracteristica es de 1064 nm.
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F1cuRrA 3.2: Esquema de un detector Advanced LIGO, que incluye las siguientes me-

joras respecto a los detectores Initial LIGO: una cavidad optica para reflejar la luz

laser repetidamente en cada brazo, un espejo de reciclaje de potencia que incrementa

la potencia del laser y un espejo de reciclaje de sefial para optimizar la senal extraida
en el fotodetector. Imagen de [10].

Fabry-Pérot triangular, cuya finalidad es la de limpiar el perfil espacial del laser, su-
primiendo la fluctuacién del rayo, limpiando su polarizacién y ayudando a estabilizar
su frecuencia. A continuacién, el rayo atraviesa completamente un espejo de reciclaje
de potencia cuyo objetivo es el de aumentar la potencia existente entre dicho espejo
y el divisor de haz hasta los 800 W, reflejando la luz proveniente del lado contrario
al incidente. Al llegar al divisor de haz, la luz se separa a lo largo de dos brazos
ortogonales cuya longitud es aproximadamente la misma L ~ L; = L. En cada
brazo se encontrard con dos masas de prueba, cada una formada por un espejo de
40kg fabricado con sustratos de silice fundido con recubrimientos 6pticos dieléctricos,
suspendido por fibras de silice por un sistema de cuatro péndulos, sostenidos por una
plataforma de aislamiento sismico. Estas masas de prueba forman cavidades Fabry-
Pérot en los brazos, aumentando la trayectoria efectiva del laser, cuya potencia en la
cavidad pasara a ser de 100 kW. Se pueden mover libremente y por tanto variar en un
AL=L—L; 4 su posicion, cuando una onda gravitacional atraviese el detector. Tras
aproximadamente 280 viajes por los brazos de 4km, los dos haces se recombinan en el
divisor de haz. El espejo de reciclaje de senal, es utilizado para ampliar la respuesta
del detector mas alla del ancho de las cavidades del brazo. Antes de que la senal sea
detectada por unos fotodetectores, al igual que en la entrada, en la salida también
existe una cavidad Fabry-Pérot triangular para limpiar las componentes espaciales y
de frecuencia no deseados en la luz. Los fotodetectores son instalados en el vacio, para
evitar el acoplamiento del ruido acistico ambiental al canal de ondas gravitacionales.
Estos rayos que regresan se mantienen desfasados, de manera que cuando por los bra-
zos no ha pasado una onda gravitacional, ambos se restan y en consecuencia no llega
luz al fotodiodo. Cuando una onda gravitacional pasa a través del interfer6metro, las
distancias de los brazos se acortan y se alargan, de manera que los haces se desfasan un
poco menos dando como resultado a que los rayos entren en fase y por tanto captando

4Este cambio es controlado de manera que las variaciones en la salida del fotodiodo o fotodetectores
(la salida del interferometro), sean directamente proporcionales a AL(t) [135].
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algo de luz en el fotodiodo, indicando que existe una sefnial. La luz que no contiene
una senal, se devuelve al interferometro a través del espejo de reciclaje de senal para
aumentar la potencia en los brazos (9], [24], |76], [27], [10], [135].

En la actualidad, ademéas de LIGO y Virgo, existen varias colaboraciones dedicadas
a la observacion de ondas gravitacionales, como GEO 600 (Alemania) [91], KAGRA
(Japon) ubicado bajo tierra cuyas observaciones empezaron el 25 de Febrero de 2020
° [55] y LIGO-India (India) planeado para el afio 2024 [113]. La tercera generaciéon
de detectores esté4 en marcha, incluyendo a los anteriores, DECIGO un observatorio
espacial japonés propuesto para 2027 6. el proyecto europeo Einstein Telescope (en
Cerdena o la Eurorregion Mosa-Rin) un observatorio ubicado bajo tierra propuesto
para 2035 que nos permitird observar el universo hasta la edad oscura cosmologi-
ca arrojando luz a cuestiones fundamentales actualmente abiertas de la fisica y la
cosmologia 7 [43], el proyecto Cosmic Explorer (Estados Unidos) propuesto para su
construccién en la década del 2020 cuyo objetivo sera el de determinar la naturaleza de
la materia méas densa en el universo o probar una prueba independiente a la expansion
del universo, entre otros [112] y el proyecto en conjunto de la ESA y la NASA, LISA
[120], que sera el primer observatorio espacial de ondas gravitacionales propuesto para
2030 cuyo objetivo serd, al igual que el de Cosmic Explorer y Einstein Telescope, el de
estudiar el universo primigenio, estructura de las galaxias y la evolucion estelar [77],
[83], [115].

F1GURA 3.3: Detectores interferométricos de ondas gravitacionales. De izquierda a de-

recha: Observatorio LIGO Livingston, Louisiana, Estados Unidos; Observatorio LIGO

Hanford, Washington, Estados Unidos; Observatorio Virgo, Pisa, Italia. Imagenes de
[25], [143].

3.1.1. Datos obtenidos por el detector.

Ademas de la senal de onda gravitacional h(t), cada detector LIGO registra mas de
200000 canales auxiliares que monitorean el comportamiento del instrumento y las
condiciones ambientales, diagnosticando fallos e identificando correlaciones de ruido
[8]. Los datos obtenidos por el interferometro son modelados como la suma de la senal
més una componente de ruido n(t) [139], [65], [24], [135],

d(t) = h(t) + n(t), (3.1)

®Sustituyendo recientemente a TAMA 300 (Japon). CLIO (Japoén), es un prototipo de detector
que ayuda a mejorar KAGRA.

SB-DECIGO es una mision que planea lanzarse a finales del 2020.

"Permitiéndonos estudiar la naturaleza de la materia oscura (agujeros negros primordiales, nubes
de axiones, materia oscura acumulada en objetos compactos), energia oscura, toda la poblaciéon de
SBHs y IMBHs de toda la historia del universo y la fase de evolucién suave de la estrella de neutrones
y sus fuerzas de marea, entre otros [43].
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donde h(t) es la sefial observada por el detector ®, que ademés de depender de la
ubicacion de la fuente en el cielo (r,6, ) vista desde el propio plano orbital de la
binaria, de su ubicacion en el cielo vista por el detector (dr,, 0, ) y de la polarizacién
de la onda % que determina la rotacion relativa de los brazos del detector con respecto
a las componentes hy y hy °

)

= _ 1 _ — _ AL(t
h(07 ®, 07 ®, wv dL7 t) = @[F-i-(a? 2 ¢)h+(97 ¢7 t) + F>< (97 P, w)hx (97 ¢7 t)] = L( ) )
(3.2)
viene codificada por unas funciones, llamadas patrones de antena, que describen la
sensibilidad relativa del detector en diferentes orientaciones celestes,

1 20 _
F, = H%cos&ﬁcosm/) — cos0sin2psin2y,
- (3.3)
1 0 _
Fy, = H%cos&ﬁsinmp + cosfsin2pcos2.

Esta senal se encuentra enterrada por un ruido de fondo n(t), cuyas fuentes crean
sefiales de varios 6rdenes de magnitud mayor que la recibida por la onda gravitacional.
En la figura (3.4), se muestran todas las fuentes de ruidos en funciéon de su frecuencia.
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FiGURrA 3.4: Graficos del balance de ruido en los canales de ondas gravitacionales de
los dos detectores Advanced LIGO: figura izquierda, detector L1 para bajas frecuencias;
figura derecha, detector H1 para altas frecuencias. La suma del ruido de disparo junto
con el ruido de presion de radiacién, se conoce como ruido cuantico. El acoplamiento
del movimiento residual de los grados de libertad Michelson (MICH) y los existentes
en la cavidad de reciclaje de sefial (SRCL) al canal de ondas gravitacionales, se reduce
mediante una técnica de cancelaciéon anticipada. En bajas frecuencias, actualmente
existe una brecha significativa entre el ruido de deformacién medido y la suma de
la raiz cuadrada de los ruidos investigados. En altas frecuencias, la sensibilidad esta
limitada por el ruido de disparo y la fluctuacion del haz en la entrada. Imégenes del
articulo [10].

Distinguimos dos tipos de ruidos, el ruido correlacionado y el no correlacionado.

8Conocida como la deformacion de la onda gravitacional que acttia sobre el detector o
gravitational-wave strain, en inglés.
9Se eligira la convenciéon de manera que cuando los brazos del detector sean normales a la pro-

pagacion de la forma de onda, éstos coincidan con la componente hy, es decir, para que ¢ = 0
[24].
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El ruido local no correlacionado tiene un impacto significativo en la senal, es el que
podemos ver en la figura (3.4) [139], [65], [24], [10]:

Ruido antropogénico de caracter aciistico, como la actividad humana producida
dentro de una de las habitaciones que albergan las cAmaras de vacio o ruido de
ubicaciones cercanas. Para reducirlo, el personal del detector no ingresa en las
habitaciones que contienen los componentes 6épticos mientras éstos estan toman-
do datos. Este tipo de ruido es monitoreado por acelerémetros, sismémetros y
micr6fonos.

Ruido sismico, produciendo movimientos en el suelo de los instrumentos con
frecuencias de aproximadamente 0.03 Hz a 0.1 Hz. Estas perturbaciones sismicas
son identificadas por una red de sismoémetros instalados en los detectores. Para
inhibir los efectos sismicos cuyo movimiento sea por encima de los 10 Hz, se
utiliza un sistema cuadruple de suspensién en los espejos de los detectores.

Ruido debido a un fallo en el sistema del modulador electro-6ptico de 45MHz,
que se acopla al canal de ondas gravitacionales entre los 10 y 2000 Hz, cubriendo
todo el rango de frecuencias analizado para la busqueda de CBCs. Para detec-
tar y controlar estas cavidades 6pticas dentro del detector, se utilizan bandas
laterales de modulaciéon de radiofrecuencia.

Ruido transitorio que aparecen en ambos detectores LIGO, en el canal de la sefnal
de onda como una forma de “lagrima simétrica” tipicamente entre los 30Hz y

250Hz.

Ruido térmico que afecta a los espejos expandiéndolos y a las suspensiones
debido al calentamiento causado por los laseres. Puede resolverse utilizando
materiales de alta calidad, confinando las vibraciones en una pequena banda de
frecuencia.

Ruido de disparo, debido a la naturaleza estadistica de la deteccién de cuantos
de luz. Una forma de resolverlo es aumentando la potencia del laser mediante la
utilizaciéon de los espejos de reciclaje de potencia.

Ruido de presion de radiacion, la naturaleza cuéntica de los laseres provoca
que cuanto mayor sea su potencia, mayor serd la incertidumbre en el momento
transferido a los espejos. Este problema es resuelto utilizando luz comprimida.

Ruido oscuro, es el ruido electrénico en la senal incidente en los fotodetectores
cuando no captan luz.

Ruido de gas, debido al movimiento térmico de las moléculas de gas existentes
dentro de las cAmaras de vacio utilizadas en las 6pticas Advanced LIGO, dando
como resultado un intercambio de momento con las masas de prueba a través
de colisiones.

El ruido correlacionado es producido por fuentes que afectan a ambos detectores si-
multaneamente, pudiendo imitar un evento de onda gravitacional. Algunos ejemplos
de este tipo son [139], [65]:

Ruido debido al gradiente de gravedad existente en cambios en el campo gra-
vitatorio newtoniano, que de momento no afecta demasiado a las mediciones
realizadas hasta la fecha.

Ruido electromagnético, donde se incluyen los rayos, eventos solares y ruido
impulsado por el viento solar, asi como la comunicacién por radiofrecuencia. Si
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este tipo de ruido fuera lo suficientemente fuerte como para afectar a la senal
h(t), los magnetometros y receptores de radio lo presenciarian con una alta SNR.

= Los rayos cosmicos que producen radiaciéon electromagnética y cascadas de par-
ticulas al entrar en la atmosfera. Como precaucion, se monitorea un detector de
radiacion cosmica en LIGO-Hanford, gracias al cual no se ha observado ningtn
acoplamiento entre las cascadas de particulas y la sefial de onda.

La suma de todas estas fuentes de ruido, nos proporciona la funciéon de densidad
espectral de potencia P,(f) [115]. A partir de esta funcion, se puede definir la densi-
dad espectral de amplitud S,,(f), definida de manera que la integral de P,(f) venga
descrita sobre las frecuencias positivas [95], [118], [65]

S5n(F) = Pu() (34)

donde /2
Po(f) = lim | / n(t)e 2"t qt)?. (3.5)

—0 J_T/2

La representacion de S, (f), como la que tenemos en la figura (3.5), es clave para el
posterior anélisis de datos, manifestando una imagen clara de la sensibilidad y ruido
promedio presente en el detector.
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FIGURA 3.5: Sensibilidad de deformacion para el detector LIGO Livingston (L1) y el

detector LIGO Hanford (H1) durante el primer periodo de observacion. En la curva

gris, se representa la sensibilidad en el disenio Advanced LIGO. La curva verde, senala

la sensibilidad alcanzada durante las pruebas finales de recopilacion de datos (S6) en
intial LIGO. Imagen de [10].

Como observamos en las curvas azul (L1) y roja (H1) de la figura (3.5), ambos detec-
tores alcanzaron una sensibilidad de ~ 10723 Hz71/2 entre los 50 y 300 Hz. Los picos
que podemos observar, son debidos a resonancias mecénicas conocidas, armoénicos en
la red eléctrica y sefiales inyectadas utilizadas para la calibracion [8].

Idealmente, una vez identificada la fuente de un ruido, se modifica el hardware o soft-
ware del instrumento con el fin de reducir su acoplamiento a la senal h(t), de manera
que no afecte a las buisquedas astrofisicas. Si la mitigacién de la fuente no es viable,
entonces aquellos periodos de tiempo en los cuales hay problemas importantes con la
calidad de los datos se omiten, se vetan de las busquedas de ondas gravitacionales [8].

A continuacion, explicaremos el proceso realizado en la busqueda de la sefial de onda
gravitacional en los datos de CBCs, donde se incluye este tipo de vetos. Esta bisqueda
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es el primer paso que se lleva a cabo en el anélisis de datos de CBCs, con el objetivo
de identificar dicha senal en el ruido del detector. Una vez identificada, el siguiente
paso consiste en realizar una estimacion de pardmetros de la fuente, a través de la
estadistica bayesiana.

3.2. Bisqueda de la senal de CBCs, a través de tuberias
de filtrado adaptado.

La identificaciéon de un candidato de onda gravitacional producida por la coalescencia
de binarias compactas en los datos del detector, es un proceso llevado a cabo por
tuberias a través del método del filtrado adaptado.

Cualquier buisqueda de senial en los datos, debera modelar de forma precisa el ruido
del detector. El modelo més simple es asumiendo que este ruido es de naturaleza es-
tacionaria y gaussiana. Bajo estos supuestos, el mejor método para detectar senales
es el filtrado adaptado, que implica la construcciéon de un banco de posibles senales.
Es decir, implica la generacién de plantillas o filtros 6ptimos para las sefiales de on-
das gravitacionales dado el ruido, de forma que, colocdndolas de manera que cubran
el posible espacio de parametros fisicos, se realice la correlaciéon cruzada entre éstas
y los datos de los detectores. Se calculan correlaciones cruzadas para aproximada-
mente cien millones de plantillas, generando grandes costes computacionales. Por este
motivo, el calculo de cada una debe ser eficiente y rapido para poder asegurar que
la estimacién de parametros bayesiana, que se realiza posteriormente, sea manejable.
Las puntuaciones resultantes se distribuyen de acuerdo con la distribucién de Pearson,
x?2, en presencia o ausencia de sefiales. Como podemos intuir de la seccién anterior
(3.1.1), desafortunadamente ambas suposiciones fallan debido a que las estadisticas
del ruido varfan en las escalas de tiempo de las propias seniales y por la presencia de
artefactos intermitentes de naturaleza no astrofisica que claramente no son producidos
por ruido aleatorio gaussiano, conocidos como “defectos”. Estos defectos contaminan la
distribucion y2. Ademas, las plantillas que cubren el espacio de parametros, tienen su-
perposiciones finitas que a menudo se activan generando un pulso de ruido transitorio
[137]. Es decir, los datos del detector contienen dos clases de ruido:

= ruido no estacionario y ruido transitorio no gaussiano debido, ademés de estos
defectos y las superposiciones de las plantillas, a ruido instrumental y ambiental;

= ruido gaussiano, y principalmente estacionario, debido a ruido térmico, ruido
cuéntico y ruido sismico.

Los eventos reales detectables se encuentran en las colas de la distribuciéon x?, por lo
tanto, es crucial corregir adecuadamente la sisteméatica para maximizar la sensibilidad
a los eventos de ondas gravitacionales y estimar tasas confiables de falsas alarmas

(FAR) [140], [137], [18], [39].

El catéalogo oficial de LIGO Scientific Collaboration-Virgo Collaboration (LVC) [7],
presenta eventos de ondas gravitacionales obtenidos a través de dos tuberias indepen-
dientes que utilizan el filtrado adaptado y que cada una esta basada en, el paquete
de software PyCBC y la biblioteca GstLAL, respectivamente; y un algoritmo que no
maneja el filtrado adaptado ni los modelos de forma de onda, utilizado para la bus-
queda de senales transitorias, conocido como coherent WaveBurst (cWB). Tanto la
tuberia PyCBC como la GstLAL, han desarrollado soluciones para resolver las com-
plejidades existentes en los datos [137], [7]. A continuacion, proporcionaremos una
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descripcion general de estas dos tuberias y los métodos utilizados para detectar las
ondas gravitacionales a partir de binarias compactas en los datos LIGO [137].

La figura (3.6) muestra los pasos que utiliza la tuberia para encontrar senales.
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FigurA 3.6: Pasos en el proceso de busqueda de la senal en una tuberia. Cuadrado
azul: Los datos de los detectores son promediados para crear la PSD necesaria, para
poder colocar el catdlogo de plantillas de manera que cubran el espacio de parametros
de la buisqueda. Cuadrados amarillos: Los momentos en que los datos del detector
contienen ruidos transitorios fuertes, se eliminan o se vetan. A continuacion, los datos
de cada detector se comparan, se filtran y los disparadores se generan mediante el
establecimiento de umbrales y la agrupacion de la serie temporal de la relacion SNR.
Se calcula una prueba y? para cada disparador y la SNR se vuelve a ponderar por
el valor de la estadistica de x?, para distinguir mejor entre sefial y ruido. Cuadrados
rojos: La tuberia determina qué disparadores sobreviven a las pruebas de tiempo y
coincidencia de la plantilla, descartando aquellos que se encuentren en momentos de
mala calidad de los datos. Los disparadores que pasan las pruebas, son etiquetados como
eventos candidatos. Finalmente, se realizan multiples desplazamientos temporales para
generar un ruido de fondo, que se utiliza para asignar una significancia estadistica a
los eventos candidatos. Imagen del articulo [137].

La entrada de la tuberia son los datos de deformacién calibrados del detector. Para
poder eliminar los peores periodos de funcionamiento del detector, independientemen-
te de la tuberia utilizada, se estudia la calidad de los datos caracterizdndolos en tres
clases:

= datos contaminados con el suficiente ruido, tal que deben descartarse directa-
mente;
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= datos que se pueden filtrar, pero los candidatos a eventos que se encuentran en
intervalos donde la calidad de los datos es baja, deben descartarse o vetarse; o

= datos aptos para bisquedas astrofisicas.

Tras eliminar los datos que no son aptos para busquedas astrofisicas, la tuberia em-
pieza su analisis, siguiendo los pasos de la figura (3.6).

Como a priori no conocemos los parametros de las ondas gravitacionales en los datos,
se construyen catalogos de plantillas de formas de onda que abarcan el espacio de la
senal astrofisica. Si la masa total de una binaria compacta es menor que M < 12My y
los espines adimensionales de los objetos compactos son pequenos ¢S 2/ Gm%2 <04,
como lo es para el caso de una binaria de estrellas de neutrones, entonces los detectores
son sensibles a la fase de evolucién suave de la forma de onda, de manera que se podré
modular utilizando aproximaciones post-Newtonianas [137]. Si la binaria compacta
tiene una masa total elevada y los espines altos, entonces los modelos analiticos ajus-
tados a la relatividad numérica pueden proporcionar predicciones precisas a la senal.
La ubicacion exacta de las plantillas, depende de la funcién de densidad espectral de
potencia (PSD) P, (f) del detector [137].

Dado que la forma de onda de las senales estd bien modelada, la tuberia utiliza el
método de filtrado adaptado para buscar estas senales en el ruido del detector. La
amplitud y fase de la forma de onda, cuya descripcién veremos en la siguiente seccion,
son maximizadas al construir el filtro adaptado proyectando la senal contra dos fases
ortogonales de la plantilla h(t), dada por hees ¥ hsin. El filtrado adaptado consiste
entonces en un producto interno ponderado en el dominio de frecuencias, utilizado
para construir la relacion senal/ruido (SNR), p(t),

(S‘hCOS)z (5|hsm)2 (5|h008)2 + (5|hsin)2

2
p(t) = + = , 3.6
( ) (hcos|hcos) (hsin’hsin) (hcos|hcos) ( )
donde el producto interno viene definido como
Tuiat S(FYD*(f) o
(s/h)(1) = 4Re / SN omige gy (3.7)
low Sn(f)

con los limites de frecuencia determinados por el ancho de banda en los datos del
detector, h(f) la transformada de Fourier de la plantilla de forma de onda, §(f) la
transformada de Fourier de los datos del detector,

5(f) = / h s(t)e 2 (3.8)

y Sn(f) la densidad espectral de potencia unilateral definida anteriormente (3.4) y
que ahora con esta transformada de Fourier, la especificamos como

o~ 1
<33 >= 59(N(f = 1), (3.9)
donde “< ... >” denota un promedio sobre el ruido y ¢ la funcién delta de Dirac.

A pesar de los estudios sobre la calidad de los datos, los ruidos transitorios de origen
desconocido, atin permanecen tras haber aplicado los vetos pertinentes. Para mitigar
el efecto, la tuberia aplica una funciéon puerta que identifica oscilaciones en los datos
de la deformacion de la entrada s(t), y a continuacion aplica una ventana para poner a
cero los datos alrededor del tiempo de un ruido transitorio, antes del filtrado. Habiendo
eliminado estos ruidos transitorios, la tuberia calcula la SNR, p(t), para cada plantilla
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en cada detector. La busqueda identifica los momentos en que la SNR excede un
umbral predeterminado para una plantilla determinada en los datos de un detector.
La tuberia aplica un algoritmo de agrupamiento, que toma el valor méas alto dentro
de una ventana predefinida de p(t) e identifica los méximos en la serie temporal. Este
proceso genera una lista de momentos en los que puede estar presente una senal,
denominados disparadores [137].

Estos disparadores, generados a través del filtrado adaptado de los datos con el ca-
talogo de plantillas, estan sujetos a una prueba x? que determina si la distribucién
tiempo-frecuencia de la potencia en los datos es consistente con la potencia esperada
en la plantilla de forma de onda coincidente. Esta x?2, es utilizada para calcular la x?
reducida X72~ = x2/(2p — 2) que debe ser cercana a la unidad, donde p son los interva-
los de frecuencia por los cuales se ha dividido la plantilla, que a su vez define la SNR
reponderada,

s o/l (DAY, s xd >

p_{ b si <L (3.10)

cuyo objetivo es el de reducir la ponderacion de los disparadores causados por ruido
transitorio. Habiendo calculado esta SNR reponderada para cada disparador, la tube-
ria descarta aquellos que se encuentren por debajo de un umbral de SNR reponderado
predeterminado [137].

La certeza de la existencia de un evento candidato en los datos, radica en la deteccién
casi simultanea de disparadores observados con la misma plantilla en ambos interfe-
rémetros, en un intervalo de tiempo mayor que 10ms, la velocidad méaxima a la que
viaja la luz entre ellos [84], [8], para tener en cuenta la incertidumbre en la medicion
del tiempo de llegada; y que ademés los pardmetros observados sean consistentes en
ambos detectores. Los disparadores que sobrevivan a la prueba de coincidencia de
tiempo y parametros, son considerados como eventos candidatos [137].

La suma de cuadrados de la SNR reponderada en cada detector, es la estadistica de
deteccién que utiliza la tuberia, para clasificar la probabilidad de que un disparo se
deba a una sefial de onda gravitacional. Para asignar una significacién estadistica a
los candidatos de deteccién, la tuberia mide la tasa de falsas alarmas de la bisqueda
en funcion del valor p.. Puesto que es imposible aislar los detectores de las ondas
gravitacionales, no es posible medir directamente el ruido del detector en ausencia
de senales. Esto, junto con la naturaleza no estacionaria y no gaussiana del ruido,
significa que la tasa de falsas alarmas de la bisqueda, debe medirse empiricamente.
Para ello, se aplica un desplazamiento temporal en los disparadores de un detector
respecto al otro. El desplazamiento temporal minimo, se elige de manera que sea mayor
que la ventana utilizada para determinar si las senales se observan con parametros
consistentes en ambos detectores. Por lo tanto, los eventos en el anélisis con tiempo
desplazado, no pueden deberse a la coincidencia de un par de disparadores producidos
por una senial real. Este desplazamiento temporal se realiza muchas veces generando
un conjunto de datos de fondo que se utilizan para aproximar el ruido de fondo y
estimar la tasa de falsas alarmas de la busqueda. La certeza de un evento candidato
de onda gravitacional, es una medida de la probabilidad de que sea una deteccion falsa
debida al ruido coincidente [8], [137].
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3.3. Modelos de forma de onda para CBCs.

Como vimos en la seccién anterior, las busquedas de ondas gravitacionales proceden-
tes de la coalescencia de binarias compactas, consisten en comparar los datos de la
senal entrante con un catilogo de formas de onda que describen el patréon esperado
que generaria una fuente en concreto, utilizando la técnica de filtrado adaptado. De
manera que, si la sefial detectada es lo suficientemente fuerte, el siguiente paso seria la
estimacion, mediante inferencia bayesiana, de los pardmetros de la fuente que emitio
las ondas gravitacionales [24].

Por lo tanto, los modelos de forma de onda existentes para realizar un analisis de
filtrado adaptado, en el que los datos se correlacionan de forma cruzada con plantillas
que cubren el posible espacio de parametros fisicos, son claves en el anélisis de datos.
Se realizan correlaciones cruzadas para aproximadamente cien millones de formas de
onda, generando grandes costes computacionales. Por este motivo, el calculo de cada
plantilla debe ser eficiente y rdpido para poder asegurar que la estimacién bayesiana
de parametros sea manejable [39].

En la década de los anos 50 los fisicos tedricos Richard Arnowitt, Stanley Deser y
Charles W. Misner, desarrollaron el formalismo ADM para resolver numéricamente
las ecuaciones de Einstein [16]. El principal reto que se encontraron a continuacion, fue
la resoluciéon numérica del problema relativista general de dos cuerpos. Es concreto,
tuvieron muchos problemas con la manera de tratar las singularidades de los agujeros
negros. Finalmente en 2005, Frans Pretorius pudo anunciar la primera simulaciéon
exitosa de la coalescencia de la binaria de agujeros negros en todas las etapas de la
onda gravitacional [122].

En las dos tltimas décadas, se han ido desarrollando diferentes plantillas de ondas
gravitacionales, generando diversos catalogos de familias de formas de onda, cuyo
caracter puede ser analitico, numérico o una combinacién de ambos. Para modelar
dichas plantillas, se han desarrollado las siguientes aproximaciones aplicables en las
diferentes fases de la onda:

» Teoria perturbativa, para describir los modos cuasi normales '° de los objetos
compactos [70]. Antes de que las simulaciones de relatividad numérica fueran
posibles, se tenia esta herramienta para estudiar las perturbaciones en la fase de
relajacion de la onda gravitacional, donde el objeto resultante de la coalescencia
fuese un agujero negro de Schwarzschild o de Kerr [122].

= Soluciones de relatividad numérica (NR), esto es, resolver las ecuaciones de
Einstein numeéricamente para poder describir el problema de dos cuerpos [115].

» Expansiones analiticas post-Newtonianas (PN), validas para fuentes que se mue-
ven lentamente v/c < 1y cuya curvatura en el espacio-tiempo sea suave, es de-
cir, aplicable inicamente en la fase de evolucion suave [115]. Consiste en expresar
las ecuaciones de Einstein en términos de desviaciones de la gravedad Newto-
niana, donde unos parametros son ajustados para tener en cuenta las posibles
modificaciones que provoca la relatividad general en la deteccion.

El modelado de la forma de onda completa con NR, es demasiado costoso computacio-
nalmente para binarias cuya separacién inicial entre los objetos sea pequena y cuyo
cociente de masas y espines de los objetos sean bajos [122]. Por ello, existen varias
formas de combinar la NR con las aproximaciones anteriores, para poder modelar las

OFyecuencias discretas complejas que decaen con el tiempo [79]. Fisicamente se interpretan como
oscilaciones del espacio-tiempo, arménicas (normales) que decaen (cuasi), donde la energia perdida
es debida a la emision de ondas gravitacionales [122].
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plantillas de ondas gravitacionales cubriendo todas las fases de la onda: la fase de evo-
lucion suave, la fase de fusion y la fase de estabilizacion. Segtun la técnica utilizada,
estos modelos pueden clasificarse en:

= Formas de onda hibridas, son una combinaciéon de PN al inicio de la fase de
evoluciéon suave y NR al final de dicha fase, juntando la de fusion y la de esta-
bilizacion en el punto donde la diferencia de fases es minimizada [122], [24].

» Modelos fenomenologicos (Phenom), unos modelos analiticos construidos en el
dominio de Fourier, donde la PN es utilizada en la fase de evolucién suave, mien-
tras que en la fusion y la estabilizacion se tienen unos coeficientes a determinar
a través de ajustes en la NR [115].

» Formalismo efectivo de un solo cuerpo (EOB), el modelo es construido a través
de ecuaciones diferenciales ordinarias con PN, correcciones NR para la fase de
fusién y teoria perturbativa de los modos cuasi normales para la tltima fase de
relajamiento [122].

» Combinaciones EOB/NR, conocidos como EOBNR.

Las simulaciones de NR son fundamentales en estas cuatro técnicas, puesto que pro-
porcionan informaciéon fundamental para la parte no lineal donde la curvatura del
espacio-tiempo es fuerte, en la fase de fusion [115], [122].

Todas estas plantillas pueden describir diferentes situaciones fisicas y son validas en
regiones restringidas del espacio de parametros o, como podemos ver en la figura 3.7,
para un rango de frecuencia determinado. La combinacion PN/NR, junto con las EOB
v los modelos Phenom, dan lugar a unos modelos capaces de abarcar todo el espectro
de frecuencias, todas las fases de la onda, conocidas como las formas de onda IMR,
por sus siglas en inglés, inspiral, merger y ringdown [65], [115], [24].

Las expresiones // Fusién: /‘

Expresiones analiticas post-Newtonianas  2naliticas empiezan Soluciones de
a no funcionar relatividad numérica

Estabilizacidn:
Teoria perturbativa

Ficura 3.7: Forma de onda gravitacional tipica procedente de la coalescencia de una
binaria compacta indicando, en cada fase, el formalismo que puede ser utilizado para
el modelado de la senal. Imagen modificada de [110].

Esta tesis pone a prueba, a través de la estimacion de parametros, un modelo de forma
de onda publicado en abril del 2020 por el Grupo de Fisica Gravitacional: teoria y
observacion de la UIB, en colaboraciéon con la Universidad de Birmingham, la Uni-
versidad de Zurich y la Universidad de Cardiff, el modelo IMRPhenomXPHM [108].
Tal como su nombre indica, es un modelo fenomenolégico (Phenom) en el dominio
de frecuencias, para la sefial de onda emitida por la binaria compacta de agujeros
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negros (IMR), de precesion (P) cuasi circular, incorporando multipolos més alla del
cuadrupolo dominante (HM). Las tres caracteristicas més interesantes de este modelo
son la descripcion de la amplitud y la fase de los armoénicos esféricos que describen la
onda gravitacional mediante expresiones cerradas, la incorporaciéon de los armoénicos
subdominantes y su descripcién en el dominio de frecuencias. La primera y tercera
propiedad ! proporcionan que el modelo sea computacionalmente eficiente, ideal para
el analisis de pardmetros posterior. La segunda propiedad incorpora mas informacion
en la descripcién de la onda, evitando un sesgo sistematico en los pardmetros de la
fuente y una pérdida significativa en la tasa de deteccién. Veamos a continuaciéon, qué
son estos armoénicos y porqué son tan importantes.

3.3.1. La importancia de los arménicos subdominantes.

En la secciéon (3.1.1) habiamos descrito la sefial de la onda gravitacional, vista por el
detector. La descripcion de la senial de onda dada una ubicacién en la esfera celeste,
a través de los armoénicos esféricos, es la que se utiliza para construir los modelos de
ondas gravitacionales. Dicha descripcién nos permitira revelar la importancia de la
implementaciéon de armoénicos esféricos mas altos que el dominante en los modelos,
conocidos como armonicos subdominantes.

Sea el sistema de coordenadas esféricas (r, 0, ¢), la perturbacion de la métrica puede
descomponerse en modos de ondas hy,,(Z;t), con Z una lista de los pardmetros in-
trinsecos de la fuente 12, en base de los armoénicos esféricos Yl_wf(@, ¢) conocidos en
inglés como “spin —2 weighted spherical harmonic”. Estos arménicos forman una base
de funciones definidas sobre la esfera que, debido a sus propiedades de transformacion
bajo rotaciones, son particularmente adecuados para describir el campo gravitatorio
como campos de espin-2 13 [24]. De manera que, para cualquier punto p = (#, ¢) de la
esfera celeste, la deformacion de las ondas gravitacionales dependera de su ubicacion
como,

00 l
=. . g 1 -2 =.
h(:., dL,G, (p,t) = h+ — lhx = E lz; Zl}/l,m(a ‘p)hl,m<:7t)7 (3‘11)

donde dj, es la distancia luminosa, los armonicos anf (0, ) definidos como

_ 20+ 1 .
Yz,ﬁ(@,w)=\/:dz,m(0)e 2, (3.12)

s min(HZm,ZQ) (=1 T+m) (I —m)I(1+2)I(1 —2)!

G- 2)1(1 — = =2
immanom—zy It U =m 2+ m =l -3 —2) (3.13)

g\ 2l+m—2j-2 g\ 2—m+2
- | cos= sin— ,
(o5) (3)

1T 0s calculos que se realizan, basados en el filtrado adaptado de los datos, suelen desarrollarse
en el dominio de las frecuencias. Por este motivo, tener un modelo desarrollado en dicho dominio,
reduce el coste computacional.

12Descritos mas adelante en la seccién (3.4.1).

13En teoria de campos, la teoria de la relatividad describe las autointeracciones no lineales de una
excitacion espin-2 sin masa [123].

con,
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y los modos hy,(Z;t) que, como para cualquier descripcion de una onda, podremos
escribirlos con una amplitud A, (t) y una fase ¢;,,(t), como [24]

hin(Zst) = Apn (t)ei®tm ). (3.14)

Hasta 2012, los modelos utilizados en los datos tomados por los detectores Advanced
LIGO y Virgo, incluian tinicamente el armonico esférico dominante (I = 2,|m| = 2).
Se le conoce como dominante, porque es suficiente para la descripcion de la onda
gravitacional, siempre y cuando los agujeros negros tengan masas comparables, o la
senial sea débil. Sin embargo, para binarias compactas donde un agujero negro sea mas
masivo que el otro o cuando la inclinacion de la 6rbita tienda a /2, el modelado de
los arménicos subdominantes (I,|m|) = (3,3),(4,4),(2,1),(3,2), (4,3) se volvera de
gran importancia [50], [109].

En la figura (3.8), se muestra el efecto de la inclinacion sobre la forma de onda segin
esté contruida con el modo dominante o los subdominantes.

[@.12), 2.21), 3.£3), (3.£2), (4,£4)|
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FIGURA 3.8: Formas de onda generadas con el armonico dominante (izquierda) y los
subdominantes (derecha), en funcion de la inclinacion desde 0 a 7/2, puesto que por
simetria ecuatorial de 7/2 a 7, el efecto seria equivalente. Imagen de [115].

En el caso de la forma de onda con el modo dominante, se aprecia el equidistancia-
miento entre los nodos; mientras que para el caso con los modos subdominantes, existe
un desfase entre los nodos a medida que nos acercamos a 7/2, debido a las diferentes
fases relativas entre los modos. De hecho, como podemos observar en la figura (3.9),
a medida que la inclinacion tiende hacia 7/2, la amplitud de los amoénicos del modo
dominante decrece a la vez que aumenta la de los modos subdominantes.
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FIGURA 3.9: Amplitud de Yl;fb respecto la inclinacion. Imagen de [115].
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Otro parametro que evidencia la importancia de los armoénicos subdominantes, son los
sistemas cuya masa total es alta. La razon es que los detectores Advanced LIGO son
més sensibles para masas totales altas, en aquellas bandas de frecuencia correspon-
dientes a la fase de estabilizaciéon de la onda. A medida que la masa total sea mayor,
los detectores seran cada vez mas sensibles a otros modos, ademés del dominante.

Varios estudios han cuantificado céomo afecta la inclusiéon o no de los armoénicos sub-
dominantes en los modelos. El grafico izquierdo de la figura (3.11), muestra la region
en el espacio de parametros donde la no introdducciéon de los modos subdominantes,
provoca una pérdida de mas del 10 % del volumen detectable, una pérdida inacepta-
ble. La grafica de la derecha, presenta la regién en el espacio de parametros donde, el
hecho de no incorporar los modos subdominantes, provoca que los errores sisteméticos
sean mayores que los estadisticos esperados.
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F1GURA 3.10: Region del espacio de pardmetros donde las contribuciones de los modos
subdominantes son importantes para la deteccion (izquierda) y para la estimacion de
parametros (derecha). Imagen de [138].

La primera vez que se introdujeron los armonicos subdominantes en los modelos
de ondas gravitacionales fue en 2012 a través del formalismo EOB, en el modelo
EOBNRv2HM [102] donde se incluyo, ademas del dominante, los armonicos (2,1),
(3,3), (4,4) y (5,5) [52], [94]. Posteriormente se realizaron multiples estudios sobre la
incorporacion de dichos arménicos en diferentes situaciones fisicas, como en binarias
de agujeros negros con espin o sin espin, alineados o no, o en binarias con y sin prece-
sion. En 2015 empezo6 a aparecer su integracion en formas de onda hibridas PN/NR
[24] v en modelos fenomenoldgicos [69], donde ademas continuaron los estudios para
diferentes situaciones fisicas de binarias de agujeros negros, asi como su implicacion
en la estimacién de parametros.

En este caldo de cultivo, llegamos a la primera incorporaciéon en 2018 de los armo-
nicos subdominantes en binarias de agujeros negros con espin a través del modelo
fenomenologico IMRPhenomHM (78], utilizando una aproximacion basada en el com-

portamiento de los armoénicos subdominantes con respecto al modo (2,2) dado por
IMRPhenomD.

La diferencia fundamental entre IMRPhenomHM [78] y uno de los dos predeceso-
res directos de nuestro modelo estudiado (IMRPhenomXPHM [108]), conocido como
IMRPhenomXHM [50], ademéas de su caracter cuasi circular, radica en que con es-
ta aproximaciéon, IMRPhenomHM sélo esta calibrado con datos numeéricos basados
en dicho modo (2,2), mientras que IMRPhenomXHM [50] calibra directamente los
armonicos subdominantes a un conjunto de formas de onda numéricas [50], [115].
El segundo predecesor directo de IMRPhenomXPHM [108], se conoce como IMRPhe-
nomXAS [109], un modelo fenomenolégico que describe el modo dominante (2,2) para
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la senal de onda gravitacional emitida por la coalescencia de una binaria compacta
de 6rbita cuasi circular, sin precesion y con los vectores de espin ortogonales al plano
orbital [109].

Todos estos modelos mencionados, junto con muchos otros, forman parte de la fami-
lia fenomenologica “Phenom”. Concretamente, los modelos IMRPhenomP (Pv2) [57],
IMRPhenomD [69], IMRPhenomXAS [109], IMRPhenomHM [78], IMRPhenomXHM
[50] y IMRPhenomXPHM (XP) [108], han sido desarrollados en la UIB por el Grupo
de Fisica Gravitacional: teoria y observacién en colaboracién con varias universidades
e institutos, como la Universidad de Cardiff, el Instituto Max Planck de Fisica Gra-
vitacional (Instituto Albert Einstein), I'Institut d’Estudis Espacials de Catalunya, el
Centro Internacional de Ciencias Teoéricas en la India, la Univerisdad de Birmingham
y la Universidad de Hannover. En la tabla (3.1), podemos observar un esquema actual
de dicha familia asociando cada modelo con la fisica que simulan, separando aquellos
que ayudaron a desarrollar el modelo estudiado, IMRPhenomXPHM, en la familia

PhenomX.
Familia Phenom
Modos, precesion y fuerzas de marea Otros de la familia Phenom ‘ Familia PhenomX
Modo (2,2) IMRPhenomA (B, C, D, C_INTERP, D_INTERP) IMRPhenomXAS
Modos subdominantes IMRPhenomHM IMRPhenomXHM
Modo (2,2) y precesion IMRPhenomP (Pv2, Pv3, Pv2_ INTERP) IMRPhenomXP
Modos subdominantes y precesion IMRPhenomPv3HM IMRPhenomXPHM
Modo (2,2) y correcciones en las fuerzas de marea IMRPhenomD __NRTidal -
Modo (2,2), precesion y correcciones en las fuerzas de marea IMRPhenomPv2_NRTidal(v2) -
Binaria de estrella de neutrones y agujero negro IMRPhenomNSBH -

CUADRO 3.1: Familia de los modelos Phenom actual [74], [114]. Tabla modificada de
[115].

3.3.2. El modelo IMRPhenomXPHM.

El modelo IMRPhenomXPHM [108| es una extension de IMRPhenomXHM [50], al
anadir los efectos de la precesion de la binaria. Dicho efecto es introducido como una
modulacién en la amplitud y fase de una onda gravitacional, que puede aproximarse
en términos de una rotaciéon dependiente del tiempo en un sistema de referencia sin
precesiéon. Es decir, la construccién del modelo se basa en modular mapas aproximados
entre los modos de forma de onda con espines alineados en el sistema de referencia no
inercial, precesante de la binaria, con los modos de forma de onda en el sistema de
referencia inercial, no precesante. Dicho de otra manera, la forma de onda para binarias
con precesion se puede describir interpretando una forma de onda sin precesién, como
una aproximacioén de la forma de onda con precesion, observada en un sistema de
referencial inercial que sigue la precesion del plano orbital. Este método es conocido
como “retorcer” el modelo sin precesion. IMRPhenomXPHM [108| incorpora ademas el
modelo IMRPhenomXP, en el caso en que se quiera modelar tinicamente el armoénico
dominante [108].

En concreto, el algoritmo “retorcer”’, puede esquematizarse de la siguiente manera:

1. Modelar los modos de forma de onda de IMRPhenomXAS y IMRPhenomXHM,
en el sistema de referencia precesante no inercial. Este sistema, conocido como
“L”, viene descrito en términos de un plano orbital que rota, ortogonal al mo-
mento orbital angular Newtoniano Ly = uit X U definido sobre el eje z, con p la
masa reducida Newtoniana, 77 el vector que va desde el agujero negro secundario
al primario y ¥ la velocidad relativa.

Para cada fase, los modos de IMRPhenomXHM son descritos con las siguientes
expresiones cerradas,
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a)

En la regiéon de evolucion suave, aplicando la aproximaciéon de fase estacio-
naria (SPA),

him = Aim 2(25 127 fte—¢i,m—7/4+v0) . A%Aeiwlm’ (3.15)
m

donde t. es un parametro de cambio de tiempo y ¢g es una fase general
[50]. En realidad, la amplitud no es modelada con la aproximacion SPA,
sino con la cantidad

Ay, 7/3 8/3 9/3
o=t () () () o

Im Im Im

para incluir los efectos de los armoénicos subdominantes en forma de tres
términos pseudo-PN {a, 3,7}, donde se normaliza con la amplitud del mo-

do (2,2)
AY, = W\/?(Trf)_7/6, (3.17)

con 1 = mymg/mj +mg el cociente de masa simétrico y m; 2 las masas de
los objetos compactos de la binaria donde m; > mgy [50]. La fase de cada
multipolo es definida como,

Gun(f) = G OB2/mE) + () + Aol f + 617, (3.18)

con d(;SI "y qblln’}f dos constantes que se tienen que determinar, ¢ 2 la fase
cuadrupolar reconstruida del modelo IMRPhenomXAS y

PN _, Ins ;
A — { ALY~ A st my/mgy < 100, (3.19)

fit Ilm
Alrzn, st my/mg > 100.

En la region intermedia entre la evoluciéon suave y la estabilizacion, la
amplitud y la fase se calibran completamente. La amplitud se define como,

Azf;rlbter 1
Ao So+61f +62f2+ 0af3 + Suft+ 5505

(3.20)

con Ag = my/ %" y 0p,5 seis parametros a determinar [50]. La fase para cada
modo, viene dado por el ansatz general

d¢lnt 1 fdamp : aéﬁm l
= db" S e del (3.21)

En la fase de estabilizacion, el ansatz utilizado para la amplitud es,

Alm 1 laxl fim U fingh

Im
5P = 1/12 L e Jdamp? (3.22)
AO f (f rmg) (fdamp )

con {ay, A\, o} tres coeficientes a determinar [50].
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Para la fase, el ansatz tiene la forma,

f ( Im )2 f Ilm
lRmD _ dampa22 ring + O&Ztanfl ( mng) + d¢ f + ¢RD;
fdamp f fdamp
(3.23)
donde wy,, a3, a2y, dqﬁl}’{”Df y qﬁl}’{”D son constantes [50].

La construccion de la fase para el modo (3, 2), se realiza de forma diferente,
resultando

N & e i
P30 = ——— — —— + af’\ tan~ 7 — e d¢> pf + ¢RD: (3.24)
damp

donde los coeficientes de esta ecuacion son determinados resolviendo un
sistema lineal [50].

Tras modelar estas expresiones en el sistema precesante no inercial “L”, siguiendo
las convenciones dadas por [50] y [109], se realiza el siguiente paso.

. Para representar el movimiento de precesion, se efectua una rotacién en sentido

antihorario desde el sistema de referencia “L” al sistema de referencia inercial
cartesiano (&7,9,2s) conocido como “J”, donde se escoge el eje Z; como la
direccién del momento angular total J. Este sistema cartesiano esta asociado
con el sistema de coordenadas esférico, inercial, estandard (¢, 7,0, ¢), donde t es
la coordenada temporal inercial de los observadores distantes, r es la distancia
luminosa a la fuente y € y ¢ son los angulos polares de la fuente. En muchas
binarias, el momento angular orbital y de espm precesionan alrededor de J. En
este modelo, se ha escogido la direccion de J fija, J(t (t) ~ Jt_, so- La construccion
de la forma de onda gravitacional “retorcida” en este sistema “J”, vendra dada
en términos de su descomposiciéon en los armoénicos esféricos “spin —2 weighted
spherical harmonic” Yl;ﬁ(G, ©), como

l
W =hf —ihd =" > bl Y20, ¢). (3.25)

1>2 m=—I

Las polarizaciones de la onda gravitacional h;fﬁx( f) en el sistema “J” en el do-
minio de las frecuencias, en términos de los armoénicos esféricos hﬁn( f) en el
sistema “L”, se derivan a partir de transformaciones de Fourier con la aproxima-
cion de fase estacionaria (SPA). Dichas polarizaciones en términos del sistema
precesanre “L”, quedan

l l
WL > 0)= 530 30 W (™ 3 (AL + (1) AL (320

1>2 m/'>0 m=—I
; I
WS> 0) = 230 37 e (f)e S )AL (327)
1>2 m'>0 m=—I
donde, A
Al = €L (B)Y (3.28)

con dinm, (8) las matrices-d reales de Wigner, que son funciones polinémicas
dependientes de cos(3/2) y sin(5/2) [108].

Los modos en el sistema “L” son las aproximaciones de los modos de forma de
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onda no precesantes, descritos en el paso anterior procedentes del modelo IMRP-
henomXHM, que contiene los modos (I, |m|) = (2,2),(2,1), (3,3), (3,2), (4,4).

3. Finalmente se proyectan estas polarizaciones en el sistema de referencia conocido
como “N”, donde el eje z corresponde a la direccion n de la linea de visién
del observador a la senal. Dicho observador debe estar ubicado en la posicién
0=0;ny = dsn, en el sistema de referencia “J” [108].

F1GURA 3.11: Grafico que muestra como se definen los angulos de precesion. el vector
normal indica la linea de visién del observador, L y J son los vectores de momento
angular orbital y momento angular total respectivamente. Imagen de [46].

En este modelo se implement6 dos formas de mapear, uno basado en la aproximacion
post-Newtoniana de un solo espin conocido como 'next-to-next-leading order’ (NNLO)
14y otro basado en utilizar multiples analisis en escala (MSA) de doble espin, pro-
porcionando dos descripciones diferentes para las expresiones de los angulos de Euler
en el dominio de frecuencias. A través de la estimacion de parametros para diferentes
eventos, estudiaremos estas dos descripciones.

3.4. Estimacion de parametros por inferencia bayesiana.

La inferencia estadistica, en concreto la inferencia bayesiana y la frecuentista, son
utilizadas habitualmente en la astronomia de ondas gravitacionales a la hora de res-
ponder preguntas como: “;Existe una senal presente en los datos de los detectores?”
o “;Cuales son los parametros fisicos que describen la fuente?”. Muchos estudios teo-
ricos, abordan estos problemas desde el punto de vista frecuentista. Sin embargo, en
las dltimas décadas, en concreto tras el desarrollo de los métodos de Monte Carlo, la
aplicacion de la inferencia bayesiana ha aumentado su popularidad [131], [14].

La diferencia fundamental entre dichas inferencias, radica en su diferente interpre-
tacion sobre la probabilidad de un evento. Para los frecuentistas, las probabilidades
se basan en su repeticiéon; mientras que para los bayesianos, las probabilidades estéan
relacionadas con el grado de conocimiento que se tiene. Logicamente, puesto que en el
campo de la astronomia no podemos repetir un mismo experimento tantas veces como
queramos, las inferencias deben estar sujetas a incertezas en las cantidades a estimar
que necesitan ser cuantificadas por un modelo. Por este motivo, en el anélisis de datos

Como el usado también en el modelo IMRPhenomPv2.
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de ondas gravitacionales, la estadistica que se encarga de realizar dichos estudios es
la bayesiana.

La interaccion entre la inferencia bayesiana y la astrofisica, no es nueva. Todo empe-
z6 en 1763, cuando se publico el trabajo “Essay Towards Solving a Problem in the
Doctrine of Chances” [20] por Thomas Bayes, dos afios después de su muerte. En
éste, se asienta el formalismo matematico que es la base de la inferencia bayesiana
a través del teorema que lleva su nombre: el teorema de Bayes. Su aplicacion en la
astrofisica fue introducida por Pierre-Simon Laplace, quién la utiliz6 para estimar las
masas de los planetas y para cuantificar las incertezas en las medidas de dichas masas
debidas a los errores observacionales. Desde principios del siglo pasado, la mayoria
de los cientificos se mostraban reacios a la hora de utilizar métodos bayesianos. En
parte debido a la falta de una justificacién formal para la asignaciéon y justificacion
de una probabilidad a priori sobre el evento, y en parte debido a las dificultades para
evaluar las integrales que conllevan el uso del teorema de Bayes. El primer problema
fue abordado por los astronomos Sir Harold Jeffers (1931 - 1939) [67], [68] y poste-
riormente estudiado por Edwin Thompson Jaynes (2003) [66]. En concreto, Jaynes
proporcion6é una manera logica de establecer la distribuciéon de probabilidad a priori
utilizando el principio de maxima entropia [22], [54], [66]. La inferencia bayesiana en
el analisis de datos de ondas gravitacionales, fue propuesta en 1993 por Lee Samuel
Finn y David F. Chernoff [47], cuyo estudio fue extendido en 1994 por Cutler y Flana-
gan [38]. En paralelo, las dificultades surgidas con la evaluacion analitica del teorema
de Bayes, fueron superadas por la apariciéon del método estocéstico de Monte Carlo
basado en cadenas de Markov (MCMC) en 1953 [92]. Sin embargo, la revolucion vino
en la década de los 90 con la llegada de recursos informaticos, compactos y rapidos,
para ejecutar dichos algoritmos de manera eficiente. El primer estudio que se realizo
sobre aplicar la estadistica bayesiana con el algoritmo MCMC en la deteccién de una
onda gravitacional y en la estimacion de pardmetros de la fuente 33|, fue en 1998
por el grupo compuesto por Nelson Christensen y Renate Meyer de la Universidad
de Auckland. Tras ese estudio, muchas personas se lanzaron hacia esta area proban-
do otros formalismos de MCMC bayesianos mas sofisticados y computacionalmente
eficientes. Como por ejemplo el utilizado en este trabajo, conocido como el algoritmo
de muestreo anidado, propuesto en 2004 por John Skilling [128| y desarrollado por él
mismo para la inferencia bayesiana en el 2006 [129].

La inferencia bayesiana y la estimaciéon de pardmetros forman parte de las herramien-
tas bésicas que nos permiten hacer declaraciones sobre los parametros de la fuente
bajo un modelo de onda gravitacional y la seleccién de dicho modelo, basandonos
en los datos de la deteccién. Las principales razones, que hemos mencionado, por las
cuales se utiliza la inferencia bayesiana en la astronomia de ondas gravitacionales son,

= la no posibilidad de repetir varias veces un mismo evento;

= la aparicion de diferentes métodos estocésticos de integracién numérica, como el
algoritmo de Monte Carlo basado en cadenas de Markov (MCMC) o el algoritmo
de muestreo anidado; y

= el vinculo directo existente entre los datos y el modelo, surgido a raiz de que
somos capaces de describir la emision de las ondas gravitacionales a través de
la teoria, volviéndose un requisito ideal para poder utilizar el teorema de Bayes
[136], [132].

Gracias a la inferencia bayesiana, a través del teorema de Bayes, podemos estimar los
pardmetros de la fuente obteniendo sus densidades de probabilidad a posteriori corres-
pondientes codificadas en las ondas gravitacionales, y podemos estimar la probabilidad
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de haber observado los datos bajo ciertas hipotesis, conocida como evidencia. Con esta
evidencia, podemos preguntarnos por ejemplo, cuanto de probable es que los datos
contenga una senal con modos subdominantes respecto a otra que sélo contenga el
modo dominante [131].

3.4.1. El teorema de Bayes.

La distribucion de probabilidad a posteriori p(6|d, H) representa la probabilidad de
que el verdadero valor de un parametro 6 se encuentre entre el intervalo (6,6 4 df),
dados los datos d y un modelo H [136]. Esta funcién de densidad de probabilidad,
estd normalizada de manera que

/ dop(0|d, H) = 1. (3.29)

En nuestro caso, los 15 - 17 parametros fisicos que el modelo toma como entrada
g = {01,02,...,0n} v que describen la coalescencia de la binaria compacta, pueden
dividirse en dos grupos. El primero viene dado por aquellos parametros que describen
las propiedades fundamentales de una binaria, conocidos como parametros intrinsecos,
éstos son [65], [24]

= las dos masas de la binaria, la principal m; y la secundaria my tales que mq >
mo, en unidades de masas solares;

= la masa chirrido M = (m1mg)3/°(my + mg)~1/5;
» el cociente de masa g = my/mao;

= los espines adimensionales x12 € [0, 1], definidos como x12 = |512] /m2 , con
51,2 el vector de espin;

= el espin efectivo

Si/my+ $3/ma2 -
= - L 3.30
Xeff p—— ; (3.30)

» los angulos de inclinacion t1 2 entre el momento angular orbital y los espines de
los objetos 6;

= el angulo azimutal que separa los vectores de espin ¢12; y
= el angulo azimutal del momento angular orbital ¢ jr..

El segundo grupo son los parametros extrinsecos que determinan la orientacién y
localizacion de la binaria respecto del observador [65], [24],

= la declinacién 6 y la ascension recta «, que ubican la fuente en la esfera celeste;
= la distancia luminosa a la fuente dy ;

= el angulo de inclinacién ¢ entre la linea de visién y el momento angular orbital
del sistema;

= el angulo de polarizacion v;
= ¢l tiempo de coalescencia de la binaria %;

= la fase orbital ¢. en t..

15Ta combinacion de las dos componentes de espin en y.;f, se estima mejor que los dos espines
ff
por separado [97].
16Por este motivo hemos especificado 15 - 17 parametros, puesto que estos parametros se encuentran
dnicamente en los modelos con precesion.
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De acuerdo con el teorema de Bayes, la distribucion de probabilidad a priori p(6|H)
es actualizada al recibir nuevos datos d del detector dado un modelo H, para dar una
distribucion de probabilidad a posteriori p(0|d, H), que viene definida como [65], [136]

p(d|0, H)p(0|H)

fld,H) = , 3.31
escrita de otra manera,
L(d|0)m(0
p(0l) = L0, (3.32)

con L(d|f) la funcion de verosimilitud a través de la cual los datos d modifican el
conocimiento de 0, 7(#) la distribucién de probabilidad a priori y Z el factor de
normalizacién conocido como evidencia,

z- / d0L(d|0)(6). (3.33)

Entonces, nuestra distribuciéon de probabilidad a posteriori para la coalescencia de una
binaria compacta contando tnicamente con los parametros fisicos, para un detector,
es una funcion de 15 - 17 dimensiones 7. Como normalmente lo que queremos estudiar
es la distribucién a posteriori para cada parametro 6, lo que se hace es marginalizar
(integrar) sobre los pardmetros que no nos interesan, obteniendo la distribucion de
probabilidadd a posteriori marginalizada,

p(0d) = /Zd@k p(0]d) = (dwg”(“ (3.34)
ki

donde £(d|6;) es la funcion de verosimilitud marginalizada,

£(d)0y) / S doy | w(0) £(d10). (3.35)
k#i

Sean dos variables covariantes 0, y 60, cuando marginalizamos sobre 6, para obte-
ner una distribucién a posteriori en 6y, 0, esté inyectando cierta incertidumbre a la
distribucion de 8. Cuando esto sucede, la distribucién de probabilidad a posteriori
marginalizada p(p|d) se hace mas ancha que la distribucién de probabilidad a poste-
riori condicional p(6y|d, 6,) [65], [136].

3.4.1.1. La funcién de verosimilitud.

La funcién de verosimilitud es una funcién que podemos elegir, puesto que describe
la medida. En la astronomia de ondas gravitacionales, a través de ésta, se introduce
implicitamente el ruido del modelo. Como habiamos visto en las secciones (3.1.1)
y (3.2), el ruido tiene un caracter gaussiano y otro no-gaussiano. Sin embargo, se
considera que el efecto combinado de los procesos que generan dicho ruido, tiende a
una gaussiana. De esta manera, la funcion de verosimilitud [65], [136], queda

exp <—1|d_“(9)|2> , (3.36)

L£(d|§) = 5

2mo?

17Si ademas afiadimos los 20 parametros necesarios para modelar la incertidumbre sistematica en
los datos y lo multiplicamos para los dos detectores Advanced LIGO y Virgo, obtenemos un total de
75 - 77 parametros. Con lo cual, las dimensiones de la probabilidad a posteriori, se disparan.
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donde o el ruido del detector y u(6) es la plantilla para la onda gravitacional dado
que habiamos definido en (3.2),

En la préctica, los datos d representan la transformada de Fourier de d(¢) medida por
un detector,
d=FFT(d(t))/fs, (3.38)

donde f; es la frecuencia del muestreo y F'F'T la transformada rapida de Fourier [136].
El ruido en cada paquete de frecuencia, esta caracterizado por la funcién de densidad
espectral de potencia unilateral P(f), que es proporcional a la raiz de la deformacion.
Por lo tanto, la funcién de verosimilitud en cada paquete de frecuencia j, dado @,

queda
d — u(0)|?
S exp <—2Af|£()‘> , (3.39)
J J

donde Af es la resolucion de la frecuencia. El factor 2A f viene del 1/2 de (3.36) y de
4Af introducido para convertir la raiz de las transformadas de Fourier en unidades
de la P(f) [136].

£(d;16) =

Asumiendo que el ruido en cada paquete es independiente, la combinacién de la funcion
de verosimilitud para un detector [136], es el productorio

M
L(d|f) = Hc(djw). (3.40)

Al considerar la medida de varios detectores, el producto sobre la frecuencia j, gana
un indice adicional para cada detector.

Aprovechando la propiedad fundamental de las funciones logaritmicas, por la cual nos
permiten reemplazar los productos por sumas de logaritmos, se suele trabajar con el
logaritmo de la verosimilitud [136],

M
logL(d|f) = " logL(d;|6) =
J

1 |d — u(0)? 3.41
J J
1
=V -5 <d—p(0),d—p) >,
donde se ha definido el producto interno,
a;fbj
<a,b>:4Afzj:R > ) (3.42)
y la constante
U= Zlog(Qij). (3.43)
J

Dado que las constantes no cambian la forma de la verosimilitud logaritmica, a menudo
se desprecia U. Esto estd permitido siempre que lo hagamos de manera consistente,
puesto que cuando se quiere determinar la diferencia de dos evidencias logaritmicas,
el factor ¥ se cancela de todos modos. Tomando ¥ = 0, expandamos la verosimilitud
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logaritmica [136],

log£(d|f) = — %[< d,d> —2<du) > + < u(0), u(6) >] =

1
= S[~2logZr — 263(6) + pu0)] = (3.44)
1
—logZr + K(0) — 5p%u0).

El primer término es proporcional al logaritmo del ruido de la evidencia [136],
—2logZr =< d,d > . (3.45)
El tercer término se conoce como la raiz de la SNR 6ptima [136],

Popt =< s 11> . (3.46)

El segundo término se puede reescribir en términos de pope como [136],

K2 =< d, i >= pmpopt; (3.47)
donde p
 <d,p>
Pmf = < 172 (3.48)

Escribiendo la verosimilitud de esta manera, podemos observar la relacién existente
entre la estimaciéon de parametros y el método de filtrado adaptado, la técnica de
maxima verosimilitud para las detecciones de ondas gravitacionales.

3.4.1.2. La distribuciéon de probabilidad a priori.

La distribucién de probabilidad a priori m(#) describe nuestra creencia sobre 6 antes
de que la medida se realice y, por lo tanto, la podemos elegir. En ocasiones, se tiene
una intuicién sobre su eleccién. Si se desconoce 6, esta ignorancia se expresa al elegir
una distribucién uniforme o, cuando tampoco se conoce el orden de la magnitud, una
distribucion logaritmica uniforme [136], [65].

Por estos motivos, en cada evento, se escoge [65], |7]:
= para mj y mp, una distribucion uniforme '®;

= para t., el tiempo de coalescencia, se asume uniforme;

m para X1 ¥ X2, los espines, se suponen isotrépicos en la esfera y uniformes en su
magnitud;

= para d y «, la ubicacién de la fuente en la esfera, también se suponen isotrépicos,
con ¢ la distribucién coseno y « uniforme;

= para dy, la distancia luminosa, se supone una distribucién potencial al cuadrado;

= para ¢, el dngulo de inclinacién entre la linea de visiéon y el momento angular
orbital del sistema, se asume uniforme en su coseno;

= para ¢1 y ¢9, se asume uniforme;
= para ¢y, se asume uniforme;

= para t; y to, los angulos de inclinacién entre el momento angular orbital y los
espines de los objetos, se asumen distribuciones seno;

8Con lo cual todos los pardmetros derivados de las masas, también lo seran: q y M.
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= para 1, el angulo de polarizacién, se asume uniforme; y,

= para ¢., la fase en t., también se asume uniforme.

3.4.1.3. La evidencia bayesiana.

La evidencia, definida en (3.33), es una funcion de verosimilitud marginalizada, que
adquiere gran importancia cuando se utiliza para la seleccion de modelos. Para ello,
se compara la evidencia de un modelo (A) con la evidencia de otro modelo (B),
defininendo una proporcién conocida como el factor de Bayes, cuyo logaritmo es

z
BFf = ?2 — logBF} = log(Z4) — log(Zp). (3.49)

De manera que, cuando el valor absoluto de log(BF') es grande, decimos que un modelo
es preferido sobre el otro. El signo de log(BF'), nos dird cual de los dos es el elegido
[136], [65].

3.4.1.4. Intervalos de credibilidad.

La distribucién de probabilidad a posteriori, se utiliza para construir los intervalos de
credibilidad ', los contornos 1-, 2- y 3- sigma, regiones en el espacio de parametros que
contienen una parte de dicha distribucién. El valor real del pardmetro estimado debera
estar dentro de un intervalo de credibilidad del 90 %. Notar que tampoco esperamos
que el pico de la distribucién caiga en el valor real, sino dentro de la regién 1-sigma.

El método del intervalo méas alto de densidad a posteriori (HPDI) es el utilizado
para construirlos, produce el intervalo de credibilidad minimo més ancho. Consiste en
representar una recta horizontal que atraviese la distribucién a posteriori y calcular
el 4rea por encima de ésta. De manera que, si se mueve la recta hacia abajo, el area
suba. Colocando la recta de forma que el area sea, por ejemplo del 95 %, entonces la
parte por encima sera el intervalo de credibilidad HPDI 2-sigma [136].

3.4.1.5. La divergencia de Jensen-Shannon.

La divergencia de Jensen-Shannon se utiliza para cuantificar la concordancia entre
dos modelos de forma de onda, calculandola entre sus respectivas distribuciones de
probabilidad a posteriori. Esta divergencia, se define como la medida simétrica de la
distancia entre dos distribuciones de probabilidad p(z) y ¢(x), como

D;5(pla) = £ Dk (pls) + D (als)] (350)

cons=1/2(p+q)y

S

Dicr(ola) = [ p(x)logs(g)dw, (3.51)

la divergencia de Kullback-Leibler definida entre p(x) y ¢(z), medida en bits [7].

Q

3.4.1.6. Calibracion.

Ademas de los 15 — 17 parametros fisicos propios de la binaria, debido a la incerti-
dumbre sistematica introducida por la naturaleza de la calibracién del detector y que
es medida por el mismo en la propia senal observada, se anaden aiin més parametros
por cada interferometro.

9Notar que estos intérvalos, son diferentes a los intérvalos de confianza en la inferencia frecuentista.
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Este error sistematico, puede describirse con una amplitud 0A(f) y una fase d¢(f) en
el dominio de las frecuencias, modeladas como dos splines 20 ciibicas. De manera que
la senial observada heps(f), venga relacionada con la real conocida h(f), como

hons () = AL+ SA(D ewplidd(£)), (3.52)
conliBo()] = 5 iseit +06) (3.53)

Las distribuciones a priori escogidas para los valores spline, se toman como distri-
buciones normales, cuya media y varianza se cargan desde un archivo de calibracién
dependiente de la frecuencia [11].

3.4.2. Muestreadores.

El objetivo de la estimacion de parametros es obtener la distribuciéon de probabilidad
a posteriori con el mejor ajuste posible, para ello lo que se busca, es obtener una
alta verosimilitud con un volumen de la distribucién de probabilidad a priori minimo
[65], [136]. Este proceso es un problema inverso, por el cual, dados los datos de los
detectores d se estiman los parametros de la fuente. La solucién a este problema, es
utilizar muestradores estocasticos. Los més comunes son los que se muestran en la
figura 3.12: el método de Monte Carlo basado en cadenas de Markov (MCMC) [92],
[59] y un nuevo muestreador, utilizado en esta tesis, que esta cogiendo fuerza en la
astronomia de ondas gravitacionales, conocido como el algoritmo de muestreo anidado
[128], [129].

Sample Combine
directly samples
L]
MCMC ool =
— | :?’ ® > ‘\/C@’)/,
Unknown .
Posterior
Break into Sample from Combine
nested slices each slice weighted
samples
Nested ‘ =
Sampling

FiGUurA 3.12: Esquema del método de Monte Carlo basado en cadenas de Markov
(MCMC) y del algoritmo de muestreo anidado, que muestrean la distribucion de pro-
babilidad a posteriori. Imagen del articulo [132].

Ambos métodos generan una lista de muestras a partir de la distribucién de probabi-
lidad a posteriori {#}, que nos permiten determinar,

= los valores esperados de ciertas cantidades de interés f(z),

< @) 2= [ dapl@) ) ~ Y (o), (3.54)
¥k

20Curva diferenciable definida a trozos mediante polinomios.
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donde p(z) es la distribucién a posteriori que estamos muestreando y ng las
muestras; y

= la distribucién de probabilidad a posteriori marginalizada de cualquier subcon-
junto de parametros, a partir de las muestras en un espacio N-dimensional,
construyendo los “diagramas de esquina” que muestran dichas distribuciones en
una y dos dimensiones para cada 6.

La diferencia fundamental entre los dos métodos es que MCMC, genera las muestras
desde la distribucién de probabilidad a posteriori directamente; mientras que el algo-
ritmo de muestreo anidado, las genera dividiendo la distribucién en porciones, sacando
muestras de cada una y recombinandolas escogiendo unos pesos apropiados|136].

3.4.2.1. El algoritmo de muestreo anidado.

La primera alternativa a los métodos MCMC, fue introducida por Skilling en 2004
[128], a través del algoritmo de muestreo anidado. Mientras que los MCMC estan
disenados para generar muestras de la distribucién de probabilidad a posteriori, el
algoritmo de muestreo anidado tiene como objetivo principal el calculo de la evidencia
generando como subproducto las muestras de la distribucién a posteriori. Es decir,
al determinar la evidencia a través de las muestras anidadas, éstas se ponderan vy,
gracias al teorema de Bayes, pasan a ser muestras de la distribucién de probabilidad
a posteriori [136] [65].

Puesto que la integral de la evidencia (3.33), es una integral multidimensional, en
nuestro caso de 75 — 77 dimensiones 2!, el algoritmo de muestreo anidado la aproxima
a una unidimensional, escribiéndola en términos del volumen de la distribucién de
probabilidad a priori cuyo contorno esté definido por una funcion de isoverosimilitud
L(X) que cubre todos los valores tales que £(0) > £* [136], [65], [129], [128]. Siendo

dicho volumen,

X(LY) = / ~(0)db, (3.55)
£(6)>L

al invertirlo, como la distribuciéon a priori estd normalizada, entonces X(£* =0) =1
y X(L* =00) =0, y la evidencia podra expresarse como,

1
Z = /0 L(X)dX. (3.56)

Los pasos que sigue el algoritmo de muestreo anidado, son los siguientes:

1. Se rellena el espacio de pardmetros con un conjunto de IV puntos extraidos de la
distribucion de probabilidad a priori, denominados “puntos vivos” (61, ...,0n) €
(0,1), a los cuales se les asocia, a cada uno, su correspondiente verosimilitud
(L(01), ..., L(ON)) [129], [65], [128]. Este proceso, se representa en la figura (4.6),
donde podemos observar la asociaciéon entre los puntos de la distribucién de
probabilidad a priori, los puntos vivos € (0, 1), con sus correspondientes contor-
nos de isoverosimilitud (imagen de la derecha) siendo ordenados en volumenes
cerrados de la masa X (L£*) (imagen de la izquierda).

2Los 15 — 17 parametros fisicos mas los parametros para cada detector que modelan la incerti-
dumbre sisteméatica en los datos
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Parameter space 0o X X X 1

FiGUrA 3.13: Esquema del primer paso del algoritmo de muestreo anidado. Los contor-
nos anidados, contienen el volumen de la distribucién de probabilidad a priori. Imagen
del articulo [128].

2. Para cada iteraciéon ¢ = 1, ..., 5, empezando por Xo =1y Z = 0, se realizan los
siguientes pasos representados en la figura (3.14) [129], [65], [128]:

R ————,
0 8 samples X 1
-
0 X5 Step 5
0 X, Step4
> —o
0 X, Step3
——o o
0 X, Step2
— e o
0 X Step 1
0 —@ \ 4 1
Parameter space Enclosed prior mass X

F1GURrA 3.14: Las 5 primeras iteraciones para un conjunto de tres puntos. Los contornos
de verosimilitud se van contrayendo un area exp —1/3. Imagen del articulo [128].

2

= Se escoge el peor punto vivo 22, es decir, el que tiene menor £; y mayor X;

y se guarda su L;.
» Se define X; = e /N,

= Se establece un ancho w; = X;_1 — X;, para el volumen de la distribucién
de probabilidad a priori. También podria haberse utilizado la regla de los
trapecios, sin embargo, el paquete de python utilizado para este muestreo
“dynesty” utiliza dicha definicion.

= Se incrementa Z con L£;w;. Notemos que la distribucién de probabilidad a
posteriori, se encuentra en una pequena fraccién de la distribucién a priori

e~ !, siendo I,

I= / log(dP/dX)dP. (3.57)

= Se reemplaza el punto vivo escogido, que pasaremos a llamar como “punto
muerto”, por otro punto vivo extraido de la distribucién de probabilidad a
priori dentro de £(#) > L;. El 6 de este nuevo punto vivo, es determinado
a partir de una transformada a priori 7.

Al final de todas las iteraciones, debemos quedarnos con N muestras indepen-
dientes, que seran los puntos muertos.

2ZRecordar que para conseguir un ajuste decente, debemos tener una alta verosimilitud con un
volumen de la distribuciéon de probabilidad a priori minimo
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3. Se incrementa Z, rellenando 0 < X < X, con w = N *1Xj para cada punto
muerto [129], [65], [128].

En otras palabras, el algoritmo funciona poblando el espacio de pardmetros por un
conjunto de N puntos vivos extraidos de la distribucién de probabilidad a priori. En
cada iteracion, el punto de menor verosimilitud es eliminado del conjunto de puntos
vivos y se extraen nuevas muestras de la distribucién a priori hasta que se encuentra
un punto con mayor verosimilitud que el punto eliminado [136]. De esta manera, el
volumen de la regién de la distribuciéon de probabilidad a priori que es muestreada, se
ve reducida al volumen contenido en el hiperplano de verosimilitud minima constan-
te para el actual nimero de puntos vivos. Cuando el dominio de puntos vivos se ha
reducido lo suficiente, se hace dificil seleccionar puntos de mayor verosimilitud uni-
formemente del espacio restringido de la distribucién a priori. Para solucionar esto, la
libreria implementada en esta tesis ’Bilby’, a través de ’dynesty’, lo que hace es selec-
cionar nuevos puntos a través de caminatas aleatorias utilizando un algoritmo MCMC
modificado, a partir de la muestra que se reemplaza. La probabilidad de transicion
de la cadena de Markov, viene determinada por la distribuciéon actual de los puntos
vivos. El ntimero de pasos en la cadena se determina de manera que su longitud de
autocorrelaciéon sea al menos un miltiplo del parametro 'n,.’. Es decir, el algoritmo
MCMC necesitara por lo menos 'n’ pasos para extraer una nueva muestra de la distri-
bucién a priori restringida. Por este motivo, el algoritmo de muestreo anidado es capaz
de resolver problemas multimodales, convirtiéndolo en un instrumento necesario para
explorar espacios de parametros multidimensionales como el nuestro.

La evidencia se determina al asignar a cada punto eliminado, es decir, a cada punto
muerto, un volumen w;(f) y calculando

B~ Y Lo, (3.59)

i€muerto

con t = t1,t, .o, t Nonuerto € (0,1) es un conjunto de variables aleatorias para los N
puntos muertos [129], [65], [128].

A través de una condiciéon de terminacion, es posible estimar un limite superior en
cada iteraciéon para determinar la evidencia.

Utilizando el teorema de Bayes, las muestras anidadas utilizas para la evidencia Z (),
se convierten en muestras de la distribucion de probabilidad a posteriori [129], [65],
[128],

pilE) = wi(B)Li  wi(D)L;
(2 - —_— .

> Liw;(t) Z(#)
Debido a este proceso, el algoritmo de muestreo anidado, tiene las siguientes ventajas
frente a un método MCMC tradicional [132]:

(3.59)

= Fl algoritmo de muestreo anidado, puede estimar directamente tanto Z como
la distribucién de probabilidad a posteriori. Mientras que los métodos MCMC,
solo estiman la distribucién a posteriori.

= El algoritmo de muestreo anidado puede muestrear distribuciones multimodales,
mientras que para los métodos MCMC ésto representa un desafio.

= Mientras que muchos criterios de terminacion para MCMC estan basados en
obtener un nimero de muestras efectivo, el muestreo anidado posee criterios de
terminacién bien motivados centrados en la estimaciéon de la evidencia.
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» Los métodos MCMC deben converger (“burn in”) a la distribucion posterior
antes que las muestras generadas sean validas. El algoritmo de muestreo anidado,
no sufre problemas similares porque el método se integra suavemente sobre la
distribucién a posteriori a partir de la distribucion a priori.

Los incovenientes que tiene este algoritmo, son [132]:
= Requiere una transformada a priori.

= Su tiempo de ejecucion es sensible al volumen que tenga la distribucion de
probabilidad a priori.

= La velocidad de integracién de la distribucién posterior es siempre constante.

Mientras que los dos primeros son inherentes a la estrategia del algoritmo, el altimo
no lo es. Por este motivo, este algoritmo descrito se le conoce también como muestreo
anidado estatico. En 2017, se desarrollé el algoritmo de muestreo anidado dindmico
[61], cuyo cambio principal es el de variar durante el tiempo de ejecucion, el nimero
de puntos vivos.

3.4.2.1.1 FEl algoritmo de muestreo anidado estatico en paralelo.

En esta tesis, se ha aplicado el algoritmo de muestreo anidado estatico en paralelo
para realizar las estimaciones de parametros, puesto que reduce significativamente el
tiempo de anélisis.

La inferencia bayesiana en la astronomia de ondas gravitacionales, presenta dos gran-
des desafios:

= los espacios de parametros que tienen una dimension alta, son dificiles de explo-
rar de manera eficiente,

= generando un coste computacional elevado.

Al realizar inferencias en senales individuales de la coalescencia de binarias compactas,
el tiempo de anélisis, conocido como “muro temporal”, puede oscilar entre varias horas,
varias semanas, meses o incluso anos. Los casos més costosos corresponden a los
analisis fisicamente més realistas e importantes, pero su alto muro temporal representa
un obstaculo para el descubrimiento fisico. Las técnicas que emplean la reduccion de la
dimension en la estimacion de pardametros, pueden mitigar estos efectos. Sin embargo,
se vuelven exponencialmente mas dificiles de aplicar a medida que aumenta el espacio
de parametros en los modelos de forma de onda. En nuestro caso, ademas de los
17 parametros astrofisicos descritos, el modelo de calibracién de los datos utiliza un
conjunto de diez amplitudes y diez fases para modelar la incertidumbre sistemética en
los datos. De manera que, los datos de una red de tres detectores, los dos de LIGO y
Virgo, se describen mediante 75 — 77 parametros que deben inferirse simultaneamente
[131].

Por este motivo se ha utilizado este algoritmo, ya que permite reducir significativa-
mente el muro temporal implementédndolo en un cluaster CPU de alto rendimiento,
como los empleados: Picasso y MareNostrum. La reduccién en el muro temporal, es-
cala casi de forma lineal con el niimero de CPUs en el cluster, pudiendo pasar de un
tiempo de varios anos a hacerlo en una semana.

La diferencia fundamental respecto al orginal, es que las muestras son extraidas de
la distribucién a priori en paralelo en cada iteraciéon. Esto es posible, puesto que
cada iteracion es independiente del estado del algoritmo en las iteraciones previas,
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es decir, extraer en serie las muestras de la distribucién a priori es equivalente a
extraerlas simultaneamente. El muestreo en paralelo se implenta en 10s n,y¢c0s de la
CPU a través de una interfaz de paso de mensajes o MPI 3. Se utiliza un modelo
maestro/esclavo, donde el nodo “maestro” organiza los puntos vivos/muertos y estima
su evidencia, mientras que el resto de nodos Ny,yceos — 1 “esclavos” buscan nuevos
puntos vivos. En cada iteraciéon ¢, una CPU j toma el mismo punto vivo de menor
verosimilitud L,,;,. La muestra 0; ; es extraida desde la distribucion de probabilidad
a priori y aceptada segin la restriccion £(d|6; ;) > Lomin 24 De manera que, una vez
recopiladas las muestras n’ < n,uce0s — 1, S€ utilizan para actualizar la lista de puntos
vivos y muertos [131].

ZDefine la semantica y sintaxis de las rutinas de una biblioteca de paso de mensajes.
24 Notar que es la misma restriccién que antes habiamos llamado £(8) > £*.






85

Capitulo 4

Descripcion y resultados de la tesis.

Seccién 4.1. Descripcion del proyecto.
Seccioén 4.2. Resultados obtenidos.

Este capitulo desarrolla el problema planteado y expone y analiza los resultados ob-
tenidos.

4.1. Descripcion del proyecto.

Esta tesis presenta una investigacion sobre el efecto de la implementaciéon de los armo-
nicos subdominantes y la precesion en el nuevo modelo IMRPhenomXPHM. A través
de la estimacién de pardmetros de los eventos de ondas gravitacionales GW150914,
GW170729 y GW190814, se revelara la importancia de dicha incorporacién, compa-
rando las distribuciones de probabilidad a posteriori de varios parametros, obtenidas a
través de diferentes analisis utilizando los modelos IMRPhenomXHM, IMRPhenomXP
y IMRPhenomXPHM.

4.1.1. Implementacion.

Para ello se ha utilizado la librerfa de inferencia bayesiana para la astronomia de ondas
gravitacionales: Bilby [17|. Fue desarrollada en 2018 por la colaboracion LIGO, con
el objetivo de adaptarse de la forma més sencilla posible a los diferentes problemas
subyacentes de dicha astronomia. En el contexto de las ondas gravitacionales proce-
dentes de binarias compactas, permite extraer informacién sobre las propiedades de
los brotes de rayos gamma, sobre los pardmetros fisicos de las estrellas de neutro-
nes, la formacién de los objetos compactos binarios, propiedades sobre poblaciones
de fuentes de ondas gravitacionales y permite realizar pruebas sobre la teoria de la
relatividad general [12]. En concreto, se ha utilizado para inferir las propiedades de
las fuentes de los eventos GW150914, GW170729 y GW190814 en todas las fases de
la onda gravitacional.

Con el objetivo de optimizar el tiempo de computaciéon se ha empleado un codigo de
python escrito por Maite Mateu-Lucena, miembro del Grupo de Fisica Gravitacional:
teoria y observacion de la UIB, que utiliza parallel bilby (pBilby), una implementa-
cion en paralelo de Bilby que utiliza una interfaz de paso de mensajes (MPI) para
distribuir el paquete de algoritmo de muestreo anidado estatico dynesty a través de
varias CPUs. Especificamente se utilizaron los clisters CPU de alto rendimiento: Ma-
renostrum (Barcelona Supercomputing Center) y Picasso (Universidad de Malaga).
La comunicacién entre los diferentes nodos por MPI, se realiz6 instalando los paquetes
mpi4py y schwimmbad.

Se estudiaron 32s de los datos de los detectores LIGO-Hanford, LIGO-Livingston
para el evento GW150914, junto con el detector Virgo para los eventos GW170729
y GW190814, disponibles en los catalogos de la colaboraciéon LIGO-Virgo abiertos
al publico GWTC-1 y GWTC-2 [34]. En dichos catalogos se encuentran ademaés las
densidades espectrales de potencia (PSD) y los datos asociados a las incertidumbres
en la calibracion, definidos con la amplitud y fase descritos en (3.4.1.6), para cada
detector en cada evento, necesarios para realizar la estimacién de parametros.
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Con estos datos, el Grupo de Fisica Gravitacional: teoria y observacién, realizo dife-
rentes ejecuciones del programa, utilizando como plantilla diferentes modelos de ondas
gravitacionales que inclufan o bien los arménicos subdominantes (IMRPhenomXHM)
o la precesion (IMRPhenomXP) o ambos a la vez (IMRPhenomXPHM). Para cada
uno se fueron modificando los parametros del algoritmo, con el objetivo de poder ob-
servar qué ejecucién obtenfa una mejor convergencia en los resultados. En el modelo
IMRPhenomXPHM, se hicieron varias ejecuciones para las dos versiones implemen-
tadas utilizadas para describir la precesiéon: NNLO y MSA, cambiando el espin final
del objeto resultante de la coalescencia en 0,1,2 y 3.

Con los archivos resultantes de dichas ejecuciones, se utilizé el paquete de Python
PEsummary para procesar y visualizar las muestras de la distribucién de probabilidad
a posteriori para los tres eventos.

4.1.2. Planteamiento.
Esta tesis puede dividirse en los cuatro estudios siguientes, realizados para cada evento:

= Primero se estudio la convergencia de cada ejecucién en cada modelo, segiin dos
nimeros de puntos vivos 'Nye’ fijos para diferentes valores del parametro 'nqc’.
La siguiente tabla (4.1), resume las ejecuciones realizadas:

‘ Modelo ‘ Parametros del algoritmo ‘
Nijve = 512,2048
IMRPhenomXHM Nact = 10, 30, 50
Nizve = 512, 2048
IMRPhenomXPHM/XP Naet = 10,30

CUADRO 4.1: Ejecuciones realizadas para cada modelo.

La eleccién de estos parametros, es una cuestion que depende del evento y de
los parametros a estimar. No existe una férmula en concreto que nos diga exac-
tamente ctiales son los valores adecuados. Sin embargo, si que se tiene una idea
general de cuales son los méas convenientes. El paquete dynesty, recomienda
50 - ndim puntos vivos por cada moda esperada . Teniendo en cuenta que, los
espines y los pardmetros extrinsecos se encuentran muy correlacionados entre si,
es de esperar que como minimo la distribucién de probabilidad a posteriori sea
bimodal o trimodal para dichos parametros. Por este motivo, con los 15 para-
metros que describen la coalescencia de la binaria compacta, podemos asegurar
que con ~ 2000 puntos vivos podremos obtener unos resultados aceptables. La
eleccion de escoger 1/4 de 2048, proviene de comprobar si efectivamente se ob-
tiene una peor convergencia o si con la modulacién del nuevo pardmetro ngq
incorporado recientemente, es suficiente para obtener buenos resultados con un
nimero de puntos vivos bajo y un nge alto.

= Segtn los resultados del estudio anterior, se realizdé un estudio de la precesion
del nuevo modelo segun las diferentes versiones (MSA o NNLO) y espines finales
(0,1,2 0 3).

= Se compard los resultados obtenidos para el modelo IMRPhenomXPHM para el
evento GW170729 con la literatura, en concreto con la publicacion [13].

» Finalmente se estimé de nuevo los parametros ¢ y x.s¢ del articulo [13].

!La moda de una distribucién de probabilidad continua es cualquier valor en el que su funcién de
densidad de probabilidad posea un méaximo local. Es decir, cualquier pico es una moda.
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En todas las ejecuciones para los tres eventos, se utilizaron las mismas distribuciones
de probabilidad a priori descritas en la seccion (3.4.1.2).

4.2. Resultados obtenidos.
4.2.1. GW170729.

Este evento observado el 29 de julio de 2017, representa una de las detecciones més
interesantes dentro de los catdlogos GWTC-1 y GWTC-2. Es el segundo més masivo,
tras GW190521, con una masa final de ~ 85M y el cuarto més distante a ~ 3Gpc.
Ademas es uno de los pocos eventos con espines distintos a cero y un espin efectivo
de (0.11 — 0.58) dentro de un intervalo de credibilidad del 90 %. El hecho de que sea
uno de los més masivos, lo convierte en un candidato ideal para observar el efecto de
los arménicos subdominantes en los modelos.

4.2.1.1. Estudio de la convergencia.

4.2.1.1.1 Resultados para el modelo IMRPhenomXHM.

La siguiente figura (4.1) presenta un grafico de esquina donde podemos observar las
distribuciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones para los para-
metros relacionados con las masas de la binaria, para el modelo IMRPhenomXHM
variando los pardmetros del algoritmo en: Ny, = 2048,512 y nger = 50,30, 10. Por
completitud, en el apéndice (D) se han anadido dos graficos de esquina mas, para los
parametros relacionados con la ubicacién de la fuente en la esfera celeste, el dngulo de
polarizacion, la fase orbital, los parametros relacionados con los espines y la distancia
luminosa.

— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA50\_Dmarg
‘ IMRPhenomXHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
i — IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
H — IMRPhenomXHM\_N512\_NA30\_Dmarg
q IMRPhenomXHM\_N512\_NA10\_Dmarg
¥
T
1
1
1
1
1

Rag

Vi

m[Mo]

M[Mp]

m[Mg] m[Mo] q M[Mo]

F1GURA 4.1: Gréfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo IMRPhenomXHM, variando los pardmetros del algoritmo.
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Mientras que las distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales nos pro-
porcionan una estimacién de los pardmetros estudiados. Las distribuciones bidimen-
sionales, nos muestran las correlaciones existentes entre ellos. Observando esta figura,
e incluyendo las del apéndice (D), (D.1) y (D.2), los parametros extrinsecos parecen ser
mas dificiles de estimar que los intrinsecos, puesto que presentan distribuciones mas
multimodales. Destacamos la ventaja que proporciona la estimacién del parametro
Xeff, sin modalidad, frente a la de los espines, en la figura (D.2).

En los histogramas de las distribuciones de probabilidad a posteriori en una dimensién
para cada parametro, podemos observar claramente como la eleccion de Nype = 512
v Naet = 30, 10, constituye la peor de todas ellas. A primera vista parece que dichas
distribuciones podrian ser las que convergen mejor al sobresalir ligeramente por encima
de las demas, en el sentido de que el ancho de estas distribuciones es mas estrecho
de manera que el intervalo de credibilidad es menor y por lo tanto se deberfa obtener
una mejor estimacion. Sin embargo, observando los bordes de los contornos de iso-
verosimilitud en las distribuciones bidimensionales, nos damos cuenta que para esa
eleccién correspondiente a los colores rosa y rojo, fluctuan demasiado. Los bordes no
estan bien definidos. Es decir, con esa eleccion de parametros Nype = 512 v nger =
30,10 el algoritmo no ha obtenido la resolucién necesaria para dar una distribucién
solida y lo que vemos en las fluctuaciones o en los bins separados por demasiada altura,
no son mas que errores sisteméticos producidos en el muestreo.

Descartando entonces los modelos rojo y rosa, observamos que los otros tres poseen
distribuciones practicamente iguales. De hecho, calculando la divergencia de Jensen-
Shannon para todos los parametros, siendo el cero un valor que indica que las distri-
buciones son idénticas y la unidad que son totalmente divergentes, vemos que dan del
orden de 1074,

— IMRPhenomXP\_N2048\ NA30\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg

— IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg

— IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

m[Mo]

M[Ms]

m [Mo] m[Me] q M[Mo]

F1GURA 4.2: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parametros del algoritmo.
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4.2.1.1.2 Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXP.

Las figuras (4.2) y (4.3) representan dos graficos de esquina con las distribuciones de
probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones, para los pardmetros relacionados
con las masas de la binaria, para los modelos IMRPhenomXP y IMRPhenomXPHM
respectivamente, variando los parametros del algoritmo en: Ny, = 2048,512 v nger =
30,10. Por completitud, en el apéndice (D) se han anadido dos graficos de esquina
més, para cada modelo, con los mismos pardmetros de la seccién anterior. Al igual

— IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA30\_Dmarg

IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\_NA10\_Dmarg

m[Mo]

M[Mp]

&

L e

m[Mg] m[Mo] q M[Mo]

F1GURA 4.3: Gréafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los pardmetros del algoritmo.

que sucedia en la seccion anterior, observando las figuras (4.2) y (4.3) junto con las
del apéndice (D) para cada modelo, observamos que los parametros extrinsecos son
maés dificiles de estimar que los intrinsecos, debido a que son més multimodales.

En los bins de los histogramas de las distribuciones de probabilidad a posteriori en una
dimensién para cada parametro de los modelos rojo y verde, asi como en las fuertes
fluctuaciones presentes en las distribuciones bididmensionales para dichos modelos,
podemos volver a notar el error sistematico producido en el muestreo, al necesitar
unos parametros del algoritmo mas altos para poder obtener unas distribuciones soli-
das. Sin embargo, por lo general podemos apreciar menores fluctuaciones en el modelo
IMRPhenomXPHM que en el IMRPhenomXP, debido a la inclusiéon de los armoni-
cos subdominantes. De hecho, comparando todos las distribuciones de probabilidad a
posteriori unidimensional para todos los pardmetros en los dos modelos, como las re-
presentadas en la siguiente figura (4.4), observamos como efectivamente la inclusion de
estos armoénicos subdominantes, repercute en la convergencia de dichas distribuciones.

Descartando los modelos rojo y verde por poseer fuertes fluctuaciones, observamos
como en los graficos de la fila inferior de la figura (4.4) correspondientes al modelo
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IMRPhenomXPHM, se obtiene un mejor comportamiento en términos de la obten-
ciébn de unos bordes con menos fluctuaciones y menor modalidad, traducido en un
mayor estrechamiento de la distribucién y por tanto en una mejor estimacién de los
parametros, en comparacion con los graficos superiores correspondientes al modelo
IMRPhenomXP. Notar que este comportamiento, es debido exclusivamente a la im-
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F1GURA 4.4: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a poste-
riori unidimensional de los pardmetros q y Xesy, para los modelos IMRPhenomXPHM
(fila inferior) y IMRPhenomXP (fila superior), variando los pardmetros del algoritmo.

plementaciéon de los armoénicos subdominantes en el modelo, puesto que la resolucién
que comparamos es la misma para cada color. Los siguientes gréficos (4.5) correspon-
dientes a la evolucién de la convergencia de las muestras para ese mismo paradmetro
q para los modelos IMRPhenomXPHM (figura izquierda) y IMRPhenomXP (figura
derecha) ambos con Nijye = 2048 y nger = 10, muestran este efecto.
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o 06
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0 10000 20000 30000 40000 50000 0 10000 20000 30000 40000 50000
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FicurA 4.5: Evolucién de las muestras del parametro ¢ para los modelos IMRP-
henomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXP (derecha) ambos con Ny, = 2048 y
Nact = 10.

Como podemos observar, teniendo ambos modelos la misma resolucién, el correspon-
diente al de IMRPhenomXPHM posee una densidad de las muestras mas concentrada
en la zona a converger entre 0.3 — 0.7, revelando la importancia de la implementa-
cién de los armoénicos subdominantes en la estimaciéon de parametros. Este mismo
comportamiento, es visible en el resto de pardmetros.
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4.2.1.1.3 Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXHM.

Una vez comprobado que el modelo IMRPhenomXPHM presenta mejores resultados,
comparémoslo con la version sin precesion IMRPhenomXHM estudiada anteriormente.
Puesto que las distribuciones dan practicamente las mismas para nge; = 10,30 y 50,
se escogid nge = 10 para disminuir el tiempo de ejecucion.

La siguiente figura (4.6) junto con las del apéndice (D) para estos dos modelos, nos
indica que una vez més, los parametros extrinsecos son mas dificiles de estimar que
los intrinsecos.

— IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\ NA10\_Dmarg

m[Meg]

MIMp]

&

M[Mg]

m[Me] my[Mo]

FIGURA 4.6: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-

teriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con las masas de la

binaria, para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXP, con Ny, = 2048 y
Nact = 10.

Observando esta figura (4.6), ahora que ya no tenemos los errores del muestreo, nos
damos cuenta que realmente no hay mucha diferencia en las distribuciones al anadir o
no la precesion. De hecho, estudiando de nuevo la evolucién de la convergencia de las
muestras para el parametro ¢ en estos modelos, mostrada en la siguiente figura (4.7),
nos fijamos que apenas hay diferencia entre uno y otro en la densidad de las muestras
entre 0.3 — 0.7; en comparacion con la que si habia en (4.5).
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FiGurA 4.7: Evolucién de las muestras del parametro ¢ para los modelos IMRP-
henomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXHM (derecha) ambos con Nj,e = 2048 y
Nact — 10.

4.2.1.2. Estudio de la precesion.

En

la seccion anterior, vimos que realmente parecia no haber mucha diferencia entre

el modelo con precesion y sin precesion. Estudiemos con més detalle la precesion

de

IMRPhenomXPHM con la eleccién de Nype = 2048 y nger = 10, cambiando los

pardmetros del propio modelo en el espin final del objeto resultante 'S = 0,1,2,3 y

las

dos diferentes versiones implementadas para describir la precesion MSA o NNLO.

Por defecto, el modelo toma F'S =3y MSA, veamos qué pasa cuando lo variamos.

me[Mo]

M[Mp]

— IMRPhenomXPHM\ FS0\ PV102\ N2048\ NA10\ Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS0\ PV223\ N2048\ NA10\ Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV102\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV223\ N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS2\_PV102\_N2048\ NA10\ Dmarg
— IMRPhenomXPHM\ FS2\ PV223\ N2048\ NA10\ Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS3\ PV223\ N2048\ NA10\ Dmarg

m [Me] m[Mg] q M[Me]

F1GURA 4.8: Gréafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-

teriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con las masas de la

binaria, para IMRPhenomXPHM, con Ny, = 2048 y nge = 10, variando los parame-
tros del modelo.
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Fijandonos en esta figura (4.8) junto con las del apéndice (D), deducimos que realmen-
te no hay mucha diferencia con el conjunto de parametros que se toma por defecto,
la curva cian. Podriamos pensar que quizas el modelo rojo, presenta una mejor con-
vergencia al tener un ancho de la distribucién més estrecho. Pero comparando este
modelo con el cian, como podemos ver en la siguiente figura (4.9) y en las del apéndice
(D), no parece haber estadisticamente una diferencia significativa en la convergencia.
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F1GURA 4.9: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo por defecto y el modelo rojo, con Nj,e = 2048 v nger = 10.

De hecho, calculando la divergencia de Jensen-Shannon para los parametros de la
figura (4.8), siendo el cero un valor que indica que las distribuciones son idénticas y
la unidad que son totalmente divergentes, se obtiene para todos los modelos un orden
de entre 1073 — 104

4.2.1.3. Comparando los resultados obtenidos con la literatura y el cata-

logo GWTC-1.

En esta seccién compararemos los resultados obtenidos para el modelo IMRPhe-
nomXPHM siendo Nype = 2048 y ngee = 10 con el catdlogo GWTC-1 y el articulo de
Katerina Chatziioannou et al, publicado en noviembre de 2019 [13].

Este articulo fue el primero en el cual se realiz6 el anéalisis de un evento cuyo cociente
de masas ¢ era alto, y por lo tanto se pudo estudiar las contribuciones de los modos
subdominantes en la estimacién de pardmetros. Sin embargo, los modelos utilizados
atn no eran muy maduros, o bien contenian sélo el efecto de la precesion (IMRP-
henomPv2, SEOBNRv3) o bien sélo los armonicos subdominantes (IMRPhenomHM,
SEOBNRv4HM). Unicamente NRSur7dq2 contenia tanto precesién como arménicos
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subdominantes, pero este modelo s6lo esta calibrado cuando el cociente de masas es
q ~ 2, que en realidad no es suficiente para este evento. Ademés el modelo IMRPhe-
nomHM no esta calibrado a NR para dichos armoénicos y la calibraciéon del armoénico
dominante a NR se encuentra desactualizada puesto que se realiz6 antes de la primera
deteccion GW150914. En consecuencia existe bastante dispersion entre los modelos
de forma de onda para los parametros estudiados.

Debido a la alta masa del agujero negro principal m; = 50.6f}823M@ y al espin no nulo,

en el articulo consideraron si estas podian ser las evidencias para la posibilidad de que
la formacién del agujero negro masivo proveniera de una fusiéon anterior. De manera
que se plantearon dos escenarios posibles, de primera (1g) y segunda generacion (2g),
adaptando las distribuciones de probabilidad a priori para cada situacion 2. Al ser de
segunda generacién, explicaria el alto cociente entre las masas de la binaria asi como
su alto valor de espin.

Las formas de onda a comparar con nuestro modelo precesante IMRPhenomXPHM,
que modela los modos (2,2),(2,1),(3,3),(3,2) y (4,4), son

‘ Modelo de onda H Dinamica del espin ‘ Modos (1, |m|) ‘ Fuente ‘
SEOBNRyv3 Precesante (2,2) GWTC-1
IMRPhenomPv2 Precesante (2,2) GWTC-1 y literatura
IMRPhenomHM Alineado (2,2),(2,1),(3,3),(3,2), (4,4), (4,3) Literatura
SEOBNRv4HM Alineado (2,2),(2,1),(3,3),(4,4), (5,5) Literatura

CUADRO 4.2: Tabla de los modelos estudiados procedentes de la literatura y GWTC-1
para comparar con IMRPhenomXPHM.

Las muestras de la distribucién a posteriori que utilizaron en el articulo se pueden
encontrar en [32].
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Tablell\_2g\ _IMRPhenomPv2
FicuraA 4.10: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-
sas de la binaria, el cociente de masas y el espin efectivo, para el modelo azul a estudiar,
los dos modelos naranja y verde del catalogo GWTC-1 y el modelo IMRPhenomPv2
de la literatura en rojo y rosa para los escenarios 1g y 2¢g respectivamente.

2Las distribuciones de probabilidad a priori elegidas en el articulo son las mismas que las escogidas,
descritas en la seccion (3.4.1.2).
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4.2.1.3.1 Comparaciéon con el catialogo GWTC-1 y el modelo IMRPhe-
nomPv2 de la literatura.

En la figura (4.10) se muestran algunas de las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori unidimensionales realizadas, que comparan el modelo IMRPhenomXPHM a
estudiar en azul, con los modelos del catalogo GWTC-1, IMRPhenomPv2 en naranja
y SEOBNRvV3 en verde, junto con el modelo IMRPhenomPv2, para los dos diferentes
escenarios 1g y 2g de la literatura utilizando distribuciones de probabilidad a priori
adaptadas, diferentes a las empleadas en IMRPhenomXPHM. Los modelos de los ca-
talogos no guardan las muestras para los parametros q y x.ff, motivo por el cual no
se encuentran representados.

Tal y como apreciamos en la distribucién rosa para el cociente de masas ¢ = 0.55f8:§3,

debido a la eleccién adaptada de las distribuciones de probabilidad a priori para el
escenario 2¢, el modelo apoya la situacién de masas desiguales en la binaria. En seguida
nos damos cuenta de la preferencia de los modelos hacia el de 2¢g, y en concreto el
modelo con armoénicos subdominantes IMRPhenomXPHM. En las distribuciones para
el pardmetro x.rr, observamos que el escenario 1g apoya mas a unas componentes no
nulas.

4.2.1.3.2 Comparacién con el modelo IMRPhenomHM.

Comparemos las distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales, entre
IMRPhenomXPHM en azul y el modelo IMRPhenomHM de la literatura, para la
misma eleccion de distribuciones de probabilidad a priori (Table II) y para los dos
diferentes escenarios 1g y 2¢g (Table III).
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FiGura 4.11: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-

sas de la binaria, el cociente de masas y el espin efectivo, para el modelo azul a estudiar

y el modelo IMRPhenomHM de la literatura con los mismos priors utilizados (naranja)
y en rojo y rosa para los escenarios 1g y 2g respectivamente.

El comportamiento de las distribuciones frente a 1g y 2g es el mismo que el de la
seccion anterior. Nos fijamos ademas que al presentar armonicos subdominantes, se
otiene una mayor convergencia en las graficas con respecto a la figura anterior.
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4.2.1.3.3 Comparacion con el modelo SEOBNRv4HM.

Finalmente comparamos las distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensio-
nales, entre IMRPhenomXPHM en azul y el modelo SEOBNRv4HM de la literatura,
para la misma eleccion de distribuciones de probabilidad a priori (Table II) y para los
dos diferentes escenarios 1g y 2¢g (Table III).
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F1GurA 4.12: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-

sas de la binaria, el cociente de masas y el espin efectivo, para el modelo azul a estudiar

y el modelo SEONRv4HM de la literatura con los mismos priors utilizados (naranja)
y en rojo y rosa para los escenarios 1g y 2g respectivamente.

El comportamiento es bastante similar a la de la figura anterior. Unicamente obser-
vamos que por lo general el modelo azul que ponemos a prueba, presenta una menor
difencia con el modelo SEOBNRv4HM en naranja, que frente al que daba con IMRP-
henomHM.

4.2.1.4. Mejorando la estimacién de pardmetros para q y Xeff-
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FiGUurA 4.13: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para ¢ y
Xeff-
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Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos hacer una elecciéon de los me-
jores modelos que tenemos actualmente para estimar dentro de un intervalo de credi-
bilidad del 90 % los pardmetros q y x.ff. Estos modelos son: IMRPhenomXPHM /XP
y IMRPhenomXHM de las ejecuciones realizadas con Nype = 2048 v ngee = 10y
IMRPhenomHM y SEOBNRv4HM del articulo mencionado utilizando las mismas

distribuciones de probabilidad a priori.

En la siguiente tabla observamos las estimaciones obtenidas de los parametros q y

Xeff, utilizando varios modelos.

’ Modelo de onda

|

q

|

Xeff

IMRPhenomXPHM N2048 NA10 Dmarg

0.34
0.5870 53

0.21
0.307035;

IMRPhenomXP _ﬁ2048_ﬁA10_Dmarg

+0.33
0.627032

0.19
0.35 02

IMRPhenomXHM _N2048 NA10 Dmarg

0.34
0.55 051

0.23
0.287735

TableIl unifchi SEOBNRv4HM

0.33
0.60" 550

0.26
0.34705

Tablell unifchi IMRPhenomHM

0.55%0%

0.36703

Media

(0.366 — 0.912)

(0.05 — 0.544)

CUADRO 4.3: Tabla con las estimaciones de los parametros q y X.yy para varios mo-
delos.

— IMRPhenomXP'_N2048\ NA30\_Dmarg

m[Mo]

MIMo]

m[Mo] q

M[Mg]

IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

F1GURA 4.14: Gréfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con las masas de
la binaria, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parametros del algoritmo.
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4.2.2. GW150914.

El primer evento constituye uno de los més masivos existentes dentro del primer cata-
logo GWTC-1. Por lo tanto su reanalisis utilizando modelos que incluyan armoénicos
subdominantes, podré restringir al igual que en el evento anterior, las estimaciones de
pardmetros respecto a los anélisis que se hayan hecho anteriormente.

4.2.2.1. Estudio de la convergencia.

4.2.2.1.1 Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhe-
nomXP.

— IMRPhenomXPHM\_N2048\ NA30\ Dmarg

IMRPhenomXPHM\_N2048\ NA10\ Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\ NA30\ Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\ NA10\_Dmarg

ma[Me]

FIGURA 4.15: Gréfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con las masas de la

binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXP (derecha),
variando los pardmetros del algoritmo.

En las figuras (4.14) y (4.15) se representa dos graficos de esquina con las distribu-
ciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones, para los parametros
relacionados con las masas de la binaria, para los modelos IMRPhenomXP y IMRP-
henomXPHM respectivamente, variando los parametros del algoritmo en: Ny, =
2048,512 y ngee = 30,10. Por completitud, en el apéndice (D) se han anadido dos
graficos de esquina mas, para cada modelo, con los mismos parametros de la secciéon
anterior.

Al igual que sucedia con el evento anterior, observando ambas figuras junto con las
del apéndice (D) para cada modelo, observamos que los parametros extrinsecos son
mas dificiles de estimar que los intrinsecos, debido a que son més multimodales.

De igual manera vemos que la eleccion de Nyjpe = 512 v ngee = 30, 10, constituye
la peor de todas ellas. Puesto que observando los bordes de los contornos de iso-
verosimilitud en las distribuciones bidimensionales para el rojo y el verde, nos damos
cuenta que fluctuan demasiado. El algoritmo no ha obtenido la resoluciéon necesaria
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para dar una distribucién sélida y lo que vemos son errores sisteméticos producidos
en el muestreo.

Descartando los modelos rojo y verde por poseer fuertes fluctuaciones, observamos
como en los graficos de la fila inferior de la figura (4.16) correspondientes al mode-
lo IMRPhenomXPHM, se obtiene un mejor comportamiento, traducido en un ma-
yor estrechamiento de la distribucién y por tanto en una mejor estimacién de los
parametros, en comparacién con los graficos superiores correspondientes al modelo

IMRPhenomXP.
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F1GURA 4.16: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para los
parametros ¢ y Xess, para los modelos IMRPhenomXP (figura superior) y IMRPhe-
nomXPHM (figura inferior), variando los pardametros del algoritmo.

De nuevo hacemos notar que este efecto se debe a la implementacion de los armoénicos
subdominantes en el modelo, puesto que la resolucién que comparamos es la misma
para cada color.

4.2.2.1.2 Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhe-
nomXHM.

En la figura (4.17) se representa un grafico de esquina donde podemos observar las
distribuciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones para los para-
metros relacionados con las masas de la binaria, para el modelo IMRPhenomXHM
variando los pardmetros del algoritmo en: Ny, = 2048,512 y nget = 50,30, 10. Por
completitud, en el apéndice (D) se han anadido dos graficos de esquina mas, para los
parametros relacionados con la ubicacién de la fuente en la esfera celeste, el &ngulo de
polarizacion, la fase orbital, los parametros relacionados con los espines y la distancia
luminosa.

Al igual que en el modelo anterior, observamos que la eleccién de Ny,e = 512 y
nact = 30, 10 constituye la peor de todas ellas, puesto que presenta errores sisteméaticos
producidos en el muestreo. Descartando entonces los modelos rosa y rojo, los otros
tres poseen distribuciones practicamente iguales.

Calculando la divergencia de Jensen-Shannon para todas las distribuciones de todos los
parametros para este modelo IMRPhenomXHM junto con las de IMRPhenomXPHM,
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— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA50\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N512\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N512\_NA10\_Dmarg

m[Mo]

M[Ms]

M[Mo]

F1GURA 4.17: Gréfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con las masas de la

binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXHM (derecha),
variando los parametros del algoritmo.

siendo el cero un valor que indica que las distribuciones son idénticas y la unidad que
son totalmente divergentes, se obtienen valores del orden de 1073 — 1074,
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FiguraA 4.18: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-
sas y espines de la binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXP con
Niive = 2048 y nger = 10, comparandolos con los modelos de la literatura.
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4.2.2.2. Comparacion con el catialogo GWTC-1.

En la seccion (4.2.2.1.1) vimos que el modelo IMRPhenomXPHM con Ny, = 2048
era el preferido frente al resto. En el siguiente anélisis se ha considerado estos puntos
vivos Nye = 2048 y nge = 10, para disminuir el tiempo de ejecuciéon, comparando
los modelos IMRPhenomXPHM con el IMRPhenomXP.

En general, podemos observar en la figura (4.18) que las distribuciones correspondien-
tes con los modelos IMRPhenomXP y IMRPhenomXPHM convergen adecuadamente
segin lo esperado con la literatura. La inclusiéon de los armoénicos subdominantes en
el modelo IMRPhenomXPHM mejora de hecho la estimaciéon de parametros.

4.2.2.3. Mejorando la estimacién de parametros para q y x.f;.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos hacer una eleccién de los mejo-
res modelos que tenemos actualmente para estimar dentro de un intervalo de credibi-
lidad del 90 % los parametros ¢ y x.fs. Estos modelos son: IMRPhenomXPHM /XP,
IMRPhenomXHM y IMRPhenomXAS de las ejecuciones realizadas con Ny, = 2048

Y Nact = 10.
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IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXAS\_N2048\_NA10\_Dmarg

F1GURA 4.19: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para ¢ y
Xeff-

En la siguiente tabla observamos las estimaciones obtenidas de los parametros q y
Xeff, utilizando varios modelos.

’ Modelo de onda H q ‘ Xeff
IMRPhenomXPHM N2048 NA10 Dmarg 0.8770 15 —0.027915
IMRPhenomXP N2048 NA10 Dmarg 0.850 50 —0.0270-11
IMRPhenomXHM N2048 NA10 Dmarg 0.8870 1% —0.01790
IMRPhenomXAS N2048 NA10 Dmarg 0.860 14 —0.0270-°
Media (0.675 — 0.9875) | (—0.14 — 0.05)

CUADRO 4.4: Tabla con las estimaciones de los pardmetros ¢ y Xers para varios mo-
delos.

4.2.3. GW190814.

Dos anos después de la primera deteccién llevada a cabo por los tres interferémetros
LIGO y Virgo, el 14 de agosto de 2019, se observo el evento GW190814. Este evento
presenta dos caracteristicas interesantes, relacionadas con la fuente que lo produjo. En
primer lugar, la masa primaria de la binaria 23M es nueve veces més masiva que su
companera, convirtiéndola en el sistema mas asimétrico jamas observado con ondas
gravitacionales hasta la fecha. En segundo lugar, la masa secundaria de la binaria



102 Capitulo 4. Descripcion y resultados de la tesis.

2.6Mg la convierte en el agujero negro mas ligero o estrella de neutrones mas pesada
jamés descubierta en un sistema binario de objetos compactos, y de momento, no
estamos seguros de cuél es. Estas propiedades presentan un desafio tinico en nuestra
compresion sobre las masas que pueden tener los objetos compactos, asi como en el
proceso por el cual llegan a terminar fusiondndose. El analisis de parametros en este
evento utilizando los tltimos modelos actualizados como los estudiados en esta tesis,
podré arrojar un poco de luz a dicho enigma.

4.2.3.1. Estudio de la convergencia.

4.2.3.1.1 Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhe-
nomXP.

Las siguientes figuras (4.20) y (4.21) representan dos graficos de esquina con las dis-
tribuciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones, para los para-
metros relacionados con las masas de la binaria, para los modelos IMRPhenomXP
y IMRPhenomXPHM respectivamente, variando los pardmetros del algoritmo en:
Niive = 2048,512 y ngee = 30,10. Por completitud, en el apéndice (D) se han anadi-
do dos gréficos de esquina més para cada modelo, con los mismos parametros de la
seccién anterior.

— IMRPhenomXP\_N2048\ NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\ _NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

ma[Me]
73

MIMs]

FiGURA 4.20: Gréfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con las masas de
la binaria para el modelo IMRPhenomXP, variando los parametros del algoritmo.

Al igual que sucedia con los dos eventos anteriores, observando ambas figuras junto
con las del apéndice (D), observamos que los parametros extrinsecos son mas dificiles
de estimar que los intrinsecos, debido a que son méas multimodales.

De igual manera vemos que la eleccion de Nype = 512 vy ngee = 30,10, constituye
la peor de todas ellas, puesto que sus bordes en los contornos de iso-verosimilitud
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— IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N512\_NA10\_Dmarg

m[Mo]

M[Mp]

FiGuraA 4.21: Gréfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con las masas de
la binaria para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los pardmetros del algoritmo.

fluctuan demasiado, lo que se traduce en errores sistematicos producidos durante el
muestreo.

Observando las distribuciones de probabilidad en dos dimensiones, nos damos cuenta
que la inclusiéon de los armoénicos subdominantes en el modelo IMRPhenomXPHM
implica una mejor convergencia en los parametros y con ello una mejor estimacion, al
tener un mayor estrechamiento en las distribuciones, en comparaciéon con el modelo
IMRPhenomXP.

Descartando los modelos rojo y verde por poseer fuertes fluctuaciones, el resto de
distribuciones son préacticamente las mismas. La divergencia de Jensen-Shannon, asi
lo ratifica, obteniendo valores del orden de 1072 — 1074,

4.2.3.2. Comparacion con el catilogo GWTC-2.

En la seccion anterior vimos que el modelo IMRPhenomXPHM era preferido frente al
IMRPhenomXP, siendo el resto de las distribuciones muy iguales entre si. Para reducir
el tiempo de computacién se escogio la de Nyque = 2048 v nger = 10, para compararla
con los modelos del segundo catalogo.
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FiGUrA 4.22: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-

sas, espines de la binaria, el cociente de masas y el espin efectivo para el modelo

IMRPhenomXPHM con Nype = 2048 v nger = 10 comparandolo con los modelos del
catalogo.

Como podemos comprobar la implementacion de la precesion en los modelos, mejora
significativamente la estimacion de parametros.

4.2.3.3. Mejorando la estimacion de pardmetros para q y Xeff-

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos hacer una eleccién de los me-
jores modelos que tenemos actualmente para estimar dentro de un intervalo de cre-
dibilidad del 90 % los pardametros ¢ y xerf. Estos modelos son: IMRPhenomXPHM
y IMRPhenomXP de las ejecuciones realizadas con Ny, = 2048 y ngee = 10 y los
modelos IMRPhenomPv3HM y SEOBNRv4PHM del catalogo GWTC-2.
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FicUrA 4.23: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para ¢ y
Xeff-

En la siguiente tabla observamos las estimaciones obtenidas de los parametros q y
Xeff, utilizando varios modelos.

‘ Modelo de onda H q ‘ Xeff
IMRPhenomXPHM N2048 NA10 Dmarg 0.117552 —0.07008
IMRPhenomXP N2048 NA10 Dmarg 0.11700%2 —0.010%
IMRPhenomPv3HM 0.117951 —0.0175:08
SEOBNRv4PHM 0.11700; —0.075 08
Media (0.110 — 0.125) | (—0.08 — 0.07)

CUADRO 4.5: Tabla con las estimaciones de los pardmetros ¢ y Xers para varios mo-
delos.
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Capitulo 5

Conclusiones.

Esta tesis demuestra la eficacia del nuevo modelo IMRPhenomXPHM en la actual era
de la astronomia de ondas gravitacionales, donde la cantidad y diversidad de eventos
detectados crece constantemente. Este modelo ademas de proporcionar un bajo coste
computacional, incluye el modelado de los armoénicos subdominantes y la precesion,
que, como hemos comprobado, beneficia la estimacion de parametros posterior.

Para analizar su comportamiento se emple6 un coédigo de python escrito por Mai-
te Mateu-Lucena, que utiliza la implementacién en paralelo de Bilby, parallel bilby,
en los clusteres CPU de alto rendimiento: Marenostrum (Barcelona Supercomputing
Center) y Picasso (Universidad de Malaga). Con los datos de los detectores LIGO-
Hanford, LIGO-Livingston y Virgo disponibles en los catélogos de ondas gravitacio-
nales GWTC-1 y GWTC-2 abiertos al publico [34], el Grupo de Fisica Gravitacional:
teoria y observacion, realizoé diversas ejecuciones del programa utilizando diferentes
modelos que incluian o bien los armoénicos subdominantes, o la precesiéon o ambos a la
vez, para estudiar su efecto en todos los eventos del catalogo. Con los archivos resul-
tantes de dichas ejecuciones, se realizaron cuatro estudios para los eventos GW150914,
GW170729 y GW190814.

El primer paso fue analizar la convergencia de cada ejecuciéon para cada modelo en
cada evento. Por lo general, se observd en los tres eventos que un nimero de puntos
vivos alto ayuda a establecer los limites de las distribuciones a posteriori de manera
solida y flexible, mejorando la eficacia del muestreo y la resolucién del volumen de
la distribuciéon a priori, resultando en una mejor estimaciéon de los pardmetros. El
nuevo parametro nq incorporado en el algoritmo, ayuda también a obtener una mejor
resoluciéon. Sin embargo, aumenta de forma simulténea el tiempo de ejecucion.

Una vez fijado los mejores parametros del algoritmo teniendo en cuenta la convergencia
resultante y el coste computacional en Ny, = 2048 y nger = 10, se procedid a realizar
un estudio de cual era la mejor version de la precesion, si MSA o NNLO incorporadas
en el modelo, comparandola con la versién por defecto, para el evento GW170729.
Utilizando la divergencia de Jensen-Shannon el resultado determiné, que no hubo una
diferencia significativa entre las distribuciones de los pardmetros estudiados.

En este mismo evento GW170729, ademés de comparar las ejecuciones realizadas con
las del catdlogo GWTC-1, se compard con el articulo de Katerina Chatziioannou et
al publicado en noviembre de 2019. Dicho articulo fue el primero en encargarse de
analizar un evento cuyo cociente de masas ¢ era alto para estudiar la contribucién de
los modos subdominantes en la estimacion de pardmetros. Sin embargo, los modelos
utilizados no eran lo suficientemente maduros como para ser aplicados. Con la familia
de formas de onda IMRPhenomX, si que podemos abarcar este tipo de eventos que
poco a poco dejaran de ser exoticos. Por la naturaleza de las fuentes de la binaria,
en este articulo ademas estudiaron la posibilidad de que el agujero negro principal
proveniera de una fusiéon anterior. Del resultado de comparar IMRPhenomXPHM con
las muestras proporcionadas por el articulo y con el catdlogo GWTC-1, podemos
concluir que el modelo apoya el escenario en el que el agujero negro principal sea
resultado de una fusién anterior.

Comparando los diferentes modelos que incluian o no la precesién y los armoénicos
subdominantes en los tres eventos, podemos concluir que ambos efectos son relevantes
en la estimaciéon de parametros, volviéndose cada vez més importantes en aquellos
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eventos cuyo cociente de masas es mayor. En el evento GW170729, cuyo cociente en-
tre masas segun el articulo de Katerina et al es estimado entre (0.3 — 0.8), parece
que el efecto de los armoénicos subdominantes domina frente al de la precesion. Sin
embargo para el evento GW190814, cuyo cociente de masas es el més desigual medido
hasta la fecha 0.112f8:883, observando la figura (4.22), podemos decir que las tornas
parecen girarse y es ahora la precesién quien domina frente a los arménicos subdomi-
nantes. Hacemos notar que los cambios observados en las estimaciones no son debidos
a errores sistematicos en los modelos, sino que la modelacion precisa, de efectos fisicos
relevantes, mejora las mediciones de los parametros.

Por dltimo, se observa que la inclusiéon de los armoénicos subdominantes y la precesion,
da como resultado una estimacién mejorada en el cociente de masas q y el espin efectivo
Xeff- Para cada evento, resumimos a continuacion dicha estimacion,

q Xeff
Evento Vieja estimacion ‘ Nueva estimacién || Vieja estimacién ‘ Nueva estimaciéon
GW150914 (1.1 - 1.6) (0.675 — 0.987) (—0.14 — 0.13) (—0.14 — 0.05)
GW170729 (0.30 — 0.80) (0.366 — 0.912) (—0.01 — 0.50) (0.05 — 0.544)
GW190814 (0.103 — 0.120) (0.110 — 0.125) (—0.055 — 0.06) (—0.08 — 0.07)

CUADRO 5.1: Tabla con las estimaciones de los pardmetros ¢ y x.¢s para cada evento.
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Capitulo A

Ingredientes de la teoria linealizada de la gravedad.

Seccion A.1. Métrica inversa.

Seccion A.2. Simbolos de Christoffel linealizados.
Seccion A.3. Tensor de Riemann linealizado.
Seccion A.4. Tensor de Ricci linealizado.
Seccion A.5. Escalar de Ricci linealizado.
Secciéon A.6. Tensor de Einstein linealizado.

En este apéndice, exponemos los ingredientes necesarios para linealizar la teoria de
la gravedad, con el objetivo de describir la ecuaciéon de onda de la perturbacion de la
métrica con el gauge de Lorentz y asi poder identificar su solucién en el vacio como
las ondas gravitacionales.

A.1. Meétrica inversa.

A lo largo del desarrollo, sera necesario el uso de la métrica inversa g"”. Conocida la
métrica inversa de Minkowski, debemos preguntarnos qué forma tiene la perturbacion
de la métrica inversa dg*” = h*”. Para ello, partiremos de la definiciéon de métrica
inversa:

g/“/gya = 5”@47 (Al)

v la someteremos a variaciones infinitesimales tales que,

(" guva) = 0 = 60" gua + 6" 0Gva = 0 — 6" gua = — 9" 0 gua- (A.2)

Aplicando la métrica inversa a ambos lados de la igualdad, contrayendo indices y
linealizando (despreciando los términos de orden cuadratico O(h?)), obtenemos

59" = —g"3gapg” — 09" = —n"hapn” + O(h?) = =00 hag + O(R?). (A.3)

Como podemos ver, esta perturbaciéon en teoria linealizada, puede escribirse:
W = g"g" hag = (1" + O(h)) (TIVB + O(h)> hap = 11" hag + O(R?).  (A4)
De manera que la métrica inversa g"” se expresa como,

g = — B, (A.5)

Una vez definidas la métrica y su inversa, con el fin de construir las ecuaciones de
Einstein linealizadas, debemos continuar describiendo el resto de objetos necesarios
para el desarrollo dentro de este régimen lineal.
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A.2. Simbolos de Christoffel linealizados.

Los simbolos de Christoffel se defininen como

(e} 1 av
Bu = 59 (aﬁg;w + 8uguﬂ - augﬁu) . (A'G)

Teniendo en cuenta que la métrica viene dada por la suma de la métrica de Minkowski
més una perturbacion, la derivada de la métrica dg no es mas que la derivada de la
perturbaciéon dh. De esta manera, desarrollando a primer orden, obtenemos

g®0g = (n® + O(h)d(n + h) = n°0h + O(h?) . (A7)

Por tanto, los simbolos de Christoffel linealizados son

« 1 (677
Ug. = 577 (Oshuy + Ophug — Ovhy) + O(h2)' (A.8)

A.3. Tensor de Riemann linealizado.

El tensor de Riemann se define como

Por conveniencia, para llegar a una expresion mas sencilla una vez linealizado este
tensor, bajemos los indices con la métrica, obteniendo

Al linealizar debemos notar que los simbolos de Christoffel son de primer orden
I'g, ~ O(h), en consecuencia habra contribuciones de segundo orden I'g, ~ O(h?)
que deberemos despreciar para obtener un régimen lineal. Enseguida observamos que
la contraccion entre ellos, en el tercer y cuarto término, serda de segundo orden y por
lo tanto despreciable. Tampoco jugara un papel en el desarrollo, los términos de se-
gundo orden procedentes de la perturbacién de la métrica contraida con los simbolos
de Christoffel, que de nuevo deberemos despreciar queddndonos tnicamente con la
contribucién de Minkowski. De esta manera, obtenemos

Raﬁuu = Nary <8MFZQ - alIZﬂ) + O(hQ) (All)

Desarrollando esta expresion con la definicion de los simbolos de Christoffel linealiza-
dos (A.8), se obtiene

1
Ropw = 5o 10 (77 (Ovhgs + Oshsy — Dshup) 100" (Ouhps + Ophsy — Dshyp) 1} +O(h?).
(A.12)
Simplificando el primer y cuarto término, la expresion se reduce a

1
R Doy (0,05hsy — 0,05hyps — 8,05hs, + 00shus) +O(h%).  (A.13)

aBur — 9
Finalmente, el haber bajado los indices anteriormente nos permite utilizar 7,,77° =
5,0 obteniendo

R - % (Ou9shay — 0u0ahpy — 0,0shay + 0b0ahp,) + O(hQ)' (A.14)

afuv
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A.4. Tensor de Ricci linealizado.

El tensor de Ricci se define con la contraccion del tensor de Riemann de la siguiente
manera

Ro3= 9" R, .s5- (A.15)

Cogiendo la expresion del tensor de Riemann linealizado (A.14), la perturbacion de
la métrica contraida con éste dara términos de orden cuadratico que deberan despre-
ciarse, quedandonos solo con la contribuciéon de Minkowski. Contrayendo el tensor de
Riemann linealizado con Minkowski, se obtiene

Ry = % (040075 — Dadsh — Dhas + 0,051t ) + O(2), (A.16)

con h = he = % has+0O(h?) la traza de la perturbacion y siendo [J el D’ Alembertiano
O=0%), = n“58a85.

A.5. Escalar de Ricci linealizado.

El escalar de Ricci se define contrayendo el tensor de Ricci del modo siguiente

R=g""R,;4. (A.17)

Cogiendo la expresion del tensor de Ricci linealizado (A.16), la perturbacion de la
meétrica contraida con éste dard de nuevo términos de orden cuadratico que despre-
ciaremos, quedéandonos solo con la contribucién de Minkowski. Contrayendo el tensor
de Ricci linealizado con Minkowski, obtenemos

R = 0,03h*" — Oh + O(h?). (A.18)

A.6. Tensor de Einstein linealizado.

Con estos ingredientes, podemos finalmente escribir el tensor de Einstein linealizado.
Sea el tensor de Einstein definido como

1
Gap = Rop — §ga/3R , (A.19)

debemos fijarnos que de nuevo la perturbacién de la métrica contraida con el escalar
de Ricci dard términos de orden cuadratico que deberan despreciarse, quedandonos
solo con la contribuciéon de Minkowski. Introduciendo el tensor de Ricci linealizado
(A.16) y el escalar de Ricci linealizado (A.18) en el tensor de Einstein, obtenemos su
expresion linealizada

Gl = %[8M80hg—8a85h—Dha5+8uaghg s (0,0, — Ol ) | +O(h2). (A.20)
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Capitulo B

Las transformaciones gauge e invarianza gauge.

Seccién B.1. Las ecuaciones basicas de la teorfa linealizada.
Seccion B.2. Transformaciones gauge e invarianza gauge.
Seccion B.3. El gauge Transverse-traceless (TT).

A continuacion, se describirdn las transformaciones gauge y la invarianza gauge en
términos de la perturbacién de la métrica, necesarios para finalizar el desarrollo de la
teorfa linealizada de la gravedad cuyo objetivo es el de obtener la ecuacién de onda
para la perturbacion, identificando en su solucién en el vacio las ondas gravitacionales.

B.1. Las ecuaciones basicas de la teoria linealizada.

Las ecuaciones bésicas de la teoria linealizada, escritas en cualquier sistema de coor-
denadas que sea casi globalmente de Lorentz son

Guw = Muw + Iy con ‘hm,’ < 1. (B.1)
Dhap + Napuduht — 0,05hk — 0,0ahls = =167 Ty (B.2)
Dos tipos de transformaciones de coordenadas conectan sistemas casi globalmente

de Lorentz entre si: las transformaciones globales de Lorentz y las transformaciones
coordenadas infinitesimales.

B.1.1. Transformaciones globales de Lorentz

oH = Ag/xa , AZ,A%W,W = No'grs (B.3)
donde A son los boosts de Lorentz. Esto transforma los coeficientes de la métrica via

ozt dz¥ 4o p 0oaw
Norsy +hatyr = Garty = 5o Gy = M AL (D + ) = oy + M Ny (BA)

Por lo tanto, h,, y consecuentemente h,,,, se transforman como las componentes de
un tensor en el espacio-tiempo plano

hargr = A NS . (B.5)

B.1.2. Transformaciones de coordenadas infinitesimales (creacion de
perturbaciones en el sistema de coordenadas).

o' (P) = a#(P) + €(P), (B.6)

donde £#(P) son cuatro funciones arbitrarias lo suficientemente pequenas como pa-
ra que las perturbaciones de la métrica en las nuevas coordenadas sigan verificando
|| < 1. Las transformaciones infinitesimales de este tipo producen pequefos cam-
bios en los escalares, vectores y campos de tensores. Estos pequenos cambios pueden
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ser ignorados en todas las cantidades excepto en la métrica, donde pequenas desviacio-
nes de 7, contienen toda la informacién sobre la gravedad. La ley de transformacion
habitual para la métrica es:

/ ox# ox¥

9p'o’ [z% (P)] = guu[$a(p)]WW7 (B.7)
combinado con (B.6) y junto con
Guv[2*(P)] = nw + by [ (P)], (B.8)
revela que
gp’a’ (.I‘al = aa) = T]po. -+ hpo-(l'a = aa) — agfp — 8pfg + O(@f) (B9>

De esta manera, vemos que la perturbacién de la métrica en los sistemas de coorde-
/ . . .
nadas nuevo (z*) y antiguo (z*) estan relacionados por

hITevo = hUeI® — €, — Opéo, (B.10)

mientras que las formas funcionales de todos los demas escalares, vectores y tensores
quedan inalterados, dentro de la teoria linealizada.

B.2. Transformaciones gauge e invarianza gauge.

En teorfa linealizada generalmente se conoce la ecuacién anterior como transforma-
ciones gauge, anadlogas a las

Azuevo — Aziejo 4 3u¢7 (B.ll)

existentes en electromagnetismo. El hecho de que las transformaciones gauge no afec-
ten a los escalares, vectores, o tensores se le llama ’invarianza gauge’. Al igual que la
invarianza gauge existente en el electromagnetismo,

FZLL;LE’UO — 8MALLuevo o aVAzuevo — auAlzjiejo_i_awﬂ/] . 8VAZiejO _8ij — Fﬁiejov (B12)

demostraremos a continuacién la invarianza gauge presente en el tensor de Riemann.
Podemos darnos cuenta de que, puesto que el tensor de Riemann linealizado (A.14)
estd compuesto por la suma y resta de términos con derivadas segundas de la pertur-
baciéon y que la transformacion gauge es una suma de términos sobre la perturbacion,
entonces el tensor de Riemann transformado presentara la misma estructura mas tér-
minos dependientes de £. Estos términos acabaran cancelandose, de manera que el
tensor mantendré la misma forma ante transformaciones gauge

= Raﬂ;w - auaﬁaagy - auaﬁaufa - 80161/665“ - aaaua,ugﬁ"i'

/
afuv

B.13
£ Dudyss + 0D + 050,008y + 030,0u60 = Raprs )

revelando, efectivamente, la invariancia gauge del tensor de Riemann
s = RS, (B.14)

Al igual que este tensor, el tensor de Einstein y el tensor energia-momento no se ven
afectados por las transformaciones gauge. Por lo tanto, si uno conoce una solucién
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especifica hopg para las ecuaciones de campo linealizadas (??) para una T8 dada, se
puede obtener otra solucién tal que describa exactamente la misma situacion fisica.

B.3. El gauge Transverse-traceless (TT).

Sea la cuadrivelocidad u para todo el espacio-tiempo. Por la imposicién de una trans-
formaciéon gauge especifica, imponemos las condiciones

Agpu? = 0. (B.15)

Esto son solo tres condiciones para A,g, no cuatro. Para la cuarta, utilizaremos una
transformacion gauge

A% =0, (B.16)

Tenemos ahora ocho condiciones en total, Aaﬁuﬁ = Aagkﬂ = A% = 0, para las diez
componentes de la amplitud. Las componentes restantes de A,z representan los dos
grados de libertad (las dos polarizaciones) de una onda gravitacional.

Es de utilidad reformular las ocho condiciones Aaguﬁ = Aaﬁkzﬁ = A% =0, en un
sistema de referencia de Lorentz donde v = 1, u/ = 0, y en una forma donde k® no
aparezca explicitamente:

hao = 0, es decir, solo los componentes espaciales hj; no son cero;
0’hi; =0, es decir, las componentes espaciales tienen divergencia cero;  (B.17)
hi; =0, es decir, las componentes espaciales tienen traza cero;

donde 7,7 = 1,2, 3. Notar que dado que h = h§ = hj; = 0, no existe distincién alguna
entre hog y hapg en este gauge.

Desviemos por un momento la atencién de las ondas planas hacia ondas gravitacionales
en la teoria linealizada. Cualquier onda electromagnética puede resolverse como una
superposiciéon de ondas planas, de la misma manera podra hacerse con cualquier on-
da gravitacional. Para cada onda plana superpuesta, introduzcamos el gauge especial
(B.17). Nota que las condiciones gauge son lineales en h,g. Por lo tanto, cualquier on-
da arbitraria también satisfacera las condiciones (B.17). En consecuencia, enunciemos
el siguiente teorema: Sea un sistema de referencia global de Lorentz de la teoria linea-
lizada, es decir sea una cuadrivelocidad especifica u. En este marco, donde u® = 65,
examinemos una onda gravitacional especifica cuya forma sea arbitraria. Uno podrd
siempre encontrar un gauge en el cual hog satisfazca las condiciones (B.17). Por otra
parte, tenemos que en este gauge solo hj; # 0. Por lo tanto, necesitaremos imponer
las seis ecuaciones de onda

Ohj; = 0. (B.18)

Cualquier tensor simétrico que satisfazca las condiciones (B.17), pero no necesaria-
mente las ecuaciones de onda (B.18), se le llama tensor transverse-traceless (TT).
Transverse, porque es puramente espacial hg, = 0, pensandolo como una onda es
transverso a su propia direcciéon de propagacion djh;; = hijk; = 0; traceless puesto
que la traza es cero hy; = 0. Estas condiciones (B.17) permiten reducir la perturbacion
sobre un espacio-tiempo plano, a ondas con dos grados de libertad (las polarizaciones).

Sea un tensor puramente espacial S;;, puede ser descompuesto en dos partes. Una
parte SgT que es 'transverse-traceless’, donde S% = %(&jﬁkk f — 0i;f) es 'transverse’
8]-55 = 0, pero esta determinado por una funciéon f dada la traza de S Sgk =V2f. Y
una parte SZ-Lj = (%SZ-L + (%S]L que es longitudinal, determinada por el campo vectorial
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SiL . En teoria linealizada hiLj es una parte puramente gauge de h,g, mientras que hg;-
y hg;T son partes invariantes gauge de h,g. El gauge especial por el cual hqg se reduce
a su parte transverse-traceless se le llama T'T" o gauge transverse-traceless. Asi, las
condiciones (B.17) que definen este gauge se les nombra como

hap = hlj . (B.19)
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Capitulo C

Interaccion de las ondas gravitacionales con masas de
prueba.

Secciéon D.1. La ecuacién de desviacidén geodésica en términos de la derivada
covariante.

Seccién D.2. Masas de prueba en el sistema de referencia TT y en el sistema de
referencia del detector.

Idealizando el detector de ondas gravitacionales como un conjunto de masas de prueba,
discutiremos a continuacién su interacciéon con dichas ondas.

C.1. La ecuacién de desviaciéon geodésica en términos de
la derivada covariante.

Con la finalidad de poder explicar posteriormente como las masas de prueba se com-
portan en el sistema de referencia del detector, debemos reescribir la ecuacion de
desviacion geodésica (1.39). Reescribamosla de forma elegante introduciendo la deri-
vada covariante de un campo vectorial, compatible con la métrica y de torsién nula,
a lo largo de la curva a*(7)

der

T

D(u)ét = u"V, ¢ = u"0," + Ff,‘pul’ép + Ff,‘pul’fp. (C.1)
Puesto que u* y &" describen direcciones independientes la una de la otra, pueden
tomarse como una base de coordenadas que conmutan, verificando:

D(u)e" = D(E)u" (C.2)

Aplicando esto junto con la regla de Leibnitz, obtendremos una expresion equivalente
a (1.39)

DX(u)éH = uPV, (u'V,EH) = uPV, (Y V,ul) = uPV 'V ut + uPEVV YV ul =
= uPV, "V ut + PV, V ut + ulE” Ry pu’ = Ry pu’ule”

(C.3)
Escrita de esta manera podemos observar que, dos geodésicas de tipo tiempo cercanas
entre si experimentan una fuerza de marea codificada en el tensor de Riemann. Escribir
explicitamente la ecuacion de las geodésicas o la ecuacion de desviacidon geodésica en
el sistema de referencia de interés nos ayudara a entender como las masas de prueba
se comportan con el correspondiente observador.

C.2. Masas de prueba en el sistema de referencia TT y en
el sistema de referencia del detector.

En relatividad, al elegir un gauge, seleccionamos un observador especifico adquiriendo
un sistema de coordenadas en concreto. En la seccion (2.5.1) vimos que las ondas
gravitacionales, adquieren una forma simple bajo el gauge TT. Veamos qué significa
estar en un sistema de referencia TT.
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C.2.1. Masas de prueba en el sistema de referencia TT.

La respuesta la encontramos observando la ecuacion de las geodésicas (1.32) junto con
la teoria linealizada. Sea una masa de prueba en reposo a 7 = 0,
dx’
dr

—0, (C.4)

T7=0

donde i hace referencia a los indices espaciales 1,2, 3. Siendo la ecuaciéon de las geo-
désicas (1.32), las componentes espaciales resultan

. dz0\ 2
" (dT>

donde T, proviene de los simbolos de Christoffel linealizados (A.8):

A2zt

7=0

; 1
00 = 5(200hoi — Dihoo)- (C.6)

Sin embargo, en el gauge TT esta cantidad desaparece, puesto que tanto hop como hg;
son nulos por la condicion gauge (B.17). De esta manera si a 7 = 0, Cfi—:‘: es cero por

. . 2,
estar la masa de prueba en reposo, en el gauge T'T también su derivada Cfi% se anula,

y por lo tanto % se anula para todo 7 [88].

Asi demostramos que en un marco de referencia TT, las particulas que permanecian
en reposo antes de la llegada de la onda, permanecerdn en reposo incluso después
de que la onda pase. Estrictamente hablando, esto es s6lo cierto en régimen lineal,
es decir, a primer orden en hj, . Si incluyéramos términos de orden cuadratico a los
simbolos de Christoffel, entonces 60 no desapareceria. No obstante, dado que en la
Tierra uno espera detectar ondas gravitacionales del orden de h = O(1072!), ir méas
alla del régimen lineal no resulta de interés.

En otras palabras, las coordenadas del sistema de referencia TT se estiran como
respuesta a la llegada de una onda, de manera que la posicién de las particulas de masa
libres inicialmente en reposo no cambia de estado. Para obtener una interpretaciéon
fisica del gauge T'T, podemos utilizar masas de prueba libres para marcar coordenadas.

C.2.1.1. Distancia coordenada.

Si las coordenadas de las masas de prueba inicialmente en reposo se mantienen cons-
tantes, también la distancia coordenada &' entre ellas debera permanecer constante
durante el transito de la onda. Puntualizar que &° es la diferencia entre las coordenadas
de dos masas de prueba; no es la distancia propia. Se asumira que esta separacién es
mucho menor que la longitud tipica de variaciéon de la onda gravitacional transitante,
dada por su longitud de onda reducida. La distancia coordenada es por tanto la se-
paracion &' entre geodésicas, que verifica la ecuacion de desviacién geodésica (1.39).
Entonces, utilizando la componente espacial (u = i) de la ecuacion (1.39), puesto que
a 7= 0 se cumple dz'/dr = 0, mientras que dz°/dr = ¢, obtenemos

. deP ,
=— {2cr5p5 -+ c2§"aargo} : (C.7)
=0 dr 7=0

d2 fl
dr?

Como ya comentamos Ff)o = 0 en el gauge TT, puesto que tanto hgy como hg; son
nulos por la condicién gauge (B.17). En el primer término, I' , 1O se desvanecera
al menos que p sea un indice espacial. De la ecuacion de los simbolos de Christoffel
linealizados (A.8), obtenemos que en el gauge TT: Fij = (1/2)0phij. Por lo tanto, en
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el gauge T'T, obtenemos

d2€i
dr?

_ [
- {ins }TO , (©8)

donde el punto representa la derivada temporal. Como vemos, si las masas de prueba
se encuentran inicialmente, en 7 = 0, a una distancia coordenada fija d¢'/dr = 0,
entonces esta separaciéon permanecerd invariante para todo 7 puesto que gracias a

(C.8): d?¢t/dr? = 0.

Aclaremos qué significa la derivada temporal de la perturbacién, no queda explicito si
se trata de tiempo propio o coordenado. En el gauge T'T, con hgg = hg; = 0, el tiempo
propio de una trayectoria tipo tiempo z#(7) = (2°(7),2%(7)) es
27 2 2 1,2 TTY 7.4 j 2 1,2 Tdeidxj 2

c*dr® = c*dt* (1) — (045 +h;;" )da' (1)d2? (1) = c*dt* (1) — (045 +hi; )EﬁdT , (C.9)
donde 2°(7) = ct(7). Como para una masa de prueba inicialmente en reposo dx* (1) /dr =
0 para todo 7. Por lo tanto, el tiempo propio 7 medido por un reloj que se encuentra
sobre una masa de prueba inicialmente en reposo, es el mismo que el tiempo coorde-

nado t [88].

C.2.1.2. Distancia propia.

El gauge T'T nos muestra que en relatividad, los efectos fisicos no vienen expresados
por lo que le pase a las coordenadas puesto que la teoria es invariante bajo transfor-
maciones de coordenadas. A primera vista, uno podria sorprenderse por el hecho de
que en este gauge durante el transito de una onda gravitacional, las posiciones de las
masas de prueba no se vean modificadas. Sin embargo, esto no significa que las ondas
gravitacionales no tengan un efecto fisico, inicamente hemos escogido libremente un
sistema coordenado para definir las coordenadas de manera que éstas no cambien. Los
efectos fisicos surgen al introducir, ademas del tiempo propio, la distancia propia.

Consideremos las masas de prueba como dos eventos simultdneos en (¢,21,0,0) y
(t,z2,0,0), respectivamente. En el gauge TT, la distancia coordenada L = z9 — 1
en el plano perpendicular a la direccién de propagacién de una onda gravitacional, se
mantiene constante. El elemento de linea s se correspondera con la distancia propia
entre ambas masas de prueba, puesto que s6lo contiene contribuciones espaciales

LiL;
2L

s = \/LQ + (Ll ~ L+ = hy(t) (C.10)

donde L; son las proyecciones de la distancia respecto a las coordenadas i. Definiendo
el siguiente peso n; = L;/L y s = n;s; como una suma con s; = L; + O(h), obtenemos
la ecuacion de las geodésicas en términos de la distancia propia

1.
5Z ~ §hij5j~ (Cll)

Como podemos obsevar en esta ecuacion (C.11), al contrario de lo que ocurria con las
distancias coordenadas entre masas de prueba que se mantenia constante durante el
paso de una onda gravitacional, las distancias propias cambian tras este transito [88].

C.2.2. Masas de prueba en el sistema de referencia del detector.

El sistema de referencia T'T tiene la ventaja de que las ondas gravitacionales son des-
critas de forma simple. Sin embargo, no es el sistema de referencia formal utilizado por
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un experimental para describir el detector. En el laboratorio, las posiciones no estan
marcadas por particulas libres; mas bien, tras escoger un origen, se utilizan barras
rigidas como patrén para definir las coordenadas. En este sistema esperamos que una
masa de prueba con libertad para moverse, se vera desplazada por el transito de las
ondas gravitacionales, con respecto a la posicion definida por una barra rigida. Esto es
diferente de lo que pasaba en el sistema de referencia T'T, donde las posiciones de las
masas de prueba, son por definiciéon, inalteradas por el paso de la onda gravitacional.

Podria argumentarse que la barra podria verse afectada por el paso de una onda
gravitacional monocromética de amplitud hg y frecuencia angular w, de hecho si que
ocurre. Sin embargo, para una barra de longitud L y frecuencia angular del modo
fundamental de oscilacién wg, puede demostrarse que la deformacién AL provocada,

viene dada por
AL 2 w \?

™ wo

Entonces si wg > w implica AL/L < h. De manera que si L es pequena, podemos
considerar la barra como una barra rigida.

Dependiendo del tipo de detector, si uno en caida libre o fijado a la Tierra, tendremos
algunas diferencias. El mas sencillo es el detector en caida libre, centrandonos en una
region del espacio suficientemente pequena, se puede considerar una métrica plana
incluso en presencia de las ondas gravitacionales. En un detector basado en la Tierra
la métrica del laboratorio es mas compleja. Ademés, en este ultimo caso, las ondas
gravitacionales deben competir con una serie de efectos como las fuerzas de Coriolis,
que son de varios 6rdenes de magnitud mayor. Esta situacion es resuelta por el hecho de
que las ondas gravitacionales, tienen frecuencias altas en comparaciéon con las escalas
tipicas de tiempo de todos los demés efectos. En la practica, las ondas gravitacionales
con frecuencias inferiores a unos pocos Hz se pierden irremediablemente en un mar
de ruidos newtonianos mucho mas altos. Sin embargo, a frecuencias més altas, es
posible tener una ventana de frecuencia donde sea posible el aislamiento de los ruidos
externos, obteniendo una sensibilidad aceptable para las ondas gravitacionales.

Para aislar el efecto de las ondas gravitacionales, podemos enfocarnos en la respuesta
del detector en esa ventana de frecuencia, donde asumiremos que las fuerzas gra-
vitacionales newtonianas que varian con el tiempo, son lo suficientemente pequenas
como para que las ondas gravitacionales contribuyan tnicamente sobre el tensor de
Riemann. Al considerar esta contribucién, podremos trabajar en un espacio-tiempo
localmente plano de manera que I';, se anulen en el punto de expansion P. Utilizando
la ecuacion (C.3), la ecuacion de desviacion geodésica (1.39) se reescribe como

£ =Rl uule, (C.13)

donde £ es la distancia coordenada entre las masas de prueba cuyos indices espaciales
se encuentran contenidos en el plano perpendicular a la direccién de propagacién de la
onda gravitacional, el punto denota la derivada con respecto al tiempo coordenado ¢
del sistema. de referencia propio del detector. Como el detector se mueve a velocidades
no relativistas, las componentes espaciales de la cuadrivelocidad dz*/dr pueden des-
preciarse frente la componente temporal dz”/dr simplificando atin mas la expresién
anterior,

€= —czRéojuouogj. (C.14)

Recordando la definicién de tiempo propio y teniendo en cuenta que el paso de una
onda gravitacional de amplitud hy provocaré velocidades del orden de hg en las masas
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del detector.

de prueba dz'/sT = cO(h) incialmente en reposo, entonces

1 da® da
dt2:d7—2{1+02df' dﬁ}:d72{1+(’)(h2)}. (C.15)

De manera que la componente temporal de la cuadrivelocidad resulta u° = 1, por la
equivalencia entre tiempo coordenado y tiempo propio.

Recuperando el tensor de Riemann linealizado (A.14), que resulta invariante ante
transformaciones gauge TT, gracias a este gauge podemos eliminar de la expresion
las componentes temporales de la perturbacion asi como su traza quedandonos con la
componente que nos interesa:

R
Riojo = _@hzj : (C.16)

Con estos dos ultimos ingredientes, la ecuacion de desviacion geodésica (C.14) en el
sistema de referencia del detector es:

1. .
¢i = th;ng . (C.17)

Esta ecuacion establece que, en el sistema de referencia propio del detector, el efecto
de las ondas gravitacionales sobre una particula puntual de masa m puede ser descrita
en términos de la segunda ley de Newton

Fy = %ﬁ}f’gi, (C.18)

y por lo tanto la respuesta del detector al paso de las ondas gravitacionales pue-
de analizarse en lenguaje puramente newtoniano, sin ningun tipo de referencia a la
relatividad [88].
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Capitulo D

Resultados obtenidos de los tres eventos.

Seccion D.1. GW170729.
Seccion D.2. GW150914.
Seccion D.3. GW190814.

Para completar la tesis, expondremos a continuacién algunos de los graficos realizados
para el evento GW170729.

D.1. GW170729.

D.1.1. Estudio de la convergencia.

D.1.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXHM.

— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA50\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N512\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N512\_NA10\_Dmarg

alrad]

Ylrad)

¢lrad]

W(rad] $lrad)

Ficura D.1: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicacién de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizaciéon y la fase orbital, para el modelo
IMRPhenomXHM, variando los parametros del algoritmo.
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— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA50\ Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N512\ NA30\ Dmarg
IMRPhenomXHM\_N512\_NA10\_Dmarg

a

Xeff

{5 rmm———

o,
Q.

d.[Mpc] a a Xeff

FicuraA D.2: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines y

la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXHM, variando los parametros del
algoritmo.

D.1.1.1.1 Resultados para el modelo IMRPhenomXP.

— IMRPhenomXP\_N2048\ NA30\ Dmarg
— IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

alrad]

Wlrad]

$lrad]

Slrad) Ylrad] ¢lrad]

Ficura D.3: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicaciéon de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizacion y la fase orbital, para el modelo
IMRPhenomXP, variando los parametros del algoritmo.
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— IMRPhenomXP\_N2048\_NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

Xeff

d,[Mpe] 2 2 Xeft

Ficura D.4: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines

y la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXP, variando los pardmetros del
algoritmo.

D.1.1.1.2 Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM.

— IMRPhenomXP\_N2048\ NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

alrad]

Ylrad]

¢l rad|

8[rad) alrad) Ylrad)

FIGURA D.5: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con la ubicacién de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizaciéon y la fase orbital, para el modelo
IMRPhenomXPHM, variando los parametros del algoritmo.
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IMRPhenomXP\_N2048\ NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\ NA10\_Dmarg

a

Xeff

d.[Mpc] a a Xeff

FicurA D.6: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines y

la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parametros del
algoritmo.

D.1.1.1.3 Resultados para el modelo IMRPhenomXHM y IMRPhenomHM.

— IMRPhenomXPHM\_N2048\ NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg

alrad]

Wlrad]

$lrad]

S[rad] alrad) Y(rad)

Ficura D.7: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con la ubicacién

de la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizaciéon y la fase orbital, para los
modelos IMRPhenomXHM y IMRPhenomHM.
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— IMRPhenomXPHM\_N2048\ _NA10\ _Dmarg
~— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg

a

Xeff

L N
S O
[
d, [Mpe] a £ Xeff

Ficura D.8: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para los modelos IMRPhenomXHM y IMRPhenomHM.

D.1.2. Estudio de la precesion.

D.1.2.1. Comparacion de las diversas opciones para el modelo IMRPhe-
nomXPHM.

—  IMRPhenomXPHM\_FSO0\_PV102\_N2048\_NA10\_Dmarg
—  IMRPhenomXPHM\_FSO0\_PV223\_N2048\_NA10\ Dmarg
—  IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV102\_N2048\_NA10\_Dmarg
—  IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV223\_N2048\_NA10\_Dmarg
—  IMRPhenomXPHM\_FS2\_PV102\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS2\_PV223\_N2048\_NA10\_Dmarg
—  IMRPhenomXPHM\_FS3\_PV223\_N2048\_NA10\ Dmarg

alrad]

Ylrad)

¢lrad|

Slrad] afrad] Wlrad]

F1curaA D.9: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-

teriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicacién de la

fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizaciéon y la fase orbital, para IMRPhe-
nomXPHM, variando los parametros del modelo.
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—  IMRPhenomXPHM\_FS0\_PV102\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS0\_PV223\ N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV102\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV223\ N2048\ NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS2\_PV102\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS2\_PV223\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_FS3\_PV223\ N2048\_NA10\_Dmarg

a

Xeff

0 |
O N 3 > 3 > o Q ©
S S > X > X C > <
& N N N LN N N
d.[Mpc] a a Xeff

FicuraA D.10: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para IMRPhenomXPHM, variando los pardmetros del modelo.

D.1.2.2. Comparacién con el modelo por defecto.

—  IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV223\ N2048\_NA10\ Dmarg
~ IMRPhenomXPHM\_FS3\_PV223\ N2048\_NA10\ Dmarg

alrad]

Wlrad]

$lrad]

S[rad] alrad] Ylrad]

Ficura D.11: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicaciéon de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizacion y la fase orbital, para el modelo
por defecto y el modelo rojo, con Nyjye = 2048 v nger = 10..
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—  IMRPhenomXPHM\_FS1\_PV223\_N2048\_NA10\_Dmarg
—  IMRPhenomXPHM\_FS3\_PV223\_N2048\_NA10\_Dmarg

a

Xeff

L N
) N N > N >
v S
d, [Mpe] a E Xeff

Ficura D.12: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines y

la distancia luminosa, para el modelo por defecto y el modelo rojo, con Ny, = 2048 y
Nagct = 10.

D.2. GW150914.

D.2.1. Estudio de la convergencia.

D.2.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXHM.

IMRPhenomXHM\_N2048\_NA50\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA30\ Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N512\_NA10\_Dmarg

Ylrad| alrad]

¢lrad|

%0

Slrad) afrad] Ylrad] ¢lrad]

FIGURA D.13: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicaciéon de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizacion y la fase orbital, para el modelo
IMRPhenomXHM, variando los parametros del algoritmo.
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— IMRPhenomXHM\_N2048\_NA50\ Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXHM\_N512\ NA30\ Dmarg
IMRPhenomXHM\_N512\_NA10\_Dmarg

a

Xeff

d.[Mpc] a a Xeff

FicurA D.14: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con los espines y

la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXHM, variando los parametros del
algoritmo.

D.2.1.1.1 Resultados para el modelo IMRPhenomXP.

— IMRPhenomXP\_N2048\ NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\ NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

alrad]

Wlrad]

$lrad]

¢lrad]

Ficura D.15: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicaciéon de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizacion y la fase orbital, para el modelo
IMRPhenomXP, variando los parametros del algoritmo.
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— IMRPhenomXP\_N2048\_NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg

Xeff

d,[Mpe] 2 2 Xeft

Ficura D.16: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines
y la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parametros del

algoritmo.

D.2.1.2. Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM.

— IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA30\ _Dmarg
~— IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\_NA30\ _Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\_NA10\_Dmarg

alrad]

Ylrad)

¢lrad|

Slrad] afrad] Wlrad] $lrad)

FiGura D.17: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicacién de
la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizacion y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXPHM, variando los parametros del algoritmo.
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IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N512\_NA10\_Dmarg

a

Xeff

d [Mpc] a a Xeff

FicuraA D.18: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los pardmetros relacionados con los espines y

la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parametros del
algoritmo.

D.3. GW190814.

D.3.1. Estudio de la convergencia.

D.3.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM.

IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N512\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXPHM\_N512\_NA10\_Dmarg

alrad]

Wlrad]

$lrad]

Slrad) afrad] Wlrad] $lrad]

Ficura D.19: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicacion de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizacion y la fase orbital, para el modelo
IMRPhenomXPHM, variando los pardmetros del algoritmo.
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— IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA30\ Dmarg
~— IMRPhenomXPHM\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXPHM\_N512\ NA10\_Dmarg
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Ficura D.20: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines y

la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parametros del
algoritmo.

D.3.1.2. Resultados para el modelo IMRPhenomXP.

IMRPhenomXP\_N2048\_NA30\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA30\ Dmarg
IMRPhenomXP\_N512\_NA10\_Dmarg
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FiGurA D.21: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con la ubicacién de

la fuente en la esfera celeste, el angulo de polarizacion y la fase orbital, para el modelo
IMRPhenomXP, variando los parametros del algoritmo.
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— IMRPhenomXP\_N2048\ NA30\ Dmarg
— IMRPhenomXP\_N2048\_NA10\_Dmarg
— IMRPhenomXP\_N512\_NA30\_Dmarg
— IMRPhenomXP\ N512\_NA10\_Dmarg

a

Xeff

d[Mpc] a 2 Xeft

FicuraA D.22: Grafico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a

posteriori en una y dos dimensiones de los parametros relacionados con los espines

y la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXP, variando los pardmetros del
algoritmo.
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