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UNIVERSITAT DE LES ILLES BALEARS

Motivación

El 14 de septiembre de 2015, la colaboración científica LIGO y Virgo anunció la
primera detección directa de ondas gravitacionales y la primera observación directa de
la coalescencia de un sistema binario de agujeros negros [9]. Los detectores Advanced
LIGO no sólo habían detectado por primera vez las ondas gravitacionales, sino que
además se confirmaba la existencia directa de agujeros negros y cómo dos de ellos se
fusionaban para convertirse en uno sólo. En un solo día se había producido un triple
descubrimiento, procedente además de uno de los eventos catastróficos más potentes
que existen en el universo. La fusión de ambos objetos fue tal, que la energía liberada
en una fracción de segundo en forma de ondas gravitacionales, representaba diez veces
la luminosidad combinada de todas las galaxias de todo el universo visible; mientras
que en la Tierra lo que detectamos fueron dos espejos moviéndose en una milésima
del ancho de un protón. Ese día marcó el inicio de una nueva era, al proporcionarnos
una nueva ventana por la cual poder observar el cosmos a través de la astronomía de
las ondas gravitacionales.

Todo empezó 100 años atrás, el 25 de noviembre de 1915, cuando Albert Einstein
finalizó su jornada de cuatro conferencias realizadas en la Academia de Ciencias de
Prusia, presentando al público las ecuaciones de la teoría de la relatividad [41], [42],
[40]. Unas ecuaciones capaces de describir la relación simbiótica entre la curvatura
del espacio-tiempo y el contenido que lo habita. Poco más de un mes después, Karl
Schwarzschild publicó la primera solución no trivial de las ecuaciones de Einstein para
una distribución esférica de materia, estática, invariante bajo inversión temporal y en
el vacío [125]. Cincuenta años más tarde se comprendió que podía describir, entre
otros objetos, un agujero negro.

Pocos meses después de presentar su teoría, Einstein (1916-1918) predijo la existencia
de las ondas gravitacionales. Linealizando las ecuaciones que había acabado de formu-
lar el año anterior y considerando una situación de campo débil, descubrió que tenían
como solución la ecuación de onda. Se trataban de unas ondulaciones en el espacio-
tiempo que viajaban a la velocidad de la luz, producidas por variaciones temporales
en el momento cuadrupolar de la fuente.

En la década de los años 60, Joseph Weber empezó a experimentar con detectores
de masa resonante para detectar ondas gravitacionales. El estudio del rendimiento y
ruido de dichos detectores, condujeron a propuestas de interferómetros láser con el
potencial de aumentar significativamente la sensibilidad. De forma paralela, el avance
teórico condujo a la comprensión de los modos cuasinormales de los agujeros negros.
En los años 90, los cálculos post-Newtonianos de orden superior precedieron a los
extensos estudios analíticos sobre la dinámica relativista de dos cuerpos. Estos avances,
permitieron el modelado de fusiones binarias de agujeros negros y predicciones precisas
de sus formas de onda.

En este caldo de cultivo, se agrupó la primera red interferométrica global de detec-
tores de ondas gravitacionales que hicieron observaciones conjuntas desde 2002 hasta
2011, formada por TAMA 300 en Japón, GEO 600 en Alemania, Virgo en Italia y el
Observatorio de ondas Gravitacionales por Interferometría Láser LIGO en los Estados
Unidos. En 2015, los detectores Advanced LIGO se convirtieron en los primeros en
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aumentar significativamente la sensibilidad, permitiendo detectar variaciones relativas
en los brazos de los interferómetros de una diez miltrillonésima parte, es decir, una
milésima del ancho de un protón. Cuatro días antes de que se iniciara el primer pe-
ríodo de observación prolongado con estos nuevos detectores, se produjo la detección
del primer evento GW150914 [9].

A día de hoy, de los cuatro tipos de eventos posibles, todos los detectados por Advan-
ced LIGO y Virgo entran dentro de la categoría de ondas gravitacionales producidas
al orbitar binarias compactas, es decir, formadas por dos estrellas de neutrones, dos
agujeros negros o una estrella de neutrones y un agujero negro. La identificación de
una señal de onda gravitacional en los datos del detector, se lleva a cabo a través de
cadenas de procesos, hilos, corrutinas y subrutinas basadas en la técnica del filtrado
adaptado, la cual exige unos modelos precisos de las formas de onda gravitacional que
se esperan detectar. Hasta 2012, los modelos utilizados para tratar los datos incluían
únicamente el armónico esférico dominante (l = 2, |m| = 2) ignorando los armónicos
superiores, que se vuelven importantes cuando la binaria está formada por objetos
de masa elevada o relaciones entre las masas elevadas. La no consideración de estos
armónicos subdominantes implica una pérdida significativa de la tasa de detección,
un sesgo sistemático en los parámetros de la fuente, e implica una degeneración en la
estimación de parámetros de la inclinación de la binaria y la distancia luminosa. Con
la finalidad de no limitar la búsqueda de ondas gravitacionales, a medida que la sensi-
bilidad de los detectores vaya aumentando, se van a ir requiriendo modelos de formas
de onda cada vez más precisos y computacionalmente eficientes que incluyan estos
armónicos subdominantes. En este contexto surge en abril del 2020, el modelo IMRP-
henomXPHM [108], un modelo fenomenológico desarrollado en la UIB por el Grupo
de Física Gravitacional: teoría y observación, en colaboración con la Universidad de
Birmingham, la Universidad de Zurich y la Universidad de Cardiff, construido sobre
el dominio de frecuencias, con expresiones cerradas e incorporando armónicos subdo-
minantes. Las dos primeras características proporcionan un bajo coste computacional,
beneficiando el análisis posterior.

Esta tesis está enfocada en el estudio de la estimación de parámetros de ondas gra-
vitacionales producidas al orbitar binarias compactas, poniendo a prueba el nuevo
modelo IMRPhenomXPHM [108] con los eventos más desafiantes del catálogo de on-
das gravitacionales GWTC-2 de las colaboraciones LIGO y Virgo, que cubre los dos
primeros periodos de observación y la mitad del tercero.
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Abstract

La primera incorporación de los armónicos subdominantes en los modelos de ondas
gravitacionales, se produjo en 2012 a través del modelo EOBNRv2HM [102]. Tres
años más tarde, empezaron a aparecer en formas de onda híbridas PN/NR y en los
primeros modelos fenomenológicos; además de múltiples estudios sobre su implicación
en la estimación de parámetros. En 2018 se produjo la primera introducción de dichos
armónicos subdominantes en binarias de agujeros negros con espín a través del mode-
lo IMRPhenomHM [78], desarrollado por el Grupo de Física Gravitacional: teoría y
observación de la UIB, en colaboración con la Universidad de Cardiff, el Instituto Max
Planck de Física Gravitacional (Instituto Albert Einstein), la Universidad de Hanno-
ver y l’Institut d’Estudis Espacials de Catalunya, utilizando una aproximación basada
en el comportamiento de estos armónicos con respecto al armónico dominante. No fue
hasta enero del 2020, cuando el grupo de la UIB en colaboración con la Universidad
de Birmingham, calibró directamente los armónicos subdominantes incluyéndolos en
un nuevo modelo conocido como IMRPhenomXHM [50]. En este trabajo, utilizaremos
una extensión de dicho modelo al añadir la precesión de la binaria, el modelo IMRPhe-
nomXPHM [108], publicado el 14 de abril de 2020. Con el objetivo de poner a prueba
el efecto de la precesión y los armónicos subdominantes, estudiaremos cómo se com-
porta dicho modelo en la estimación de parámetros de los eventos más desafiantes para
el mismo, en los primeros tres períodos de observación de LIGO-Virgo; en concreto
para los eventos GW150914, GW170729 y GW190814. Para ello, se ha empleado la
inferencia bayesiana a través del algoritmo de muestreo anidado estático en paralelo.
Un algoritmo estocástico introducido por Skilling en 2004 [128], presentado como una
posible alternativa a los métodos MCMC, ampliamente utilizado en la astronomía de
ondas gravitacionales. Su utilización en paralelo, permite reducir significativamente
el tiempo de análisis implementándolo en un clúster CPU de alto rendimiento, como
los manejados en esta tesis, integrantes de la Red Española de Supercomputación:
Marenostrum (Barcelona Supercomputing Center) y Picasso (Universidad de Mála-
ga). Utilizando los datos de los detectores LIGO-Hanford, LIGO-Livingston y Virgo
disponibles en los catálogos de ondas gravitacionales GWTC-1 y GWTC-2 abiertos al
público [34], el Grupo de Física Gravitacional: teoría y observación, realizó diferentes
ejecuciones utilizando diferentes modelos que incluían o bien los efectos de la precesión
o bien los armónicos subdominantes o ambos a la vez. Con los archivos resultantes,
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primero se analizó la convergencia de cada ejecución para cada modelo en cada evento.
Con estos resultados se realizó un estudio de cúal era la mejor versión de la precesión,
de las dos que hay incluidas en IMRPhenomXPHM. Una vez fijos los parámetros del
algoritmo y del modelo, se procedió a analizar los tres eventos, comparando el modelo
escogido con los catálogos de ondas gravitacionales GWTC-1 y GWTC-2. El evento
GW170729, se comparó además con el artículo de Katerina Chatziioannou et al pu-
blicado en noviembre de 2019 [13], que fue el primero en encargarse de estudiar un
evento cuyo cociente de masas era alto, revelando de esta manera las contribuciones
de los armónicos subdominantes y la precesión en la estimación de parámetros. En
este mismo artículo se estudiaba el hecho de que el agujero negro primario de la bi-
naria, pudiera haber sido formado en una fusión anterior. El modelo utilizado en esta
tesis, apoya dicho escenario de formación. Por último, se determinó que la inclusión
de los armónicos subdominantes y la precesión en el modelo, mejoran la estimación de
parámetros sobretodo en eventos cuyo cociente de masas es elevado. En consecuencia,
se ha establecido nuevas estimaciones para el cociente de masas y espín efectivo en los
tres eventos estudiados.



vii

Índice general

Motivación. iii

Abstract. v

Índice de figuras xi

Índice de abreviaturas xix

Prefacio xxi

1. Epítome de la teoría de la relatividad. 1
1.1. Planteamiento inicial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1. Incorporando la gravedad a la relatividad especial. . . . . . . . 1
1.1.2. El principio de equivalencia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.2.1. Desde la universalidad de las interacciones gravitacio-
nales a principio fundamental de equivalencia: Localidad. 3

1.1.2.2. Formulación moderna del principio de equivalencia de
Einstein. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.2.3. El corrimiento al rojo gravitacional implica que el espacio-
tiempo es curvo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.3. El principio de Mach. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.4. La relatividad general. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Conceptos básicos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.1. Variedad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.2. Tensor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3. Geometría del espacio-tiempo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.1. La geometría euclidiana y la no-euclidiana. . . . . . . . . . . . 9
1.3.2. Estructuras del espacio-tiempo: conexión, métrica y estructura

spinorial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.2.1. Conexión. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.2.2. Métrica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.2.2.1.Métrica de Minkowski. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2.2.2.Métrica de Friedmann-Robertson-Walker. . . . . . . . 11
1.3.2.3. Estructura spinorial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3.3. El espacio-tiempo como variedad. . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.3.1. Variedad Riemanniana. . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.3.2. Variedad pseudoriemanniana. . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.3.3. El espacio-tiempo: un modelo de variedad. . . . . . . 13

1.3.4. El tensor energía-momento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.5. Modelando la curvatura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3.5.1. Tensor de Riemann. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.5.2. Tensor de Ricci. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3.5.3. Escalar de Ricci. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.6. Ecuación de las geodésicas y ecuación de desviación geodésica. 16
1.4. Derivación de las ecuaciones de campo de Einstein. . . . . . . . . . . . 17

1.4.1. Variación del determinante del tensor métrico. . . . . . . . . . . 18
1.4.2. Variación del escalar de Ricci. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4.3. Ecuaciones de campo de Einstein. . . . . . . . . . . . . . . . . . 20



viii

2. Ondas gravitacionales: origen y características. 23
2.1. Geometría de Schwarzschild. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.1. La singularidad de coordenadas rs = 2M . . . . . . . . . . . . . 24
2.1.2. La geometría de Schwarzschild con las coordenadas de Kruskal-

Szekeres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2. Colapso gravitatorio y el teorema sin pelo. . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3. Evidencias directas e indirectas de agujeros negros. . . . . . . . . . . . 31
2.4. Categorías de ondas gravitacionales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.4.1. Ondas gravitacionales producidas por CBCs. . . . . . . . . . . 35
2.4.1.1. Mecanismos de formación de binarias de agujeros ne-

gros observadas por LIGO. . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4.1.2. Fases de la onda gravitacional. . . . . . . . . . . . . . 36

2.5. Derivación de la solución de la ecuación de onda gravitacional en el vacío. 37
2.5.1. Ondas planas en la teoría linealizada de la gravedad. . . . . . . 38
2.5.2. Ondas gravitacionales en el vacío. . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.5.2.1. Polarización de una onda plana propagándose en la
dirección z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.6. Efecto de las ondas gravitacionales sobre masas de prueba. . . . . . . . 41
2.6.1. Polarización h+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.6.2. Polarización h×. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.7. Emisión de ondas gravitacionales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.7.1. Desarrollo multipolar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.7.2. Formalismo cuadrupolar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.7.3. Magnitud de la perturbación de la onda gravitacional. . . . . . 47
2.7.4. Ondas gravitacionales emitidas desde un sistema binario de es-

trellas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3. Análisis de datos y estimación de parámetros para CBCs. 51
3.1. Los detectores Advanced LIGO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.1. Datos obtenidos por el detector. . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2. Búsqueda de la señal de CBCs, a través de tuberías de filtrado adaptado. 59
3.3. Modelos de forma de onda para CBCs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.3.1. La importancia de los armónicos subdominantes. . . . . . . . . 65
3.3.2. El modelo IMRPhenomXPHM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4. Estimación de parámetros por inferencia bayesiana. . . . . . . . . . . . 71
3.4.1. El teorema de Bayes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.4.1.1. La función de verosimilitud. . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.4.1.2. La distribución de probabilidad a priori. . . . . . . . . 76
3.4.1.3. La evidencia bayesiana. . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.4.1.4. Intervalos de credibilidad. . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.4.1.5. La divergencia de Jensen-Shannon. . . . . . . . . . . . 77
3.4.1.6. Calibración. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.4.2. Muestreadores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.4.2.1. El algoritmo de muestreo anidado. . . . . . . . . . . . 79
3.4.2.1.1.El algoritmo de muestreo anidado estático en paralelo. 82

4. Descripción y resultados de la tesis. 85
4.1. Descripción del proyecto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.1.1. Implementación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.1.2. Planteamiento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.2. Resultados obtenidos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.2.1. GW170729. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2.1.1. Estudio de la convergencia. . . . . . . . . . . . . . . . 87



ix

4.2.1.1.1.Resultados para el modelo IMRPhenomXHM. . . . . . 87
4.2.1.1.2.Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRP-

henomXP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.2.1.1.3.Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRP-

henomXHM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
4.2.1.2. Estudio de la precesión. . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.2.1.3. Comparando los resultados obtenidos con la literatura

y el catálogo GWTC-1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.2.1.3.1.Comparación con el catálogo GWTC-1 y el modelo

IMRPhenomPv2 de la literatura. . . . . . . . . . . . . 95
4.2.1.3.2.Comparación con el modelo IMRPhenomHM. . . . . . 95
4.2.1.3.3.Comparación con el modelo SEOBNRv4HM. . . . . . 96
4.2.1.4. Mejorando la estimación de parámetros para q y χeff . 96

4.2.2. GW150914. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2.2.1. Estudio de la convergencia. . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2.2.1.1.Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRP-

henomXP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2.2.1.2.Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRP-

henomXHM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.2.2.2. Comparación con el catálogo GWTC-1. . . . . . . . . 101
4.2.2.3. Mejorando la estimación de parámetros para q y χeff . 101

4.2.3. GW190814. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.2.3.1. Estudio de la convergencia. . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.2.3.1.1.Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRP-

henomXP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.2.3.2. Comparación con el catálogo GWTC-2. . . . . . . . . 103
4.2.3.3. Mejorando la estimación de parámetros para q y χeff . 104

5. Conclusiones. 107

A. Ingredientes de la teoría linealizada de la gravedad. 109
A.1. Métrica inversa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
A.2. Símbolos de Christoffel linealizados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
A.3. Tensor de Riemann linealizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
A.4. Tensor de Ricci linealizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
A.5. Escalar de Ricci linealizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
A.6. Tensor de Einstein linealizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

B. Las transformaciones gauge e invarianza gauge. 113
B.1. Las ecuaciones básicas de la teoría linealizada. . . . . . . . . . . . . . . 113

B.1.1. Transformaciones globales de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . 113
B.1.2. Transformaciones de coordenadas infinitesimales (creación de

perturbaciones en el sistema de coordenadas). . . . . . . . . . . 113
B.2. Transformaciones gauge e invarianza gauge. . . . . . . . . . . . . . . . 114
B.3. El gauge Transverse-traceless (TT). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

C. Interacción de las ondas gravitacionales con masas de prueba. 117
C.1. La ecuación de desviación geodésica en términos de la derivada covariante.117
C.2. Masas de prueba en el sistema de referencia TT y en el sistema de

referencia del detector. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
C.2.1. Masas de prueba en el sistema de referencia TT. . . . . . . . . 118

C.2.1.1. Distancia coordenada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
C.2.1.2. Distancia propia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119



x

C.2.2. Masas de prueba en el sistema de referencia del detector. . . . . 119

D. Resultados obtenidos de los tres eventos. 123
D.1. GW170729. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

D.1.1. Estudio de la convergencia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
D.1.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXHM. . . . . 123
D.1.1.1.1.Resultados para el modelo IMRPhenomXP. . . . . . . 124
D.1.1.1.2.Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM. . . . . 125
D.1.1.1.3.Resultados para el modelo IMRPhenomXHM y IMRP-

henomHM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
D.1.2. Estudio de la precesión. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

D.1.2.1. Comparación de las diversas opciones para el modelo
IMRPhenomXPHM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

D.1.2.2. Comparación con el modelo por defecto. . . . . . . . . 128
D.2. GW150914. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

D.2.1. Estudio de la convergencia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
D.2.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXHM. . . . . 129
D.2.1.1.1.Resultados para el modelo IMRPhenomXP. . . . . . . 130
D.2.1.2. Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM. . . . . 131

D.3. GW190814. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
D.3.1. Estudio de la convergencia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

D.3.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM. . . . . 132
D.3.1.2. Resultados para el modelo IMRPhenomXP. . . . . . . 133

Bibliografía 135



xi

Índice de figuras

1.1. Ilustración de la carta ψβ ◦ ψ−1
α que surge cuando los dos sistemas de

coordenadas se solapan. Imagen del libro [144]. . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. Espacio tangente a P con una métrica g(P) localmente plana. Imagen
modificada del libro [116]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3. Concepto de variedad Riemanniana. Imagen del libro [116]. . . . . . . 12

1.4. Conmutador de una derivada covariante. Imagen del artículo [105]. . . 15

2.1. Imagen derecha: El cono de luz, muestra los caminos que pueden se-
guir los rayos de luz hacia delante y hacia atrás en el tiempo. Imagen
izquierda: Conos de luz para distintas distancias del radio de Schwarzs-
child. Las trayectorias permitidas de las partículas, se encuentran en el
cono de luz. Imagen derecha de [64]. Imagen izquierda modificada del
libro [116]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2. Conos de luz para distintas distancias en el exterior y el interior de un
agujero negro de Schwarzschild. Imagen del libro [116]. . . . . . . . . . 25

2.3. Geometría de Schwarzschild en las coordenadas de Kruskal-Szekeres.
Las regiones I y II se corresponden al exterior e interior de un agujero
negro y las regiones III y IV , al exterior e interior de un agujero
blanco. En el plano de Kruskal-Szekeres XT, las curvas con r = cte son
hipérbolas cuyas asíntotas son X = ±T ; mientras que las curvas con
t = cte son las líneas rectas punteadas correpondientes al horizonte de
sucesos. [116], [93]. Imagen del libro [116]. . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.4. Puente de Einstein-Rosen. El agujero de gusano de Schwarzschild, co-
necta dos regiones distantes de un único universo asintóticamente plano.
Imagen del libro [93]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5. Espacio-tiempo resultante del colapso gravitatorio de un cuerpo esféri-
co. Figura izquierda: Las regiones III y IV son “cubiertas” por materia
en colapso; mientras que parte del agujero negro de la región II es pro-
ducido. Figura derecha: Captura de cualquier partícula o rayo de luz
en la región r < 2M . En el horizonte de sucesos, el tiempo reemplaza
al espacio apuntando hacia adelante. El flujo temporal lo vuelca todo
hacia una singularidad más lejana dentro del agujero negro, donde la
densidad se hace infinita y el tiempo termina. Cada triángulo se corres-
ponde con una superfície esférica en un instante de tiempo determinado.
Imagen izquierda del libro [144]. Imagen derecha de [64]. . . . . . . . . 29

2.6. Exposición de 7 millones de segundos del Campo Profundo Sur de
Chandra. Muestra cientos de agujeros negros supermasivos, cada uno
situado en diferentes galaxias. Imagen de [6]. . . . . . . . . . . . . . . 30

2.7. Imagen izquierda: Primera imagen de un agujero negro, utilizando las
observaciones de Event Horizon Telescope en el centro de la galaxia
M87. Fuente: [2]. Imagen derecha: Ubicación de HR 6819 en la conste-
lación Telescopium. Fuente: [23]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



xii

2.8. Violeta: Agujeros negros de masa estelar detectados mediante observa-
ciones electromagnéticas. Azul: Agujeros negros detectados mediante
las ondas gravitacionales, desde la primera detección hasta los primeros
meses de la primera mitad del tercer periodo de observación O3a. Ama-
rillo: Estrellas de neutrones detectadas mediante observaciones electro-
magnéticas. Naranja: Estrellas de neutrones detectadas mediante las
ondas gravitacionales, desde la primera detección hasta los primeros
meses de la primera mitad del tercer periodo de observación O3a. En
el centro podemos ver claramente el evento GW190521, resultando en
un IMBH de 142M�. Imagen de [80]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.9. Categorías de ondas gravitacionales. Fila superior, de izquierda a dere-
cha: ondas gravitacionales de binarias compactas y ondas gravitaciona-
les continuas. Fila inferior, de izquierda a derecha: ondas gravitacionales
asociadas a estallidos cortos y radiación de fondo de microondas asocia-
do a las ondas gravitacionales estocásticas. Imagen modificada de [111]
y [44]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.10. Comparación entre la señal reconstruida de la onda gravitacional del
primer evento detectado GW150914 visto por el detector H1 en Han-
ford con su señal numérica calculada a partir de la teoría de la relati-
vidad, para las tres etapas del evento: fase de evolución suave, fase de
fusión y fase de estabilización. Imagen de [84]. . . . . . . . . . . . . . . 36

2.11. La línea discontinua muestra la región con un 90 % de probabilidad de
contener el valor real de masa y espin del agujero negro final, obtenido
a partir de los datos en la fase de evolución suave. La línea discontinua
punteada muestra la misma región, obtenida a partir de los datos en la
fase de fusión y estabilización. La línea continua señala la región sobre
ambos parámetros al utilizar la descripción basada en la teoría de la
relatividad numérica en todas las fases de la onda gravitacional, IMR
en inglés. Imagen de [86]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.12. Deformación de un anillo de masas de prueba debido a las polarizaciones
+ y × de la onda gravitacional. Imagen del libro [88]. . . . . . . . . . . 42

2.13. Regiones del espacio-tiempo alrededor de la fuente de ondas gravitacio-
nales. Imagen de [134]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



xiii

3.1. Evento GW150914 observado por Advanced LIGO Hanford (H1) y Ad-
vanced LIGO Livingston (L1). Las series temporales han sido filtradas
con filtro pasa banda de 35 − 350 Hz para suprimir las fluctuaciones
fuera de la banda de frecuencia más sensible de los detectores, y filtros
elimina banda para suprimir las líneas espectrales de los instrumen-
tos que podemos observar en la figura (3.5). Gráficos de la primera fila:
Deformación de los brazos de ambos detectores. Como la señal llegó pri-
mero a L1 y 6.9±0.5ms después a H1, se ha comparado en la figura de
la derecha los datos de los detectores con H1 desplazado −0.4ms, para
considerar la orientación relativa de ambos. Gráficos de la segunda fila:
Deformación de las ondas gravitacionales aplicando la banda 35− 350
Hz. La onda en rojo representa la forma de onda extraída de la relati-
vidad numéria consistente con los parámetros obtenidos de este evento.
Las áreas sombreadas representan regiones con un 90 % de credibilidad
para dos reconstrucciones de formas de onda independientes. El prime-
ro, representado en gris oscuro, modela la señal utilizando plantillas de
forma de onda. El otro, representado en gris claro, no utiliza un modelo
astrofísico, sino que determina la señal como una combinación de ondas
sinusoidales gaussianas. Gráficos de la tercera fila: Residuos que quedan
al extraer la forma de onda numérica filtrada de la serie temporal del
detector filtrado. Gráficos de la cuarta fila: Aumento de la frecuencia
de los datos de la deformación con el tiempo. Imagen de [9]. . . . . . . 52

3.2. Esquema de un detector Advanced LIGO, que incluye las siguientes
mejoras respecto a los detectores Initial LIGO: una cavidad óptica para
reflejar la luz láser repetidamente en cada brazo, un espejo de reciclaje
de potencia que incrementa la potencia del láser y un espejo de reciclaje
de señal para optimizar la señal extraída en el fotodetector. Imagen de
[10]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3. Detectores interferométricos de ondas gravitacionales. De izquierda a
derecha: Observatorio LIGO Livingston, Louisiana, Estados Unidos;
Observatorio LIGO Hanford, Washington, Estados Unidos; Observato-
rio Virgo, Pisa, Italia. Imágenes de [25], [143]. . . . . . . . . . . . . . . 55

3.4. Gráficos del balance de ruido en los canales de ondas gravitacionales de
los dos detectores Advanced LIGO: figura izquierda, detector L1 para
bajas frecuencias; figura derecha, detector H1 para altas frecuencias.
La suma del ruido de disparo junto con el ruido de presión de radia-
ción, se conoce como ruido cuántico. El acoplamiento del movimiento
residual de los grados de libertad Michelson (MICH) y los existentes
en la cavidad de reciclaje de señal (SRCL) al canal de ondas gravi-
tacionales, se reduce mediante una técnica de cancelación anticipada.
En bajas frecuencias, actualmente existe una brecha significativa entre
el ruido de deformación medido y la suma de la raíz cuadrada de los
ruidos investigados. En altas frecuencias, la sensibilidad está limitada
por el ruido de disparo y la fluctuación del haz en la entrada. Imágenes
del artículo [10]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.5. Sensibilidad de deformación para el detector LIGO Livingston (L1) y
el detector LIGO Hanford (H1) durante el primer periodo de observa-
ción. En la curva gris, se representa la sensibilidad en el diseño Advan-
ced LIGO. La curva verde, señala la sensibilidad alcanzada durante las
pruebas finales de recopilación de datos (S6) en intial LIGO. Imagen
de [10]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58



xiv

3.6. Pasos en el proceso de búsqueda de la señal en una tubería. Cuadrado
azul: Los datos de los detectores son promediados para crear la PSD
necesaria, para poder colocar el catálogo de plantillas de manera que
cubran el espacio de parámetros de la búsqueda. Cuadrados amarillos:
Los momentos en que los datos del detector contienen ruidos transito-
rios fuertes, se eliminan o se vetan. A continuación, los datos de cada
detector se comparan, se filtran y los disparadores se generan mediante
el establecimiento de umbrales y la agrupación de la serie temporal de la
relación SNR. Se calcula una prueba χ2 para cada disparador y la SNR
se vuelve a ponderar por el valor de la estadística de χ2, para distin-
guir mejor entre señal y ruido. Cuadrados rojos: La tubería determina
qué disparadores sobreviven a las pruebas de tiempo y coincidencia de
la plantilla, descartando aquellos que se encuentren en momentos de
mala calidad de los datos. Los disparadores que pasan las pruebas, son
etiquetados como eventos candidatos. Finalmente, se realizan múltiples
desplazamientos temporales para generar un ruido de fondo, que se uti-
liza para asignar una significancia estádistica a los eventos candidatos.
Imagen del artículo [137]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.7. Forma de onda gravitacional típica procedente de la coalescencia de
una binaria compacta indicando, en cada fase, el formalismo que puede
ser utilizado para el modelado de la señal. Imagen modificada de [110]. 64

3.8. Formas de onda generadas con el armónico dominante (izquierda) y los
subdominantes (derecha), en función de la inclinación desde 0 a π/2,
puesto que por simetría ecuatorial de π/2 a π, el efecto sería equivalente.
Imagen de [115]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.9. Amplitud de Y −2
l,m respecto la inclinación. Imagen de [115]. . . . . . . . 66

3.10. Región del espacio de parámetros donde las contribuciones de los modos
subdominantes son importantes para la detección (izquierda) y para la
estimación de parámetros (derecha). Imagen de [138]. . . . . . . . . . . 67

3.11. Gráfico que muestra cómo se definen los ángulos de precesión. el vector
normal indica la línea de visión del observador, L̂ y Ĵ son los vectores
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Prefacio

Albert Einstein publicó en 1915 la actual teoría de la gravedad, conocida como la
teoría de la relatividad general, en un conjunto de cuatro artículos [41], [42], [40]. En
ellos, describía que la curvatura del espacio-tiempo codificada en el tensor de Einstein
Gµν se encuentra relacionada con el tensor energía-momento de la materia presente
Tµν , a través de las ecuaciones,

Gµν =
8πG

c4
Tµν . (1)

Esta teoría geométrica establece que el espacio-tiempo actúa sobre la materia dicién-
dole cómo moverse, mientras que la materia actúa sobre el espacio-tiempo diciéndole
cómo curvarse. Hasta la fecha, la teoría de la relatividad ha descrito exitosamente
el comportamiento de la gravedad, prediciendo la precesión anómala del perihelio de
Mercurio, la desviación de la luz provocada por fuertes fuentes gravitacionales y la
generación y propagación de las ondas gravitacionales a través del universo.

Las ondas gravitacionales conforman una de las predicciones comprobadas más recien-
tes de la teoría. Cualquier cuerpo es capaz de producir estas deformaciones ondulato-
rias del espacio-tiempo, si sufren una aceleración repentina. Sin embargo, únicamente
los eventos más violentos existentes en el universo son capaces de producir ondas
gravitacionales que podamos detectar.

Uno de los pioneros en la búsqueda de las ondas gravitacionales fue Joseph Weber,
quien en 1968 afirmó haber observado “una buena evidencia” de las ondas gravita-
cionales. No obstante, sus resultados fueron controvertidos al no haber podido ser
replicados y al haberse encontrado errores en el código de su programa. En 1974, Hul-
se y Taylor proporcionaron la primera evidencia indirecta de la existencia de ondas
gravitacionales al medir el efecto de su emisión en el periodo de la binaria de estrellas
de neutrones PSRB1913 + 16. La colaboración LIGO, fundada en 1997, tiene como
misión la detección directa de dichas ondas. Junto con la colaboración Virgo, desde la
primera observación en 2015 hasta la primera mitad del tercer periodo de observación
O3a (01/04/2019 - 01/10/2019), se han podido detectar 50 eventos de ondas gravi-
tacionales procedentes de la coalescencia de binarias compactas de agujeros negros
y estrellas de neutrones. La búsqueda de este tipo de ondas gravitacionales, se basa
en el método del filtrado adaptado que requiere de modelos precisos de las señales
que se esperan detectar. Sin embargo hasta 2012, dichas búsquedas se limitaron, a la
utilización de modelos donde sólo se consideraba la parte dominante de la radiación
gravitacional, despreciando los términos subdominantes. En esta tesis, pondremos a
prueba el nuevo modelo IMRPhenomXPHM [108], que incluye el efecto de estos ar-
mónicos subdominantes, además de describir la onda con expresiones cerradas en el
dominio de las frecuencias, a través de la estimación de parámetros de eventos de los
tres periodos de observación LIGO-Virgo.
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Estructura.
Esta tesis se compone de cinco capítulos, cuyo contenido es detallado a continuación.

El primer capítulo constituye una introducción a la teoría de la relatividad
general, necesaria para poder entender el concepto de onda gravitacional.

El segundo capítulo está dedicado a la descripción de las ondas gravitacionales.
Éste, puede dividirse en dos partes.

• La primera parte explica el origen y formación de los objetos que originaron
las ondas estudiadas, los agujeros negros. Concluyendo con algunas de las
evidencias directas e indirectas más interesantes que conocemos de dichos
objetos.

• La segunda parte describe las ondas gravitacionales, introduciéndolas a
través de la clasificación dada por los miembros de la colaboración cien-
tífica LIGO, centrándonos en aquellas que resultan de nuestro interés: las
producidas por la coalescencia de binarias compactas. A continuación, se
deriva de forma general las ondas gravitacionales, a partir de los concep-
tos descritos en el capítulo anterior y se analiza el efecto de dichas ondas
sobre masas de prueba. Finalmente se describe su emisión, producida por
un sistema binario de estrellas a través del formalismo cuadrupolar.

El tercer capítulo trata de explicar cómo se detectan y caracterizan las señales
de ondas gravitacionales procedentes de la coalescencia de binarias compactas.
Se detallará el funcionamiento de los detectores LIGO y de qué se componen
los datos recibidos, así como un análisis del procedimiento seguido para tratar-
los a través de tuberias de filtrado adaptado. En este análisis se hace necesario
el uso de diversos catálogos de modelos de formas de onda de la señal, don-
de nos centraremos en nuestro modelo estudiado IMRPhenomXPHM [108] y
en la importancia de los armónicos subdominantes. Finalmente, se describirán
las herramientas necesarias para realizar mediciones astrofísicas: la inferencia
bayesiana y la estimación de parámetros, utilizando el algoritmo de muestreo
estocástico, anidado y estático en paralelo.

El cuarto capítulo describe el trabajo original realizado en esta tesis, analizando
los resultados.

El quinto capítulo muestra las conclusiones obtenidas.

Los tres primeros capítulos proporcionan el conocimiento necesario fundamental para
adentrarse en la astronomía de las ondas gravitacionales, intentando buscar el equili-
brio justo entre el formalismo matemático y una interpretación intuitiva. Únicamente
los dos últimos capítulos contienen resultados originales.
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Capítulo 1
Epítome de la teoría de la relatividad.

Sección 1.1. Planteamiento inicial.
Sección 1.2. Conceptos básicos.
Sección 1.3. Geometría del espacio-tiempo.
Sección 1.4. Derivación de las ecuaciones de campo de Einstein.

Este capítulo constituye un breve resumen de la teoría de la relatividad en vista
de que algunos conceptos importantes, tratados a lo largo del documento, son una
consecuencia directa de nuestra actual teoría de la gravedad. El objetivo del texto no
es el de pretender presentar una descripción matemática rigurosa, total y completa de
la teoría, sino el de contener la profundidad y amplitud conceptual suficientes como
para motivar dichas nociones.

1.1. Planteamiento inicial.
La gravedad es la fuerza fundamental más débil de las cuatro interacciones funda-
mentales existentes en la naturaleza. A gran escala, sin embargo, juega un papel
fundamental en la construcción del universo [30]. Tras la ley de gravitación univer-
sal de Newton, el concepto de gravedad quedó adherido a Newton siendo una piedra
angular incuestionable para muchos físicos hasta principios del siglo XX. En 1915
Albert Einstein publicó una nueva teoría gravitatoria, la teoría de la relatividad ge-
neral, que describe geométricamente la gravedad como un efecto de la curvatura del
espacio-tiempo sobre la materia [93].

Esta teoría junto con la teoría de la relatividad especial publicada por Albert Einstein
en 1905, conforman una única teoría de la relatividad que describe la gravedad. De
hecho, la relatividad especial es una aproximación al espacio-tiempo curvo válida en
regiones en las cuales la escala de los fenómenos estudiados es pequeña en comparación
con la escala en la que empieza a notarse la curvatura del espacio-tiempo [145].

A continuación, presentaremos brevemente el planteamiento inicial que, durante un
periodo de diez años, guió a Einstein en la construcción de una nueva teoría gravita-
toria relativista métrica.

1.1.1. Incorporando la gravedad a la relatividad especial.

La teoría de la relatividad especial, proporcionó una formulación covariante de Lorentz
1 tanto para el campo electromagnético como para la dinámica de partículas [29]. Esta
teoría introdujo conceptos nuevos sobre el espacio-tiempo, además de otros muchos
fenómenos como la dilatación del tiempo, la contracción espacial, la equivalencia entre
masa y energía o un límite universal de la velocidad, entre otros. Sin embargo, algunas
teorías aceptadas hasta ese momento resultaban inconsistentes con el nuevo modelo.
Concretamente, la relatividad especial fallaba al responder las siguiente pregunta:
¿Cómo debe conciliarse con la gravedad?

1La covariancia de Lorentz o principio especial de la relatividad afirma que todas las leyes físicas
y las ecuaciones que las describen, tienen la misma forma en cualquier sistema de referencia inercial
[116].
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Durante más 200 años, la ley de la Gravitación Universal de Newton había sido acep-
tada para describir la fuerza de la gravedad. En este modelo, donde el potencial
gravitatorio Φ viene determinado por la ecuación de Poisson

∇2Φ = 4πGρ, (1.1)

la gravedad actúa a distancia instantáneamente, puesto que dicha ecuación (1.1) no
tiene una dependencia explícita con el tiempo, violando la base de la relatividad
especial por la cual ninguna señal física puede propagarse a velocidades más rápidas
que la de la luz. Además, la densidad de materia ρ depende del sistema de referencia
2 incumpliendo el requerimiento de covariancia de Lorentz [19], [29].

En 1907, Einstein inició sus estudios en la búsqueda de un nuevo sucesor de la rela-
tividad especial. Utilizando su principio de equivalencia como guia, tardó 8 años en
elaborar la nueva teoría.

1.1.2. El principio de equivalencia.

El principio de equivalencia en su forma débil, conocido simplemente como principio
de equivalencia débil, fue establecido experimentalmente por Galileo Galilei en su obra
“Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno à due nuove scienze” 3 [49] publicada
en 1638, donde describe utilizando dos péndulos de diferente composición 4, que en un
campo gravitatorio todos los cuerpos caen con la misma aceleración, independiente-
mente de su masa y composición. En el año 1687, Newton formalizó este principio en el
párrafo inicial de su obra “Philosophiæ naturalis principia mathematica” 5[96], donde
asentó la equivalencia entre la masa inercial y la gravitacional, y dedujo las ecuaciones
de movimiento mostrando que todas las masas caen con la misma aceleración bajo la
atracción gravitatoria de la Tierra [99], [98].

Considerando la segunda ley de Newton, podemos ver que la masa inercial mi
6 de

una partícula:
~F = mi~a, (1.2)

donde ~F es la suma de todas las fuerzas experimentadas por la partícula y ~a es la
aceleración de dicha partícula, es una cantidad independiente de la naturaleza de
~F . Mientras que la masa gravitatoria mg

7, aparece particularmente en la fuerza
gravitatoria:

~Fg(~x) = −mgU(~x)r̂, (1.3)

2ρ depende del sistema de referencia, dado que depende a su vez de: la masa cuya medición
depende del sistema, y del espacio perceptible a contracciones en sistemas que se mueven a altas
velocidades [19].

3“Discurso y demostración matemática, en torno a dos nuevas ciencias ”, donde pone fin a la física
aristotélica dejando paso a los fundamentos de la mecánica como ciencia.

4La autenticidad del famoso experimento realizado por Galileo en el que deja caer esferas de
diferente masa desde la torre de Pisa, está en duda. La historia se basaba en la frase de una biografía
escrita por su asistente personal 60 años después del supuesto experimento. La veracidad de las
biografías escritas en el contexto del siglo XVII, era menos importante que embellecer la imagen del
personaje [21].

5“Principios matemáticos de la filosofía natural”, conocida también como “Principia”, es el pilar
fundamental de la mecánica newtoniana.

6La masa inercial, en cierto sentido, mide la cantidad de inercia. En mecánica newtoniana, la
inercia es una propiedad conocida como la resistencia a un cambio en la velocidad de una partícula
[48].

7La masa gravitatoria, mide la carga gravitacional de la particula.
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donde U(~x) es el potencial gravitatorio [116]. Sin embargo, diversos experimentos
llevados a cabo por Newton, demostraron que:

mi = mg. (1.4)

En consecuencia, si la masa inercial y la gravitatoria son equivalentes, entonces el prin-
cipio de equivalencia débil se mantiene. Por el contrario, si los experimentos invalidan
este principio, también invalidarían la equivalencia entre ambas [98].

Una consecuencia inmediata del principio de equivalencia débil es que la ecuación de
movimiento de una partícula con masa inercial mi en un campo gravitatorio

~a = −mg

mi
U(~x)r̂, (1.5)

muestra que la trayectoria a seguir es independiente de la naturaleza de la partícula.
Es decir, en caída libre el movimiento de las partículas es universal [116], [19].

Este fue el principio de equivalencia conocido, en su forma débil, desde 1687 hasta 1908
cuando Einstein lo redefinió elevando la idea de la universalidad de las interacciones
gravitacionales al estatus de principio fundamental de equivalencia.

1.1.2.1. Desde la universalidad de las interacciones gravitacionales a prin-
cipio fundamental de equivalencia: Localidad.

En la física aristotélica, podemos encontrar las primeras ideas sobre el concepto de
espacio absoluto. Copérnico nos deja otro rastro de dicha noción en su obra “De re-
volutionibus orbium coelestium” 8 [37] al utilizar el concepto de una esfera inmóvil
de estrellas [62]. Formalmente el espacio y tiempo absolutos fueron introducidos por
Newton en 1687 en su obra “Principia”, en la cual expone que el tiempo y espacio
absolutos son aspectos independientes de la realidad objetiva. En concreto: “El espa-
cio absoluto, en su propia naturaleza, sin tener en cuenta nada externo, permanece
siempre similar e inamovible.” Este concepto fue clave para el desarrollo de su teoría
de la gravedad; sin embargo, basado en múltiples evidencias, como por ejemplo la des-
viación de un cometa al pasar cerca del Sol, confirman el hecho de que dicha noción
es inobservable e inexistente [93].

Einstein argumentó en contra de la existencia de un sistema de referencia ideal tal y
como se asume en la teoría de Newton. De acuerdo con Einstein, la física es siempre y
en todas partes localmente Lorentziana, es decir, localmente las leyes de la relatividad
especial son válidas [93].

El corrimiento al rojo gravitacional conforma una evidencia clave para la formulación
del principio de equivalencia de Einstein. Formulado con la teoría de Newton, Einstein
logró demostrar en 1911 que, a partir de la ley de conservación de la energía, un
fotón inicialmente en reposo que experimenta una caída libre dentro de un campo
gravitatorio, se ve afectado por dicho campo. Sea una partícula inicialmente en reposo
cuya masa en reposo es m, cae en caída libre desde una altura h dentro de un campo
gravitatorio g desde un punto A hasta un punto B. Adquirirá una energía cinética
mgh. Su energía total será entonces,

m+mgh. (1.6)

En B la partícula se aniquila convirtiendo su masa total en reposo más su energía
cinética en un fotón cuya energía total es la misma. Supongamos que este fotón viaja

8“Sobre los giros de los orbes celestes”, publicada en el año 1543, es la obra donde expuso su teoría
heliocéntrica.
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de nuevo hacia arriba dentro del campo gravitatorio hasta llegar a A. Si no interactúa
con la gravedad, tendrá la energía inicial. En A el fotón vuelve a convertirse en otra
partícula de masa en reposo m, de manera que el proceso puede repetirse, más un
exceso de energía mgh. Para evitar esta contradicción del principio de conservación
de la energía, Einstein observó que el fotón debía entonces sufrir un corrimiento al
rojo. Es decir, la energía del fotón debe de decrecer. La energía del fotón debe cumplir,

Eabajo = Earriba(1 + gh). (1.7)

La pérdida de energía debida al trabajo realizado en contra de la gravedad implica una
caída en la frecuencia y en consecuencia, un incremento en la longitud de onda. Sea
z = ∆λ/λ un parámetro conocido como el parámetro de corrimiento al rojo, entonces:

1 + z =
λarriba
λabajo

=
hνabajo
hνarriba

=
Eabajo
Earriba

= 1 + gh. (1.8)

El corrimiento hacia el rojo predicho por esta fórmula, ha sido verificado en múltiples
ocasiones [93].

Inspirado por sus estudios sobre el corrimiento al rojo gravitacional, por los experi-
mentos llevados acabo por Loránd Eötvös a finales del siglo XIX y principios del XX
9 [145], y tras el famoso experimento mental del ascensor en caída libre 10, Einstein
(1908, 1911) tuvo las evidencias necesarias para postular que la “desaparición” de la
gravedad en caída libre o su “presencia” en un marco acelerado se podía aplicar a
todas las leyes de la física. En otras palabras, todos los efectos de un campo gravita-
cional uniforme son idénticos a los efectos de la aceleración uniforme de un sistema
coordenado [93], [145], [15]. Este principio generaliza un resultado propio de la teoría
de la gravedad de Newton aplicado únicamente a la mecánica de partículas, afirmando
una correspondencia similar a todas las leyes de la física, incluidas las ecuaciones de
Maxwell para el electromagnetismo [93].

La existencia del corrimiento al rojo gravitacional, puede deducirse utilizando el prin-
cipio de equivalecia. Consideremos dos observadores situados dentro de un cohete
en aceleración constante g, separados por una distancia h en la dirección de dicha
aceleración. Supongamos que, cuando el cohete estaba en reposo en un sistema de
coordenadas inercial, el observador situado en el suelo del cohete envía un fotón al
que está en la parte superior. Para que el fotón llegue a su destino, será necesario
un tiempo de t = h. E n este tiempo, el observador receptor del fotón adquirirá una
velocidad v = gt = gh. Al recibirlo, detectará el fotón observando un corrimiento al
rojo Doppler z = v = gh; resultado idéntico al de la (1.8). El principio de equivalencia
requiere que, si este corrimiento al rojo gravitacional es observado por un experimen-
to llevado a cabo bajo condiciones de aceleración uniforme y en ausencia de campo
gravitatorio, entonces el mismo corrimiento al rojo gravitacional debe ser observado
por otro experimento llevado a cabo bajo unas condiciones en las que exista un campo
gravitatorio uniforme pero no una aceleración. En consecuencia, por el principio de
equivalencia, uno puede derivar la ecuación (1.8) aplicada a la situación con campo
gravitatorio [93].

9Estos experimentos tenian como objetivo medir la correlación entre la masa inercial y la gravi-
tatoria, demostrando su equivalencia. El experimento original obtuvo una precisión de 5 · 10−9 que
fueron perfeccionando hasta 3 · 10−14 [15].

10Un observador viajando en un ascensor en caida libre dentro de un campo gravitatorio, ve que
todos los cuerpos dentro del ascensor se mueven en línea recta uniformemente como si no hubiera
gravedad. Por el contrario, sea un ascensor acelerando en el espacio, en ausencia de gravedad, los
cuerpos caerán con la misma aceleración debido a su inercia como si hubiera un campo gravitatorio
[145].
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1.1.2.2. Formulación moderna del principio de equivalencia de Einstein.

Una formulación moderna del principio de equivalencia de Einstein, fue presentada
por Robert Dicke en una serie de conferencias realizadas en Les Houches el año 1964
[145], en las cuales establece:

El principio de equivalencia débil. Por el cual, cualquier cuerpo de prueba in-
dependientemente de su composición o estructura interna, cae con la misma
aceleración.

El principio de invariancia local de Lorentz. El resultado realizado en un sistema
de referencia en caída libre de cualquier experimento no gravitacional local 11,
es independiente de la velocidad de dicho sistema.

El principio de invariancia a la posición local. El resultado realizado en el univer-
so de cualquier experimento no gravitacional local, es independiente de dónde y
cuándo se realiza [145].

Este principio es una consecuencia directa de la naturaleza geométrica de cualquier
teoría métrica gravitatoria, que describa la gravedad como un efecto de la curvatura
del espacio-tiempo sobre la materia [146]. De hecho, puede argumentarse 12 que si el
principio de equivalencia de Einstein es válido, entonces la gravedad debe satisfacer
los siguientes postulados propios de teorías métricas gravitatorias:

El espacio-tiempo está dotado de una métrica simétrica.

Las líneas de universo de cuerpos de prueba son geodésicas en esta métrica.

En sistemas de referencia locales en caída libre, las leyes no gravitacionales de
la física son las de la relatividad especial [145], [146].

1.1.2.3. El corrimiento al rojo gravitacional implica que el espacio-tiempo
es curvo.

Mientras que Einstein realizó su demostración del corrimiento al rojo gravitacional
basándose en la teoría de Newton, Alfred Schild lo estudió en base a la relatividad
especial analizando experimentos de corrimiento al rojo gravitacional en el campo de
la Tierra utilizando un sistema de referencia global de Lorentz fijo al centro de la
misma.

Schild argumentó (1960, 1962, 1967) que la existencia del corrimiento al rojo gravi-
tacional mostraba que la relatividad especial no podía ser válida sobre una región
suficientemente extensa [93]. Así como lo probaron sus experimentos con rayos de luz
y partículas de prueba, globalmente el espacio-tiempo se “aparta” del brillo a pesar del
ajuste fino que proporciona la planitud de Lorentz-Minkowski localmente a la física.
No especifica qué tipo de curvatura existe o si existe en la vecindad de los equipos
de observación que utilizó o lejos de ellos. Sin embargo, sí especifica el hecho de que
el espacio-tiempo plano de la relatividad especial es inadecuado para describir sus
experimentos, motivando por tanto un análisis matemático de una posible curvatura
[93].

11Un experimento no gravitacional local, es aquel realizado en un laboratorio sellado en caída libre
lo suficientemente pequeño como para que las inhomogeneidades de los campos externos puedan
ignorarse en todo su volumen. Además, los efectos de autogravitación deben ser despreciables [146].

12Para una mayor discusión ver el libro de Clifford M. Will [146], concretamente la página 22.
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1.1.3. El principio de Mach.

El principio de equivalencia sugirió la posibilidad de atribuir propiedades del cam-
po gravitatorio a la propia estructura del espacio-tiempo. Los caminos seguidos por
cuerpos en un sistema de referencia inercial son geodésicas de la métrica del espacio-
tiempo, pero esta métrica no tiene por qué ser siempre la dada por la teoría especial de
la relatividad. Quizás el concepto de campo gravitacional no sea realmente un campo
en sí mismo, sino una desviación de la geometría del espacio-tiempo proveniente de la
geometría plana de la relatividad especial [144].

Ernst Mach y Bernhard Riemann, fueron dos de los científicos más influyentes en
la época a favor de una reformulación de la mecánica newtoniana, siendo un factor
clave en el desarrollo de la teoría general de la relatividad. En concreto, Ernst Mach,
realizaba una crítica sobre los conceptos de espacio y tiempo absolutos publicados
en 1883 en su obra “Die Mechanik in ihrer Entwickelung” 13 [87], que más tarde fue
reformulada por Einstein como el principio de Mach [73].

Antes de la formulación de la relatividad general, la relatividad especial, así como
otros conceptos del espacio-tiempo previos a ésta, sostenían que la estructura del
espacio-tiempo no estaba afectada por los cuerpos presentes en ella. En concreto, el
“movimiento inercial” y la “no rotación”, no debían estar influenciadas por la materia en
el universo [144]. Argumentando en contra de esta idea, el principio de Mach sustenta
que las leyes locales están determinadas por la estructura a gran escala del universo
[60]. Toda la materia del universo tenía que contribuir a la definición local de “no
aceleración” y “no rotación”; de manera que en un universo desprovisto de materia no
debería haber significado alguno para estos conceptos [144].

Aceptando este principio por el cual el espacio-tiempo está influenciado por la pre-
sencia de materia, Einstein se embarcó en la búsqueda de una teoría que incorporase
además su principio de equivalencia y que fuera compatible con la covariancia de
Lorentz.

1.1.4. La relatividad general.

La actual teoría de la gravedad, conocida como la teoría de la relatividad general, fue
desarrollada por Einstein entre 1907 y 1915. Fue publicada en 1915 como un conjunto
de cuatro artículos “Grundgedanken der allgemeinen Relativitätstheorie und Anwen-
dung dieser Theorie in der Astronomie” 14 [41], “Zur allgemeinen Relativitätstheorie”
15 [42], “Erklärung der Perihelbewegung des Merkur aus der allgemeinen Relativitätst-
heorie” 16 y “Die Feldgleichungen der Gravitation” 17[40], [101].

La nueva teoría propone que las propiedades intrínsecas del espacio-tiempo, indepen-
dientes del observador, vienen descritas por una métrica que no tiene porqué ser la
plana dada por la teoría especial de la relatividad; en realidad, la desviación de la mé-
trica del espacio-tiempo de dicha planitud, es decir, la curvatura del espacio-tiempo,
debe tenerse en cuenta para estudiar los efectos físicos que usualmente son atribuidos

13“Mecánica y su evolución”, conocida por su traducción realizada en 1893 por Thomas J. McCor-
mick como “Desarrollo histórico-crítico de la mecánica”.

14“Ideas fundamentales de la teoría general de la relatividad y aplicación de esta teoría en la
astronomía”

15“Sobre la teoría general de la relatividad”
16“Explicación del movimiento del perihelio de Mercurio a partir de la teoría general de la re-

latividad”, donde además de explicar la precesión anómala de Mercurio, se introdujo la expansión
postnewtoniana.

17“Las ecuaciones de campo de la gravitación”, donde en este último Einstein expuso las ecuaciones
de campo de Einstein.
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al campo gravitatorio. De hecho, la curvatura del espacio-tiempo se encuentra relacio-
nada con el tensor energía-momento de la materia presente a través de las ecuaciones
de campo de Einstein [144].

1.2. Conceptos básicos.
El campo de la geometría diferencial y de la topología, en concreto el concepto de
variedad diferenciable, adquiere gran importancia en el estudio de la estructura del
espacio-tiempo. De hecho la variedad que lo describe, la variedad Lorentziana, es un
caso especial de una variedad diferenciable llamada variedad pseudoriemanniana.

1.2.1. Variedad.

De manera intuitiva, podemos definir una variedad como un conjunto en el cual la ve-
cindad de cada punto “parece” Rn, pero con propiedades muy diferentes a nivel global
[144]. Formalmente, se define una variedad real, n-dimensional y C∞ a un conjun-
toM formado por una colección de subconjuntos {Oα} que satisfacen las siguientes
propiedades [144]:

{Oα} cubreM, es decir cada p ∈M se encuentra en al menos un {Oα}.

Para cada α, existe una carta Ψα : Oα → Uα
18, donde Uα es un subconjunto

abierto de Rn.

Tal y como vemos en la siguiente imagen, si cualquiera de los conjuntos Oα y Oβ
se solapan, Oα ∩Oβ 6= ∅ 19, entonces podemos considerar que la carta ψβ ◦ ψ−1

α

coge puntos en ψα[Oα ∩ Oβ] ∈ Uα ∈ Rn a puntos en ψβ[Oα ∩ Oβ] ∈ Uβ ∈ Rn.
Requeriremos que estos subconjuntos de Rn sean abiertos y que esta carta sea
C∞.

Figura 1.1: Ilustración de la carta ψβ ◦ ψ−1
α que surge cuando los dos sistemas de

coordenadas se solapan. Imagen del libro [144].

Definimos la topología de una variedadM imponiendo que todas las cartas Ψα sean
homeomorfismos 20. De manera más precisa, podríamos definir una variedad como
un espacio topológico que satisface las propiedades anteriores, donde cada Ψα es un
homeomorfismo [144].

18Ψα se le conoce también como mapa o físicamente como sistema de coordenadas, cubre un entorno
topológico asignando coordenadas a los puntos dentro de dicho entorno. Un atlas es una colección de
cartas que cubre la totalidad de un espacio topológico.

19∅ es el conjunto vacío.
20Es decir, que Ψα sea biyectiva, continua y cuya inversa también sea continua.
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Dicho de otra manera, una variedad n-dimensional M es un espacio topológico cu-
bierto por un conjunto de subconjuntos abiertos {Oα}, tales que ∪αOα =M, donde
definimos un homeomorfismo Ψ entre Oα y un subconjunto de Rn [116].

Si el espacio permite el cálculo diferencial en cada abierto {Oα}, entonces tenemos una
variedad diferenciable [116]. Intuitivamente, una variedad diferenciable es un conjunto
de puntos “cosidos” entre sí continua y diferenciablemente, de forma que los puntos
en cualquier región suficientemente pequeña puedan ponerse en correspondencia uno
a uno con un conjunto abierto de puntos de Rn. La diferenciabilidad de una variedad,
permite introducir sistemas de coordenadas locales, así como curvas, espacios tangen-
tes, vectores tangentes, 1-formas y tensores. El hecho de introducir dichas nociones,
no implica que dentro de la variedad diferenciable existan ya conceptos como el de
geodésicas, el transporte paralelo, la curvatura o la métrica; se necesita una estructura
adicional para definirlos. La rama que introduce las geodésicas, el transporte paralelo
y la curvatura se conoce como geometría afín; aquella encargada de introducir además
la métrica se conoce como geometría de Riemann [93].

1.2.2. Tensor.

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita cuyos elementos son conocidos como
vectores o, si estamos en el espacio tangente Vp, 21 como vectores contravariantes
~u = ua∂a; y sea V ∗ su respectivo espacio dual 22 cuyos elementos son los conocidos
como vectores duales o, si estamos en el espacio cotangente V ∗p 23 como vectores
covariantes o 1-formas ~θ = θadx

a. Se define un tensor T , de tipo (k, l) sobre V a una
aplicación multilineal 24 desde los l vectores y k vectores duales a escalares; es decir
[144],

T : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
k

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
l

→ R. (1.9)

Con las reglas de la adición y del producto escalar, la colección de todos los tensores
T (k, l) de tipo (k, l) tiene la estructura de espacio vectorial. Siendo n = dim V =
dim V ∗, la dimensión de T (k, l) es nk+l.

Definiendo el producto externo entre vectores y vectores duales, y siendo {vµ} la base
de V y {vν∗} la base de su dual, entonces podemos describir el tensor T del tipo (k, l)
como la suma de tensores simples de la siguiente manera [144]:

T =

n∑
µ1,...,ν1=1

Tµ1...µkν1...νl vµ1 ⊗ ...⊗ v
ν∗l , (1.10)

donde Tµ1...µkν1...νl son las componentes del tensor T con respecto a la base {vµ}.

La asignación de un tensor sobre Vp para cada punto p de una variedadM se denomina
campo tensorial.

21Llamamos Vp al espacio tangente V en un punto p de una variedadM.
22Conjunto de todas las aplicaciones lineales f : V → R junto con las operaciones de adición y

producto escalar [144].
23Espacio dual del espacio tangente en p.
24Lineal en cada argumento.
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1.3. Geometría del espacio-tiempo.
Lejos de pretender ser un libro de texto y suponiendo un conocimiento previo de geo-
metría diferencial y topología, esta sección tratará de presentar al lector las nociones
básicas para poder entender más adelante las ecuaciones de campo de Einstein y sus
implicaciones, como los agujeros negros o las ondas gravitacionales.

1.3.1. La geometría euclidiana y la no-euclidiana.

El primer sistema geométrico existente es la geometría euclidiana, origen además de
todas las geometrías no-euclidianas y en consecuencia un pilar fundamental para el
desarrollo de la teoría de la relatividad. El matemático griego Euclides la formalizó
en su obra “Elementos” [45], escrita en el año 300 a.C., a través de cinco postulados:

Para cada punto P y para cada punto Q 6= P , existe una única línea l que pasa
a través de P y Q [53].

Cualquier segmento AB puede ser extendido por un segmento BE congruente
al segmento dado CD [53].

Para cada punto O y cada punto A 6= O, existe un círculo con centro O y radio
OA [53].

Todos los ángulos rectos son congruentes entre sí [53].

Postulado de las paralelas. Para cada línea l y para cada punto P que no per-
tenece a l, existe una única lína m que pasa a través de P y que es paralela a
l [53]. Este postulado es la base de la geometría euclídea, si no se satisface, la
geometría se denomina geometría no euclidiana.

El criterio utilizado por Euclides para justificar el postulado de las paralelas es el
siguiente. Sea una línea transversal t, que intersecte l y m en puntos diferentes; si
medimos los grados de los ángulos α y β interiores a t entonces la suma de dichos
ángulos tiene que ser menor que 180◦, de manera que l y m se podrán encontrar
extendiéndolas lo suficientemente. No podemos utilizar este criterio para convencernos
de la veracidad del quinto postulado, puesto que al ser equivalente al postulado, la
lógica sería circular [53].

Para los griegos el espacio euclídeo era limitado y finito, de forma que las lineas eran
tratadas como segmentos finitos; el concepto matemático de infinito no se desarro-
lló hasta el siglo XIX con el matemático ruso Cantor [103]. Numerosos intentos de
sustituir dicho postulado condujeron al desarrollo, en el siglo XIX, de las geometrías
hiperbólicas (Gauss, Lobachevski, Bolyai, Beltrami y Schweickard) y esférica o elíptica
(Riemann), en las cuales, por un punto exterior a una recta se pueden trazar dos rectas
paralelas o ninguna paralela a la dada [103]. Restringiéndonos a los espacios homogé-
neos, en los que la curvatura es constante, podemos clasificar tres tipos de geometrías,
englobadas a su vez como casos particulares de las geometrías Riemannianas:

Geometría euclidiana, de curvatura cero, cumple con los cinco postulados de
Euclides 25.

Geometría hiperbólica, de curvatura negativa, cumple con los cuatro primeros
postulados de Euclides.

Geometría elíptica, de curvatura positiva, cumple con los cuatro primeros pos-
tulados de Euclides.

25El espacio-tiempo de Minkowski admite una representación pseudoeuclídea.
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Admitiendo además la posibilidad de una curvatura no homogénea, tenemos la geo-
metría típica de la teoría de la relatividad.

1.3.2. Estructuras del espacio-tiempo: conexión, métrica y estructu-
ra spinorial.

1.3.2.1. Conexión.

La conexión es un objeto matemático que proporciona un método de diferenciación
de la geometría de la variedad espacio-temporal. Al introducirlo, obtenemos la capa-
cidad de comparar direcciones y transportar la información local (formas, vectores y
tensores) a lo largo de cualquier curva; “conectamos” la geometría local de un punto
a la de otro definiendo una geometría determinada. En nuestra variedad pseudorie-
manniana, el método de diferenciación introducido a través de una conexión afín es la
conexión Levi-Civita, conocida como derivada covariante; cuya expresión en términos
de coordenadas espaciales se denomina símbolos de Christoffel [103].

Sin introducir la conexión, existen otros dos procesos de diferenciación, como la deri-
vada de Lie o la derivada exterior.

1.3.2.2. Métrica.

En geometría diferencial, podemos decir intuitivamente que la métrica, denominada
también como tensor métrico, describe “ el cuadrado de una distancia infinitesimal”
asociada con un “desplazamiento infinitesimal”, que viene relacionada por el vector
tangente. Formalmente, un tensor métrico en una variedad M se define como un
campo tensorial covariante de orden 2, simétrico y no degenerado que describe la
siguiente aplicación lineal para cada punto p [144],

g : Vp × Vp → R. (1.11)

La métrica g expandida en términos de sus componentes gµν , se escribe como

g =
∑
µ,ν

gµνdx
µ ⊗ dxν . (1.12)

Favoreciendo el concepto intuitivo de “ el cuadrado de una distancia infinitesimal”,
también se puede escribir la métrica como elemento de línea:

ds2 =
∑
µ,ν

gµνdx
µdxν . (1.13)

Dada una métrica g, siempre podemos encontrar una base ortonormal v1, ..., vn del
espacio tangente a cada punto p, es decir una base tal que g(vµ, vν) = 0 si µ 6= ν
y g(vµ, vν) = ±1. El número de +1 menos el número de −1 en la diagonal de la
métrica, se denomina signatura. También se cononce como signatura a los signos de
la diagonal de la métrica. Las métricas Riemannianas son aquellas definidas positivas.
Las métricas con signaturas propias del espacio-tiempo, un − y el resto +, son las
conocidas como métricas Lorentzianas o pseudo- (o semi) riemannianas 26.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales de campo de Einstein son las métricas
g de estructura pseudoriemanniana, que en general deben cumplir a priori ciertos
requirimientos sobre las posibles simetrías del espacio-tiempo.

26La notación de la signatura de dichas métricas también puede verse en la literatura como (n−1, 1)
o (1, n− 1), siendo n la dimensión de la variedad.
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1.3.2.2.1 Métrica de Minkowski.

El espacio-tiempo de Minkowski es una variedad 4-dimensional Lorentziana de curva-
tura nula, cuya métrica expresada en coordenadas cartesianas es [116],

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (1.14)

El espacio-tiempo de Minkowski proporciona una buena descripción para cada punto
del espacio tangente dentro de la variedad pseudoriemanniana del espacio-tiempo, en
concreto dentro de la variedad de Lorentz.

1.3.2.2.2 Métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

Una métrica muy importante en cosmología es la conocida como métrica de Friedmann-
Robertson-Walker, por la cual se basa el modelo Lambda-CDM o modelo estándar del
Big Bang. Este modelo, describe una parametrización del modelo del Big Bang en el
cual el universo contiene mayoritariamente tres componentes: energía oscura, asocia-
do con la constante cosmológiga Λ, la postulada materia oscura fría, abreviado como
CDM por sus siglas en inglés, cold dark matter, y la materia ordinaria [133].

Para describir las métricas candidatas de todo el espacio-tiempo, es decir del universo
en su totalidad, se debe transcribir la “gran escala” a la escala local. Podemos infe-
rir a través de la isotropía de la radiación de fondo de microondas, que el universo
es isótropo (invariancia bajo SO(3)) en espacio-tiempo y homogéneo espacialmente
(invariancia bajo traslaciones espaciales). La hipótesis de homogeneidad temporal no
es cierta, puesto que nuestra variedad pseudoriemanniana ha cambiado en su evolu-
ción temporal. Sin embargo, si la suponemos cierta, existen únicamente cuatro tipos
de espacio-tiempo homogéneos, es decir cuatro tipos de espacio-tiempo de curvatura
espacio-temporal constante K [103]:

K = 0, geometría plana, conocida como espacio-tiempo de Minkowski.

K = +1, geometría elíptica, conocida como espacio-tiempo de De Sitter.

K = −1, geometría hiperbólica, conocida como espacio-tiempo de anti De Sitter.

K = −1, geometría hiperbólica, conocida como espacio-tiempo estático de Eins-
tein.

El espacio-tiempo no es homogéneo localmente puesto que por el efecto Doppler la
densidad de masa está disminuyendo con el transcurso del tiempo. Sin embargo, sí se
puede considerar espacialmente localmente homogéneo.

Se conoce como métrica estándar o Friedmann-Robertson-Walker a aquella por la cual
el universo es considerado como isótropo en espacio-tiempo y homogéneo espacialmen-
te:

ds2 = R2(t)dφ2 − dt2 = gijdx
idxj , i, j = 1, 2, 3, 4, (1.15)

donde dφ2 es la métrica de los 3-espacios (el tiempo = cte) descritos K = +1, 0,−1.

Los tres modelos describen un espacio-tiempo en expansión y evolución. El primero de
ellosK = +1 es conocido como modelo de universo cerrado, donde el tiempo es finito y
en consecuencia el universo comenzará a contraerse. En los otros dos casos K = 0,−1
el universo permanecerá en expansión perpetua. En base a los datos experimentales,
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el más realista de ellos es el tercer caso K = −1, denominado modelo de universo
abierto [103], [119].

1.3.2.3. Estructura spinorial.

Además de una conexión y de una métrica, al espacio-tiempo también se le asigna una
estructura spinorial permitiendo definir campos de espinores. En concreto, permite de-
finir, además de los campos tensoriales o bosónicos (spin entero), otro tipo de campos
físicos que no son objetos geométricos de la variedad espacio-tiempo, conocidos como
campos fermiónicos o espinores (spin semi-impar) [103].

1.3.3. El espacio-tiempo como variedad.

1.3.3.1. Variedad Riemanniana.

En la sección (1.3.1), introdujimos el concepto de geometría Riemanniana. Como
consecuencia del abandono o no del postulado de paralelismo, podíamos distingir
entre espacios curvos y espacios planos. La geometría de Riemann, propuesta por
Riemann en el siglo XIX, estudia variedades diferenciables denominadas variedades
de Riemann, a las cuales se les asigna la métrica de Riemann.

Figura 1.2: Espacio tangente a P con una métrica g(P) localmente plana. Imagen
modificada del libro [116].

Una variedad RiemannianaM se define como una variedad diferenciable, por lo tanto
dotada de conexión, que posee una métrica g(P) 27 asociada a cada espacio tangente
TPM de todos sus puntos 28, compatible con la conexión y localmente plana.

Figura 1.3: Concepto de variedad Riemanniana. Imagen del libro [116].

La símbolos de Christoffel que aparecen en la derivada covariante, hacen el papel de
dicha conexión en el espacio-tiempo curvo, es decir, se ocupan de la contribución de
la curvatura en la derivada [116].

Decimos que la métrica es localmente plana si para cada P de la variedad, podemos
elegir un sistema de coordenadas tales que,

gµν(P) = δµν +O((xµ)2) ∼ δµν , (1.16)

siendo δµν la métrica euclídea hasta primer orden en sus derivadas [116].

27Puesto que la variedad es localmente plana, g(P) también lo será en cada P de la variedad. Notar
que a pesar de ello, TPM no son los mismos para cada P.

28En cada punto P de una variedad diferenciableM, es posible definir un espacio tangente TPM
[116].



1.3. Geometría del espacio-tiempo. 13

1.3.3.2. Variedad pseudoriemanniana.

Una variedad pseudoriemanniana (M, g) es una variedad diferencialM equipada con
un tensor métrico simétrico, no degenerado g 29. Esta variedad es una de las genera-
lizaciones posibles de la variedad Riemanniana, surgida al relajar la característica de
la métrica positivo-definida. En las variedades pseudoriemannianas se les exige que su
métrica sea únicamente no-degenerada de signatura (p, q), donde p y q son el núme-
ro de positivos y negativos en la diagonal; la forma positivo-definida es también no
degenerada, englobando las métricas Riemannianas [72].

Junto con las variedades de Riemann, otra subclase importante de las variedades pseu-
doriemannianas son las variedades de Lorentz, propias de la teoría de la relatividad.
Una variedad de Lorentz es aquella equipada por una métrica de Lorentz de signatura
(p, 1) o (1, q) o simplemente (1, n−1) o (n−1, 1), siendo n la dimensión de la variedad;
en el espacio-tiempo la signatura es (1, 3) 30.

Decimos que la variedad de Lorentz es localmente plana si para cada P, podemos
elegir un sistema de coordenadas tales que,

gµν(P) = ηµν +O((xµ)2) ∼ ηµν , (1.17)

siendo ηµν la métrica de Minkowski [116].

La métrica de Minkowski es uno de los ejemplos más importantes de métrica de
Lorentz. En nuestro espacio-tiempo R4, la métrica de Minkowski es un invariante
fundamental de la teoría de la relatividad especial. En ausencia de curvatura, las leyes
de la física adquieren el mismo comportamiento en cualquier sistema de coordenadas
en los que la métrica de Minkowski tiene la expresión (1.14). En la teoría general de la
relatividad, se incluyen además los efectos de la curvatura permitiendo que la métrica
de Lorentz varie de un punto a otro [72].

1.3.3.3. El espacio-tiempo: un modelo de variedad.

Podemos defininir el espacio-tiempo como una variedad Lorentziana, en concreto una
variedad Hausdorff 31, paracompacta 32, conexa 33, sin borde 34, orientable 35, C∞ 36 y
4-dimensional 37, dotada de una estructura causal, en la cual podemos caracterizar con
cuatro coordenadas cada punto de la misma llamándolos sucesos o eventos [93], [103].
Para definir un evento P, se necesitan tres coordenadas espaciales y una temporal:

x0(P) = t(P), x1(P) = x(P), x2(P) = y(P), x3(P) = z(P). (1.18)

29Es decir, el único vector ortogonal a todo es el vector nulo [72].
30Dicha signatura nos permite definir los vectores tangentes en cada punto de la variedad temporal

(g < 0), espacial (g > 0) o nula o de tipo luz (g = 0); además con dicha signatura, la variedad se dice
que es localmente orientable temporalmente.

31Un espacio de Hausdorff o T2 es un espacio topológico en el cual la vecindad de puntos distintos
es disjunta. Esta condición de Hausdorff debe cumplirse en una variedad Hausdorff.

32Si y solo si dicha variedad es la unión de variedades Hausdorff doblemente contables; es decir, si
la topología de la variedad tiene un atlas contable (finito o numerable) [103].

33Una variedad es conexa, si podemos conectar dos elementos cualesquiera a través de una curva.
34El borde de un espacio topológico es el conjunto de puntos cuya imagen bajo las cartas del mismo

es un punto de la frontera del sempiplano superior de Rn
35Una variedad orientable se define como aquella cuyo par de cartas locales de la estructura dife-

rencial están orientadas con la misma orientación.
36Infinitamente diferenciable.
37Si nos adentramos en la física microscópica del espacio-tiempo, nos encontramos con las dimen-

siones métricas, la de Lyapunov y las probabilística, donde se generaliza el concepto de dimensión
como número entero admitiendo dimensiones no enteras [103].
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El tiempo y el espacio ya no son ni absolutos ni independientes, forman un continuo
inseparable. Un mínimo cambio en el sistema de referencias del observador implicará
un cambio de coordenadas en el espacio-tiempo del evento de estudio; la transforma-
ción entre ambos sistemas se llevará a cabo a través de la transformación de Lorentz.
De manera muy idealizada, podemos visualizar que el espacio-tiempo se compone de
una densa colección de rayos de luz y de líneas de universo de partículas de prueba
que definen todos los puntos de la variedad [93].

1.3.4. El tensor energía-momento.

Muchas partículas, situadas en líneas de universo, podemos verlas como un flujo con-
tinuo de cuadrimomentos. Para cuantificar este flujo de energía y momento lineal, se
utiliza el tensor de energía-momento [93].

En general, podemos describir el momento y la energía de una partícula aislada que
se mueve en alguna dirección como p = pµeµ. En un medio continuo, necesitamos 6
grados de libertad más para poder describir todas las componentes del tensor energía-
momento. Estos 6 grados de libertad extra vienen de 3 componentes de esfuerzos
cortantes en 4 dimensiones y las 3 direcciones de la presión debida al momento de
todas las partículas. En total, se agrupan estos 10 grados de libertad en una matriz
simétrica cuatridimensional, conduciendo a la definción del tensor de energía-momento
[116].

El tensor de energía-momento T , cuyas componentes son Tµν , describe el flujo de las
componentes del cuadrimomento a través de una superfície xν constante [116].

Considerando un fluido perfecto como aquel compuesto de partículas que en reposo no
intercambian momento a través de conducción de calor ni esfuerzos de corte, definamos
las componentes del tensor de energía-momento de este fluido. Sea P la presión de
dicho fluido perfecto, ρ la densidad de energía, U la 4-velocidad del fluido y η el tensor
métrico de Minkowski; se definen las componentes del tensor de energía-momento
válido para marcos de referencia en movimiento en espacio-tiempo de Minkowski como
[116]

Tµν =
1

c2
(ρ+ P )UµUν − Pηµν (1.19)

Esta expresión puede generalizarse para un espacio-tiempo no plano reemplazando η
por g. El tensor de energía-momento actúa como fuente de la curvatura del espacio-
tiempo.

Puede desmotrarse que este tensor se conserva:

∂µT
µν = Tµν,µ . (1.20)

1.3.5. Modelando la curvatura.

1.3.5.1. Tensor de Riemann.

Como consecuencia del cumplimiento del postulado de las paralelas, en el espacio
euclídeo se da el caso en que dos líneas rectas paralelas mantienen la distancia entre
ellas constante. Para formalizar esta idea de curvatura nula podemos decir que, en
el espacio euclídeo, el transporte paralelo de un vector alrededor de lazos cerrados
tendrá el mismo punto inicial y final. El tensor de curvatura de Riemann “mide” el
fallo de esta propiedad en la variedad Riemanniana; dicho fallo es conocido como la
no holonomía de la variedad.
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Podríamos obtener el tensor de curvatura transportando paralelamente un vector V σ

alrededor de un lazo cerrado en una variedad Riemanniana, obteniendo dicho tensor
en función de los símbolos de Christoffel. Sin embargo, optaremos por un camino más
rápido calculando el conmutador de dos derivadas covariantes.

La derivada covariante de un vector en una dirección determinada, mide cuánto cambia
el vector en relación con lo que habría sido si hubiera sido transportado paralelamente
38. Por lo tanto, el conmutador de dos derivadas covariantes mide la diferencia entre
transportar paralelamente un tensor en una dirección y después en otra dirección,
versus la ordenación opuesta.

Figura 1.4: Conmutador de una derivada covariante. Imagen del artículo [105].

Sea un campo vectorial V ρ, entonces

∇µ(∇νV ρ) =(V ρ
;ν );µ =

=∇µ(
∂V ρ

∂xν
+ ΓρνσV

σ) =

=
∂

∂xµ
(
∂V ρ

∂xν
+ ΓρνσV

σ) + Γρµσ(
∂V σ

∂xν
+ ΓσνλV

λ)− Γλµν(
∂V ρ

∂xλ
+ ΓρλσV

σ) =

=∂µ∂νV
ρ + (∂µΓρνσ)V σ + Γρνσ∂µV

σ + Γρµσ∂νV
σ + ΓρµσΓσνλV

λ − Γλµν∂λV
ρ − ΓλµνΓρλσV

σ.
(1.21)

Para calcular el conmutador, realizamos la misma operación intercambiando los índices
µ↔ ν. Todos los términos menos el segundo y el quinto se cancelan en la conmutación,
quedando:

[∇µ,∇ν ]V ρ = (∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ)V σ. (1.22)

Como la expresión de la izquierda del igual es un tensor, la expresión entre paréntesis
también tiene que serlo,

[∇µ,∇ν ]V ρ = RρσµνV
σ, (1.23)

donde Rρσµν es conocido como el tensor de Riemann,

Rρσµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ, (1.24)

siendo los símbolos de Christoffel,

Γλµν =
1

2
gλα(gαµ,ν + gαν,µ − gµν,α). (1.25)

Una observación interesante para aclarar el significado del tensor de Riemann es que

38La derivada covariante de un vector en una dirección por la cual es paralelamente transportada
es cero [105].
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la expansión de la métrica hasta segundo orden en xµ, centrando el sistema de coor-
denadas en un punto P de una variedad Riemanniana, puede escribirse como [116]

gµν ∼ δµν −
1

3
Rµναβx

αxβ +O(|x|3), (1.26)

con
Rµναβ = gµλR

λ
ναβ . (1.27)

Aplicado en variedades Lorentzianas, sólo hay que reemplazar δµν por Minkowski ηµν ,

gµν ∼ ηµν −
1

3
Rµναβx

αxβ +O(|x|3). (1.28)

Es decir, el tensor de Riemann “mide” qué tan grandes son las desviaciones de la
métrica curva con respecto a la plana [116].

1.3.5.2. Tensor de Ricci.

Se define el tensor de Ricci como la traza del tensor de curvatura de Riemann, [116]

Rαβ = R µ
αµβ = gµνRναµβ . (1.29)

Sustituyendo el tensor de Riemann en esta expresión, podemos escribir el tensor de
Ricci explícitamente,

Rαβ = Γµαβ,µ − ΓµγβΓγαµ − Γµαµ,β + ΓµγµΓγαβ. (1.30)

1.3.5.3. Escalar de Ricci.

Se define el escalar de Ricci como la traza del tensor de Ricci,

R = gµνRµν = Rµµ = gµνgαβRαµβν . (1.31)

1.3.6. Ecuación de las geodésicas y ecuación de desviación geodésica.

La geodésica es una generalización de “línea recta” entre dos puntos en el espacio-
tiempo curvo, correspondiente a la trayectoria de partículas no aceleradas 39 [116],
[106]. Sea una línea de universo xµ = xµ(τ) parametrizada por λ = aτ + b, donde τ
es el tiempo propio de la trayectoria, a y b unas constantes y µ un índice que indexa
la componente temporal como 0 y las espaciales como 1, 2, 3. Se puede demostrar que
xµ(λ) sigue la ecuación clásica de movimiento de una masa de prueba en un espacio-
tiempo curvado descrito por la métrica gµν , en ausencia de fuerzas no-gravitacionales
externas:

d2xµ

dλ2
+ Γµνρ(x)

dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0, (1.32)

es decir, la ecuación de las geodésicas. Esta ecuación puede reescribirse en términos
de la cuadrivelocidad uµ, definida como el vector tangente a la línea de universo

uµ =
dxµ

dλ
. (1.33)

39Las geodésicas son las trayectorias más cortas posibles localmente. Sin embargo, son las más
largas posibles en una variedad Lorentziana.
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De esta manera, (1.32) se reescribe trivialmente como

duµ

dλ
+ Γµνρu

νuρ = 0. (1.34)

En un espacio-tiempo plano si λ = τ , identificamos el primer término como la 4-
aceleración Aµ = d2xµ/dτ2, mientras que el segundo es la 4-fuerza de componentes
fµ = mAµ. Es decir, obtenemos una generalización de la segunda ley de Newton.

La variación de la separación entre las geodésicas por los efectos de marea debidos a
la curvatura del espacio-tiempo, quedan determinadas en la ecuación de la desviación
geodésica [119]. Consideremos dos geodésicas cercanas, una parametrizada por xµ(λ) y
la otra por xµ(λ) + ξµ(λ), donde cada geodésica viene parametrizada según su tiempo
propio τ y ξµ(λ) une puntos entre ambas geodésicas con el mismo valor de tiempo
propio τ ; además se tomará esta |ξµ(λ)| mucho menor que la longitud característica
de variación de la geometría del espacio-tiempo. De esta manera, mientras que xµ(λ)
satisface (1.32), xµ(λ) + ξµ(λ) satisface

d2(xµ + ξµ)

dλ2
+ Γµνρ(x+ ξ)

d(xν + ξν)

dλ

d(xρ + ξρ)

dλ
= 0. (1.35)

Expandiendo alrededor de la geodésica xµ(λ) a primer orden en ξ:

d2 (xµ + ξµ)

dλ2
=
d2xµ

dλ2
+
d2ξµ

dλ2
; (1.36)

Γµνρ (x+ ξ) ' Γµνρ(x) + ξσ∂σΓµνρ(x) +O(ξ2) ; (1.37)

d (xν + ξν)

dλ

d (xρ + ξρ)

dλ
' dxν

dλ

dxρ

dλ
+
dξν

dλ

dxρ

dλ
+
dxν

dλ

dξρ

dλ
+O(ξ2) . (1.38)

Obtenemos la ecuación de desviación geodésica,

d2ξµ

dλ2
+ 2Γµνρ(x)

dxν

dλ

dξρ

dλ
+ ξσ∂σΓµνρ(x)

dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0 . (1.39)

1.4. Derivación de las ecuaciones de campo de Einstein.
Todas las ecuaciones fundamentales clásicas de la física, incluidas las ecuaciones de
campo de Einstein, pueden derivarse a partir de un principio variacional. El principio
variacional de Hilbert se define como [93]

SEH =

∫
Ld4x =

∫
L(−g)1/2d4x =

∫
Ld(4− volumen propio) = extremo,

(1.40)
siendo los límites de la integral una hipersuperfície inicial y otra final de tipo espacial
fijas, con 40 L = Lgeom+Lcampo = (−g)1/2L la densidad lagrangiana, g el determinante
del tensor métrico y L una función escalar conocida como la función de Lagrange:
L = Lgeom + Lcampo [93]. El signo negativo del término (−g)1/2 surge porque en
el espacio-tiempo, la métrica corresponde a un producto escalar no positivo-definido
[116].

Cinco dias antes de que Einstein presentara sus ecuaciones de campo en su forma
estándar, Hilbert descubrió independientemente cómo formularlas como consecuencia

40Es decir, una subvariedad tridimensional de la variedad que define el espacio-tiempo, cuyo vector
normal es de tipo temporal.
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del principio de acción más simple posible [93]:

Lgeom = (1/2κ)R, (1.41)

con R = gµνRµν el escalar de curvatura de Ricci donde gµν es el tensor métrico y Rµν
el tensor de Ricci y κ = 8πGc−4, donde G es la constante de gravitación universal y
c la velocidad de la luz en el vacío.

La integral de acción Einstein-Hilbert para el campo gravitatorio queda [104], [93]:

SEH =

∫
d4x

(
1

2κ
R+ Lcampo

)
(−g)1/2. (1.42)

La condición requerida para determinar las ecuaciones de campo de Einstein a través
del principio variacional, es imponiendo que la acción sea un extremo: δSEH = 0. Sea
SEH → S′EH = SEH + δSEH , la variación de la acción debe cumplir [104]:

δSEH =

∫
d4xδ

[
1

2κ

√
−gR+

√
−gLcampo

]
=

=

∫
d4x

[
1

2κ
δ(
√
−gR) + δ(

√
−gLcampo)

]
=

=

∫
d4x

[
1

2κ

δ(
√
−gR)

δgµν
+
δ(
√
−gLcampo)
δgµν

]
δgµν =

=

∫
d4x

[
1

2κ
(
δ
√
−g

δgµν
R+

δR

δgµν
√
−g) +

δ(
√
−gLcampo)
δgµν

]
δgµν =

=

∫
d4x

[
1

2κ
(
R√
−g

δ
√
−g

δgµν
+

δR

δgµν
) +

1√
−g

δ(
√
−gLcampo)
δgµν

]√
−gδgµν = 0.

(1.43)
Puesto que la variación del determinante del tensor métrico δgµν es una cantidad
completamente arbitraria, la expresión dentro de los corchetes tiene que ser igual a
cero. De esta forma, la ecuación de movimiento es [104]:

R√
−g

δ
√
−g

δgµν
+

δR

δgµν
= − 2κ√

−g
δ(
√
−gLcampo)
δgµν

. (1.44)

1.4.1. Variación del determinante del tensor métrico.

Busquemos una relación para δ(
√
−g)/δgµν . Sea la fórmula de Jacobi sobre el dife-

rencial de una matriz A(t),

d(detA(t)) = tr(adj(A(t))dA(t)), (1.45)

aplicándola a la variación del determinante del tensor métrico, obtenemos [104]

δg = δ(det(g)) = tr[adj(g)δg] = tr[det(g)g−1δg] = ggµνδgµν . (1.46)

Conociendo que la derivada de la matriz inversa cumple

dAik

dt
= −Aij

dAjl
dt

Alk, (1.47)

extraemos la siguiente relación

gµνδgµν = −gµνδgµν ; (1.48)
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de la cual, podemos obtener [104]:

δg = −ggµνδgµν . (1.49)

Utilizando (C.3), obtenemos la siguiente expresión

δ(
√
−g)

δgµν
= −1

2

√
−ggµν . (1.50)

Sustituyéndola en nuestra ecuación de movimiento

− 1

2
Rgµν +

δR

δgµν
= κ

[
Lcampogµν − 2

δLcampo
δgµν

]
, (1.51)

donde, por definición, la expresión entre corchetes es el tensor de energía momento
Tµν . La ecuación puede reescribirse como [104]

δR

δgµν
− 1

2
Rgµν = κTµν . (1.52)

1.4.2. Variación del escalar de Ricci.

El último paso que nos queda, es calcular la derivada funcional del escalar de Ricci
con respecto al tensor métrico. El escalar de Ricci se define como

R = gµνRµν . (1.53)

Siguiendo la regla del producto, la variación del escalar de Ricci puede escribirse como

δR = Rµνδg
µν + gµνδRµν . (1.54)

A continuación veremos cómo el segundo término se anula. Siempre podemos escoger
un sistema de coordenadas que sea localmente plano, es decir Γλµν = 0 en un punto
específico. Sea el tensor de Ricci

Rµν = Rρµρν = Γρνµ,ρ − Γρρµ,ν + ΓρρλΓλµν − ΓρνλΓλρµ, (1.55)

en ese punto será [104]:
Rµν = Γρνµ,ρ − Γρρµ,ν . (1.56)

Como el espacio-tiempo es localmente plano en ese punto, es decir no tenemos curva-
tura, entonces las derivadas del tensor métrico tendrán que anularse. En consecuencia,
los símbolos de Christoffel

Γλµν =
1

2
gλα(gαµ,ν + gαν,µ − gµν,α), (1.57)

tendrán que ser cero siempre y cuando λ 6= α. Si λ = α, los términos dentro del
paréntesis tendrán que sumar cero. Examinando el tensor métrico, todos los elementos
fuera de la diagonal son cero, por lo tanto también lo serán sus derivadas. Observemos
las componentes de la diagonal, si µ = ν con λ = α el único término que nos queda
es −gµν,α, que tendrá que ser igual a cero

gµν,α = 0. (1.58)

Sea la expresión (1.56), entonces el segundo término de la ecuación (1.64) se puede
escribir como

gµνδRµν = gµν(δΓρνµ,ρ − δΓρρµ,ν). (1.59)
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Definiendo la variación de un cuadrivector de forma parecida a la parte derecha de
esta ecuación (1.59),

δwk = gµνδΓkµν − gµkΓλµλ, (1.60)

y utilizando (1.58) en el último paso, podemos reescribir (1.59) como

gµνδRµν =
∂

∂xk
δwk =

1√
−g

∂

∂xk
(
√
−gδwk). (1.61)

Recordemos que este término gµνδRµν viene de (1.64) que a su vez forma parte de
la integral 4-dimensional (1.42). Puesto que la integral de dicho término contiene una
4-divergencia, podemos reescribirla utilizando el teorema de la divergencia como una
integral de superficie. Además el vector δwk no varia en el infinito, en consecuencia este
término no contribuye al total de la variación de la acción. Por lo tanto, despreciando
gµνδRµν , obtenemos de la expresión (1.64) [104],

δR = Rµνδg
µν . (1.62)

1.4.3. Ecuaciones de campo de Einstein.

De manera que de nuestra ecuación de movimiento (1.52), obtenemos las ecuaciones
de campo de Einstein para cualquier sistema de coordenadas arbitrario

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν , (1.63)

donde la parte izquierda de la ecuación es el conocido tensor de Einstein Gµν =
Rµν − 1

2gµνR,

Gµν =
8πG

c4
Tµν . (1.64)

Antes de pasar al siguiente capítulo, reflexionemos sobre la naturaleza de estas ecua-
ciones. La primera observación es que, dado que Rµν depende de las derivadas de gµν
hasta segundo orden, las ecuaciones de Einstein forman un sistema acoplado de 10
ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden para las componentes
de la métrica gµν [144].

Una segunda observación es que la ecuación de campo muestra la conexión existente
entre materia/energía y geometría. El tensor de energía-momento Tµν , que codifica
la descripción del contenido que habita en el espacio-tiempo, genera una curvatura
en su vecindad dada por el tensor de Einstein Gµν [93], [116]. Al mismo tiempo,
esta ecuación de campo es una ecuación de propagación que describe la anisotrópica
parte del resto de la curvatura, por ejemplo, gobierna el espacio-tiempo externo de
la curvatura estática de cualquier fuente (como la Tierra) y gobierna la generación y
propagación de las ondas gravitacionales a través del universo. Además contiene las
ecuaciones de movimiento para la materia cuyo tensor de energía-momento genera la
curvatura; por ejemplo, gobierna el movimiento de los planetas en el sistema solar,
gobierna la desviación de la luz por el Sol, gobierna el colapso de una estrella para
formar un agujero negro, determina la geometría del espacio-tiempo externo de un
agujero negro o gobierna la expansión y contracción del universo, entre otros [93].
Podemos resumir la teoría geométrica de Einstein en tres ideas fundamentales:

Localmente, las geodésicas son rectas en el espacio-tiempo. Mientras que en
regiones más extensas, las geodésicas que originalmente se alejaban las unas de
las otras se acercan a una velocidad gobernada por la curvatura del espacio-
tiempo [93].
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Este efecto de la geometría del espacio-tiempo sobre la materia es lo que cono-
cemos como gravedad [93].

La estructura geométrica del espacio-tiempo gobierna la dinámica del contenido
del universo; y a su vez, dicho contenido es fuente de las deformaciones del
espacio-tiempo [116].

De manera más compacta, el libro [93] describe dicha geometría de la siguiente forma:
“El espacio-tiempo actúa sobre la materia diciéndole cómo moverse; y a su vez, la
materia actúa sobre el espacio-tiempo diciéndole cómo curvarse.”
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Capítulo 2
Ondas gravitacionales: origen y características.

Sección 2.1. Geometría de Schwarzschild.
Sección 2.2. Colapso gravitatorio y el teorema sin pelo.
Sección 2.3. Evidencias directas e indirectas de agujeros negros.
Sección 2.4. Categorías de ondas gravitacionales.
Sección 2.5. Derivación de la solución de la ecuación de onda gravitacional en el
vacío.
Sección 2.6. Efecto de las ondas gravitacionales sobre masas de prueba.
Sección 2.7. Emisión de ondas gravitacionales.

Las ondas gravitacionales conforman el objeto principal de estudio de esta tesis, en
concreto las señales GW150914, GW170729 y GW190814; en consecuencia, se ha
dedicado un capítulo entero para describir dichas perturbaciones espacio-temporales,
así como los objetos que las produjeron, los agujeros negros. Por consiguiente, este
capítulo se divide en dos grandes secciones:

Primero, estudiaremos la geometría de Schwarzschild que describe, entre otros
objetos, los agujeros negros. En la siguiente sección, describiremos el colapso
gravitatorio de una estrella, origen de los agujeros negros. A continuación, des-
cribiremos las evidencias más importantes que tenemos sobre la existencia de los
agujeros negros; e introduciremos las diferentes clases de ondas gravitacionales
según los objetos que las producen y las técnicas utilizadas en su detección para
enlazar con la siguiente parte.

En esta segunda parte, linearizaremos la teoría de la relatividad con el objetivo
de describir la ecuación de onda de la perturbación de la métrica con el gauge
de Lorentz, para así poder identificar su solución en el vacío con las ondas
gravitacionales. Analizaremos el efecto de dichas ondas sobre masas de prueba
y finalmente describiremos la emisión de las ondas gravitacionales desde un
sistema binario de estrellas a través del formalismo cuadrupolar.

2.1. Geometría de Schwarzschild.
La geometría de Schwarzschild es de gran relevancia en la teoría de la relatividad,
puesto que ilustra de forma precisa el carácter no-euclídeo del espacio-tiempo cuando
la gravedad domina. En concreto, describe el espacio-tiempo en el exterior de un
objeto simétricamente esférico sin carga eléctrica ni momento angular, siendo una
buena aproximación para la descripción de objetos que rotan lentamente, como la
Tierra. Además describe la geometría de una estrella en colapso y de un agujero
negro, fuente de las ondas gravitacionales detectadas.

Poco más de un mes después de que Einstein publicara la teoría de la relatividad,
en enero de 1916 el astrónomo alemán Karl Schwarzschild encontró la primera so-
lución exacta, no trivial, de las ecuaciones de Einstein [125], [121]. La solución de
Schwarzschild, es decir, su métrica o elemento de línea

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
, (2.1)
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describe un sistema con las siguientes propiedades:

ocurre en el vacío, es decir Tµν = 0,

está dotado de simetría esférica, y

es estático e invariante bajo inversión temporal (t→ −t) [116].

Enseguida nos fijamos en la patología existente en el conocido como radio de Sch-
warzschild o horizonte de Schwarzschild rs = 2M . Sin embargo, sin un estudio previo,
no se puede asegurar si la singularidad es debida a la geometría del espacio-tiempo en
sí mismo, donde la curvatura diverge, o al sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) elegido
cerca de r = 2M 1 [93], [116]. Verificando si las siguientes combinaciones escalares del
tensor de Riemann o Ricci divergen, podremos identificar qué tipo de singularidad es
el radio de Schwarzschild;

R, RµνR
µν , RµναβR

µναβ , RµναβR
µνRαβ. (2.2)

Para el elemento de linea de Schwarzschild obtenemos

RµναβR
µναβ =

12r2
s

r6
, (2.3)

es decir, diverge sólo en r = 0. Se puede demostrar que ningún escalar de curvatura
diverge en r = rs, por lo tanto esta singularidad debe ser debida a la elección del
sistema de coordenadas de Schwarzschild. En cada sistema de coordenadas local de
Lorentz, el tensor de Riemann tendrá una o infinitas componentes a medida que r → 0,
las fuerzas de marea se volverán infinitas [93], [116].

2.1.1. La singularidad de coordenadas rs = 2M .

Los agujeros negros de Schwarzschild, son los objetos descritos por la métrica de
Schwarzschild tal que Tµν = 0 en r ≤ rs. Estos agujeros negros se describen como
estructuras esféricas, estáticas y sin carga eléctrica ni momento angular. Para com-
prenderlos mejor, estudiemos su estructura causal.

Fijando dθ = dφ = 0 en la solución de Schwarzschild (2.1), obtenemos

ds2 =
(

1− rs
r

)
dt2 −

(
1− rs

r

)−1
dr2 → dt

dr
= ±

(
1− rs

r

)−1
, (2.4)

en el plano t− r, que se corresponde con las pendientes del cono de luz.

Figura 2.1: Imagen derecha: El cono de luz, muestra los caminos que pueden seguir
los rayos de luz hacia delante y hacia atrás en el tiempo. Imagen izquierda: Conos de luz
para distintas distancias del radio de Schwarzschild. Las trayectorias permitidas de las
partículas, se encuentran en el cono de luz. Imagen derecha de [64]. Imagen izquierda

modificada del libro [116].

1Este tipo de singularidades desaparecen con un cambio de coordenadas adecuado [116].
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Como podemos observar en la figura (2.1), a medida que nos aproximamos desde r
grande hasta r = rs las pendientes van creciendo, de manera que las partículas irán
tardando más tiempo en intentar casi alcanzar rs. Las pendientes del cono de luz
divergen en r = rs.

Introduciendo la variable ρ = rs − r,

rs > r ≥ 0→ 0 < ρ ≤ rs (2.5)

en el elemento de línea (2.1), podemos explorar qué sucede en r < rs, es decir, en el
interior del agujero negro;

ds2 =
ρ

rs − ρ
dt2 − rs − ρ

ρ
dρ2 + (rs − ρ)2dΩ2. (2.6)

Con este cambio de variable, como observamos en la figura (2.2), la coordenada ρ
se convierte en una tipo temporal, mientras que t se convierte en una tipo espacial.
Para ir hacia el futuro deberemos incrementar ρ, es decir, reducir r; llevando todas las
trayectorias inevitablemente hacia r = 0. Es decir, todos los eventos en r < rs quedan
atrapados en el interior del agujero negro; razón por la cual r = rs se le conoce como
el horizonte de sucesos o horizonte de eventos. Incluso los fotones no pueden escapar,
siendo éste el origen del carácter oscuro de los agujeros negros [116].

Figura 2.2: Conos de luz para distintas distancias en el exterior y el interior de un
agujero negro de Schwarzschild. Imagen del libro [116].

2.1.2. La geometría de Schwarzschild con las coordenadas de Kruskal-
Szekeres.

Como ya mencionamos anteriormente, r = rs es una singularidad de coordenadas, es
decir, debida a la elección del sistema de coordenadas. Con un cambio de coordena-
das adecuado podríamos remover dicha singularidad, proporcionando una descripción
completa del espacio-tiempo de Schwarzschild [116]. En la literatura tenemos varios
casos que proporcionan esta propiedad, como las coordenadas de Gullstrand-Painlevé
(1921, 1922), las coordenadas de Lemaître (1932), las coordenadas de Novikov (1963)
o las coordenadas de Eddington-Finkelstein, derivadas por Eddington (1924) y re-
descubiertas por Finkelstein (1958). Todas ellas nos proporcionan información rele-
vante acerca de la geometría de Schwarzschild, por ejemplo, en las coordenadas de
Gullstrand-Painlevé se puede demostrar la existencia de una foliación 2 de hipersu-
perficies planas en un espacio-tiempo esfericamente simétrico y estático [5]. El sistema

2Partición de una variedad diferenciable en varias subvariedades diferenciables.
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de coordenadas que proporciona una descripción capaz de cubrir la variedad espacio-
tiempo de la solución de Schwarzschild máximamente extendida 3 de la forma analítica
más simple posible, se conoce como coordenadas de Kruskal-Szekeres (1960).

Las coordenadas de Kruskal-Szekeres, utilizan una coordenada radial X adimensional
relacionada con la de Schwarzschild r y una coordenada temporal T adimensional
relacionada con la de Schwarzschild t [116],[93],

X = ( rrs − 1)1/2er/2rscosh( t
2rs

)

T = ( rrs − 1)1/2er/2rssenh( t
2rs

)

}
si r > rs, (2.7)

X = (1− r
rs

)1/2er/2rssenh( t
2rs

)

T = (1− r
rs

)1/2er/2rscosh( t
2rs

)

}
si r < rs. (2.8)

Realizando este cambio de coordenadas en el elemento de línea de Schwarzschild,
obtenemos

ds2 =
4r3
s

r
e−r/rs(−dT 2 + dX2) + r2dΩ2, (2.9)

donde r se considera una función de X y T definida por

(r/rs − 1)er/rs = X2 − T 2. (2.10)

En estas coordenadas, una superficie con r = cte vendrá dada por la hipérbola

X2 − T 2 = (r/rs − 1)er/rs = cte; (2.11)

mientras que la de t = cte, vendrá dada por las rectas

T/X = tanh(t/2rs) = cte, r > rs. (2.12)

Notemos además que el horizonte de sucesos

X2 − T 2 = 0→ T = ±X, (2.13)

coincide justo con la superficie temporal para t→ ±∞; de manera que un observador
en reposo verá que una partícula no podrá alcanzar nunca dicho horizonte [116].

Observamos que r = rs ya no es una singularidad; sólo r = 0 correspondiente a la
hipérbola X2 − T 2 = −1 lo es. Por lo tanto, tenemos dos singularidades en r = 0, no
solo una

T = +(1 +X2)1/2, T = −(1 +X2)1/2. (2.14)

Una segunda observación es el hecho de que la región del espacio-tiempo situada lejos
del radio de Schwarzschild r � 2M viene dada por X2 � T 2. De manera que tenemos
además dos regiones exteriores r →∞, 4

X � +|T |, X � −|T |. (2.15)

Ambas propiedades son síntomas de que las coordenadas de Schwarzschild cubrían
solamente una parte de la variedad espacio-temporal. Utilizando las coordenadas de
Kruskal-Szekeres, hemos extendido analíticamente la solución limitada de Schwarzs-
child para cubrir toda la variedad [93].

3Es decir, geodésicamente completa en el sentido de que el espacio-tiempo no debe tener bordes,
a no ser que se encuentre con una singularidad.

4Estas dos observaciones fueron descubiertas por Synge en 1950 [93].
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Llegados a este punto podemos trazar el diagrama de Kruskal-Szekeres (2.3), en el
cual se han omitido las coordenadas angulares de manera que cada punto representa
los eventos que ocurren en una esfera de radio r.

Figura 2.3: Geometría de Schwarzschild en las coordenadas de Kruskal-Szekeres. Las
regiones I y II se corresponden al exterior e interior de un agujero negro y las regiones
III y IV , al exterior e interior de un agujero blanco. En el plano de Kruskal-Szekeres
XT, las curvas con r = cte son hipérbolas cuyas asíntotas son X = ±T ; mientras que
las curvas con t = cte son las líneas rectas punteadas correpondientes al horizonte de

sucesos. [116], [93]. Imagen del libro [116].

Como podemos observar en la figura (2.3), la región I (r > 2M) y la región II
(r < 2M) se corresponden al exterior e interior de un agujero negro [93]. De la
misma forma, las regiones III y IV representan una región exterior y otra interior,
respectivamente; sin embargo el comportamiento de las partículas difiere al de las
regiones I y II. El cono de luz de una partícula viajando desde la singularidad en
la región IV , recorrerá cada vez valores de r más grandes hasta ser expulsada en la
región III, a través del horizonte de sucesos. Debido a este comportamiento contrario
al de un agujero negro, a las regiones III y IV se les denomina como agujero blanco.

Figura 2.4: Puente de Einstein-Rosen. El agujero de gusano de Schwarzschild, conecta
dos regiones distantes de un único universo asintóticamente plano. Imagen del libro [93].

Las ecuaciones de campo de Einstein fijan la geometría local del espacio-tiempo, pero
no su topología [93]. De manera que, observando la figura (2.4), si en vez de suponer
que las singularidades en las regiones II y IV son independientes, supusiéramos que
solamente existe una singularidad y que las parábolas de las regiones II y IV son el
mismo espacio-tiempo, entonces tendríamos una conexión entre I y III pudiendo ir
por un camino de tipo espacial desde A hasta B, convirtiendo al agujero negro/blanco
en lo que se conoce como agujero de gusano o puente de Einstein-Rosen [116], [93].
La naturaleza de estos objetos no ha sido evidenciada, quedándose meramente en
una hipotética característica topológica. De hecho, si la conexión ocurriese entre dos
regiones del mismo universo, entonces las singularidades de este tipo se desintegrarían
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antes de que cualquier partícula, incluido el fotón, pudiera atravesarlo. Para lograr
la estabilidad de dicha conexión, se debería incluir materia formada por partículas
de masa negativa; o bien que la conexión se diera a cabo en dos universos diferentes,
abriendo la posibilidad de que nuestro universo fuese uno de muchos dentro de un
multiverso [116].

2.2. Colapso gravitatorio y el teorema sin pelo.
El proceso por el cual se forma un agujero negro, es el colapso gravitatorio descrito
por la teoría de la relatividad.

Uno de los posibles mecanismos de formación, es a través del colapso gravitatorio
de una estrella, es decir, cuando la presión interna se vuelve insuficiente como para
poder contrarestar la propia gravedad. Normalmente esto ocurre al final de la vida
evolutiva de una estrella cuando no puede mantener su temperatura interna a través
de la nucleosíntesis estelar, o bien porque recibe materia extra de manera que no
puede elevar la temperatura de su núcleo. En ambos casos, cuando la presión interna
se vuelve insuficiente, se produce una expulsión violenta de la capa exterior de la
estrella, originando una supernova 5 y dejando un objeto denso (103 − 1011kg/cm3)
el cual, dependiendo de la masa original puede ser una enana blanca o una estrella de
neutrones. Por el principio de exclusión de Pauli, la degeneración cuántica impide el
colapso total en r = 0. Sin embargo, esta estabilidad se vuelve insostenible si la masa
total es mayor o bien al límite de Chandrasekhar equivalente a 1.44M� en el caso
de las enanas blancas, o bien al límite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff equivalente
a 2M� en el caso de las estrellas de neutrones. Al superar estos límites, se produce
el colapso gravitatorio de la estrella que, según la relatividad general, producirá un
agujero negro de espacio-tiempo [65], [116], [90], [144], [135].

Los agujeros negros también pueden formarse en cúmulos estelares, como los núcleos de
las galaxias, donde las estrellas pueden intercambiar energía. Al intercambiar energía,
algunas la adquieren de manera que se forma de halo alrededor de la estrella y otras
la pierden haciendo que el cúmulo se compacte más. Este proceso perdurará hasta
que el cúmulo se vuelva tan compacto, que se produzcan colisiones entre las estrellas
y se expulse gas. El gas se moverá hacia el centro del pozo de potencial gravitacional,
donde se generarán nuevas estrellas. Llegados a este punto, dichas colisiones pueden
volverse lo suficientemente energéticas e inelásticas como para que los centros de las
estrellas en colisión se fusionen, generando objetos supermasivos [93]. En estos casos,
se distinguen tres escenarios posibles:

Muchas estrellas pequeñas colapsan entre sí para formar pequeños agujeros ne-
gros (M ∼M�) [93].

Una o más estrellas supermasivas colapsan para formar enormes agujeros negros
(M ∼ 104M� − 109M�) [93].

Todo el conglomerado de estrellas, gas y agujeros negros se vuelve tan den-
so que colapsa, dando como resultado un único agujero negro de proporciones
descomunales [93].

Las perturbaciones en la distribución de densidad inicial del universo en expansión
también pueden producir un colapso gravitatorio, dando como resultado los conocidos
como agujeros negros primordiales. Estos agujeros negros, se desarrollarían posterior-
mente por acumulación de radiación y materia. Hoy en día, este tipo de agujeros

5Que puede desarrollarse hasta convertirse en una nebulosa planetaria.
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negros podrían haberse convertido en objetos enormes, aunque algunos de ellos pue-
den haber evitado dicho crecimiento llegando a ser tan pequeños con masas de hasta
10−5 gramos [93].

Otro tipo de formación sería el de los microagujeros negros, donde los efectos cuánticos
de la gravedad se vuelven importantes. Los microagujeros negros son objetos hipoté-
ticos formados en colisiones de alta energía, como los llevados a cabo en el LHC, que
se evaporan inmediatamente después de su formación [142].

El teorema de Birkhoff adquiere un papel relevante al relacionar el colapso gravitatorio
con la geometría de Schwarzschild: Sea la geometría de una región dada del espacio-
tiempo esfericamente simétrica y solución de las ecuaciones de campo de Einstein en
el vacío. Entonces, dicha geometría, formará parte de la geometría de Schwarzschild.
Es decir, el campo externo de cualquier estrella eléctricamente neutra y esférica, sea
cual sea su estado, ya sea colapsando, estática o vibrando, satisfacerá el teorema de
Birkhoff [93].

Sea una estrella estática que empieza a colapsar, su geometría espacio-tiemporal en el
momento inicial t = 0, tiene dos partes:

En el exterior, por el teorema de Birkhoff, tenemos la métrica de Schwarzschild;

en el interior, tendremos una geometría totalmente diferente puesto que Tµν 6= 0.

Figura 2.5: Espacio-tiempo resultante del colapso gravitatorio de un cuerpo esférico.
Figura izquierda: Las regiones III y IV son “cubiertas” por materia en colapso; mien-
tras que parte del agujero negro de la región II es producido. Figura derecha: Captura
de cualquier partícula o rayo de luz en la región r < 2M . En el horizonte de sucesos,
el tiempo reemplaza al espacio apuntando hacia adelante. El flujo temporal lo vuelca
todo hacia una singularidad más lejana dentro del agujero negro, donde la densidad
se hace infinita y el tiempo termina. Cada triángulo se corresponde con una superfície
esférica en un instante de tiempo determinado. Imagen izquierda del libro [144]. Imagen

derecha de [64].

En la figura (2.5) podemos observar el colapso gravitacional de un cuerpo esférico.
Parte de las regiones I y II, y las regiones completas III y IV , empezarán a “cubrirse”
de materia. Una región del espacio-tiempo correspondiente a la región II, empezará a
producirse cuando la coordenada radial del objeto en colapso sea menor que 2M . De
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manera que las regiones III y IV de la solución Kruskal-Szekeres probablemente no
se correspondan a ninguna ley o principio físico conocido hasta el momento, como un
agujero blanco; sin embargo, la región II se vuelve físicamente importante, citando el
libro [144]: “El colapso gravitacional completo de un cuerpo esférico, siempre producirá
un región espacio-temporal de agujero negro de Schwarzschild.”

Hasta ahora, hemos considerado únicamente el colapso gravitacional de una estrella
ideal, es decir, el caso esféricamente simétrico donde el espacio-tiempo fuera de la
estrella viene descrito por la solución de Schwarzschild máximamente extendida, de
manera que el estado final del colapso gravitacional sea un agujero negro de Sch-
warzschild. Sin embargo, éste no suele ser el más realista. En el caso no esférico, la
geometría del espacio-tiempo fuera del cuerpo en colapso varía con el tiempo y de-
pende en gran medida de los detalles del colapso. En particular, mientras que en el
espacio-tiempo simétricamente esférico no puede producirse radiación gravitacional,
en el colapso no esférico sí que pueden producirse grandes cantidades de energía. Varios
teoremas enunciados por Werner Israel (1967, 1968), Stephen Hawking (1971, 1972) y
Brandon Carter (1970) demostraron que tanto si el colapso tiene pequeñas asime-
trías y carga pequeña, como si tiene grandes asimetrías y cargas mayores, los campos
electromagnéticos y gravitacionales externos del agujero negro quedan caracterizados
completamente por tres propiedades: la masa M , la carga eléctrica Q y el momento
angular o espín J de la estrella colapsante [93], [144]. Este teorema es conocido como
el teorema sin pelo o de no pelo, que como vemos, limita las cantidades físicas necesa-
rias para describir un agujero negro [116]. El pelo del agujero negro, apodado de esta
forma por el físico John Wheeler en los años sesenta, hace referencia a la información
que desaparece dentro del horizonte de sucesos cuando la estrella colapsa, como las
cargas de color y sabor, los números bariónico y leptónico o el espín. De acuerdo con
este teorema, sólo existen cuatro métricas posibles que describen a los agujeros negros
clasificadas de acuerdo con su momento angular J y carga Q [116]:

Agujero negro de Schwarzschild de simetría esférica, sin carga Q = 0 ni rotación
J = 0.

Agujero negro de Reissner-Nordström de simetría esférica, con carga Q 6= 0 y
sin rotación J = 0.

Agujero negro de Kerr de simetría axial, sin carga Q = 0 y con rotación J 6= 0.

Agujero negro de Kerr-Newman de simetría axial, con carga Q 6= 0 y rotación
J 6= 0.

Figura 2.6: Exposición de 7 millones de segundos del Campo Profundo Sur de Chan-
dra. Muestra cientos de agujeros negros supermasivos, cada uno situado en diferentes

galaxias. Imagen de [6].
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2.3. Evidencias directas e indirectas de agujeros negros.
Existe otro tipo de clasificación de agujeros negros según su masa M :

Agujeros negros supermasivos (SMBHs), cuyas masas son 106M� ≤ M ≤
1010M�. Suelen observarse en el centro de casi todas las galaxias, en núcleos
activos de galaxias 6 y en cuásares 7 [31], [65].

Agujeros negros de masa intermedia (IMBHs), cuyas masas comprenden el rango
102M� ≤ M ≤ 106M� [31], [65]. Pueden formarse o bien como remanentes de
estrellas de la población III 8 o bien mediante el colapso de un disco protoga-
láctico estable 9 o mediante procesos dinámicos en cúmulos de estrellas masivas.

Agujeros negros de masa estelar (SBHs), cuyas masas comprenden el rango
10M� ≤M ≤ 100M� [31], [65]. Son los remanentes de estrellas conM ≥ 20M�.
Se han observado principalmente en sistemas binarios de rayos X y como fuentes
de las ondas gravitacionales.

Microagujeros negros, son objetos hipotéticos que tras formarse se evaporan
inmediatamente a través de la emisión de radiación de Hawking [141], [65].

Figura 2.7: Imagen izquierda: Primera imagen de un agujero negro, utilizando las
observaciones de Event Horizon Telescope en el centro de la galaxia M87. Fuente: [2].
Imagen derecha: Ubicación de HR 6819 en la constelación Telescopium. Fuente: [23].

Son conocidas numerosas evidencias tanto de agujeros negros supermasivos (SMBHs)
como de agujeros negros de masa estelar (SBHs). El 10 de abril de 2019 fue publicada
la primera imagen de la historia de un agujero negro [35], en concreto de uno super-
masivo, localizado a 55 millones de años luz en la galaxia M87, utilizando el Event
Horizon Telescope 10, [4], [71]. Entre otras evidencias de SMBHs, como TON 618 el
agujero negro más masivo del que se tiene constancia con 6.6 · 1010M� [126] o la cavi-
dad de 100 ·106 años luz en el Supercúmulo del Serpentario descubierta el 4 de febrero
de 2020 originada por la mayor explosión conocida después del Big Bang provocada
por la eyección de 270 · 106M� de un SMBH [51], se incluye Sagittarius A∗ localizado
en el centro de nuestra galaxia y cuyo descubrimiento fue galardonado con el premio
Nobel de Física 2020 para Reinhard Genzel y Andrea Ghez, junto con Roger Penrose
por sus estudios sobre los agujeros negros como predicción sólida para la teoría de la

6 Región compacta que tiene una luminosidad más alta de la normal en el centro de una galaxia,
cuyas características indican que no ha sido producida por estrellas.

7Núcleo activo de una galaxia extremadamente luminoso, en el cual un agujero negro supermasivo
se encuentra rodeado por un disco de acreción gaseoso.

8Primera generación de estrellas formadas tras el Big Bang.
9Galaxia en proceso de formación.

10Una colaboración internacional que trabaja con ocho radiotelescopios ubicados alrededor de la
Tierra conectados en una red global.
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relatividad [64]. Respecto los SBHs, además de las 50 detecciones llevadas a cabo por
las colaboraciones LIGO y Virgo desde la primera detección 2015 hasta la primera mi-
tad del tercer periodo de observación O3a (01/04/2019 - 01/10/2019), destaca GRO
J0422 + 32 por ser el más pequeño encontrado hasta la fecha con una masa de 2.1M�
[58] 11; y HR 6819 conocido también como QV Telescopii, cuyo descubrimiento el 6
de mayo de 2020 lo convierte en el más cercano al Sistema Solar y en el único sistema
de agujero negro visible a simple vista 12 [117].

Existen muchas menos evidencias para los agujeros negros de masa intermedia (IMBH),
la mayoria procedentes de núcleos de galaxias activas de baja luminosidad, cúmulos
globulares o fuentes X ultraluminosas. La única evidencia directa de la existencia
de los IMBHs, procede de la señal de onda gravitacional GW190521 resultado de la
coalescencia de dos agujeros negros de 85M� y 65M� para formar un único IMBH de
142M� [75], [65].

Figura 2.8: Violeta: Agujeros negros de masa estelar detectados mediante observa-
ciones electromagnéticas. Azul: Agujeros negros detectados mediante las ondas gravi-
tacionales, desde la primera detección hasta los primeros meses de la primera mitad
del tercer periodo de observación O3a. Amarillo: Estrellas de neutrones detectadas
mediante observaciones electromagnéticas. Naranja: Estrellas de neutrones detectadas
mediante las ondas gravitacionales, desde la primera detección hasta los primeros meses
de la primera mitad del tercer periodo de observación O3a. En el centro podemos ver
claramente el evento GW190521, resultando en un IMBH de 142M�. Imagen de [80].

La astronomía de ondas gravitacionales está abriendo una nueva ventana para enten-
der el universo. Previamente, la astronomía estaba basada únicamente en la radiación
electromagnética. De manera que, a medida que la tecnología avanzaba, se iban pu-
diendo observar cada vez más bandas de frecuencia del espectro electromagnético,
adquiriendo nuevas perspectivas y nuevos descubrimientos. La observación de ondas
gravitacionales nos proporciona un medio adicional para estudiar el universo, puesto

11Puesto que el límite superior de masa para una estrella de neutrones es 2.7M�, la naturaleza de
este objeto compacto sigue siendo cuestionada [58]

12Situado en la esquina suroeste de la constelación Telescopium, cerca de Pavo y Ara.
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que nos permiten observar sistemas no detectables a través de la radiación electro-
magnética. Combinando las observaciones para un solo evento a través de diferentes
medios, podemos obtener una visión más completa de las propiedades de la fuente,
marcando una nueva era en la astronomía de multi-mensajeros.

2.4. Categorías de ondas gravitacionales.
De acuerdo con la teoría de la relatividad, cualquier objeto en aceleración que tenga
masa produce ondas gravitacionales, incluso un aplauso. Sin embargo, solo los eventos
más violentos existentes en el universo son capaces de producir ondas gravitacionales
que podamos detectar a través de los instrumentos con base en la Tierra, capaces de
medir deformaciones del espacio-tiempo de una milésima del ancho de un protón [116].
Los miembros que componen la colaboración científica LIGO, han definido cuatro
clases de ondas gravitacionales basadas en los objetos que las generan y las técnicas
utilizadas para su detección:

Ondas gravitacionales continuas, son aquellas producidas

• o bien por un solo objeto masivo que rota con imperfecciones en su simetría
esférica, como una estrella de neutrones;

• o bien al orbitar una binaria compacta cuyos objetos, como enanas blancas,
estrellas de neutrones o agujeros negros, se encuentran muy alejados el uno
del otro.

Si la velocidad de giro en ambos casos se mantiene constante, también lo será la
amplitud y frecuencia de las ondas gravitacionales emitidas, motivo por el cual
se las denomina de esta forma [28].

Ondas gravitacionales estocásticas. Continuamente, estamos siendo bombardea-
dos por pequeñas ondas gravitacionales procedentes desde todas las direcciones
posibles, mezclándose entre sí en lo que se conoce como señal estocástica. Estas
ondas son las más pequeñas y difíciles de detectar siendo, una parte de ella,
originada en el Big Bang [28].

Ondas gravitacionales transitorias que, según la técnica utilizada en su detección,
pueden dividirse en:

• Ondas gravitacionales producidas al orbitar binarias compactas que se en-
cuentran orbitando entre sí en una trayectoria inminente de colisión, cuya
búsqueda modelada se basa en técnicas de filtrado adaptado. Hasta la fecha,
todos los eventos detectados por LIGO, entran dentro de esta categoría.
Existen tres subclases de sistemas de binarias compactas que generan ondas
gravitacionales:

◦ Binaria de estrella de neutrones (BNS).

◦ Binaria de agujeros negros (BBH).

◦ Binaria de estrella de neutrones y agujero negro (NSBH).

Cada binaria produce un patrón único de ondas gravitacionales, sin em-
bargo el mecanismo de generación es el mismo en los tres casos [28], [100].

• Ondas gravitacionales asociadas a estallidos cortos, producidas por fuentes
desconocidas y de corta duración. Estas búsquedas son no modeladas y se
basan en la identificación de exceso de potencia en el dominio temporal
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y en el de frecuencia. Existen hipótesis de que algunos sistemas, como las
supernovas o los brotes de rayos gamma, pueden producir ondas gravita-
cionales de este tipo. Su forma de onda es conocida, pero no con el detalle
suficiente como para poder realizar búsquedas [28], [82], [100].

Figura 2.9: Categorías de ondas gravitacionales. Fila superior, de izquierda a derecha:
ondas gravitacionales de binarias compactas y ondas gravitacionales continuas. Fila
inferior, de izquierda a derecha: ondas gravitacionales asociadas a estallidos cortos y
radiación de fondo de microondas asociado a las ondas gravitacionales estocásticas.

Imagen modificada de [111] y [44].

Con el concepto de fondo estocástico, procedente de este segundo tipo de onda gra-
vitacional, podríamos preguntarnos cuántos eventos individuales existen en los datos
de los detectores.

Las observaciones de ondas gravitacionales procedentes de la coalescencia de agujeros
negros de masa estelar, nos han permitido estimar que cada 223+352

−115 s, es decir, cada
2− 10 min, se produce dicha fusión en algún lugar del universo visible [130]. Para la
coalescencia de binarias de estrellas de neutrones, la fusión se produce cada 13+49

−9 s.
Una pequeña fracción de estas coalescencias, es detectada como eventos de ondas gra-
vitacionales que pueden resolverse individualmente mediante los detectores Advanced
LIGO y Advanced Virgo. El resto contribuye a un fondo estocástico [130].

Entonces, la respuesta a la pregunta es: No lo sabemos, pero sí podemos saber cuántos
eventos totales hay durante el tiempo de observación. Es decir, somos capaces de
determinar la tasa global de fusión entre agujeros negros en el universo. Es más, por
primera vez podemos determinar cuál es la densidad de masa total de agujeros negros
en el universo, gracias a una nueva búsqueda astrofísica para el fondo estocástico de
ondas gravitacionales. Para ello, en febrero de 2018, se publicó un nuevo método que
aplica la estimación de parámetros bayesianos a todos los datos disponibles a través
de simulaciones de Monte Carlo. En éste, se estima que la búsqueda podría detectar
el fondo estocástico de una señal procedente de la binaria compacta de dos agujeros
negros con tan solo un día de los datos procedentes de los detectores cuando lleguen
a la sensibilidad de diseño, en comparación con los aproximadamente 40 meses que se
utiliza en las búsquedas de correlación cruzada [130], [127].

Con este nuevo instrumento, podríamos aprender sobre las poblaciones de agujeros
negros en el universo primigenio, podríamos combinar los resultados de esta búsqueda
con detecciones confirmadas y detecciones candidatas para eliminar el sesgo inherente
a ver únicamente las señales de mayor amplitud con mayor facildiad y se podría
generalizar dicho método para aplicarlo a estrellas de neutrones, o para detectar el
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fondo de ondas gravitacionales que quedó tras el nacimiento del universo en el Big
Bang [127].

Esta tesis, se centra en el estudio de las ondas gravitacionales producidas por la
coalescencia de binarias compactas (CBC), en concreto aquellas producidas por la
fusión de dos agujeros negros.

2.4.1. Ondas gravitacionales producidas por CBCs.

El mecanismo que genera las ondas gravitacionales producidas por la coalescencia de
binarias compactas, ocurre a lo largo de miles de millones de años. A medida que
los objetos compactos orbitan entre sí, van emitiendo ondas gravitacionales que se
llevan parte de la energía orbital del sistema. En consecuencia, ambos cuerpos se
acercarán cada vez más, orbitando cada vez más rápido y por tanto, produciendo
ondas gravitacionales cada vez más fuertes, es decir, de mayor amplitud y frecuencia.
El final inevitable será la fusión de ambos objetos, en nuestro caso de dos agujeros
negros, dando como resultado un agujero negro de Kerr perturbado que evolucionará
a un agujero negro de Kerr [24], [28].

2.4.1.1. Mecanismos de formación de binarias de agujeros negros obser-
vadas por LIGO.

Existen tres procesos conocidos de formación de binarias compactas, consistentes con
las observaciones de ondas gravitacionales realizadas por Advanced LIGO: evolución
común a través de la fase envolvente, evolución químicamente homogénea, formación
dinámica en entornos estelares densos o una combinación de estas tres interacciones.

El proceso de evolución común a través de la fase envolvente, que describiremos a
continuación, es el más estudiado de todos ellos. En este escenario, las dos estrellas
nacen en una binaria relativamente ancha. Cuando la estrella más masiva, la principal,
llega al final de su secuencia principal de evolución, el núcleo empieza a contraerse,
la envoltura rica en hidrógeno se expande y se produce una transferencia de masa
de forma dinámicamente inestable, conocida como fase envolvente común, hacia la
estrella secundaria. La estrella principal colapsa a un agujero negro, mientras que la
secundaria seguirá con su vida evolutiva hasta que, cien mil años más tarde, alcance
el fin de su secuencia principal. El proceso vuelve a repetirse, la secundaria empezará
a transferir masa al agujero negro, que durante esos cien mil años habrá perdido 2/3
de su masa inicial. Este proceso de transferencia dinámicamente inestable de masa,
conducirá a la formación de una envoltura de gas alrededor de la binaria. Las fuerzas
de arrastre sobre el agujero negro, conducirán a una órbita en espiral. La energía
orbital disipada se deposita en la envoltura, llegando a expulsarla. Tras una mayor
pérdida de masa impulsada por el viento de la secundaria y su colapso en un agujero
negro, se forma la binaria de agujeros negros. Todo este transcurso, desde la formación
de la binaria estelar hasta la formación de la binaria de agujeros negros dura millones
de años, mientras que la subsiguiente emisión de ondas gravitacionales puede durar
miles de millones de años antes de que se fusionen [89].

En el segundo proceso, la evolución químicamente homogénea, propio de estrellas de
alta masa y baja metalicidad 13, no se contempla la expansión de la envoltura rica en
hidrógeno y como consecuencia, la mayor parte de la masa de la estrella se invierte en
la creación del agujero negro, frente al 30−50 % que se suele invertir. De esta manera,
la escala de tiempo para la fusión de ambos agujeros negros, que no se han transferido
masa entre sí, se reduciría significativamente para una separación dada [89].

13Abundancia relativa de elementos más pesados que el helio.
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La última posibilidad de formación admite la posibilidad de que las agujeros negros
no se hayan formado en la misma binaria estelar, sino que se formaron en un entorno
estelar denso de forma independiente, como un cúmulo globular. Al igual que los
objetos más masivos del cúmulo, ambos agujeros negros se hundirán hacia el centro.
Una vez allí, podrán formar binarias a través de interacciones a tres cuerpos, o cuando
en una interacción 2 + 1 el objeto más ligero sea expulsado a favor de los dos objetos
más pesados que formen la binaria. Para que la binaria formada no se vea afectada por
las demás estrellas en el cúmulo, cada componente deberá tener una velocidad orbital
mayor que la velocidad de los demás objetos. Si la densidad de los agujeros negros es
lo suficientemente alta como para asegurar una tasa adecuada de interacciones con las
demás estrellas, la binaria “se endurecerá” hasta que sea lo suficientemente compacto
como para fusionarse mediante la emisión de ondas gravitacionales [89].

Los tres canales de formación descritos, no tienen por qué ser distintos e independien-
tes. La misma binaria puede haberse beneficiado de múltiples tipos de interacción,
mientras se dirigía a la coalescencia. Los agujeros negros agrupados por interacción
dinámica en cúmulos globulares, pueden ser parte de binarias de transferencia de ma-
sa. Por el contrario, las binarias de transferencia de masa pueden verse favorecidas
por encuentros dinámicos posteriores. También podría darse el caso en que la estre-
lla más masiva de una binaria aislada, pudiera evolucionar químicamente de manera
homogénea, mientras que su compañera menos masiva se expande y dona masa [89].

2.4.1.2. Fases de la onda gravitacional.

Las ondas gravitacionales son producidas durante todo el proceso generando una se-
ñal conocida como chirrido [63], como la representada en la figura (2.10), que puede
dividirse según las características del ciclo de vida de la binaria en tres etapas:

Fase de evolución suave, durante la cual los agujeros negros orbitan entre sí acer-
cándose mutuamente al mismo tiempo que van generando ondas gravitacionales
[86].

Fase de fusión, momento en el que colisionan originando a un agujero negro de
Kerr perturbado [86].

Fase de estabilización, donde se emiten las últimas ondas gravitacionales hasta
que el agujero negro de Kerr se estabiliza [86].

Figura 2.10: Comparación entre la señal reconstruida de la onda gravitacional del
primer evento detectado GW150914 visto por el detector H1 en Hanford con su señal
numérica calculada a partir de la teoría de la relatividad, para las tres etapas del evento:

fase de evolución suave, fase de fusión y fase de estabilización. Imagen de [84].
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Una forma de validar la teoría de la relatividad, es comparando las características
existentes en estas tres etapas desde el punto de vista experimental con las predichas
numéricamente por la teoría. Por ejemplo, en la figura (2.11), observamos la consis-
tencia entre ambas medidas en la intersección entre los parámetros de espín y masa
del agujero negro final, determinados a partir de los datos de la onda gravitacional
recibida, con las restricciones surgidas al utilizar la descripción numérica en todas las
fases de la onda, IMR en inglés, es decir, inspiral, merger y ringdown [86].

Figura 2.11: La línea discontinua muestra la región con un 90 % de probabilidad de
contener el valor real de masa y espin del agujero negro final, obtenido a partir de los
datos en la fase de evolución suave. La línea discontinua punteada muestra la misma
región, obtenida a partir de los datos en la fase de fusión y estabilización. La línea
continua señala la región sobre ambos parámetros al utilizar la descripción basada en
la teoría de la relatividad numérica en todas las fases de la onda gravitacional, IMR en

inglés. Imagen de [86].

En el siguiente capítulo estudiaremos cómo se realiza el análisis de datos y la estima-
ción de parámetros para generar figuras como ésta (2.11), conocidas como gráficos de
esquina, así como una descripción del modelo IMR utilizado en esta tesis.

2.5. Derivación de la solución de la ecuación de onda gra-
vitacional en el vacío.

Antes de que la teoría de la relatividad general estuviera terminada, Einstein tenía
claro que su teoría implicaría la predicción de ondas gravitacionales. Pocos meses
después de completarla, Einstein (1916-1918) elaboró las propiedades básicas de estas
ondas [134].

Las ondas gravitacionales son perturbaciones en la curvatura del espacio-tiempo que
se propagan a la velocidad de la luz producidas, en nuestro caso concreto de estudio,
por uno de los eventos astrofísicos más violentos existentes, la colisión de dos agujeros
negros.

Con el objetivo de identificar la dinámica del propio espacio-tiempo, codificada en
las perturbaciones hµν de la métrica en la aproximación de campo débil, podremos
observar la derivación y propiedades de las ondas gravitacionales. Además analizare-
mos el efecto de las ondas sobre masas de prueba y describiremos la emisión de las
ondas gravitacionales desde un sistema binario de estrellas a través del formalismo
cuadrupolar. Finalmente, estudiaremos las clases de ondas gravitacionales existentes,
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particularizando en nuestro caso de interés, aquellas producidas por la coalescencia de
binarias compactas.

2.5.1. Ondas planas en la teoría linealizada de la gravedad.

Una mirada perspicaz a las ecuaciones de Einstein

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (2.16)

nos hará reconocer que, al fin y al cabo, podrían ser ecuaciones diferenciales con pro-
piedades interesantes. La mejor manera para observar este efecto es introduciéndolas
a situaciones de campo débil. En este régimen, el espacio-tiempo es prácticamente
plano. De forma que puede aproximarse la métrica por una de Minkowski ηµν más
unas perturbaciones δgµν = hµν , tales que

gµν = ηµν + hµν con |hµν | � 1. (2.17)

Se podría entonces expandir las ecuaciones de campo en potencias de hµν , manteniendo
tan sólo los términos lineales. Esta asunción es coherente con la derivación de las
ondas gravitacionales en el sentido de que las ondas, lejos de las fuentes que las
producen, tienen unos radios de curvatura en sus frentes enormes en comparación con
su longitud de onda, al igual que el radio de curvatura del espacio-tiempo a través
del cual se propaga. Esto significa que, sin pérdida de generalidad, podemos idealizar
las ondas con un frente plano, propagándose a través del espacio-tiempo plano [134]
14. El formalismo resultante es el conocido como ’teoría linealizada de la gravedad’.
Adoptando la última expresión para los componentes de la métrica, en el apéndice
(A) se ha derivado en detalle los ingredientes necesarios para linealizar la teoría de la
relatividad [93].

Una vez definidos los tensores linealizados necesarios, reescribiremos las ecuaciones de
Einstein de manera que podamos obtener una ecuación en términos de la perturbación
de la métrica hαβ . Utilizando coordenadas geométricas G = 1 y c = 1, las ecuaciones
de Einstein quedan,

Gαβ = 8πTαβ. (2.18)

Introduciendo el tensor de Einstein linealizado (A.20), obtenemos

−∂µ∂αhµβ + ∂α∂βh+�hαβ − ∂µ∂βhµα+

+ηαβ (∂µ∂νh
µν −�h ) = −16πTαβ,

(2.19)

donde � es el D’Alembertiano � ≡ ∂α∂α = ηαβ∂α∂β .

Redefiniendo la perturbación con la forma del tensor de Einstein Gαβ = Rαβ− 1
2gµνR y

operando con cuidado, podremos eliminar de esta expresión los términos dependientes
de la traza h. Así, sea

h̄αβ = hαβ −
1

2
ηαβh (2.20)

que verifica h̄ ≡ h̄aa = −h, su inversa será:

hαβ = h̄αβ −
1

2
ηαβh̄. (2.21)

14Richard Isaacson desarrolló en 1968, una formulación geométrica de la teoría de las ondas gra-
vitacionales propagándose a través del espacio-tiempo curvo. Un resumen de las ideas principales de
su análisis, puede encontrarse en [134].
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Introduciendo esta última expresión en (2.19), obtenemos:

�h̄αβ+ηαβ∂µ∂ν h̄
µν − ∂µ∂βh̄µα − ∂µ∂αh̄

µ
β+

+
1

2
ηαβ�h̄− ∂α∂βh̄−

1

2
ηαβ�h̄+

1

2
∂α∂βh̄+

1

2
∂α∂βh̄ = −16πTαβ

(2.22)

Simplificando:

�h̄αβ + ηαβ∂µ∂ν h̄
µν − ∂µ∂βh̄µα − ∂µ∂αh̄

µ
β = −16πTαβ (2.23)

El primer término en estas ecuaciones linealizadas es el conocido D’Alembertiano del
espacio plano, los otros términos sirven simplemente para mantener las ecuaciones con
invariancia gauge. En el apéndice (B), podemos encontrar la definición de transfor-
mación gauge e invarianza gauge, en términos de la perturbación de la métrica.

Para finalizar el desarrollo de (2.23) y llegar a la ecuación de onda para la perturbación
deberemos aplicar una “transformación coordenada infinitesimal”, es decir, el cambio
gauge,

xαnuevo(P) = xαviejo(P) + ξα(P), (2.24)

que produce
hnuevoµν = hviejoµν − ∂νξµ − ∂µξσ, (2.25)

siendo ξα(P) los generadores de cambio gauge, elegidos para imponer la condición

∂βh̄αβ = 0, (2.26)

conocido como gauge de Lorentz. Estas condiciones gauge son análogas a las de elec-
tromagnetismo: ∂αAα = 0.

Introduciendo las transformaciones gauge sobre las perturbaciones (B.10) en las per-
turbaciones (2.20):

h̄′αβ = h′αβ −
1

2
ηαβh

′ = h̄αβ − (∂αξβ + ∂βξα − ηαβ∂µξµ). (2.27)

Su divergencia:

∂βh̄′αβ = ∂βh̄αβ − ∂β∂αξβ − ∂β∂βξα + ηαβ∂
β∂µξ

µ. (2.28)

Operando un poco el segundo y el tercer término se anulan, de manera que la diver-
gencia de las perturbaciones transformadas queda

∂βh̄′αβ = ∂βh̄αβ −�ξα, (2.29)

con ∂β∂β = � el D’Alembertiano.

Las coordenadas consistentes con el gauge de Lorentz (2.26) son aquellas tales que

�ξα = Fa(x), (2.30)

donde Fa(x) = ∂βh̄αβ es una función dada por la configuración inicial. De esta manera

∂βh̄′αβ = 0. (2.31)

En consecuencia, gracias a este gauge, la ecuación (2.23) se liberará automáticamente
de los términos de la divergencia sobre la perturbación obteniendo la conocida ecuación
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de onda para la perturbación:

�h̄αβ = −16πTαβ. (2.32)

Las condiciones de gauge (2.26), las ecuaciones de campo (2.32) y la definición de
métrica

gµν = ηµν + hµν = ηµν + h̄µν −
1

2
ηµν h̄, (2.33)

son las ecuaciones fundamentales de la teoría linealizada de la gravedad escritas con
el gauge de Lorentz [93], [134].

2.5.2. Ondas gravitacionales en el vacío.

Después de ser emitidas, las ondas gravitacionales se propagan a través de la materia
sin ninguna impunidad, es decir, se propagan como en el vacío, incluso cuando hay
materia y campos presentes. De manera que, podemos analizar dichas ondas consi-
derando que se propagan en un espacio-tiempo plano y vacío [134]. Por lo tanto, las
estudiaremos utilizando la teoría linealizada de la gravedad en el vacío. En el gauge
de Lorentz (2.26), las ecuaciones de propagación para campos gravitatorios en el vacío
son aquellas donde Tαβ = 0, es decir alejadas de la fuente que las produjo:

�h̄αβ = 0. (2.34)

Las soluciones más simples a estas ecuaciones linealizadas es la solución de onda plana
monocromática:

h̄αβ = Aαβ exp (ikµx
µ), (2.35)

donde Aαβ son los coeficientes correspondientes a la amplitud y kµ el 4-vector de onda
que satisfacen

kµk
µ = 0, (2.36)

Aαµk
µ = 0. (2.37)

Esta solución describe una onda con frecuencia

ω ≡ k0 = (k2
x + k2

y + k2
z)

1/2, (2.38)

que se propaga a la velocidad de la luz en dirección (1/k0)(kx, ky, kz).

Un primer vistazo a la amplitud Aαβ de esta onda plana, nos hace pensar que parece
tener seis componentes independientes (diez, menos las 4 condiciones de ortogonalidad
Aαµk

µ = 0). Pero no puede ser así, puesto que el campo gravitatorio en relatividad
general tiene dos grados de libertad dinámicas, no seis. Tenemos que tener en cuenta
la arbitrariedad relacionada con la libertad de gauge. El vector de onda plana

ξα ≡ −iCα exp (ikµx
µ), (2.39)

con Cα cuatro constantes arbitrarias, genera una transformación gauge que puede
cambiar arbitrariamente cuatro de las seis componentes independientes de Aαβ . De-
bemos deshacernos de esta arbitrariedad escogiendo un gauge específico, conocido
como el gauge transverse-traceless (TT) descrito en el apéndice (B). Este nuevo gauge
adquiere el nombre de transverse-traceless o TT, puesto que con el, la perturbación
de la métrica es puramente espacial, transversal a la dirección de propagación de las
ondas, es decir la dirección z, y no tiene traza [93], [134].
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2.5.2.1. Polarización de una onda plana propagándose en la dirección z.

Consideremos una onda plana monocromática propagándose en la dirección z. Las
condiciones gauge TT, hTT0α = 0, ∂jhTTij ≡ ikjh

TT
ij = 0 y hTTkk = 0, revelan que las

únicas componentes de hTTαβ
15 que permanecen son [93], [134], [88]:

hTTxx = −hTTyy = A+ exp (−iω(t− z)),

hTTxy = +hTTyx = A× exp (−iω(t− z)),
(2.40)

donde A+ y A× representan los dos modos de polarización independientes. En su
forma matricial:

hTTµν =


0 0 0 0
0 A+ A× 0
0 A× −A+ 0
0 0 0 0

 exp (−iω(t− z)). (2.41)

El elemento de línea correspondiente según la métrica gµν = ηµν + hµν , será

ds2 = −dt2 + (1− h+)dx2 + (1− h+)dy2 + 2h×dxdy + dz2. (2.42)

2.6. Efecto de las ondas gravitacionales sobre masas de
prueba.

En el apéndice (C), se deriva la ecuación de desviación geodésica en el sistema de
referencia del detector (C.17), asumiendo que la separación entre dos masas de prueba
es pequeña en comparación con la longitud de onda de la radiación. En esta sección,
utilizaremos dicha ecuación para estudiar el efecto de las ondas gravitacionales sobre
estas masas de prueba; en concreto cómo cambian sus posiciones durante su tránsito.
Considerando un anillo de masas de prueba inicialmente en reposo en el sistema de
referencia propio del detector y fijando el origen en el centro del anillo, ξi describirá
la distancia a una masa de prueba con respecto a su origen.

Sea una onda gravitacional propagándose a lo largo de la dirección z y un anillo
de masas de prueba localizado en el plano (x, y), perpendicular a la dirección de
propagación. Una onda propagándose en dirección z, tendrá como componentes de la
perturbación hTTij nulas en z, en i = 3 y j = 3. De manera que, según (C.17), si las
masas de prueba estaban inicialmente en z = 0 se mantendrán en z = 0, quedando
el desplazamiento confinado en el plano (x, y). Por lo tanto, las ondas gravitacionales
son transversales no sólo desde un punto de vista matemático (satisfacen ∂ihij = 0),
sino también por su efecto físico: desplazan las masas de prueba transversalmente,
con respecto a su dirección de propagación. En la figura (2.12) podemos representar
los diferentes efectos de las polarizaciones + y × de la onda gravitacional, sobre este
anillo de pruebas inicialmente en reposo en el plano (x, y), a lo largo del tiempo para
diferentes frecuencias ω, cogiendo como origen temporal hTTij = 0 en t = 0,

hTTij =

(
h+ h×
h× −h+

)
sinωt (2.43)

con los índices espaciales i, j = 1, 2 sobre el plano (x, y) [88].

15Perturbación de la métrica en el gauge TT.
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Figura 2.12: Deformación de un anillo de masas de prueba debido a las polarizaciones
+ y × de la onda gravitacional. Imagen del libro [88].

Estudiemos por separado ambas polarizaciones. Tomando la posición de una masa de
prueba como una perturbación respecto de una posición de equilibrio (x0, y0) siendo
δx(t), δy(t) los desplazamientos inducidos por la onda gravitacional,

ξi = (x0 + δx(t), y0 + δy(t)) . (2.44)

2.6.1. Polarización h+.

Tras anular la componente h×, la ecuación (C.17) resulta

δẍ = −h+

2
(x0 + δx)ω2 sinωt , (2.45)

δÿ =
h+

2
(y0 + δy)ω2 sinωt . (2.46)

Como podemos observar, el lado derecho de ambas ecuaciones nos indica que las
perturbaciones δx(t), δy(t) son de orden O(h+); de manera que para un orden lineal
en h podemos despreciar las perturbaciones respecto la posición de equilibrio (x0, y0),
obteniendo dos integrales inmediatas

δx(t) =
h+

2
x0 sinωt , (2.47)

δy(t) = −h+

2
y0 sinωt . (2.48)

Podemos construir explícitamente el lugar geométrico de las masas de prueba, ya
observado en la figura (2.12), para darnos cuenta que obtenemos una elipse cuyos
semiejes van cambiando con el tiempo,(

x

4x0 + 2x0h+ sinωt

)2

+

(
y

4y0 − 2y0h+ sinωt

)2

= 1 . (2.49)

Debido a los signos en los denominadores de esta ecuación, cuando uno de los semiejes
alcanza el valor máximo el otro alcanza el valor mínimo, alternándose el uno con el otro
a lo largo del tiempo en las direcciones horizontal y vertical. La deformación producida
en el anillo de masas de prueba adquiere la forma +, dando origen al nombre de la
polarización que produce dicha deformación: h+ [88].
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2.6.2. Polarización h×.

Tras anular la componente h+, la ecuación (C.17) resulta

δẍ =
h×
2

(y0 + δy)ω2 sinωt , (2.50)

δÿ =
h×
2

(x0 + δx)ω2 sinωt . (2.51)

Por el mismo argumento que en la sección anterior, podemos despreciar las perturba-
ciones respecto la posición de equilibrio (x0, y0), obteniendo

δx(t) =
h×
2
y0 sinωt , (2.52)

δy(t) =
h×
2
x0 sinωt . (2.53)

Construyendo el lugar geométrico de las masas de prueba, observado en la figura
(2.12), a lo largo del tiempo(

x

4x0 + 2y0h× sinωt

)2

+

(
y

4y0 + 2x0h× sinωt

)2

= 1 . (2.54)

Debido a los signos en los denominadores de esta ecuación, los valores máximos y
mínimos de los semiejes se alcanzan simultáneamente, de manera que ahora la defor-
mación se lleva a cabo a lo largo de las bisectrices de los ángulos que ellos conforman.
La deformación producida en el anillo de masas de prueba adquiere la forma ×, puesto
que corresponde a una deformación girada 45◦ respecto a la anterior +, dando origen
al nombre de la polarización que produce dicha deformación: h× [88].

2.7. Emisión de ondas gravitacionales.
A continuación, estudiaremos cómo son generadas las ondas gravitacionales por las
fuentes de materia, en términos del formalismo cuadrupolar.

En el análisis de la generación de ondas gravitacionales, es de gran utilidad dividir
el espacio-tiempo alrededor de la fuente en diferentes zonas tal y como muestra la
siguiente figura (2.13).

Figura 2.13: Regiones del espacio-tiempo alrededor de la fuente de ondas gravitacio-
nales. Imagen de [134].

Siendo la masa de la fuenteM , si tiene un tamaño L ≤M , entonces el espacio-tiempo
dentro y cercano a la fuente se encontrará bastante curvado, por lo que se la denomina
como fuente de gravedad fuerte. Algunos ejemplos de fuentes con esta característica



44 Capítulo 2. Ondas gravitacionales: origen y características.

son las estrellas de neutrones y las colisiones de binarias de agujeros negros. La región
donde el campo de la fuente es fuerte es aquel cuyo radio medido desde el centro de
masas es de r ≤ 10M. La región donde el campo de la fuente es débil se define como
aquel cuyo radio es de 10M ≤ r ≤ λ̄, donde λ̄ es la longitud de onda reducida emitida
por las ondas. En esta zona, la gravedad de la fuente puede aproximarse bastante
bien por la teoría newtoniana y por tanto, por el potencial gravitatorio de Newton.
Al igual que en el electromagnetismo, la zona λ̄ ≤ r ≤ λ se la conoce como región de
inducción. La región de la onda empieza en r ∼ λ = 2πλ̄.

Se puede hacer dos grandes distinciones separadas en dos zonas: la región de ondas
local y la región de ondas distantes. La zona de ondas local, es la parte cercana
a la fuente r ≤ r0, donde la curvatura del espacio-tiempo de cuerpos externos y
del universo en su conjunto no son importantes. El modelaje numérico de la onda
gravitacional a partir de la dinámica de la fuente, se lleva a cabo en esta región.
La zona de ondas distantes r ≥ r0, es aquella por la cual las ondas emitidas se ven
afectadas significativamente por los cuerpos externos y por el universo, es decir, por
la curvatura del espacio-tiempo de fondo. La propagación de ondas gravitacionales
desde la fuente hasta la Tierra es tratada desde la región de ondas local hacia afuera,
pasando por la región de ondas distantes.

Toda la zona en la cual la gravedad es débil y la curvatura del espacio-tiempo de los
cuerpos externos y del resto del universo no son importantes 10M ≤ r ≤ r0, se la
conoce como sistema de referencia local asimptótico en reposo de la fuente [134].

2.7.1. Desarrollo multipolar.

Las ondas electromagnéticas emitidas por una distribución dinámica de carga pueden
expresarse como la suma de momentos multipolares de la fuente. De forma similar,
las ondas gravitacionales emitidas por una distribución dinámica de masa/energía y
momento pueden expresarse, en la región de ondas local, como la suma de momentos
multipolares.

En la región donde el campo de la fuente es débil, los momentos de la distribución
masa/energía apareen en la parte temporal de la métrica en una forma que nos resulta
familiar de la teoría newtoniana,

g00 = −(1 + 2Φ) = −1&
I0

r
&
I1

r2
&
I2

r3
&..., (2.55)

donde r es el radio, Il es el momento de orden l y “&” significa “más un término que
tiene la forma”, es decir un término cuya magnitud y dependencia con los parámetros
es la que se muestra pero cuyos coeficientes no nos interesan, de momento. El término
monopolar I0 representa la masa total de la fuente, y el momento dipolar I1 se puede
hacer desaparecer colocando el origen de coordenadas en el centro de masas.

De igual manera, en la misma región donde el campo de la fuente es débil, los mo-
mentos de la distribución de momentos Sl, aparecen en la parte espacio-temporal de
la métrica,

g0j =
S1

r2
&
S2

r3
&..., (2.56)

donde el momento dipolar S1 es el momento angular de la fuente Jk.

Sea la masa de la fuente M , su tamaño L y sus velocidades internas ∼ v, entonces las
magnitudes de estos momentos son

Il ∼MLl, Sl ∼MvLl, (2.57)
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garantizando que los campos cercanos a la región donde el campo de la fuente es débil,
es decir g00 y g0j , sean adimensionales.

A medida que estos momentos de la fuente oscilan dinámicamente, van producien-
do ondas gravitacionales. La ley de la conservación de energía evita que el término
monopolar I0 = M oscile, de la misma forma lo hace la conservación del momento
angular evitando que el momento dipolar S1 = Jk oscile, por último, puesto que la
derivada temporal del momento dipolar I1 es el momento lineal de la fuente, este
último principio de conservación evitará su oscilación. Por lo tanto, únicamente los
momentos de orden más bajo podrán oscilar contribuyendo a las ondas, es decir, los
momentos cuadrupolares.

Los campos de la onda h+ y h× en la región de ondas local de la fuente, deberá
cumplir con las siguientes características: ser adimensionales, decaer como 1/r y poder
ser expresados como una suma sobre las derivadas de los momentos multipolares.

Con estas consideraciones, se garantiza que las ondas puedan expresarse de la siguiente
manera,

h+ ∼ h× ∼
∂2I2/∂t

2

r
&
∂3I3/∂t

3

r
&...&

∂2S2/∂t
2

r
&
∂3S3/∂t

3

r
&... (2.58)

La escala de tiempo por la cual oscilan los momentos es T ∼ L/v, por lo que la
derivada temporal producirá un factor v/L. En consecuencia, las contribuciones l-
polares a las ondas tendrán magnitudes,

∂lIl/∂tl

r
∼ M

r
vl,

∂lSl/∂tl

r
∼ M

r
v(l+1). (2.59)

Esto significa que, para una fuente moviéndose lentamente, es decir aquella cuya ve-
locidad interna v sea pequeña en comparación con la luz, el momento cuadrupolar I2

producirá las ondas gravitacionales más fuertes. Análogamente al electromagnetismo,
las ondas 3-polares I y las cuadrupolares S serán débiles en un factor v ∼ L/λ̄, las
cuadrupolares I y 3-polares S serán más débiles v2 ∼ L2/λ̄2, y así sucesivamente
[134].

2.7.2. Formalismo cuadrupolar.

Consideremos un sistema gravitatoriamente débil casi newtoniano, garantizado por
tener una fuente de ondas gravitacionales moviéndose lentamente, puesto que la teoría
newtoniana requiere velocidades internas v � 1, como por ejemplo un sistema binario
de estrellas. En su zona cercana, el potencial gravitatorio newtoniano del sistema será,

Φ(~x) = −
∫

ρ(~x′)

|~x− ~x′|
dVx′ . (2.60)

Utilizando coordenadas cartesianas imponiendo el origen en el centro de masas y
expandiendo,

1

|~x− ~x′|
=

1

r
+
xjxj

′

r3
+
xjxk(3xj

′
xk
′ − r′2δjk)

2r5
+ ..., (2.61)

obtenemos la expansión multipolar del potencial newtoniano

Φ(~x) = −M
r
−

3Ijkxjxk

2r5
+ ..., (2.62)
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donde M es la masa del sistema y Ijk el momento cuadrupolar,

M =

∫
ρdVx, Ijk =

∫
ρ

(
xjxk − 1

3
r2δjk

)
dVx. (2.63)

Como mencionamos anteriormente, las oscilaciones del momento cuadrupolar generan
las ondas gravitacionales más fuertes de la fuente. Estas ondas deben describirse, en
la zona cercana a la fuente y en la región de ondas local, mediante una solución de
onda para las ecuaciones de Einstein linealizadas con el gauge de Lorentz

h̄ ν
µν, = 0, h̄ α

µν,α = 0, (2.64)

que tengan el límite newtoniano de zona cercana,

1

2
(h̄00 + h̄xx + h̄yy + h̄zz) = h̄00 = (parte cuadrupolar de − 2Φ) =

3Ijkxjxk

r
.

(2.65)
La solución puede escribirse de la siguiente manera,

h̄00 = 2

[
Ijk(t− r)

r

]
,jk

, h̄0j = 2

[
İjk(t− r)

r

]
,k

, h̄jk = 2

[
Ïjk(t− r)

r

]
, (2.66)

donde las coordenadas son cartesianas, r ≡
√
δjkxjxk y los puntos denotan derivadas

temporales.

Debido a que la perturbación de la métrica de traza inversa (2.66) en la zona de onda
local tiene la forma de velocidad de propagación de la luz, además de un decaimiento
muy lento 1/r, podemos determinar el campo de ondas gravitacionales hTTjk a partir de
dicha perturbación realizando una proyección TT, obteniendo lo que se conoce como
ecuación cuadrupolar para la generación de ondas gravitacionales:

hTTjk = 2

[
Ïjk(t− r)

r

]TT
. (2.67)

En el artículo “Sur la dynamique de l’èlectron” de 1905, Henri Poincaré introdujo por
primera vez el concepto de onda gravitacional al asumir que la gravedad se propagaba
a la velocidad de la luz. Aplicando este concepto a la teoría de la relatividad, Einstein
derivó en 1916 la ecuación anterior (2.67), representando la primera formulación de
las ondas gravitacionales.

Notemos que esta expresión se basa en las ecuaciones de Einstein linealizadas y en
el potencial newtoniano en el sistema de referencia local asimptótico en reposo de la
fuente. Por lo tanto, esta fórmula cuadrupolar es también válida para fuentes mo-
viéndose lentamente que tienen una fuerte gravedad interna, como las estrellas de
neutrones que giran lentamente, siempre y cuando leamos el momento cuadrupolar
Ijk(t− r) a partir del potencial newtoniano (2.62) en la zona cercana del campo débil
de la fuente y no intentemos calcularlo mediante la integral de volumen newtoniana
(2.63).

Cuando la fuente es aproximadamente newtoniana, de manera que podamos utilizar
la integral de volumen (2.63) para calcular el momento cuadrupolar, entonces la deri-
vación de las ondas se simplifica al determinar en su lugar el segundo momento de la
distribución de masa

Ijk =

∫
ρxjxkdVx, (2.68)
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que difiere del momento cuadrupolar únicamente por su traza. Por lo tanto, debido a
que la proyección TT no afecta a la traza, el campo de ondas gravitacionales (2.67)
será [134]

hTTjk = 2

[
Ïjk(t− r)

r

]TT
. (2.69)

2.7.3. Magnitud de la perturbación de la onda gravitacional.

Podemos obtener la magnitud de la perturbación de la onda gravitacional, a partir
de esta aproximación newtoniana de la ecuación cuadrupolar (2.69). Notemos que
la derivada segunda del momento cuadrupolar, es la parte no esférica de la energía
cinética interna de la fuente. Es decir, puesto que las fuentes fuertes serán no esféricas,
tendremos que I ∼ ML2, donde M es la masa y L su tamaño, en consecuencia
Ï ∼ 2Mv2 ∼ 4Enskin, con v su velocidad interna y Enskin la parte no esférica de la
energía cinética interna [134], [135]. De esta manera, obtenemos

h ∼
Enskin
r

=
4G(Enskin/c

2)

c2r
, (2.70)

donde hemos escrito la segunda expresión con las unidades convencionales, adimen-
sionalizando Enskin.

Esta ecuación manifiesta que, para que la onda gravitacional irradie con fuerza, la
fuente debe tener una energía cinética interna, no esférica, muy grande. La forma
más conocida para lograrlo, es a través de la gravedad. La conservación de la energía
cinética o el teorema del virial, nos dice que cualquier energía cinética inducida gra-
vitacionalmente debe ser del orden de la energía potencial gravitatoria de la fuente.
Con el fin de obtener una energía potencial enorme, se requiere que la fuente sea muy
compacta, como los agujeros negros y estrellas de neutrones en coalescencia [135].

Para este tipo de objetos, la energía cinética interna, no esférica, es del orden de masas
solares. Consecuentemente, la ecuación (2.70) nos dice que h ∼ 10−22 para aquellas
fuentes situadas a la distancia Hubble 16, h ∼ 10−21 para una distancia más coherente
con las coalescencias producidas 200 Mpc, h ∼ 10−20 para el cúmulo de Virgo a 15 Mpc
y h ∼ 10−17 en los confines de nuestra galaxia a 20 kpc. Estos resultados, establecen
la escala de sensibilidad de los interferómetros terrestres: h ∼ 10−21 − 10−22 [135].

2.7.4. Ondas gravitacionales emitidas desde un sistema binario de
estrellas.

Esta tesis se centra en el estudio de ondas gravitacionales procedentes de la coalescen-
cia de binarias compactas, por este motivo describiremos a continuación la emisión de
ondas gravitacionales en este tipo de sistemas.

Denotemos las estrellas con los índices A y B cuyas masas seránMA yMB, de manera
que su masa total y su masa reducida sean,

M = MA +MB, µ =
MAMB

M
. (2.71)

Supongamos además, por simplicidad, que la órbita de la binaria es circular con una
separación a entre el centro de masas de las estrellas. Por lo tanto, por la ley de kepler,

163000 Mpc, es decir, 1010 años luz.
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la velocidad angular orbital vendrá dada por

Ω =
√
M/a3, (2.72)

y las órbitas de las dos estrellas serán

xA =
MB

M
acosΩt, yA =

MB

M
asinΩt, xB = −MA

M
acosΩt, yB = −MA

M
asinΩt.

(2.73)
El segundo momento de la distribución de masa, (2.68), es Ijk = MAx

j
Ax

k
A+MBx

j
Bx

k
B.

Introduciendo las órbitas (2.74), obtenemos las siguientes componentes no nulas,

Ixx = µa2cos2Ωt, Iyy = µa2sin2Ωt, Ixy = Iyx = µa2cos2ΩtsinΩt. (2.74)

Notando que cos2Ωt = 1
2(1+cos2Ωt), sin2Ωt = 1

2(1−cos2Ωt) y cosΩtsinΩt = 1
2sin2Ωt

y determinando la derivada temporal segunda, obtenemos

Ïxx = −2µ(MΩ)2/3cos2Ωt, Ïyy = 2µ(MΩ)2/3cos2Ωt, (2.75)

Ïxy = Ïyx = −2µ(MΩ)2/3sin2Ωt. (2.76)

Para determinar el campo de onda gravitacional (2.67), debemos proyectar la parte
TT de Ïjk. La proyección se realiza más facilmente en una base simétrica ortonormal,
ya que allí la parte transversal es solo la proyección en el plano ~eθ̂ y ~eφ̂, y la parte TT
tiene como componentes

ÏTT
θ̂θ̂

= −ÏTT
φ̂φ̂

=
1

2
(Ïθ̂θ̂ − Ïφ̂φ̂), (Ïθ̂φ̂)TT = Ïθ̂φ̂. (2.77)

Necesitaremos calcular estas cantidades en φ = 0, es decir en el plano x − z, puesto
que el movimiento ciruclar garantiza su dependencia en t y φ debe ser solamente a
través de la cantidad Ωt − φ. En φ = 0, ~eφ̂ = ~excosθ − ~ezsinθ y ~eφ̂ = ~ey, de manera
que las únicas componentes no nulas de las matrices de transformación desde la base
cartesiana a la parte transversal de la base esférica son Lx

θ̂
= cosθ, Lz

θ̂
= −sinθ,Ly

θ̂
= 1.

Utilizando esta matriz de transformación, obtenemos en φ = 0,

(Ïθ̂θ̂)
TT = −(Ïφ̂φ̂)TT = −(1 + cos2θ)µ(MΩ)2/3cos[2(Ωt− φ)], (2.78)

(Ïθ̂φ̂)TT = +(Ïφ̂θ̂)
TT = −2cosθµ(MΩ)2/3sin[2(Ωt− φ)]. (2.79)

El campo de onda gravitacional (2.69) es 2/r veces esta cantidad evaluada en el tiempo
retrasado t− r.

Escogiendo los siguientes tensores de polarización convencionales

~e+ = (~eθ̂ ⊗ ~eθ̂ − ~eφ̂ ⊗ ~eφ̂), ~e× = (~eθ̂ ⊗ ~eφ̂ + ~eφ̂ ⊗ ~eθ̂), (2.80)

con ~eθ̂ = 1
r
∂
∂ θ , ~eφ̂ = 1

rsinθ
∂
∂φ , entonces las ecuaciones (2.69), (2.78) y (2.79) nos dicen,

que el campo de onda gravitacional es

hTTµν = h+e
+
µν + h×e

×
µν , (2.81)

con

h+ = hTT
θ̂θ̂

=
2

r
[Ïθ̂θ̂(t− r)]

TT = −2(1 + cos2θ)
µ(MΩ)2/3

r
cos[2(Ωt− Ωr − φ)],

(2.82)
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h× = hTT
θ̂φ̂

=
2

r
[Ïθ̂φ̂(t− r)]TT = −4cosθ

µ(MΩ)2/3

r
sin[2(Ωt− Ωr − φ)], (2.83)

donde hemos expresado las amplitudes de estas ondas en términos de la cantidad
adimensional (MΩ)2/3 = M/a = v2, con v la velocidad relativa de las dos estrellas.

Notemos que, visto desde el eje polar θ = 0, h+ y h× son idénticos exceptuando un
desfase de pi/2. Esto significa que, el movimiento de estiramiento-compresión de la
elipse, rota con una velocidad angular Ω. En cambio, un observador que se encuentre
en el plano ecuatorial θ = π/2, verá que h× desaparecerá, de manera que el movimiento
de estiramiento-compresión de la elipse oscilará únicamente a lo largo de los ejes +.
Observemos además que la frecuencia de la onda gravitacional es el doble que la
frecuencia orbital,

f = 2
Ω

2π
=

Ω

π
. (2.84)

Veamos cómo evoluciona la pérdida de energía y momento angular de la binaria.
Puesto que el tensor de energía-momento Tµν produce una curvatura de fondo a través
de las ecuaciones de Einstein Gµν = 8πTµν , debe contribuir al cambio de la masa de
la fuente M , el momento lineal Pj y el angular Ji. A partir de este tensor, pueden
derivarse las siguientes relaciones

dM

dt
= −1

5
〈
∂3Ijk
∂t3

∂3Ijk
∂t3
〉 = −32

π

µ2

M2
(MΩ)10/3; (2.85)

dJi
dt

= −2

5
εijk〈

∂2Ijm
∂t2

∂3Ikm
∂t3

〉, dJz
dt

= − 1

Ω

dM

dt
,

dJx
dt

=
dJy
dt

= 0; (2.86)

dPj
dt

= 0. (2.87)

La pérdida de energía y momento angular de la binaria hace que orbiten en espiral ha-
cia adentro, disminuyendo la separación a de las estrellas y aumentando su velocidad
angular orbital Ω. Comparando estas ecuaciones con las estándares para la energía
orbital de la binaria y el momento angular,M− (suma de masas en reposo) =
E = −1

2µM/a = −1
2µ(MΩ)2/3, y Jz = µa2Ω = µ(MΩ)2/3/Ω, obtenemos una ecua-

ción para dΩ/dt que podemos integrar, resultando

Ω = πf =

(
5

256

1

µM2/3

1

t0 − t

)3/8

, (2.88)

donde t0 es el tiempo que queda hasta que las dos estrellas se fusionan. Si esta ecuación
se invierte, podemos obtener el tiempo que falta hasta la fusión en función de la
frecuencia de la onda gravitacional [134].
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Capítulo 3
Análisis de datos y estimación de parámetros para

CBCs.

Sección 3.1. Los detectores Advanced LIGO.
Sección 3.2. Búsqueda de la señal de CBCs, a través de tuberías de filtrado adap-
tado.
Sección 3.3. Modelos de forma de onda para CBCs.
Sección 3.4. Estimación de parámetros por inferencia bayesiana.

En este capítulo describiremos cómo se detectan y caracterizan las señales de ondas
gravitacionales a través del método de filtrado adaptado, utilizando un conjunto de
procesos de software conocidos como tuberías 1. Estos análisis empleados en la búsque-
da y estimación de parámetros de señales procedentes de binarias compactas, llevados
a cabo en el dominio de las frecuencias, requieren de unos modelos de formas onda
precisos y de bajo coste computacional utilizados como plantillas para estas señales.
En concreto, lo ideal sería poder tener a nuestra disposición, un conjunto de modelos
con expresiones cerradas que describan las diferentes fases de la onda gravitacional
en el dominio de las frecuencias, con el objetivo de reducir dicho coste computacio-
nal. En este contexto, introducimos el nuevo modelo utilizado en esta tesis publicado
en abril del 2020 por el Grupo de Física Gravitacional: teoría y observación de la
UIB, en colaboración con la Universidad de Birmingham, la Universidad de Zurich
y la Universidad de Cardiff, conocido como IMRPhenomXPHM [108]. Este modelo
describe la amplitud y fase de los armónicos esféricos que describen una onda gravita-
cional, mediante expresiones cerradas e incorporando armónicos subdominantes en el
dominio de las frecuencias. Finalmente, estudiaremos las herramientas necesarias para
realizar mediciones astrofísicas, la inferencia bayesiana y la estimación de parámetros
utilizando el algoritmo de muestreo estocástico, conocido como muestreo anidado.

3.1. Los detectores Advanced LIGO.
El físico estadounidense Joseph Weber es considerado el primero en construir un de-
tector de ondas gravitacionales. En 1968 afirmó la obtención de “una buena evidencia”
de ondas gravitacionales. Sin embargo, sus resultados fueron controvertidos al no po-
der ser replicados y al haberse encontrado errores en el código de su programa. En
1993 los astrónomos Joseph H. Taylor Jr. y Russel A. Hulse ganaron el premio Nobel,
tras constatar la existencia de las ondas gravitacionales al descubrir que eran la única
explicación posible para describir la trayectoria de colisión, y por ello la pérdida de
energía, de un sistema binario de dos estrellas de neutrones. La colaboración LIGO,
fundada en 1997 en Estados Unidos, por el físico teórico Kip Thorne y los experi-
mentales Ronald Drever y Rainer Weiss tiene como misión la detección directa de
ondas gravitacionales, mediante el uso de dos interferómetros similares al empleado
por Michelson y Morley con brazos de etalón Gires-Tournois 2: Advanced LIGO H1
en Hanford, Estados Unidos y Advanced LIGO L1 en Livingston, Estados Unidos
[107], [36]. El instrumento original de LIGO, denominado “Initial LIGO”, tenía como
objetivo el desarrollo del concepto de detector de ondas gravitacionales, participando

1Una cadena de procesos, hilos, corrutinas y subrutinas, conectados de manera que la salida de
cada elemento sea la entrada del siguiente.

2Placas transparentes en las cuales una de sus superficies tiene una reflectividad muy alta.
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en observaciones desde 2002 hasta 2010. Durante este periodo no se detectó ninguna
señal pero, como resultado de lo aprendido en esta ejecución, se lograron enormes
avances en ingeniería. Se inició entonces el proyecto “Advanced LIGO” por el cual,
entre 2010 y 2014, ambos interferómetros se revisaron por completo para incorporar
una ingeniería mucho más sofisticada [26].

Figura 3.1: Evento GW150914 observado por Advanced LIGO Hanford (H1) y Ad-
vanced LIGO Livingston (L1). Las series temporales han sido filtradas con filtro pasa
banda de 35− 350 Hz para suprimir las fluctuaciones fuera de la banda de frecuencia
más sensible de los detectores, y filtros elimina banda para suprimir las líneas espectra-
les de los instrumentos que podemos observar en la figura (3.5). Gráficos de la primera
fila: Deformación de los brazos de ambos detectores. Como la señal llegó primero a L1
y 6.9 ± 0.5ms después a H1, se ha comparado en la figura de la derecha los datos de
los detectores con H1 desplazado −0.4ms, para considerar la orientación relativa de
ambos. Gráficos de la segunda fila: Deformación de las ondas gravitacionales aplicando
la banda 35 − 350 Hz. La onda en rojo representa la forma de onda extraída de la
relatividad numéria consistente con los parámetros obtenidos de este evento. Las áreas
sombreadas representan regiones con un 90 % de credibilidad para dos reconstrucciones
de formas de onda independientes. El primero, representado en gris oscuro, modela la
señal utilizando plantillas de forma de onda. El otro, representado en gris claro, no uti-
liza un modelo astrofísico, sino que determina la señal como una combinación de ondas
sinusoidales gaussianas. Gráficos de la tercera fila: Residuos que quedan al extraer la
forma de onda numérica filtrada de la serie temporal del detector filtrado. Gráficos de
la cuarta fila: Aumento de la frecuencia de los datos de la deformación con el tiempo.

Imagen de [9].

La primera observación directa de ondas gravitacionales, se produjo el 14 de septiem-
bre de 2015, GW150914, cuatro días antes de que se iniciara el primer periodo de
observación programado. Provenía de la colescencia de dos agujeros negros de 29M�
y 36M�, liberando una energía en forma de ondas gravitacionales de 3M�. En esta
observación, LIGO estimó que la potencia máxima liberada en una fracción de segun-
do en el momento de la fusión, fue diez veces mayor que la luminosidad combinada de
todas las galaxias de todo el universo visible, es decir, entorno a 40 billones de billones
de billones de billones de vatios; mientras que en la Tierra lo que detectamos fueron
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dos espejos moviéndose en una milésima del ancho de un protón. Tras identificar el
evento como un candidato altamente significativo, la configuración de software y hard-
ware en ambos detectores Advanced LIGO, se mantuvo fija hasta que se recopilaron
suficientes datos coincidentes como para establecer un límite superior suficientemente
preciso en la tasa de falsas alarmas, utilizando una técnica que describiremos más
adelante en la sección (3.2). Se necesitaron aproximadamente seis semanas para reco-
pilar los ∼ 16 días requeridos de datos coincidentes [65], [83], [8]. Por la observación
de ondas gravitacionales y sus contribuciones al detector LIGO, Kip Thorne, Rainer
Weiss y Barry C. Barish recibieron el premio Nobel de Física 2017 [3].

Desde ese histórico día que marcó la primera observación, los ingenieros de LIGO
han continuado mejorando la sensibilidad de los detectores realizando rondas de man-
tenimiento e instalaciones importantes, en el intervalo de tiempo entre los periodos
de observación O1 (12/09/2015 - 19/01/2016), O2 (30/11/2016 - 25/08/2017), O3a
(01/04/2019 - 01/10/2019) y O3b (31/10/2019 - 27/03/2020). Durante O2, el 1 de
agosto de 2017, se unió a los dos detectores de Advanced LIGO, por un mes de ob-
servación, el detector Advanced Virgo en Pisa, Italia; que volvió a unirse durante
O3a y O3b [1], [85]. El éxito de estas mejoras se evidencia en las muchas más detec-
ciones de ondas gravitacionales realizadas desde entonces. Durante estos periodos de
observación, destacan los siguientes eventos:

GW150914. La primera detección de ondas gravitacionales procedente de la
coalescencia de dos agujeros negros [81].

GW170814. La primera señal de ondas gravitacionales medida por la red de tres
detectores: Advanced LIGO H1, Advanced LIGO L1 y Advanced Virgo [81].

GW170817. La primera señal de ondas gravitacionales procedente de la coales-
cencia de dos estrellas de neutrones y también el primer evento observado por
70 observatorios que produjo radiación electromagnética, marcando un avance
importante en la astronomía de multi-mensajeros [81].

GW190521. La primera señal de ondas gravitacionales que proporciona la prime-
ra observación directa de la existencia de los agujeros negros de masa intermedia,
al ser el agujero negro resultante de 142M� y uno de los dos agujeros negros
que intervenieron en la coalescencia de 85M�, junto con otro de 66M�.

Con este refinamiento y actualización continuo, se espera que los detectores Advanced
LIGO alcancen una sensibilidad 10 veces mayor que la de Initial LIGO, sondeando
1000 veces más el volumen que tenía Initial LIGO. De esta manera, podrán añadirse
al rango de observación numerosos cúmulos de galaxias que posiblemente contengan
multitud de estrellas de neutrones y agujeros negros, disponibles cuando Advanced
LIGO alcance dicha sensibilidad de diseño [26], [56].

Las señales procedentes de las ondas gravitacionales son extremadamente pequeñas,
en la sección (2.7.3) vimos que la deformación esperada para una onda producida por
CBC, es del orden de 10−21 m. Para superar este reto, LIGO utiliza dos interferómetros
Advanced LIGO H1 y Advanced LIGO L1, similares al de Michelson con brazos de
etalón Gires-Tournois de 4km de longitud en forma de “L”, como podemos observar
en el diagrama de la figura (3.2) [124].

Su funcionamiento es el siguiente, un láser Nd-YAG de 1064 nm 3, capaz de produ-
cir una potencia de 180W, emite un rayo láser de 25 W que atraviesa una cavidad

3Láser de estado sólido de óxido de itrio y aluminio cristalino dopado con neodimio, cuya emisión
infrarroja característica es de 1064 nm.
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Figura 3.2: Esquema de un detector Advanced LIGO, que incluye las siguientes me-
joras respecto a los detectores Initial LIGO: una cavidad óptica para reflejar la luz
láser repetidamente en cada brazo, un espejo de reciclaje de potencia que incrementa
la potencia del láser y un espejo de reciclaje de señal para optimizar la señal extraída

en el fotodetector. Imagen de [10].

Fabry-Pérot triangular, cuya finalidad es la de limpiar el perfil espacial del láser, su-
primiendo la fluctuación del rayo, limpiando su polarización y ayudando a estabilizar
su frecuencia. A continuación, el rayo atraviesa completamente un espejo de reciclaje
de potencia cuyo objetivo es el de aumentar la potencia existente entre dicho espejo
y el divisor de haz hasta los 800 W, reflejando la luz proveniente del lado contrario
al incidente. Al llegar al divisor de haz, la luz se separa a lo largo de dos brazos
ortogonales cuya longitud es aproximadamente la misma L‖ ∼ L⊥ = L. En cada
brazo se encontrará con dos masas de prueba, cada una formada por un espejo de
40kg fabricado con sustratos de sílice fundido con recubrimientos ópticos dieléctricos,
suspendido por fibras de sílice por un sistema de cuatro péndulos, sostenidos por una
plataforma de aislamiento sísmico. Estas masas de prueba forman cavidades Fabry-
Pérot en los brazos, aumentando la trayectoria efectiva del láser, cuya potencia en la
cavidad pasará a ser de 100 kW. Se pueden mover libremente y por tanto variar en un
∆L = L‖−L⊥ 4 su posición, cuando una onda gravitacional atraviese el detector. Tras
aproximadamente 280 viajes por los brazos de 4km, los dos haces se recombinan en el
divisor de haz. El espejo de reciclaje de señal, es utilizado para ampliar la respuesta
del detector más allá del ancho de las cavidades del brazo. Antes de que la señal sea
detectada por unos fotodetectores, al igual que en la entrada, en la salida también
existe una cavidad Fabry-Pérot triangular para limpiar las componentes espaciales y
de frecuencia no deseados en la luz. Los fotodetectores son instalados en el vacío, para
evitar el acoplamiento del ruido acústico ambiental al canal de ondas gravitacionales.
Estos rayos que regresan se mantienen desfasados, de manera que cuando por los bra-
zos no ha pasado una onda gravitacional, ambos se restan y en consecuencia no llega
luz al fotodiodo. Cuando una onda gravitacional pasa a través del interferómetro, las
distancias de los brazos se acortan y se alargan, de manera que los haces se desfasan un
poco menos dando como resultado a que los rayos entren en fase y por tanto captando

4Este cambio es controlado de manera que las variaciones en la salida del fotodiodo o fotodetectores
(la salida del interferómetro), sean directamente proporcionales a ∆L(t) [135].
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algo de luz en el fotodiodo, indicando que existe una señal. La luz que no contiene
una señal, se devuelve al interferómetro a través del espejo de reciclaje de señal para
aumentar la potencia en los brazos [9], [24], [76], [27], [10], [135].

En la actualidad, además de LIGO y Virgo, existen varias colaboraciones dedicadas
a la observación de ondas gravitacionales, como GEO 600 (Alemania) [91], KAGRA
(Japón) ubicado bajo tierra cuyas observaciones empezaron el 25 de Febrero de 2020
5 [55] y LIGO-India (India) planeado para el año 2024 [113]. La tercera generación
de detectores está en marcha, incluyendo a los anteriores, DECIGO un observatorio
espacial japonés propuesto para 2027 6, el proyecto europeo Einstein Telescope (en
Cerdeña o la Eurorregión Mosa-Rin) un observatorio ubicado bajo tierra propuesto
para 2035 que nos permitirá observar el universo hasta la edad oscura cosmológi-
ca arrojando luz a cuestiones fundamentales actualmente abiertas de la física y la
cosmología 7 [43], el proyecto Cosmic Explorer (Estados Unidos) propuesto para su
construcción en la década del 2020 cuyo objetivo será el de determinar la naturaleza de
la materia más densa en el universo o probar una prueba independiente a la expansión
del universo, entre otros [112] y el proyecto en conjunto de la ESA y la NASA, LISA
[120], que será el primer observatorio espacial de ondas gravitacionales propuesto para
2030 cuyo objetivo será, al igual que el de Cosmic Explorer y Einstein Telescope, el de
estudiar el universo primigenio, estructura de las galaxias y la evolución estelar [77],
[83], [115].

Figura 3.3: Detectores interferométricos de ondas gravitacionales. De izquierda a de-
recha: Observatorio LIGO Livingston, Louisiana, Estados Unidos; Observatorio LIGO
Hanford, Washington, Estados Unidos; Observatorio Virgo, Pisa, Italia. Imágenes de

[25], [143].

3.1.1. Datos obtenidos por el detector.

Además de la señal de onda gravitacional h(t), cada detector LIGO registra más de
200000 canales auxiliares que monitorean el comportamiento del instrumento y las
condiciones ambientales, diagnosticando fallos e identificando correlaciones de ruido
[8]. Los datos obtenidos por el interferómetro son modelados como la suma de la señal
más una componente de ruido n(t) [139], [65], [24], [135],

d(t) = h(t) + n(t), (3.1)

5Sustituyendo recientemente a TAMA 300 (Japón). CLIO (Japón), es un prototipo de detector
que ayuda a mejorar KAGRA.

6B-DECIGO es una misión que planea lanzarse a finales del 2020.
7Permitiéndonos estudiar la naturaleza de la materia oscura (agujeros negros primordiales, nubes

de axiones, materia oscura acumulada en objetos compactos), energía oscura, toda la población de
SBHs y IMBHs de toda la historia del universo y la fase de evolución suave de la estrella de neutrones
y sus fuerzas de marea, entre otros [43].
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donde h(t) es la señal observada por el detector 8, que además de depender de la
ubicación de la fuente en el cielo (r, θ, ϕ) vista desde el propio plano orbital de la
binaria, de su ubicación en el cielo vista por el detector (dL, θ̄, ϕ̄) y de la polarización
de la onda ψ que determina la rotación relativa de los brazos del detector con respecto
a las componentes h+ y h× 9,

h(θ, ϕ, θ̄, ϕ̄, ψ; dL, t) =
1

dL
[F+(θ̄, ϕ̄, ψ)h+(θ, φ; t) + F×(θ̄, ϕ̄, ψ)h×(θ, φ; t)] =

∆L(t)

L
,

(3.2)
viene codificada por unas funciones, llamadas patrones de antena, que describen la
sensibilidad relativa del detector en diferentes orientaciones celestes,

F+ =
1 + cos2θ̄

2
cos2ϕ̄cos2ψ − cosθ̄sin2ϕ̄sin2ψ,

F× =
1 + cos2θ̄

2
cos2ϕ̄sin2ψ + cosθ̄sin2ϕ̄cos2ψ.

(3.3)

Esta señal se encuentra enterrada por un ruido de fondo n(t), cuyas fuentes crean
señales de varios órdenes de magnitud mayor que la recibida por la onda gravitacional.
En la figura (3.4), se muestran todas las fuentes de ruidos en función de su frecuencia.

Figura 3.4: Gráficos del balance de ruido en los canales de ondas gravitacionales de
los dos detectores Advanced LIGO: figura izquierda, detector L1 para bajas frecuencias;
figura derecha, detector H1 para altas frecuencias. La suma del ruido de disparo junto
con el ruido de presión de radiación, se conoce como ruido cuántico. El acoplamiento
del movimiento residual de los grados de libertad Michelson (MICH) y los existentes
en la cavidad de reciclaje de señal (SRCL) al canal de ondas gravitacionales, se reduce
mediante una técnica de cancelación anticipada. En bajas frecuencias, actualmente
existe una brecha significativa entre el ruido de deformación medido y la suma de
la raíz cuadrada de los ruidos investigados. En altas frecuencias, la sensibilidad está
limitada por el ruido de disparo y la fluctuación del haz en la entrada. Imágenes del

artículo [10].

Distinguimos dos tipos de ruidos, el ruido correlacionado y el no correlacionado.

8Conocida como la deformación de la onda gravitacional que actúa sobre el detector o
gravitational-wave strain, en inglés.

9Se eligirá la convención de manera que cuando los brazos del detector sean normales a la pro-
pagación de la forma de onda, éstos coincidan con la componente h+, es decir, para que ψ = 0
[24].
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El ruido local no correlacionado tiene un impacto significativo en la señal, es el que
podemos ver en la figura (3.4) [139], [65], [24], [10]:

Ruido antropogénico de carácter acústico, como la actividad humana producida
dentro de una de las habitaciones que albergan las cámaras de vacío o ruido de
ubicaciones cercanas. Para reducirlo, el personal del detector no ingresa en las
habitaciones que contienen los componentes ópticos mientras éstos están toman-
do datos. Este tipo de ruido es monitoreado por acelerómetros, sismómetros y
micrófonos.

Ruido sísmico, produciendo movimientos en el suelo de los instrumentos con
frecuencias de aproximadamente 0.03 Hz a 0.1 Hz. Estas perturbaciones sísmicas
son identificadas por una red de sismómetros instalados en los detectores. Para
inhibir los efectos sísmicos cuyo movimiento sea por encima de los 10 Hz, se
utiliza un sistema cuádruple de suspensión en los espejos de los detectores.

Ruido debido a un fallo en el sistema del modulador electro-óptico de 45MHz,
que se acopla al canal de ondas gravitacionales entre los 10 y 2000 Hz, cubriendo
todo el rango de frecuencias analizado para la búsqueda de CBCs. Para detec-
tar y controlar estas cavidades ópticas dentro del detector, se utilizan bandas
laterales de modulación de radiofrecuencia.

Ruido transitorio que aparecen en ambos detectores LIGO, en el canal de la señal
de onda como una forma de “lágrima simétrica” típicamente entre los 30Hz y
250Hz.

Ruido térmico que afecta a los espejos expandiéndolos y a las suspensiones
debido al calentamiento causado por los láseres. Puede resolverse utilizando
materiales de alta calidad, confinando las vibraciones en una pequeña banda de
frecuencia.

Ruido de disparo, debido a la naturaleza estadística de la detección de cuantos
de luz. Una forma de resolverlo es aumentando la potencia del láser mediante la
utilización de los espejos de reciclaje de potencia.

Ruido de presión de radiación, la naturaleza cuántica de los láseres provoca
que cuanto mayor sea su potencia, mayor será la incertidumbre en el momento
transferido a los espejos. Este problema es resuelto utilizando luz comprimida.

Ruido oscuro, es el ruido electrónico en la señal incidente en los fotodetectores
cuando no captan luz.

Ruido de gas, debido al movimiento térmico de las moléculas de gas existentes
dentro de las cámaras de vacío utilizadas en las ópticas Advanced LIGO, dando
como resultado un intercambio de momento con las masas de prueba a través
de colisiones.

El ruido correlacionado es producido por fuentes que afectan a ambos detectores si-
multáneamente, pudiendo imitar un evento de onda gravitacional. Algunos ejemplos
de este tipo son [139], [65]:

Ruido debido al gradiente de gravedad existente en cambios en el campo gra-
vitatorio newtoniano, que de momento no afecta demasiado a las mediciones
realizadas hasta la fecha.

Ruido electromagnético, donde se incluyen los rayos, eventos solares y ruido
impulsado por el viento solar, así como la comunicación por radiofrecuencia. Si
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este tipo de ruido fuera lo suficientemente fuerte como para afectar a la señal
h(t), los magnetómetros y receptores de radio lo presenciarían con una alta SNR.

Los rayos cósmicos que producen radiación electromagnética y cascadas de par-
tículas al entrar en la atmósfera. Como precaución, se monitorea un detector de
radiación cósmica en LIGO-Hanford, gracias al cual no se ha observado ningún
acoplamiento entre las cascadas de partículas y la señal de onda.

La suma de todas estas fuentes de ruido, nos proporciona la función de densidad
espectral de potencia Pn(f) [115]. A partir de esta función, se puede definir la densi-
dad espectral de amplitud Sn(f), definida de manera que la integral de Pn(f) venga
descrita sobre las frecuencias positivas [95], [118], [65]

1

2
Sn(f) = Pn(f), (3.4)

donde

Pn(f) = ĺım
T→∞

|
∫ T/2

−T/2
n(t)e−2πiftdt|2. (3.5)

La representación de Sn(f), como la que tenemos en la figura (3.5), es clave para el
posterior análisis de datos, manifestando una imagen clara de la sensibilidad y ruido
promedio presente en el detector.

Figura 3.5: Sensibilidad de deformación para el detector LIGO Livingston (L1) y el
detector LIGO Hanford (H1) durante el primer periodo de observación. En la curva
gris, se representa la sensibilidad en el diseño Advanced LIGO. La curva verde, señala
la sensibilidad alcanzada durante las pruebas finales de recopilación de datos (S6) en

intial LIGO. Imagen de [10].

Como observamos en las curvas azul (L1) y roja (H1) de la figura (3.5), ambos detec-
tores alcanzaron una sensibilidad de ∼ 10−23 Hz−1/2 entre los 50 y 300 Hz. Los picos
que podemos observar, son debidos a resonancias mecánicas conocidas, armónicos en
la red eléctrica y señales inyectadas utilizadas para la calibración [8].

Idealmente, una vez identificada la fuente de un ruido, se modifica el hardware o soft-
ware del instrumento con el fin de reducir su acoplamiento a la señal h(t), de manera
que no afecte a las búsquedas astrofísicas. Si la mitigación de la fuente no es viable,
entonces aquellos períodos de tiempo en los cuales hay problemas importantes con la
calidad de los datos se omiten, se vetan de las búsquedas de ondas gravitacionales [8].

A continuación, explicaremos el proceso realizado en la búsqueda de la señal de onda
gravitacional en los datos de CBCs, donde se incluye este tipo de vetos. Esta búsqueda
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es el primer paso que se lleva a cabo en el análisis de datos de CBCs, con el objetivo
de identificar dicha señal en el ruido del detector. Una vez identificada, el siguiente
paso consiste en realizar una estimación de parámetros de la fuente, a través de la
estadística bayesiana.

3.2. Búsqueda de la señal de CBCs, a través de tuberías
de filtrado adaptado.

La identificación de un candidato de onda gravitacional producida por la coalescencia
de binarias compactas en los datos del detector, es un proceso llevado a cabo por
tuberías a través del método del filtrado adaptado.

Cualquier búsqueda de señal en los datos, deberá modelar de forma precisa el ruido
del detector. El modelo más simple es asumiendo que este ruido es de naturaleza es-
tacionaria y gaussiana. Bajo estos supuestos, el mejor método para detectar señales
es el filtrado adaptado, que implica la construcción de un banco de posibles señales.
Es decir, implica la generación de plantillas o filtros óptimos para las señales de on-
das gravitacionales dado el ruido, de forma que, colocándolas de manera que cubran
el posible espacio de parámetros físicos, se realice la correlación cruzada entre éstas
y los datos de los detectores. Se calculan correlaciones cruzadas para aproximada-
mente cien millones de plantillas, generando grandes costes computacionales. Por este
motivo, el cálculo de cada una debe ser eficiente y rápido para poder asegurar que
la estimación de parámetros bayesiana, que se realiza posteriormente, sea manejable.
Las puntuaciones resultantes se distribuyen de acuerdo con la distribución de Pearson,
χ2, en presencia o ausencia de señales. Como podemos intuir de la sección anterior
(3.1.1), desafortunadamente ambas suposiciones fallan debido a que las estadísticas
del ruido varían en las escalas de tiempo de las propias señales y por la presencia de
artefactos intermitentes de naturaleza no astrofísica que claramente no son producidos
por ruido aleatorio gaussiano, conocidos como “defectos”. Estos defectos contaminan la
distribución χ2. Además, las plantillas que cubren el espacio de parámetros, tienen su-
perposiciones finitas que a menudo se activan generando un pulso de ruido transitorio
[137]. Es decir, los datos del detector contienen dos clases de ruido:

ruido no estacionario y ruido transitorio no gaussiano debido, además de estos
defectos y las superposiciones de las plantillas, a ruido instrumental y ambiental;

ruido gaussiano, y principalmente estacionario, debido a ruido térmico, ruido
cuántico y ruido sísmico.

Los eventos reales detectables se encuentran en las colas de la distribución χ2, por lo
tanto, es crucial corregir adecuadamente la sistemática para maximizar la sensibilidad
a los eventos de ondas gravitacionales y estimar tasas confiables de falsas alarmas
(FAR) [140], [137], [18], [39].

El catálogo oficial de LIGO Scientific Collaboration-Virgo Collaboration (LVC) [7],
presenta eventos de ondas gravitacionales obtenidos a través de dos tuberías indepen-
dientes que utilizan el filtrado adaptado y que cada una esta basada en, el paquete
de software PyCBC y la biblioteca GstLAL, respectivamente; y un algoritmo que no
maneja el filtrado adaptado ni los modelos de forma de onda, utilizado para la bús-
queda de señales transitorias, conocido como coherent WaveBurst (cWB). Tanto la
tubería PyCBC como la GstLAL, han desarrollado soluciones para resolver las com-
plejidades existentes en los datos [137], [7]. A continuación, proporcionaremos una
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descripción general de estas dos tuberías y los métodos utilizados para detectar las
ondas gravitacionales a partir de binarias compactas en los datos LIGO [137].

La figura (3.6) muestra los pasos que utiliza la tubería para encontrar señales.

Figura 3.6: Pasos en el proceso de búsqueda de la señal en una tubería. Cuadrado
azul: Los datos de los detectores son promediados para crear la PSD necesaria, para
poder colocar el catálogo de plantillas de manera que cubran el espacio de parámetros
de la búsqueda. Cuadrados amarillos: Los momentos en que los datos del detector
contienen ruidos transitorios fuertes, se eliminan o se vetan. A continuación, los datos
de cada detector se comparan, se filtran y los disparadores se generan mediante el
establecimiento de umbrales y la agrupación de la serie temporal de la relación SNR.
Se calcula una prueba χ2 para cada disparador y la SNR se vuelve a ponderar por
el valor de la estadística de χ2, para distinguir mejor entre señal y ruido. Cuadrados
rojos: La tubería determina qué disparadores sobreviven a las pruebas de tiempo y
coincidencia de la plantilla, descartando aquellos que se encuentren en momentos de
mala calidad de los datos. Los disparadores que pasan las pruebas, son etiquetados como
eventos candidatos. Finalmente, se realizan múltiples desplazamientos temporales para
generar un ruido de fondo, que se utiliza para asignar una significancia estádistica a

los eventos candidatos. Imagen del artículo [137].

La entrada de la tubería son los datos de deformación calibrados del detector. Para
poder eliminar los peores períodos de funcionamiento del detector, independientemen-
te de la tubería utilizada, se estudia la calidad de los datos caracterizándolos en tres
clases:

datos contaminados con el suficiente ruido, tal que deben descartarse directa-
mente;
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datos que se pueden filtrar, pero los candidatos a eventos que se encuentran en
intervalos donde la calidad de los datos es baja, deben descartarse o vetarse; o

datos aptos para búsquedas astrofísicas.

Tras eliminar los datos que no son aptos para búsquedas astrofísicas, la tubería em-
pieza su análisis, siguiendo los pasos de la figura (3.6).

Como a priori no conocemos los parámetros de las ondas gravitacionales en los datos,
se construyen catálogos de plantillas de formas de onda que abarcan el espacio de la
señal astrofísica. Si la masa total de una binaria compacta es menor queM ≤ 12M� y
los espines adimensionales de los objetos compactos son pequeños cS1,2/Gm

2
1,2 ≤ 0.4,

como lo es para el caso de una binaria de estrellas de neutrones, entonces los detectores
son sensibles a la fase de evolución suave de la forma de onda, de manera que se podrá
modular utilizando aproximaciones post-Newtonianas [137]. Si la binaria compacta
tiene una masa total elevada y los espines altos, entonces los modelos analíticos ajus-
tados a la relatividad numérica pueden proporcionar predicciones precisas a la señal.
La ubicación exacta de las plantillas, depende de la función de densidad espectral de
potencia (PSD) Pn(f) del detector [137].

Dado que la forma de onda de las señales está bien modelada, la tubería utiliza el
método de filtrado adaptado para buscar estas señales en el ruido del detector. La
amplitud y fase de la forma de onda, cuya descripción veremos en la siguiente sección,
son maximizadas al construir el filtro adaptado proyectando la señal contra dos fases
ortogonales de la plantilla h(t), dada por hcos y hsin. El filtrado adaptado consiste
entonces en un producto interno ponderado en el dominio de frecuencias, utilizado
para construir la relación señal/ruido (SNR), ρ(t),

ρ2(t) =
(s|hcos)2

(hcos|hcos)
+

(s|hsin)2

(hsin|hsin)
=

(s|hcos)2 + (s|hsin)2

(hcos|hcos)
, (3.6)

donde el producto interno viene definido como

(s|h)(t) = 4Re

∫ fhigh

flow

s̃(f)h̃∗(f)

Sn(f)
e2πiftdf, (3.7)

con los límites de frecuencia determinados por el ancho de banda en los datos del
detector, h̃(f) la transformada de Fourier de la plantilla de forma de onda, s̃(f) la
transformada de Fourier de los datos del detector,

s̃(f) =

∫ ∞
∞

s(t)e−2πitfdt, (3.8)

y Sn(f) la densidad espectral de potencia unilateral definida anteriormente (3.4) y
que ahora con esta transformada de Fourier, la especificamos como

< s̃(f)s̃(f ′) >=
1

2
Sn(f)δ(f − f ′), (3.9)

donde “< ... >” denota un promedio sobre el ruido y δ la función delta de Dirac.

A pesar de los estudios sobre la calidad de los datos, los ruidos transitorios de origen
desconocido, aún permanecen tras haber aplicado los vetos pertinentes. Para mitigar
el efecto, la tubería aplica una función puerta que identifica oscilaciones en los datos
de la deformación de la entrada s(t), y a continuación aplica una ventana para poner a
cero los datos alrededor del tiempo de un ruido transitorio, antes del filtrado. Habiendo
eliminado estos ruidos transitorios, la tubería calcula la SNR, ρ(t), para cada plantilla
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en cada detector. La búsqueda identifica los momentos en que la SNR excede un
umbral predeterminado para una plantilla determinada en los datos de un detector.
La tubería aplica un algoritmo de agrupamiento, que toma el valor más alto dentro
de una ventana predefinida de ρ(t) e identifica los máximos en la serie temporal. Este
proceso genera una lista de momentos en los que puede estar presente una señal,
denominados disparadores [137].

Estos disparadores, generados a través del filtrado adaptado de los datos con el ca-
tálogo de plantillas, están sujetos a una prueba χ2 que determina si la distribución
tiempo-frecuencia de la potencia en los datos es consistente con la potencia esperada
en la plantilla de forma de onda coincidente. Esta χ2, es utilizada para calcular la χ2

reducida χ2
r = χ2/(2p− 2) que debe ser cercana a la unidad, donde p son los interva-

los de frecuencia por los cuales se ha dividido la plantilla, que a su vez define la SNR
reponderada,

ρ̂ =

{
ρ/[(1 + (χ2

r)
3)/2]1/6, si χ2

r > 1,
ρ, si χ2

r ≤ 1.
(3.10)

cuyo objetivo es el de reducir la ponderación de los disparadores causados por ruido
transitorio. Habiendo calculado esta SNR reponderada para cada disparador, la tube-
ría descarta aquellos que se encuentren por debajo de un umbral de SNR reponderado
predeterminado [137].

La certeza de la existencia de un evento candidato en los datos, radica en la detección
casi simultánea de disparadores observados con la misma plantilla en ambos interfe-
rómetros, en un intervalo de tiempo mayor que 10ms, la velocidad máxima a la que
viaja la luz entre ellos [84], [8], para tener en cuenta la incertidumbre en la medición
del tiempo de llegada; y que además los parámetros observados sean consistentes en
ambos detectores. Los disparadores que sobrevivan a la prueba de coincidencia de
tiempo y parámetros, son considerados como eventos candidatos [137].

La suma de cuadrados de la SNR reponderada en cada detector, es la estadística de
detección que utiliza la tubería, para clasificar la probabilidad de que un disparo se
deba a una señal de onda gravitacional. Para asignar una significación estadística a
los candidatos de detección, la tubería mide la tasa de falsas alarmas de la búsqueda
en función del valor ρ̂c. Puesto que es imposible aislar los detectores de las ondas
gravitacionales, no es posible medir directamente el ruido del detector en ausencia
de señales. Esto, junto con la naturaleza no estacionaria y no gaussiana del ruido,
significa que la tasa de falsas alarmas de la búsqueda, debe medirse empíricamente.
Para ello, se aplica un desplazamiento temporal en los disparadores de un detector
respecto al otro. El desplazamiento temporal mínimo, se elige de manera que sea mayor
que la ventana utilizada para determinar si las señales se observan con parámetros
consistentes en ambos detectores. Por lo tanto, los eventos en el análisis con tiempo
desplazado, no pueden deberse a la coincidencia de un par de disparadores producidos
por una señal real. Este desplazamiento temporal se realiza muchas veces generando
un conjunto de datos de fondo que se utilizan para aproximar el ruido de fondo y
estimar la tasa de falsas alarmas de la búsqueda. La certeza de un evento candidato
de onda gravitacional, es una medida de la probabilidad de que sea una detección falsa
debida al ruido coincidente [8], [137].
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3.3. Modelos de forma de onda para CBCs.
Como vimos en la sección anterior, las búsquedas de ondas gravitacionales proceden-
tes de la coalescencia de binarias compactas, consisten en comparar los datos de la
señal entrante con un catálogo de formas de onda que describen el patrón esperado
que generaría una fuente en concreto, utilizando la técnica de filtrado adaptado. De
manera que, si la señal detectada es lo suficientemente fuerte, el siguiente paso sería la
estimación, mediante inferencia bayesiana, de los parámetros de la fuente que emitió
las ondas gravitacionales [24].

Por lo tanto, los modelos de forma de onda existentes para realizar un análisis de
filtrado adaptado, en el que los datos se correlacionan de forma cruzada con plantillas
que cubren el posible espacio de parámetros físicos, son claves en el análisis de datos.
Se realizan correlaciones cruzadas para aproximadamente cien millones de formas de
onda, generando grandes costes computacionales. Por este motivo, el cálculo de cada
plantilla debe ser eficiente y rápido para poder asegurar que la estimación bayesiana
de parámetros sea manejable [39].

En la década de los años 50 los físicos teóricos Richard Arnowitt, Stanley Deser y
Charles W. Misner, desarrollaron el formalismo ADM para resolver numéricamente
las ecuaciones de Einstein [16]. El principal reto que se encontraron a continuación, fue
la resolución numérica del problema relativista general de dos cuerpos. Es concreto,
tuvieron muchos problemas con la manera de tratar las singularidades de los agujeros
negros. Finalmente en 2005, Frans Pretorius pudo anunciar la primera simulación
exitosa de la coalescencia de la binaria de agujeros negros en todas las etapas de la
onda gravitacional [122].

En las dos últimas décadas, se han ido desarrollando diferentes plantillas de ondas
gravitacionales, generando diversos catálogos de familias de formas de onda, cuyo
carácter puede ser analítico, numérico o una combinación de ambos. Para modelar
dichas plantillas, se han desarrollado las siguientes aproximaciones aplicables en las
diferentes fases de la onda:

Teoría perturbativa, para describir los modos cuasi normales 10 de los objetos
compactos [70]. Antes de que las simulaciones de relatividad numérica fueran
posibles, se tenía esta herramienta para estudiar las perturbaciones en la fase de
relajación de la onda gravitacional, donde el objeto resultante de la coalescencia
fuese un agujero negro de Schwarzschild o de Kerr [122].

Soluciones de relatividad numérica (NR), esto es, resolver las ecuaciones de
Einstein numéricamente para poder describir el problema de dos cuerpos [115].

Expansiones analíticas post-Newtonianas (PN), válidas para fuentes que se mue-
ven lentamente v/c� 1 y cuya curvatura en el espacio-tiempo sea suave, es de-
cir, aplicable únicamente en la fase de evolución suave [115]. Consiste en expresar
las ecuaciones de Einstein en términos de desviaciones de la gravedad Newto-
niana, donde unos parámetros son ajustados para tener en cuenta las posibles
modificaciones que provoca la relatividad general en la detección.

El modelado de la forma de onda completa con NR, es demasiado costoso computacio-
nalmente para binarias cuya separación inicial entre los objetos sea pequeña y cuyo
cociente de masas y espines de los objetos sean bajos [122]. Por ello, existen varias
formas de combinar la NR con las aproximaciones anteriores, para poder modelar las

10Frecuencias discretas complejas que decaen con el tiempo [79]. Físicamente se interpretan como
oscilaciones del espacio-tiempo, armónicas (normales) que decaen (cuasi), donde la energía perdida
es debida a la emisión de ondas gravitacionales [122].
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plantillas de ondas gravitacionales cubriendo todas las fases de la onda: la fase de evo-
lución suave, la fase de fusión y la fase de estabilización. Según la técnica utilizada,
estos modelos pueden clasificarse en:

Formas de onda híbridas, son una combinación de PN al inicio de la fase de
evolución suave y NR al final de dicha fase, juntando la de fusión y la de esta-
bilización en el punto donde la diferencia de fases es minimizada [122], [24].

Modelos fenomenológicos (Phenom), unos modelos analíticos construidos en el
dominio de Fourier, donde la PN es utilizada en la fase de evolución suave, mien-
tras que en la fusión y la estabilización se tienen unos coeficientes a determinar
a través de ajustes en la NR [115].

Formalismo efectivo de un solo cuerpo (EOB), el modelo es construido a través
de ecuaciones diferenciales ordinarias con PN, correcciones NR para la fase de
fusión y teoría perturbativa de los modos cuasi normales para la última fase de
relajamiento [122].

Combinaciones EOB/NR, conocidos como EOBNR.

Las simulaciones de NR son fundamentales en estas cuatro técnicas, puesto que pro-
porcionan información fundamental para la parte no lineal donde la curvatura del
espacio-tiempo es fuerte, en la fase de fusión [115], [122].

Todas estas plantillas pueden describir diferentes situaciones físicas y son válidas en
regiones restringidas del espacio de parámetros o, como podemos ver en la figura 3.7,
para un rango de frecuencia determinado. La combinación PN/NR, junto con las EOB
y los modelos Phenom, dan lugar a unos modelos capaces de abarcar todo el espectro
de frecuencias, todas las fases de la onda, conocidas como las formas de onda IMR,
por sus siglas en inglés, inspiral, merger y ringdown [65], [115], [24].

Figura 3.7: Forma de onda gravitacional típica procedente de la coalescencia de una
binaria compacta indicando, en cada fase, el formalismo que puede ser utilizado para

el modelado de la señal. Imagen modificada de [110].

Esta tesis pone a prueba, a través de la estimación de parámetros, un modelo de forma
de onda publicado en abril del 2020 por el Grupo de Física Gravitacional: teoría y
observación de la UIB, en colaboración con la Universidad de Birmingham, la Uni-
versidad de Zurich y la Universidad de Cardiff, el modelo IMRPhenomXPHM [108].
Tal como su nombre indica, es un modelo fenomenológico (Phenom) en el dominio
de frecuencias, para la señal de onda emitida por la binaria compacta de agujeros
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negros (IMR), de precesión (P) cuasi circular, incorporando multipolos más allá del
cuadrupolo dominante (HM). Las tres características más interesantes de este modelo
son la descripción de la amplitud y la fase de los armónicos esféricos que describen la
onda gravitacional mediante expresiones cerradas, la incorporación de los armónicos
subdominantes y su descripción en el dominio de frecuencias. La primera y tercera
propiedad 11 proporcionan que el modelo sea computacionalmente eficiente, ideal para
el análisis de parámetros posterior. La segunda propiedad incorpora más información
en la descripción de la onda, evitando un sesgo sistemático en los parámetros de la
fuente y una pérdida significativa en la tasa de detección. Veamos a continuación, qué
son estos armónicos y porqué son tan importantes.

3.3.1. La importancia de los armónicos subdominantes.

En la sección (3.1.1) habíamos descrito la señal de la onda gravitacional, vista por el
detector. La descripción de la señal de onda dada una ubicación en la esfera celeste,
a través de los armónicos esféricos, es la que se utiliza para construir los modelos de
ondas gravitacionales. Dicha descripción nos permitirá revelar la importancia de la
implementación de armónicos esféricos más altos que el dominante en los modelos,
conocidos como armónicos subdominantes.

Sea el sistema de coordenadas esféricas (r, θ, ϕ), la perturbación de la métrica puede
descomponerse en modos de ondas hl,m(Ξ; t), con Ξ una lista de los parámetros in-
trínsecos de la fuente 12, en base de los armónicos esféricos Y −2

l,m (θ, ϕ) conocidos en
inglés como “spin −2 weighted spherical harmonic”. Estos armónicos forman una base
de funciones definidas sobre la esfera que, debido a sus propiedades de transformación
bajo rotaciones, son particularmente adecuados para describir el campo gravitatorio
como campos de espín-2 13 [24]. De manera que, para cualquier punto p = (θ, ϕ) de la
esfera celeste, la deformación de las ondas gravitacionales dependerá de su ubicación
como,

h(Ξ; dL, θ, ϕ; t) = h+ − ih× =
1

dL

∞∑
l=2

l∑
m=−l

Y −2
l,m (θ, ϕ)hl,m(Ξ; t), (3.11)

donde dL es la distancia luminosa, los armónicos Y −2
l,m (θ, ϕ) definidos como

Y −2
l,m (θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π
dl,m(θ)eimφ, (3.12)

con,

dl,m =

min(l+m,l−2)∑
j=max(0,m−2)

(−1)j

j!

√
(l +m)!(l −m)!(l + 2)!(l − 2)!

(j −m+ 2)!(l +m− j)!(l − j − 2)!
·

·
(
cos

θ

2

)2l+m−2j−2(
sin

θ

2

)2j−m+2

,

(3.13)

11Los cálculos que se realizan, basados en el filtrado adaptado de los datos, suelen desarrollarse
en el dominio de las frecuencias. Por este motivo, tener un modelo desarrollado en dicho dominio,
reduce el coste computacional.

12Descritos más adelante en la sección (3.4.1).
13En teoría de campos, la teoría de la relatividad describe las autointeracciones no lineales de una

excitación espín-2 sin masa [123].
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y los modos hl,m(Ξ; t) que, como para cualquier descripción de una onda, podremos
escribirlos con una amplitud Alm(t) y una fase φl,m(t), como [24]

hl,m(Ξ; t) = Alm(t)eiφl,m(t). (3.14)

Hasta 2012, los modelos utilizados en los datos tomados por los detectores Advanced
LIGO y Virgo, incluian únicamente el armónico esférico dominante (l = 2, |m| = 2).
Se le conoce como dominante, porque es suficiente para la descripción de la onda
gravitacional, siempre y cuando los agujeros negros tengan masas comparables, o la
señal sea débil. Sin embargo, para binarias compactas donde un agujero negro sea más
masivo que el otro o cuando la inclinación de la órbita tienda a π/2, el modelado de
los armónicos subdominantes (l, |m|) = (3, 3), (4, 4), (2, 1), (3, 2), (4, 3) se volverá de
gran importancia [50], [109].

En la figura (3.8), se muestra el efecto de la inclinación sobre la forma de onda según
esté contruida con el modo dominante o los subdominantes.

Figura 3.8: Formas de onda generadas con el armónico dominante (izquierda) y los
subdominantes (derecha), en función de la inclinación desde 0 a π/2, puesto que por

simetría ecuatorial de π/2 a π, el efecto sería equivalente. Imagen de [115].

En el caso de la forma de onda con el modo dominante, se aprecia el equidistancia-
miento entre los nodos; mientras que para el caso con los modos subdominantes, existe
un desfase entre los nodos a medida que nos acercamos a π/2, debido a las diferentes
fases relativas entre los modos. De hecho, como podemos observar en la figura (3.9),
a medida que la inclinación tiende hacia π/2, la amplitud de los amónicos del modo
dominante decrece a la vez que aumenta la de los modos subdominantes.

Figura 3.9: Amplitud de Y −2
l,m respecto la inclinación. Imagen de [115].
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Otro parámetro que evidencia la importancia de los armónicos subdominantes, son los
sistemas cuya masa total es alta. La razón es que los detectores Advanced LIGO son
más sensibles para masas totales altas, en aquellas bandas de frecuencia correspon-
dientes a la fase de estabilización de la onda. A medida que la masa total sea mayor,
los detectores serán cada vez más sensibles a otros modos, además del dominante.

Varios estudios han cuantificado cómo afecta la inclusión o no de los armónicos sub-
dominantes en los modelos. El gráfico izquierdo de la figura (3.11), muestra la región
en el espacio de parámetros donde la no introdducción de los modos subdominantes,
provoca una pérdida de más del 10% del volumen detectable, una pérdida inacepta-
ble. La gráfica de la derecha, presenta la región en el espacio de parámetros donde, el
hecho de no incorporar los modos subdominantes, provoca que los errores sistemáticos
sean mayores que los estadísticos esperados.

Figura 3.10: Región del espacio de parámetros donde las contribuciones de los modos
subdominantes son importantes para la detección (izquierda) y para la estimación de

parámetros (derecha). Imagen de [138].

La primera vez que se introdujeron los armónicos subdominantes en los modelos
de ondas gravitacionales fue en 2012 a través del formalismo EOB, en el modelo
EOBNRv2HM [102] donde se incluyó, además del dominante, los armónicos (2, 1),
(3, 3), (4, 4) y (5, 5) [52], [94]. Posteriormente se realizaron múltiples estudios sobre la
incorporación de dichos armónicos en diferentes situaciones físicas, como en binarias
de agujeros negros con espín o sin espín, alineados o no, o en binarias con y sin prece-
sión. En 2015 empezó a aparecer su integración en formas de onda híbridas PN/NR
[24] y en modelos fenomenológicos [69], donde además continuaron los estudios para
diferentes situaciones físicas de binarias de agujeros negros, así como su implicación
en la estimación de parámetros.

En este caldo de cultivo, llegamos a la primera incorporación en 2018 de los armó-
nicos subdominantes en binarias de agujeros negros con espín a través del modelo
fenomenológico IMRPhenomHM [78], utilizando una aproximación basada en el com-
portamiento de los armónicos subdominantes con respecto al modo (2, 2) dado por
IMRPhenomD.

La diferencia fundamental entre IMRPhenomHM [78] y uno de los dos predeceso-
res directos de nuestro modelo estudiado (IMRPhenomXPHM [108]), conocido como
IMRPhenomXHM [50], además de su carácter cuasi circular, radica en que con es-
ta aproximación, IMRPhenomHM sólo está calibrado con datos numéricos basados
en dicho modo (2, 2), mientras que IMRPhenomXHM [50] calibra directamente los
armónicos subdominantes a un conjunto de formas de onda numéricas [50], [115].
El segundo predecesor directo de IMRPhenomXPHM [108], se conoce como IMRPhe-
nomXAS [109], un modelo fenomenológico que describe el modo dominante (2, 2) para
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la señal de onda gravitacional emitida por la coalescencia de una binaria compacta
de órbita cuasi circular, sin precesión y con los vectores de espín ortogonales al plano
orbital [109].

Todos estos modelos mencionados, junto con muchos otros, forman parte de la fami-
lia fenomenológica “Phenom”. Concretamente, los modelos IMRPhenomP (Pv2) [57],
IMRPhenomD [69], IMRPhenomXAS [109], IMRPhenomHM [78], IMRPhenomXHM
[50] y IMRPhenomXPHM (XP) [108], han sido desarrollados en la UIB por el Grupo
de Física Gravitacional: teoría y observación en colaboración con varias universidades
e institutos, como la Universidad de Cardiff, el Instituto Max Planck de Física Gra-
vitacional (Instituto Albert Einstein), l’Institut d’Estudis Espacials de Catalunya, el
Centro Internacional de Ciencias Teóricas en la India, la Univerisdad de Birmingham
y la Universidad de Hannover. En la tabla (3.1), podemos observar un esquema actual
de dicha familia asociando cada modelo con la física que simulan, separando aquellos
que ayudaron a desarrollar el modelo estudiado, IMRPhenomXPHM, en la familia
PhenomX.

Familia Phenom
Modos, precesión y fuerzas de marea Otros de la familia Phenom Familia PhenomX

Modo (2,2) IMRPhenomA (B, C, D, C_INTERP, D_INTERP) IMRPhenomXAS
Modos subdominantes IMRPhenomHM IMRPhenomXHM
Modo (2,2) y precesión IMRPhenomP (Pv2, Pv3, Pv2_INTERP) IMRPhenomXP

Modos subdominantes y precesión IMRPhenomPv3HM IMRPhenomXPHM
Modo (2,2) y correcciones en las fuerzas de marea IMRPhenomD_NRTidal -

Modo (2,2), precesión y correcciones en las fuerzas de marea IMRPhenomPv2_NRTidal(v2) -
Binaria de estrella de neutrones y agujero negro IMRPhenomNSBH -

Cuadro 3.1: Familia de los modelos Phenom actual [74], [114]. Tabla modificada de
[115].

3.3.2. El modelo IMRPhenomXPHM.

El modelo IMRPhenomXPHM [108] es una extensión de IMRPhenomXHM [50], al
añadir los efectos de la precesión de la binaria. Dicho efecto es introducido como una
modulación en la amplitud y fase de una onda gravitacional, que puede aproximarse
en términos de una rotación dependiente del tiempo en un sistema de referencia sin
precesión. Es decir, la construcción del modelo se basa en modular mapas aproximados
entre los modos de forma de onda con espines alineados en el sistema de referencia no
inercial, precesante de la binaria, con los modos de forma de onda en el sistema de
referencia inercial, no precesante. Dicho de otra manera, la forma de onda para binarias
con precesión se puede describir interpretando una forma de onda sin precesión, como
una aproximación de la forma de onda con precesión, observada en un sistema de
referencial inercial que sigue la precesión del plano orbital. Este método es conocido
como “retorcer” el modelo sin precesión. IMRPhenomXPHM [108] incorpora además el
modelo IMRPhenomXP, en el caso en que se quiera modelar únicamente el armónico
dominante [108].

En concreto, el algoritmo “retorcer”, puede esquematizarse de la siguiente manera:

1. Modelar los modos de forma de onda de IMRPhenomXAS y IMRPhenomXHM,
en el sistema de referencia precesante no inercial. Este sistema, conocido como
“L”, viene descrito en términos de un plano orbital que rota, ortogonal al mo-
mento orbital angular Newtoniano ~LN = µ~n×~v definido sobre el eje z, con µ la
masa reducida Newtoniana, ~n el vector que va desde el agujero negro secundario
al primario y ~v la velocidad relativa.

Para cada fase, los modos de IMRPhenomXHM son descritos con las siguientes
expresiones cerradas,
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a) En la región de evolución suave, aplicando la aproximación de fase estacio-
naria (SPA),

hl,m = Alm

√
2π

mφ̈
ei(2πftc−φl,m−π/4+ψ0) := ASPAlm eiΨlm , (3.15)

donde tc es un parámetro de cambio de tiempo y φ0 es una fase general
[50]. En realidad, la amplitud no es modelada con la aproximación SPA,
sino con la cantidad

Hl,m :=
|Alm(f)|
A0

22(f)
+α

(
f

f INSlm

7/3
)

+β

(
f

f INSlm

8/3
)

+γ

(
f

f INSlm

9/3
)
, (3.16)

para incluir los efectos de los armónicos subdominantes en forma de tres
términos pseudo-PN {α, β, γ}, donde se normaliza con la amplitud del mo-
do (2, 2)

A0
22 := π

√
2η

3
(πf)−7/6, (3.17)

con η = m1m2/m1 +m2 el cociente de masa simétrico y m1,2 las masas de
los objetos compactos de la binaria donde m1 > m2 [50]. La fase de cada
multipolo es definida como,

φlm(f) =
m

2
φX22(2/mf) + Λlm(f) + dφInslm f + φInslm , (3.18)

con dφInslm y φInslm dos constantes que se tienen que determinar, φX2 2 la fase
cuadrupolar reconstruida del modelo IMRPhenomXAS y

Λlm =

{
ΛPNlm ∼ ∆φInslm , si m1/m2 < 100,

Λfitlm , si m1/m2 ≥ 100.
(3.19)

b) En la región intermedia entre la evolución suave y la estabilización, la
amplitud y la fase se calibran completamente. La amplitud se define como,

AInterlm

A0
=

1

δ0 + δ1f + δ2f2 + δ3f3 + δ4f4 + δ5f5
, (3.20)

con A0 = π
√

2η
3 y δ0,5 seis parámetros a determinar [50]. La fase para cada

modo, viene dado por el ansatz general

dφIntlm

df
= almλ

f lmdamp

(f lmdamp)
2 + (f − f lmring)2

+
4∑

k=1

almk
fk

+ dφlmInt. (3.21)

c) En la fase de estabilización, el ansatz utilizado para la amplitud es,

AlmRD
A22

0

=
1

f1/12

|aλ|f lmdampσ
(f − f lmring)2 + (f lmdampσ)2

e
−

(f−flmring)λ

flm
damp

σ
, (3.22)

con {aλ, λ, σ} tres coeficientes a determinar [50].
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Para la fase, el ansatz tiene la forma,

φRDlm = −wlm
f22
damp

f lmdamp
α22

2

(f lmring)
2

f
+ α22

λ tan
−1

(
f − f lmring
f lmdamp

)
+ dφlmRDf + φlmRD,

(3.23)
donde wlm, α22

λ , α2
22, dφlmRDf y φlmRD son constantes [50].

La construcción de la fase para el modo (3, 2), se realiza de forma diferente,
resultando

φ32 = −α
32
2

f
− α32

4

3f3
+ α32

λ tan
−1

(
f − f32

ring

f32
damp

)
+ dφ32

RDf + φ32
RD, (3.24)

donde los coeficientes de esta ecuación son determinados resolviendo un
sistema lineal [50].

Tras modelar estas expresiones en el sistema precesante no inercial “L”, siguiendo
las convenciones dadas por [50] y [109], se realiza el siguiente paso.

2. Para representar el movimiento de precesión, se efectua una rotación en sentido
antihorario desde el sistema de referencia “L” al sistema de referencia inercial
cartesiano (x̂J , ŷJ , ẑJ) conocido como “J”, donde se escoge el eje ẑJ como la
dirección del momento angular total ~J . Este sistema cartesiano está asociado
con el sistema de coordenadas esférico, inercial, estándard (t, r, θ, ϕ), donde t es
la coordenada temporal inercial de los observadores distantes, r es la distancia
luminosa a la fuente y θ y ϕ son los ángulos polares de la fuente. En muchas
binarias, el momento angular orbital y de espín precesionan alrededor de ~J . En
este modelo, se ha escogido la dirección de ~J fija, Ĵ(t) ∼ Ĵt→−∞. La construcción
de la forma de onda gravitacional “retorcida” en este sistema “J”, vendrá dada
en términos de su descomposición en los armónicos esféricos “spin −2 weighted
spherical harmonic” Y −2

l,m (θ, ϕ), como

hJ = hJ+ − ihJ× =
∑
l≥2

l∑
m=−l

hJlmY
−2
l,m (θ, ϕ). (3.25)

Las polarizaciones de la onda gravitacional hJ+,×(f) en el sistema “J” en el do-
minio de las frecuencias, en términos de los armónicos esféricos hLlm(f) en el
sistema “L”, se derivan a partir de transformaciones de Fourier con la aproxima-
ción de fase estacionaria (SPA). Dichas polarizaciones en términos del sistema
precesanre “L”, quedan

hJ+(f > 0) =
1

2

∑
l≥2

l∑
m′>0

hLl−m′(f)eim
′γ

l∑
m=−l

[Alm−m′ + (−1)lAl
∗
mm′ ], (3.26)

hJ×(f > 0) =
i

2

∑
l≥2

l∑
m′>0

hLl−m′(f)eim
′γ

l∑
m=−l

[Alm−m′ − (−1)lAl
∗
mm′ ], (3.27)

donde,
Almm′ = e−imαdlmm′(β)Y −2

l,m , (3.28)

con dlmm′(β) las matrices-d reales de Wigner, que son funciones polinómicas
dependientes de cos(β/2) y sin(β/2) [108].

Los modos en el sistema “L” son las aproximaciones de los modos de forma de
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onda no precesantes, descritos en el paso anterior procedentes del modelo IMRP-
henomXHM, que contiene los modos (l, |m|) = (2, 2), (2, 1), (3, 3), (3, 2), (4, 4).

3. Finalmente se proyectan estas polarizaciones en el sistema de referencia conocido
como “N”, donde el eje z corresponde a la dirección n̂ de la línea de visión
del observador a la señal. Dicho observador debe estar ubicado en la posición
θ = θJN y ϕ = φJN , en el sistema de referencia “J” [108].

Figura 3.11: Gráfico que muestra cómo se definen los ángulos de precesión. el vector
normal indica la línea de visión del observador, L̂ y Ĵ son los vectores de momento

angular orbital y momento angular total respectivamente. Imagen de [46].

En este modelo se implementó dos formas de mapear, uno basado en la aproximación
post-Newtoniana de un solo espín conocido como ’next-to-next-leading order’ (NNLO)
14, y otro basado en utilizar múltiples análisis en escala (MSA) de doble espín, pro-
porcionando dos descripciones diferentes para las expresiones de los ángulos de Euler
en el dominio de frecuencias. A través de la estimación de parámetros para diferentes
eventos, estudiaremos estas dos descripciones.

3.4. Estimación de parámetros por inferencia bayesiana.
La inferencia estadística, en concreto la inferencia bayesiana y la frecuentista, son
utilizadas habitualmente en la astronomía de ondas gravitacionales a la hora de res-
ponder preguntas como: “¿Existe una señal presente en los datos de los detectores?”
o “¿Cuáles son los parámetros físicos que describen la fuente?”. Muchos estudios teó-
ricos, abordan estos problemas desde el punto de vista frecuentista. Sin embargo, en
las últimas décadas, en concreto tras el desarrollo de los métodos de Monte Carlo, la
aplicación de la inferencia bayesiana ha aumentado su popularidad [131], [14].

La diferencia fundamental entre dichas inferencias, radica en su diferente interpre-
tación sobre la probabilidad de un evento. Para los frecuentistas, las probabilidades
se basan en su repetición; mientras que para los bayesianos, las probabilidades están
relacionadas con el grado de conocimiento que se tiene. Lógicamente, puesto que en el
campo de la astronomía no podemos repetir un mismo experimento tantas veces como
queramos, las inferencias deben estar sujetas a incertezas en las cantidades a estimar
que necesitan ser cuantificadas por un modelo. Por este motivo, en el análisis de datos

14Como el usado también en el modelo IMRPhenomPv2.



72 Capítulo 3. Análisis de datos y estimación de parámetros para CBCs.

de ondas gravitacionales, la estadística que se encarga de realizar dichos estudios es
la bayesiana.

La interacción entre la inferencia bayesiana y la astrofísica, no es nueva. Todo empe-
zó en 1763, cuando se publicó el trabajo “Essay Towards Solving a Problem in the
Doctrine of Chances” [20] por Thomas Bayes, dos años después de su muerte. En
éste, se asienta el formalismo matemático que es la base de la inferencia bayesiana
a través del teorema que lleva su nombre: el teorema de Bayes. Su aplicación en la
astrofísica fue introducida por Pierre-Simon Laplace, quién la utilizó para estimar las
masas de los planetas y para cuantificar las incertezas en las medidas de dichas masas
debidas a los errores observacionales. Desde principios del siglo pasado, la mayoría
de los científicos se mostraban reacios a la hora de utilizar métodos bayesianos. En
parte debido a la falta de una justificación formal para la asignación y justificación
de una probabilidad a priori sobre el evento, y en parte debido a las dificultades para
evaluar las integrales que conllevan el uso del teorema de Bayes. El primer problema
fue abordado por los astrónomos Sir Harold Jeffers (1931 - 1939) [67], [68] y poste-
riormente estudiado por Edwin Thompson Jaynes (2003) [66]. En concreto, Jaynes
proporcionó una manera lógica de establecer la distribución de probabilidad a priori
utilizando el principio de máxima entropía [22], [54], [66]. La inferencia bayesiana en
el análisis de datos de ondas gravitacionales, fue propuesta en 1993 por Lee Samuel
Finn y David F. Chernoff [47], cuyo estudio fue extendido en 1994 por Cutler y Flana-
gan [38]. En paralelo, las dificultades surgidas con la evaluación analítica del teorema
de Bayes, fueron superadas por la aparición del método estocástico de Monte Carlo
basado en cadenas de Márkov (MCMC) en 1953 [92]. Sin embargo, la revolución vino
en la década de los 90 con la llegada de recursos informáticos, compactos y rápidos,
para ejecutar dichos algoritmos de manera eficiente. El primer estudio que se realizó
sobre aplicar la estadística bayesiana con el algoritmo MCMC en la detección de una
onda gravitacional y en la estimación de parámetros de la fuente [33], fue en 1998
por el grupo compuesto por Nelson Christensen y Renate Meyer de la Universidad
de Auckland. Tras ese estudio, muchas personas se lanzaron hacia esta área proban-
do otros formalismos de MCMC bayesianos más sofisticados y computacionalmente
eficientes. Como por ejemplo el utilizado en este trabajo, conocido como el algoritmo
de muestreo anidado, propuesto en 2004 por John Skilling [128] y desarrollado por él
mismo para la inferencia bayesiana en el 2006 [129].

La inferencia bayesiana y la estimación de parámetros forman parte de las herramien-
tas básicas que nos permiten hacer declaraciones sobre los parámetros de la fuente
bajo un modelo de onda gravitacional y la selección de dicho modelo, basándonos
en los datos de la detección. Las principales razones, que hemos mencionado, por las
cuales se utiliza la inferencia bayesiana en la astronomía de ondas gravitacionales son,

la no posibilidad de repetir varias veces un mismo evento;

la aparición de diferentes métodos estocásticos de integración numérica, como el
algoritmo de Monte Carlo basado en cadenas de Márkov (MCMC) o el algoritmo
de muestreo anidado; y

el vínculo directo existente entre los datos y el modelo, surgido a raíz de que
somos capaces de describir la emisión de las ondas gravitacionales a través de
la teoría, volviéndose un requisito ideal para poder utilizar el teorema de Bayes
[136], [132].

Gracias a la inferencia bayesiana, a través del teorema de Bayes, podemos estimar los
parámetros de la fuente obteniendo sus densidades de probabilidad a posteriori corres-
pondientes codificadas en las ondas gravitacionales, y podemos estimar la probabilidad
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de haber observado los datos bajo ciertas hipótesis, conocida como evidencia. Con esta
evidencia, podemos preguntarnos por ejemplo, cuánto de probable es que los datos
contenga una señal con modos subdominantes respecto a otra que sólo contenga el
modo dominante [131].

3.4.1. El teorema de Bayes.

La distribución de probabilidad a posteriori p(θ|d,H) representa la probabilidad de
que el verdadero valor de un parámetro θ se encuentre entre el intervalo (θ′, θ′ + dθ),
dados los datos d y un modelo H [136]. Esta función de densidad de probabilidad,
está normalizada de manera que ∫

dθp(θ|d,H) = 1. (3.29)

En nuestro caso, los 15 - 17 parámetros físicos que el modelo toma como entrada
~θ = {θ1, θ2, ..., θN} y que describen la coalescencia de la binaria compacta, pueden
dividirse en dos grupos. El primero viene dado por aquellos parámetros que describen
las propiedades fundamentales de una binaria, conocidos como parámetros intrínsecos,
éstos son [65], [24]

las dos masas de la binaria, la principal m1 y la secundaria m2 tales que m1 ≥
m2, en unidades de masas solares;

la masa chirridoM = (m1m2)3/5(m1 +m2)−1/5;

el cociente de masa q = m1/m2;

los espines adimensionales χ1,2 ∈ [0, 1], definidos como χ1,2 = |~s1,2|/m2
1,2 con

~s1,2 el vector de espín;

el espín efectivo 15

χeff =
~s1/m1 + ~s2/m2

m1 +m2
· L̂; (3.30)

los ángulos de inclinación t1,2 entre el momento angular orbital y los espines de
los objetos 16;

el ángulo azimutal que separa los vectores de espín φ12; y

el ángulo azimutal del momento angular orbital φJL.

El segundo grupo son los parámetros extrínsecos que determinan la orientación y
localización de la binaria respecto del observador [65], [24],

la declinación δ y la ascensión recta α, que ubican la fuente en la esfera celeste;

la distancia luminosa a la fuente dL;

el ángulo de inclinación ι entre la línea de visión y el momento angular orbital
del sistema;

el ángulo de polarización ψ;

el tiempo de coalescencia de la binaria tc;

la fase orbital φc en tc.
15La combinación de las dos componentes de espín en χeff , se estima mejor que los dos espines

por separado [97].
16Por este motivo hemos especificado 15 - 17 parámetros, puesto que estos parámetros se encuentran

únicamente en los modelos con precesión.
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De acuerdo con el teorema de Bayes, la distribución de probabilidad a priori p(θ|H)
es actualizada al recibir nuevos datos d del detector dado un modelo H, para dar una
distribución de probabilidad a posteriori p(θ|d,H), que viene definida como [65], [136]

p(θ|d,H) =
p(d|θ,H)p(θ|H)

p(d|H)
, (3.31)

escrita de otra manera,

p(θ|d) =
L(d|θ)π(θ)

Z
, (3.32)

con L(d|θ) la función de verosimilitud a través de la cual los datos d modifican el
conocimiento de θ, π(θ) la distribución de probabilidad a priori y Z el factor de
normalización conocido como evidencia,

Z =

∫
dθL(d|θ)π(θ). (3.33)

Entonces, nuestra distribución de probabilidad a posteriori para la coalescencia de una
binaria compacta contando únicamente con los parámetros físicos, para un detector,
es una función de 15 - 17 dimensiones 17. Como normalmente lo que queremos estudiar
es la distribución a posteriori para cada parámetro θ, lo que se hace es marginalizar
(integrar) sobre los parámetros que no nos interesan, obteniendo la distribución de
probabilidadd a posteriori marginalizada,

p(θi|d) =

∫ ∑
k 6=i

dθk

 p(θ|d) =
L(d|θi)π(θi)

Z
, (3.34)

donde L(d|θi) es la función de verosimilitud marginalizada,

L(d|θi) =

∫ ∑
k 6=i

dθk

π(θk)L(d|θ). (3.35)

Sean dos variables covariantes θa y θb, cuando marginalizamos sobre θa para obte-
ner una distribución a posteriori en θb, θa está inyectando cierta incertidumbre a la
distribución de θb. Cuando esto sucede, la distribución de probabilidad a posteriori
marginalizada p(θb|d) se hace más ancha que la distribución de probabilidad a poste-
riori condicional p(θb|d, θa) [65], [136].

3.4.1.1. La función de verosimilitud.

La función de verosimilitud es una función que podemos elegir, puesto que describe
la medida. En la astronomía de ondas gravitacionales, a través de ésta, se introduce
implícitamente el ruido del modelo. Como habíamos visto en las secciones (3.1.1)
y (3.2), el ruido tiene un carácter gaussiano y otro no-gaussiano. Sin embargo, se
considera que el efecto combinado de los procesos que generan dicho ruido, tiende a
una gaussiana. De esta manera, la función de verosimilitud [65], [136], queda

L(d|θ) =
1

2πσ2
exp

(
−1

2

|d− µ(θ)|2

σ2

)
, (3.36)

17Si además añadimos los 20 parámetros necesarios para modelar la incertidumbre sistemática en
los datos y lo multiplicamos para los dos detectores Advanced LIGO y Virgo, obtenemos un total de
75 - 77 parámetros. Con lo cual, las dimensiones de la probabilidad a posteriori, se disparan.
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donde σ el ruido del detector y µ(θ) es la plantilla para la onda gravitacional dado θ
que habíamos definido en (3.2),

µ(θ) = F+(θ̄, ϕ̄, ψ)h+(θ) + F×(θ̄, ϕ̄, ψ)h×(θ). (3.37)

En la práctica, los datos d representan la transformada de Fourier de d(t) medida por
un detector,

d = FFT (d(t))/fs, (3.38)

donde fs es la frecuencia del muestreo y FFT la transformada rápida de Fourier [136].
El ruido en cada paquete de frecuencia, está caracterizado por la función de densidad
espectral de potencia unilateral P (f), que es proporcional a la raíz de la deformación.
Por lo tanto, la función de verosimilitud en cada paquete de frecuencia j, dado θ,
queda

L(dj |θ) =
1

2πPj
exp

(
−2∆f

|d− µ(θ)|2

Pj

)
, (3.39)

donde ∆f es la resolución de la frecuencia. El factor 2∆f viene del 1/2 de (3.36) y de
4∆f introducido para convertir la raíz de las transformadas de Fourier en unidades
de la P (f) [136].

Asumiendo que el ruido en cada paquete es independiente, la combinación de la función
de verosimilitud para un detector [136], es el productorio

L(d|θ) =

M∏
j

L(dj |θ). (3.40)

Al considerar la medida de varios detectores, el producto sobre la frecuencia j, gana
un índice adicional para cada detector.

Aprovechando la propiedad fundamental de las funciones logarítmicas, por la cual nos
permiten reemplazar los productos por sumas de logaritmos, se suele trabajar con el
logaritmo de la verosimilitud [136],

logL(d|θ) =
M∑
j

logL(dj |θ) =

=− 1

2

∑
j

log(2πPj)− 2∆f
∑
j

|d− µ(θ)|2

Pj
=

=Ψ− 1

2
< d− µ(θ), d− µ(θ) >,

(3.41)

donde se ha definido el producto interno,

< a, b >= 4∆f
∑
j

R
(
a∗jbj

Pj

)
, (3.42)

y la constante
Ψ = −

∑
j

log(2πPj). (3.43)

Dado que las constantes no cambian la forma de la verosimilitud logaritmica, a menudo
se desprecia Ψ. Esto está permitido siempre que lo hagamos de manera consistente,
puesto que cuando se quiere determinar la diferencia de dos evidencias logarítmicas,
el factor Ψ se cancela de todos modos. Tomando Ψ = 0, expandamos la verosimilitud



76 Capítulo 3. Análisis de datos y estimación de parámetros para CBCs.

logaritmica [136],

logL(d|θ) =− 1

2
[< d, d > −2 < d, µ(θ) > + < µ(θ), µ(θ) >] =

=− 1

2
[−2logZR − 2κ2(θ) + ρ2

opt(θ)] =

=logZR + κ2(θ)− 1

2
ρ2
opt(θ).

(3.44)

El primer término es proporcional al logaritmo del ruido de la evidencia [136],

− 2logZR =< d, d > . (3.45)

El tercer término se conoce como la raiz de la SNR óptima [136],

ρ2
opt =< µ, µ > . (3.46)

El segundo término se puede reescribir en términos de ρopt como [136],

κ2 =< d, µ >= ρmfρopt, (3.47)

donde
ρmf =

< d, µ >

< µ, µ >1/2
. (3.48)

Escribiendo la verosimilitud de esta manera, podemos observar la relación existente
entre la estimación de parámetros y el método de filtrado adaptado, la técnica de
máxima verosimilitud para las detecciones de ondas gravitacionales.

3.4.1.2. La distribución de probabilidad a priori.

La distribución de probabilidad a priori π(θ) describe nuestra creencia sobre θ antes
de que la medida se realice y, por lo tanto, la podemos elegir. En ocasiones, se tiene
una intuición sobre su elección. Si se desconoce θ, esta ignorancia se expresa al elegir
una distribución uniforme o, cuando tampoco se conoce el orden de la magnitud, una
distribución logarítmica uniforme [136], [65].

Por estos motivos, en cada evento, se escoge [65], [7]:

para m1 y m2, una distribución uniforme 18;

para tc, el tiempo de coalescencia, se asume uniforme;

para χ1 y χ2, los espines, se suponen isotrópicos en la esfera y uniformes en su
magnitud;

para δ y α, la ubicación de la fuente en la esfera, también se suponen isotrópicos,
con δ la distribución coseno y α uniforme;

para dL, la distancia luminosa, se supone una distribución potencial al cuadrado;

para ι, el ángulo de inclinación entre la línea de visión y el momento angular
orbital del sistema, se asume uniforme en su coseno;

para φ1 y φ2, se asume uniforme;

para φJL, se asume uniforme;

para t1 y t2, los ángulos de inclinación entre el momento angular orbital y los
espines de los objetos, se asumen distribuciones seno;

18Con lo cual todos los parámetros derivados de las masas, también lo serán: q yM.
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para ψ, el ángulo de polarización, se asume uniforme; y,

para φc, la fase en tc, también se asume uniforme.

3.4.1.3. La evidencia bayesiana.

La evidencia, definida en (3.33), es una función de verosimilitud marginalizada, que
adquiere gran importancia cuando se utiliza para la selección de modelos. Para ello,
se compara la evidencia de un modelo (A) con la evidencia de otro modelo (B),
defininendo una proporción conocida como el factor de Bayes, cuyo logaritmo es

BFAB =
ZA
ZB
→ logBFAB = log(ZA)− log(ZB). (3.49)

De manera que, cuando el valor absoluto de log(BF ) es grande, decimos que un modelo
es preferido sobre el otro. El signo de log(BF ), nos dirá cual de los dos es el elegido
[136], [65].

3.4.1.4. Intervalos de credibilidad.

La distribución de probabilidad a posteriori, se utiliza para construir los intervalos de
credibilidad 19, los contornos 1-, 2- y 3- sigma, regiones en el espacio de parámetros que
contienen una parte de dicha distribución. El valor real del parámetro estimado deberá
estar dentro de un intervalo de credibilidad del 90 %. Notar que tampoco esperamos
que el pico de la distribución caiga en el valor real, sino dentro de la región 1-sigma.

El método del intervalo más alto de densidad a posteriori (HPDI) es el utilizado
para construirlos, produce el intervalo de credibilidad mínimo más ancho. Consiste en
representar una recta horizontal que atraviese la distribución a posteriori y calcular
el área por encima de ésta. De manera que, si se mueve la recta hacia abajo, el área
suba. Colocando la recta de forma que el área sea, por ejemplo del 95 %, entonces la
parte por encima será el intervalo de credibilidad HPDI 2-sigma [136].

3.4.1.5. La divergencia de Jensen-Shannon.

La divergencia de Jensen-Shannon se utiliza para cuantificar la concordancia entre
dos modelos de forma de onda, calculándola entre sus respectivas distribuciones de
probabilidad a posteriori. Esta divergencia, se define como la medida simétrica de la
distancia entre dos distribuciones de probabilidad p(x) y q(x), como

DJS(p|q) =
1

2
[DKL(p|s) +DKL(q|s)], (3.50)

con s = 1/2(p+ q) y

DKL(p|q) =

∫
p(x)logs(

p(x)

q(x)
)dx, (3.51)

la divergencia de Kullback-Leibler definida entre p(x) y q(x), medida en bits [7].

3.4.1.6. Calibración.

Además de los 15 − 17 parámetros físicos propios de la binaria, debido a la incerti-
dumbre sistemática introducida por la naturaleza de la calibración del detector y que
es medida por el mismo en la propia señal observada, se añaden aún más parámetros
por cada interferómetro.

19Notar que estos intérvalos, son diferentes a los intérvalos de confianza en la inferencia frecuentista.
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Este error sistemático, puede describirse con una amplitud δA(f) y una fase δφ(f) en
el dominio de las frecuencias, modeladas como dos splines 20 cúbicas. De manera que
la señal observada hobs(f), venga relacionada con la real conocida h(f), como

hobs(f) = h(f)[1 + δA(f)]exp[iδφ(f)], (3.52)

con,

exp[iδφ(f)] =
2 + iδφ(f)

2− iδφ(f)
+O(δφ3). (3.53)

Las distribuciones a priori escogidas para los valores spline, se toman como distri-
buciones normales, cuya media y varianza se cargan desde un archivo de calibración
dependiente de la frecuencia [11].

3.4.2. Muestreadores.

El objetivo de la estimación de parámetros es obtener la distribución de probabilidad
a posteriori con el mejor ajuste posible, para ello lo que se busca, es obtener una
alta verosimilitud con un volumen de la distribución de probabilidad a priori mínimo
[65], [136]. Este proceso es un problema inverso, por el cual, dados los datos de los
detectores d se estiman los parámetros de la fuente. La solución a este problema, es
utilizar muestradores estocásticos. Los más comunes son los que se muestran en la
figura 3.12: el método de Monte Carlo basado en cadenas de Márkov (MCMC) [92],
[59] y un nuevo muestreador, utilizado en esta tesis, que está cogiendo fuerza en la
astronomía de ondas gravitacionales, conocido como el algoritmo de muestreo anidado
[128], [129].

Figura 3.12: Esquema del método de Monte Carlo basado en cadenas de Márkov
(MCMC) y del algoritmo de muestreo anidado, que muestrean la distribución de pro-

babilidad a posteriori. Imagen del artículo [132].

Ambos métodos generan una lista de muestras a partir de la distribución de probabi-
lidad a posteriori {θ}, que nos permiten determinar,

los valores esperados de ciertas cantidades de interés f(x),

< f(x) >p(x)=

∫
dxp(x)f(x) ∼ 1

ns

ns∑
k

f(xk), (3.54)

20Curva diferenciable definida a trozos mediante polinomios.
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donde p(x) es la distribución a posteriori que estamos muestreando y ns las
muestras; y

la distribución de probabilidad a posteriori marginalizada de cualquier subcon-
junto de parámetros, a partir de las muestras en un espacio N-dimensional,
construyendo los “diagramas de esquina” que muestran dichas distribuciones en
una y dos dimensiones para cada θ.

La diferencia fundamental entre los dos métodos es que MCMC, genera las muestras
desde la distribución de probabilidad a posteriori directamente; mientras que el algo-
ritmo de muestreo anidado, las genera dividiendo la distribución en porciones, sacando
muestras de cada una y recombinándolas escogiendo unos pesos apropiados[136].

3.4.2.1. El algoritmo de muestreo anidado.

La primera alternativa a los métodos MCMC, fue introducida por Skilling en 2004
[128], a través del algoritmo de muestreo anidado. Mientras que los MCMC están
diseñados para generar muestras de la distribución de probabilidad a posteriori, el
algoritmo de muestreo anidado tiene como objetivo principal el cálculo de la evidencia
generando como subproducto las muestras de la distribución a posteriori. Es decir,
al determinar la evidencia a través de las muestras anidadas, éstas se ponderan y,
gracias al teorema de Bayes, pasan a ser muestras de la distribución de probabilidad
a posteriori [136] [65].

Puesto que la integral de la evidencia (3.33), es una integral multidimensional, en
nuestro caso de 75−77 dimensiones 21, el algoritmo de muestreo anidado la aproxima
a una unidimensional, escribiéndola en términos del volumen de la distribución de
probabilidad a priori cuyo contorno está definido por una función de isoverosimilitud
L(X) que cubre todos los valores tales que L(θ) > L∗ [136], [65], [129], [128]. Siendo
dicho volumen,

X(L∗) =

∫
L(θ)>L∗

π(θ)dθ, (3.55)

al invertirlo, como la distribución a priori está normalizada, entonces X(L∗ = 0) = 1
y X(L∗ =∞) = 0, y la evidencia podrá expresarse como,

Z =

∫ 1

0
L(X)dX. (3.56)

Los pasos que sigue el algoritmo de muestreo anidado, son los siguientes:

1. Se rellena el espacio de parámetros con un conjunto de N puntos extraídos de la
distribución de probabilidad a priori, denominados “puntos vivos” (θ1, ..., θN ) ∈
(0, 1), a los cuales se les asocia, a cada uno, su correspondiente verosimilitud
(L(θ1), ...,L(θN )) [129], [65], [128]. Este proceso, se representa en la figura (4.6),
donde podemos observar la asociación entre los puntos de la distribución de
probabilidad a priori, los puntos vivos ∈ (0, 1), con sus correspondientes contor-
nos de isoverosimilitud (imagen de la derecha) siendo ordenados en volumenes
cerrados de la masa X(L∗) (imagen de la izquierda).

21Los 15 − 17 parámetros físicos más los parámetros para cada detector que modelan la incerti-
dumbre sistemática en los datos
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Figura 3.13: Esquema del primer paso del algoritmo de muestreo anidado. Los contor-
nos anidados, contienen el volumen de la distribución de probabilidad a priori. Imagen

del artículo [128].

2. Para cada iteración i = 1, ..., j, empezando por X0 = 1 y Z = 0, se realizan los
siguientes pasos representados en la figura (3.14) [129], [65], [128]:

Figura 3.14: Las 5 primeras iteraciones para un conjunto de tres puntos. Los contornos
de verosimilitud se van contrayendo un área exp−1/3. Imagen del artículo [128].

Se escoge el peor punto vivo 22, es decir, el que tiene menor Li y mayor Xi

y se guarda su Li.

Se define Xi = e−i/N .

Se establece un ancho wi = Xi−1 −Xi, para el volumen de la distribución
de probabilidad a priori. También podría haberse utilizado la regla de los
trapecios, sin embargo, el paquete de python utilizado para este muestreo
“dynesty” utiliza dicha definición.

Se incrementa Z con Liwi. Notemos que la distribución de probabilidad a
posteriori, se encuentra en una pequeña fracción de la distribución a priori
e−I , siendo I,

I =

∫
log(dP/dX)dP. (3.57)

Se reemplaza el punto vivo escogido, que pasaremos a llamar como “punto
muerto”, por otro punto vivo extraído de la distribución de probabilidad a
priori dentro de L(θ) > Li. El θ de este nuevo punto vivo, es determinado
a partir de una transformada a priori τ .

Al final de todas las iteraciones, debemos quedarnos con N muestras indepen-
dientes, que serán los puntos muertos.

22Recordar que para conseguir un ajuste decente, debemos tener una alta verosimilitud con un
volumen de la distribución de probabilidad a priori mínimo
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3. Se incrementa Z, rellenando 0 < X < Xj con w = N−1Xj para cada punto
muerto [129], [65], [128].

En otras palabras, el algoritmo funciona poblando el espacio de parámetros por un
conjunto de N puntos vivos extraídos de la distribución de probabilidad a priori. En
cada iteración, el punto de menor verosimilitud es eliminado del conjunto de puntos
vivos y se extraen nuevas muestras de la distribución a priori hasta que se encuentra
un punto con mayor verosimilitud que el punto eliminado [136]. De esta manera, el
volumen de la región de la distribución de probabilidad a priori que es muestreada, se
ve reducida al volumen contenido en el hiperplano de verosimilitud mínima constan-
te para el actual número de puntos vivos. Cuando el dominio de puntos vivos se ha
reducido lo suficiente, se hace difícil seleccionar puntos de mayor verosimilitud uni-
formemente del espacio restringido de la distribución a priori. Para solucionar esto, la
librería implementada en esta tesis ’Bilby’, a través de ’dynesty’, lo que hace es selec-
cionar nuevos puntos a través de caminatas aleatorias utilizando un algoritmo MCMC
modificado, a partir de la muestra que se reemplaza. La probabilidad de transición
de la cadena de Markov, viene determinada por la distribución actual de los puntos
vivos. El número de pasos en la cadena se determina de manera que su longitud de
autocorrelación sea al menos un múltiplo del parámetro ’nact’. Es decir, el algoritmo
MCMC necesitará por lo menos ’n’ pasos para extraer una nueva muestra de la distri-
bución a priori restringida. Por este motivo, el algoritmo de muestreo anidado es capaz
de resolver problemas multimodales, convirtiéndolo en un instrumento necesario para
explorar espacios de parámetros multidimensionales como el nuestro.

La evidencia se determina al asignar a cada punto eliminado, es decir, a cada punto
muerto, un volumen wi(~t) y calculando

Z(~t) ∼
1∑

i∈muerto
Liwi(~t), (3.58)

con ~t = t1, t2, ..., tNmuerto ∈ (0, 1) es un conjunto de variables aleatorias para los N
puntos muertos [129], [65], [128].

A través de una condición de terminación, es posible estimar un límite superior en
cada iteración para determinar la evidencia.

Utilizando el teorema de Bayes, las muestras anidadas utilizas para la evidencia Z(~t),
se convierten en muestras de la distribución de probabilidad a posteriori [129], [65],
[128],

pi(~t) =
wi(~t)Li∑
i Liwi(~t)

=
wi(~t)Li
Z(~t)

. (3.59)

Debido a este proceso, el algoritmo de muestreo anidado, tiene las siguientes ventajas
frente a un método MCMC tradicional [132]:

El algoritmo de muestreo anidado, puede estimar directamente tanto Z como
la distribución de probabilidad a posteriori. Mientras que los métodos MCMC,
sólo estiman la distribución a posteriori.

El algoritmo de muestreo anidado puede muestrear distribuciones multimodales,
mientras que para los métodos MCMC ésto representa un desafio.

Mientras que muchos criterios de terminación para MCMC están basados en
obtener un número de muestras efectivo, el muestreo anidado posee criterios de
terminación bien motivados centrados en la estimación de la evidencia.
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Los métodos MCMC deben converger (“burn in”) a la distribución posterior
antes que las muestras generadas sean válidas. El algoritmo de muestreo anidado,
no sufre problemas similares porque el método se integra suavemente sobre la
distribución a posteriori a partir de la distribución a priori.

Los incovenientes que tiene este algoritmo, son [132]:

Requiere una transformada a priori.

Su tiempo de ejecución es sensible al volumen que tenga la distribución de
probabilidad a priori.

La velocidad de integración de la distribución posterior es siempre constante.

Mientras que los dos primeros son inherentes a la estrategia del algoritmo, el último
no lo es. Por este motivo, este algoritmo descrito se le conoce también como muestreo
anidado estático. En 2017, se desarrolló el algoritmo de muestreo anidado dinámico
[61], cuyo cambio principal es el de variar durante el tiempo de ejecución, el número
de puntos vivos.

3.4.2.1.1 El algoritmo de muestreo anidado estático en paralelo.

En esta tesis, se ha aplicado el algoritmo de muestreo anidado estático en paralelo
para realizar las estimaciones de parámetros, puesto que reduce significativamente el
tiempo de análisis.

La inferencia bayesiana en la astronomía de ondas gravitacionales, presenta dos gran-
des desafios:

los espacios de parámetros que tienen una dimensión alta, son difíciles de explo-
rar de manera eficiente,

generando un coste computacional elevado.

Al realizar inferencias en señales individuales de la coalescencia de binarias compactas,
el tiempo de análisis, conocido como “muro temporal”, puede oscilar entre varias horas,
varias semanas, meses o incluso años. Los casos más costosos corresponden a los
análisis físicamente más realistas e importantes, pero su alto muro temporal representa
un obstáculo para el descubrimiento físico. Las técnicas que emplean la reducción de la
dimensión en la estimación de parámetros, pueden mitigar estos efectos. Sin embargo,
se vuelven exponencialmente más difíciles de aplicar a medida que aumenta el espacio
de parámetros en los modelos de forma de onda. En nuestro caso, además de los
17 parámetros astrofísicos descritos, el modelo de calibración de los datos utiliza un
conjunto de diez amplitudes y diez fases para modelar la incertidumbre sistemática en
los datos. De manera que, los datos de una red de tres detectores, los dos de LIGO y
Virgo, se describen mediante 75−77 parámetros que deben inferirse simultáneamente
[131].

Por este motivo se ha utilizado este algoritmo, ya que permite reducir significativa-
mente el muro temporal implementándolo en un clúster CPU de alto rendimiento,
como los empleados: Picasso y MareNostrum. La reducción en el muro temporal, es-
cala casi de forma lineal con el número de CPUs en el clúster, pudiendo pasar de un
tiempo de varios años a hacerlo en una semana.

La diferencia fundamental respecto al orginal, es que las muestras son extraídas de
la distribución a priori en paralelo en cada iteración. Esto es posible, puesto que
cada iteración es independiente del estado del algoritmo en las iteraciones previas,
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es decir, extraer en serie las muestras de la distribución a priori es equivalente a
extraerlas simultáneamente. El muestreo en paralelo se implenta en los nnucleos de la
CPU a través de una interfaz de paso de mensajes o MPI 23. Se utiliza un modelo
maestro/esclavo, donde el nodo “maestro” organiza los puntos vivos/muertos y estima
su evidencia, mientras que el resto de nodos nnucleos − 1 “esclavos” buscan nuevos
puntos vivos. En cada iteración i, una CPU j toma el mismo punto vivo de menor
verosimilitud Lmin. La muestra θi,j es extraída desde la distribución de probabilidad
a priori y aceptada según la restricción L(d|θi,j) > Lmin 24. De manera que, una vez
recopiladas las muestras n′ ≤ nnucleos−1, se utilizan para actualizar la lista de puntos
vivos y muertos [131].

23Define la semántica y sintaxis de las rutinas de una biblioteca de paso de mensajes.
24Notar que es la misma restricción que antes habíamos llamado L(θ) > L∗.
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Capítulo 4
Descripción y resultados de la tesis.

Sección 4.1. Descripción del proyecto.
Sección 4.2. Resultados obtenidos.

Este capítulo desarrolla el problema planteado y expone y analiza los resultados ob-
tenidos.

4.1. Descripción del proyecto.

Esta tesis presenta una investigación sobre el efecto de la implementación de los armó-
nicos subdominantes y la precesión en el nuevo modelo IMRPhenomXPHM. A través
de la estimación de parámetros de los eventos de ondas gravitacionales GW150914,
GW170729 y GW190814, se revelará la importancia de dicha incorporación, compa-
rando las distribuciones de probabilidad a posteriori de varios parámetros, obtenidas a
través de diferentes análisis utilizando los modelos IMRPhenomXHM, IMRPhenomXP
y IMRPhenomXPHM.

4.1.1. Implementación.

Para ello se ha utilizado la librería de inferencia bayesiana para la astronomía de ondas
gravitacionales: Bilby [17]. Fue desarrollada en 2018 por la colaboración LIGO, con
el objetivo de adaptarse de la forma más sencilla posible a los diferentes problemas
subyacentes de dicha astronomía. En el contexto de las ondas gravitacionales proce-
dentes de binarias compactas, permite extraer información sobre las propiedades de
los brotes de rayos gamma, sobre los parámetros físicos de las estrellas de neutro-
nes, la formación de los objetos compactos binarios, propiedades sobre poblaciones
de fuentes de ondas gravitacionales y permite realizar pruebas sobre la teoría de la
relatividad general [12]. En concreto, se ha utilizado para inferir las propiedades de
las fuentes de los eventos GW150914, GW170729 y GW190814 en todas las fases de
la onda gravitacional.

Con el objetivo de optimizar el tiempo de computación se ha empleado un código de
python escrito por Maite Mateu-Lucena, miembro del Grupo de Física Gravitacional:
teoría y observación de la UIB, que utiliza parallel bilby (pBilby), una implementa-
ción en paralelo de Bilby que utiliza una interfaz de paso de mensajes (MPI) para
distribuir el paquete de algoritmo de muestreo anidado estático dynesty a través de
varias CPUs. Específicamente se utilizaron los clústers CPU de alto rendimiento: Ma-
renostrum (Barcelona Supercomputing Center) y Picasso (Universidad de Málaga).
La comunicación entre los diferentes nodos por MPI, se realizó instalando los paquetes
mpi4py y schwimmbad.

Se estudiaron 32s de los datos de los detectores LIGO-Hanford, LIGO-Livingston
para el evento GW150914, junto con el detector Virgo para los eventos GW170729
y GW190814, disponibles en los catálogos de la colaboración LIGO-Virgo abiertos
al público GWTC-1 y GWTC-2 [34]. En dichos catálogos se encuentran además las
densidades espectrales de potencia (PSD) y los datos asociados a las incertidumbres
en la calibración, definidos con la amplitud y fase descritos en (3.4.1.6), para cada
detector en cada evento, necesarios para realizar la estimación de parámetros.
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Con estos datos, el Grupo de Física Gravitacional: teoría y observación, realizó dife-
rentes ejecuciones del programa, utilizando como plantilla diferentes modelos de ondas
gravitacionales que incluían o bien los armónicos subdominantes (IMRPhenomXHM)
o la precesión (IMRPhenomXP) o ambos a la vez (IMRPhenomXPHM). Para cada
uno se fueron modificando los parámetros del algoritmo, con el objetivo de poder ob-
servar qué ejecución obtenía una mejor convergencia en los resultados. En el modelo
IMRPhenomXPHM, se hicieron varias ejecuciones para las dos versiones implemen-
tadas utilizadas para describir la precesión: NNLO y MSA, cambiando el espín final
del objeto resultante de la coalescencia en 0, 1, 2 y 3.

Con los archivos resultantes de dichas ejecuciones, se utilizó el paquete de Python
PEsummary para procesar y visualizar las muestras de la distribución de probabilidad
a posteriori para los tres eventos.

4.1.2. Planteamiento.

Esta tesis puede dividirse en los cuatro estudios siguientes, realizados para cada evento:

Primero se estudió la convergencia de cada ejecución en cada modelo, según dos
números de puntos vivos ’Nlive’ fijos para diferentes valores del parámetro ’nact’.
La siguiente tabla (4.1), resume las ejecuciones realizadas:

Modelo Parámetros del algoritmo

IMRPhenomXHM Nlive = 512, 2048
nact = 10, 30, 50

IMRPhenomXPHM/XP Nlive = 512, 2048
nact = 10, 30

Cuadro 4.1: Ejecuciones realizadas para cada modelo.

La elección de estos parámetros, es una cuestión que depende del evento y de
los parámetros a estimar. No existe una fórmula en concreto que nos diga exac-
tamente cúales son los valores adecuados. Sin embargo, sí que se tiene una idea
general de cuales son los más convenientes. El paquete dynesty, recomienda
50 · ndim puntos vivos por cada moda esperada 1. Teniendo en cuenta que, los
espines y los parámetros extrínsecos se encuentran muy correlacionados entre sí,
es de esperar que como mínimo la distribución de probabilidad a posteriori sea
bimodal o trimodal para dichos parámetros. Por este motivo, con los 15 pará-
metros que describen la coalescencia de la binaria compacta, podemos asegurar
que con ∼ 2000 puntos vivos podremos obtener unos resultados aceptables. La
elección de escoger 1/4 de 2048, proviene de comprobar si efectivamente se ob-
tiene una peor convergencia o si con la modulación del nuevo parámetro nact
incorporado recientemente, es suficiente para obtener buenos resultados con un
número de puntos vivos bajo y un nact alto.
Según los resultados del estudio anterior, se realizó un estudio de la precesión
del nuevo modelo según las diferentes versiones (MSA o NNLO) y espines finales
(0, 1, 2 o 3).

Se comparó los resultados obtenidos para el modelo IMRPhenomXPHM para el
evento GW170729 con la literatura, en concreto con la publicación [13].

Finalmente se estimó de nuevo los parámetros q y χeff del artículo [13].

1La moda de una distribución de probabilidad continua es cualquier valor en el que su función de
densidad de probabilidad posea un máximo local. Es decir, cualquier pico es una moda.
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En todas las ejecuciones para los tres eventos, se utilizaron las mismas distribuciones
de probabilidad a priori descritas en la sección (3.4.1.2).

4.2. Resultados obtenidos.

4.2.1. GW170729.

Este evento observado el 29 de julio de 2017, representa una de las detecciones más
interesantes dentro de los catálogos GWTC-1 y GWTC-2. Es el segundo más masivo,
tras GW190521, con una masa final de ∼ 85M� y el cuarto más distante a ∼ 3Gpc.
Además es uno de los pocos eventos con espines distintos a cero y un espín efectivo
de (0.11− 0.58) dentro de un intervalo de credibilidad del 90 %. El hecho de que sea
uno de los más masivos, lo convierte en un candidato ideal para observar el efecto de
los armónicos subdominantes en los modelos.

4.2.1.1. Estudio de la convergencia.

4.2.1.1.1 Resultados para el modelo IMRPhenomXHM.

La siguiente figura (4.1) presenta un gráfico de esquina donde podemos observar las
distribuciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones para los pará-
metros relacionados con las masas de la binaria, para el modelo IMRPhenomXHM
variando los parámetros del algoritmo en: Nlive = 2048, 512 y nact = 50, 30, 10. Por
completitud, en el apéndice (D) se han añadido dos gráficos de esquina más, para los
parámetros relacionados con la ubicación de la fuente en la esfera celeste, el ángulo de
polarización, la fase orbital, los parámetros relacionados con los espines y la distancia
luminosa.

Figura 4.1: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo IMRPhenomXHM, variando los parámetros del algoritmo.
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Mientras que las distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales nos pro-
porcionan una estimación de los parámetros estudiados. Las distribuciones bidimen-
sionales, nos muestran las correlaciones existentes entre ellos. Observando esta figura,
e incluyendo las del apéndice (D), (D.1) y (D.2), los parámetros extrínsecos parecen ser
más difíciles de estimar que los intrínsecos, puesto que presentan distribuciones más
multimodales. Destacamos la ventaja que proporciona la estimación del parámetro
χeff , sin modalidad, frente a la de los espines, en la figura (D.2).

En los histogramas de las distribuciones de probabilidad a posteriori en una dimensión
para cada parámetro, podemos observar claramente como la elección de Nlive = 512
y nact = 30, 10, constituye la peor de todas ellas. A primera vista parece que dichas
distribuciones podrían ser las que convergen mejor al sobresalir ligeramente por encima
de las demás, en el sentido de que el ancho de estas distribuciones es más estrecho
de manera que el intervalo de credibilidad es menor y por lo tanto se debería obtener
una mejor estimación. Sin embargo, observando los bordes de los contornos de iso-
verosimilitud en las distribuciones bidimensionales, nos damos cuenta que para esa
elección correspondiente a los colores rosa y rojo, fluctuan demasiado. Los bordes no
están bien definidos. Es decir, con esa elección de parámetros Nlive = 512 y nact =
30, 10 el algoritmo no ha obtenido la resolución necesaria para dar una distribución
sólida y lo que vemos en las fluctuaciones o en los bins separados por demasiada altura,
no son más que errores sistemáticos producidos en el muestreo.

Descartando entonces los modelos rojo y rosa, observamos que los otros tres poseen
distribuciones practicamente iguales. De hecho, calculando la divergencia de Jensen-
Shannon para todos los parámetros, siendo el cero un valor que indica que las distri-
buciones son idénticas y la unidad que son totalmente divergentes, vemos que dan del
orden de 10−4.

Figura 4.2: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la

binaria, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parámetros del algoritmo.
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4.2.1.1.2 Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXP.

Las figuras (4.2) y (4.3) representan dos gráficos de esquina con las distribuciones de
probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones, para los parámetros relacionados
con las masas de la binaria, para los modelos IMRPhenomXP y IMRPhenomXPHM
respectivamente, variando los parámetros del algoritmo en: Nlive = 2048, 512 y nact =
30, 10. Por completitud, en el apéndice (D) se han añadido dos gráficos de esquina
más, para cada modelo, con los mismos parámetros de la sección anterior. Al igual

Figura 4.3: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del algoritmo.

que sucedía en la sección anterior, observando las figuras (4.2) y (4.3) junto con las
del apéndice (D) para cada modelo, observamos que los parámetros extrínsecos son
más difíciles de estimar que los intrínsecos, debido a que son más multimodales.

En los bins de los histogramas de las distribuciones de probabilidad a posteriori en una
dimensión para cada parámetro de los modelos rojo y verde, así como en las fuertes
fluctuaciones presentes en las distribuciones bididmensionales para dichos modelos,
podemos volver a notar el error sistemático producido en el muestreo, al necesitar
unos parámetros del algoritmo más altos para poder obtener unas distribuciones sóli-
das. Sin embargo, por lo general podemos apreciar menores fluctuaciones en el modelo
IMRPhenomXPHM que en el IMRPhenomXP, debido a la inclusión de los armóni-
cos subdominantes. De hecho, comparando todos las distribuciones de probabilidad a
posteriori unidimensional para todos los parámetros en los dos modelos, como las re-
presentadas en la siguiente figura (4.4), observamos como efectivamente la inclusión de
estos armónicos subdominantes, repercute en la convergencia de dichas distribuciones.

Descartando los modelos rojo y verde por poseer fuertes fluctuaciones, observamos
cómo en los gráficos de la fila inferior de la figura (4.4) correspondientes al modelo
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IMRPhenomXPHM, se obtiene un mejor comportamiento en términos de la obten-
ción de unos bordes con menos fluctuaciones y menor modalidad, traducido en un
mayor estrechamiento de la distribución y por tanto en una mejor estimación de los
parámetros, en comparación con los gráficos superiores correspondientes al modelo
IMRPhenomXP. Notar que este comportamiento, es debido exclusivamente a la im-

Figura 4.4: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a poste-
riori unidimensional de los parámetros q y χeff , para los modelos IMRPhenomXPHM
(fila inferior) y IMRPhenomXP (fila superior), variando los parámetros del algoritmo.

plementación de los armónicos subdominantes en el modelo, puesto que la resolución
que comparamos es la misma para cada color. Los siguientes gráficos (4.5) correspon-
dientes a la evolución de la convergencia de las muestras para ese mismo parámetro
q para los modelos IMRPhenomXPHM (figura izquierda) y IMRPhenomXP (figura
derecha) ambos con Nlive = 2048 y nact = 10, muestran este efecto.

Figura 4.5: Evolución de las muestras del parámetro q para los modelos IMRP-
henomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXP (derecha) ambos con Nlive = 2048 y

nact = 10.

Como podemos observar, teniendo ambos modelos la misma resolución, el correspon-
diente al de IMRPhenomXPHM posee una densidad de las muestras más concentrada
en la zona a converger entre 0.3 − 0.7, revelando la importancia de la implementa-
ción de los armónicos subdominantes en la estimación de parámetros. Este mismo
comportamiento, es visible en el resto de parámetros.
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4.2.1.1.3 Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXHM.

Una vez comprobado que el modelo IMRPhenomXPHM presenta mejores resultados,
comparémoslo con la versión sin precesión IMRPhenomXHM estudiada anteriormente.
Puesto que las distribuciones dan prácticamente las mismas para nact = 10, 30 y 50,
se escogió nact = 10 para disminuir el tiempo de ejecución.

La siguiente figura (4.6) junto con las del apéndice (D) para estos dos modelos, nos
indica que una vez más, los parámetros extrínsecos son más difíciles de estimar que
los intrínsecos.

Figura 4.6: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la
binaria, para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXP, con Nlive = 2048 y

nact = 10.

Observando esta figura (4.6), ahora que ya no tenemos los errores del muestreo, nos
damos cuenta que realmente no hay mucha diferencia en las distribuciones al añadir o
no la precesión. De hecho, estudiando de nuevo la evolución de la convergencia de las
muestras para el parámetro q en estos modelos, mostrada en la siguiente figura (4.7),
nos fijamos que apenas hay diferencia entre uno y otro en la densidad de las muestras
entre 0.3− 0.7; en comparación con la que si había en (4.5).
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Figura 4.7: Evolución de las muestras del parámetro q para los modelos IMRP-
henomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXHM (derecha) ambos con Nlive = 2048 y

nact = 10.

4.2.1.2. Estudio de la precesión.

En la sección anterior, vimos que realmente parecía no haber mucha diferencia entre
el modelo con precesión y sin precesión. Estudiemos con más detalle la precesión
de IMRPhenomXPHM con la elección de Nlive = 2048 y nact = 10, cambiando los
parámetros del propio modelo en el espín final del objeto resultante FS = 0, 1, 2, 3 y
las dos diferentes versiones implementadas para describir la precesiónMSA o NNLO.
Por defecto, el modelo toma FS = 3 y MSA, veamos qué pasa cuando lo variamos.

Figura 4.8: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la
binaria, para IMRPhenomXPHM, con Nlive = 2048 y nact = 10, variando los paráme-

tros del modelo.
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Fijándonos en esta figura (4.8) junto con las del apéndice (D), deducimos que realmen-
te no hay mucha diferencia con el conjunto de parámetros que se toma por defecto,
la curva cian. Podríamos pensar que quizás el modelo rojo, presenta una mejor con-
vergencia al tener un ancho de la distribución más estrecho. Pero comparando este
modelo con el cian, como podemos ver en la siguiente figura (4.9) y en las del apéndice
(D), no parece haber estadísticamente una diferencia significativa en la convergencia.

Figura 4.9: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo por defecto y el modelo rojo, con Nlive = 2048 y nact = 10.

De hecho, calculando la divergencia de Jensen-Shannon para los parámetros de la
figura (4.8), siendo el cero un valor que indica que las distribuciones son idénticas y
la unidad que son totalmente divergentes, se obtiene para todos los modelos un orden
de entre 10−3 − 10−4.

4.2.1.3. Comparando los resultados obtenidos con la literatura y el catá-
logo GWTC-1.

En esta sección compararemos los resultados obtenidos para el modelo IMRPhe-
nomXPHM siendo Nlive = 2048 y nact = 10 con el catálogo GWTC-1 y el artículo de
Katerina Chatziioannou et al, publicado en noviembre de 2019 [13].

Este artículo fue el primero en el cual se realizó el análisis de un evento cuyo cociente
de masas q era alto, y por lo tanto se pudo estudiar las contribuciones de los modos
subdominantes en la estimación de parámetros. Sin embargo, los modelos utilizados
aún no eran muy maduros, o bien contenian sólo el efecto de la precesión (IMRP-
henomPv2, SEOBNRv3) o bien sólo los armónicos subdominantes (IMRPhenomHM,
SEOBNRv4HM). Únicamente NRSur7dq2 contenía tanto precesión como armónicos
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subdominantes, pero este modelo sólo esta calibrado cuando el cociente de masas es
q ∼ 2, que en realidad no es suficiente para este evento. Además el modelo IMRPhe-
nomHM no está calibrado a NR para dichos armónicos y la calibración del armónico
dominante a NR se encuentra desactualizada puesto que se realizó antes de la primera
detección GW150914. En consecuencia existe bastante dispersión entre los modelos
de forma de onda para los parámetros estudiados.

Debido a la alta masa del agujero negro principalm1 = 50.6+16.6
−10.2M� y al espín no nulo,

en el artículo consideraron si estas podían ser las evidencias para la posibilidad de que
la formación del agujero negro masivo proveniera de una fusión anterior. De manera
que se plantearon dos escenarios posibles, de primera (1g) y segunda generación (2g),
adaptando las distribuciones de probabilidad a priori para cada situación 2. Al ser de
segunda generación, explicaría el alto cociente entre las masas de la binaria así como
su alto valor de espín.

Las formas de onda a comparar con nuestro modelo precesante IMRPhenomXPHM,
que modela los modos (2, 2), (2, 1), (3, 3), (3, 2) y (4, 4), son

Modelo de onda Dinámica del espín Modos (l, |m|) Fuente
SEOBNRv3 Precesante (2, 2) GWTC-1

IMRPhenomPv2 Precesante (2, 2) GWTC-1 y literatura
IMRPhenomHM Alineado (2, 2), (2, 1), (3, 3), (3, 2), (4, 4), (4, 3) Literatura
SEOBNRv4HM Alineado (2, 2), (2, 1), (3, 3), (4, 4), (5, 5) Literatura

Cuadro 4.2: Tabla de los modelos estudiados procedentes de la literatura y GWTC-1
para comparar con IMRPhenomXPHM.

Las muestras de la distribución a posteriori que utilizaron en el artículo se pueden
encontrar en [32].

Figura 4.10: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-
sas de la binaria, el cociente de masas y el espín efectivo, para el modelo azul a estudiar,
los dos modelos naranja y verde del catálogo GWTC-1 y el modelo IMRPhenomPv2

de la literatura en rojo y rosa para los escenarios 1g y 2g respectivamente.

2Las distribuciones de probabilidad a priori elegidas en el artículo son las mismas que las escogidas,
descritas en la sección (3.4.1.2).
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4.2.1.3.1 Comparación con el catálogo GWTC-1 y el modelo IMRPhe-
nomPv2 de la literatura.

En la figura (4.10) se muestran algunas de las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori unidimensionales realizadas, que comparan el modelo IMRPhenomXPHM a
estudiar en azul, con los modelos del catálogo GWTC-1, IMRPhenomPv2 en naranja
y SEOBNRv3 en verde, junto con el modelo IMRPhenomPv2, para los dos diferentes
escenarios 1g y 2g de la literatura utilizando distribuciones de probabilidad a priori
adaptadas, diferentes a las empleadas en IMRPhenomXPHM. Los modelos de los ca-
tálogos no guardan las muestras para los parámetros q y χeff , motivo por el cual no
se encuentran representados.

Tal y como apreciamos en la distribución rosa para el cociente de masas q = 0.55+0.23
−0.20,

debido a la elección adaptada de las distribuciones de probabilidad a priori para el
escenario 2g, el modelo apoya la situación de masas desiguales en la binaria. En seguida
nos damos cuenta de la preferencia de los modelos hacia el de 2g, y en concreto el
modelo con armónicos subdominantes IMRPhenomXPHM. En las distribuciones para
el parámetro χeff , observamos que el escenario 1g apoya más a unas componentes no
nulas.

4.2.1.3.2 Comparación con el modelo IMRPhenomHM.

Comparemos las distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales, entre
IMRPhenomXPHM en azul y el modelo IMRPhenomHM de la literatura, para la
misma elección de distribuciones de probabilidad a priori (Table II) y para los dos
diferentes escenarios 1g y 2g (Table III).

Figura 4.11: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-
sas de la binaria, el cociente de masas y el espín efectivo, para el modelo azul a estudiar
y el modelo IMRPhenomHM de la literatura con los mismos priors utilizados (naranja)

y en rojo y rosa para los escenarios 1g y 2g respectivamente.

El comportamiento de las distribuciones frente a 1g y 2g es el mismo que el de la
sección anterior. Nos fijamos además que al presentar armónicos subdominantes, se
otiene una mayor convergencia en las gráficas con respecto a la figura anterior.
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4.2.1.3.3 Comparación con el modelo SEOBNRv4HM.

Finalmente comparamos las distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensio-
nales, entre IMRPhenomXPHM en azul y el modelo SEOBNRv4HM de la literatura,
para la misma elección de distribuciones de probabilidad a priori (Table II) y para los
dos diferentes escenarios 1g y 2g (Table III).

Figura 4.12: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-
sas de la binaria, el cociente de masas y el espín efectivo, para el modelo azul a estudiar
y el modelo SEONRv4HM de la literatura con los mismos priors utilizados (naranja)

y en rojo y rosa para los escenarios 1g y 2g respectivamente.

El comportamiento es bastante similar a la de la figura anterior. Únicamente obser-
vamos que por lo general el modelo azul que ponemos a prueba, presenta una menor
difencia con el modelo SEOBNRv4HM en naranja, que frente al que daba con IMRP-
henomHM.

4.2.1.4. Mejorando la estimación de parámetros para q y χeff .

Figura 4.13: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para q y
χeff .
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Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos hacer una elección de los me-
jores modelos que tenemos actualmente para estimar dentro de un intervalo de credi-
bilidad del 90 % los parámetros q y χeff . Estos modelos son: IMRPhenomXPHM/XP
y IMRPhenomXHM de las ejecuciones realizadas con Nlive = 2048 y nact = 10 y
IMRPhenomHM y SEOBNRv4HM del artículo mencionado utilizando las mismas
distribuciones de probabilidad a priori.

En la siguiente tabla observamos las estimaciones obtenidas de los parámetros q y
χeff , utilizando varios modelos.

Modelo de onda q χeff

IMRPhenomXPHM_N2048_NA10_Dmarg 0.58+0.34
−0.23 0.30+0.21

−0.31

IMRPhenomXP_N2048_NA10_Dmarg 0.62+0.33
−0.25 0.35+0.19

−0.25

IMRPhenomXHM_N2048_NA10_Dmarg 0.55+0.34
−0.21 0.28+0.23

−0.32

TableII_unifchi_SEOBNRv4HM 0.60+0.33
−0.20 0.34+0.26

−0.25

TableII_unifchi_IMRPhenomHM 0.550.32
−0.18 0.36+0.20

−0.25

Media (0.366− 0.912) (0.05− 0.544)

Cuadro 4.3: Tabla con las estimaciones de los parámetros q y χeff para varios mo-
delos.

Figura 4.14: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de
la binaria, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parámetros del algoritmo.
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4.2.2. GW150914.

El primer evento constituye uno de los más masivos existentes dentro del primer catá-
logo GWTC-1. Por lo tanto su reanálisis utilizando modelos que incluyan armónicos
subdominantes, podrá restringir al igual que en el evento anterior, las estimaciones de
parámetros respecto a los análisis que se hayan hecho anteriormente.

4.2.2.1. Estudio de la convergencia.

4.2.2.1.1 Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhe-
nomXP.

Figura 4.15: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXP (derecha),

variando los parámetros del algoritmo.

En las figuras (4.14) y (4.15) se representa dos gráficos de esquina con las distribu-
ciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones, para los parámetros
relacionados con las masas de la binaria, para los modelos IMRPhenomXP y IMRP-
henomXPHM respectivamente, variando los parámetros del algoritmo en: Nlive =
2048, 512 y nact = 30, 10. Por completitud, en el apéndice (D) se han añadido dos
gráficos de esquina más, para cada modelo, con los mismos parámetros de la sección
anterior.

Al igual que sucedía con el evento anterior, observando ambas figuras junto con las
del apéndice (D) para cada modelo, observamos que los parámetros extrínsecos son
más difíciles de estimar que los intrínsecos, debido a que son más multimodales.

De igual manera vemos que la elección de Nlive = 512 y nact = 30, 10, constituye
la peor de todas ellas. Puesto que observando los bordes de los contornos de iso-
verosimilitud en las distribuciones bidimensionales para el rojo y el verde, nos damos
cuenta que fluctuan demasiado. El algoritmo no ha obtenido la resolución necesaria
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para dar una distribución sólida y lo que vemos son errores sistemáticos producidos
en el muestreo.

Descartando los modelos rojo y verde por poseer fuertes fluctuaciones, observamos
cómo en los gráficos de la fila inferior de la figura (4.16) correspondientes al mode-
lo IMRPhenomXPHM, se obtiene un mejor comportamiento, traducido en un ma-
yor estrechamiento de la distribución y por tanto en una mejor estimación de los
parámetros, en comparación con los gráficos superiores correspondientes al modelo
IMRPhenomXP.

Figura 4.16: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para los
parámetros q y χeff , para los modelos IMRPhenomXP (figura superior) y IMRPhe-

nomXPHM (figura inferior), variando los parámetros del algoritmo.

De nuevo hacemos notar que este efecto se debe a la implementación de los armónicos
subdominantes en el modelo, puesto que la resolución que comparamos es la misma
para cada color.

4.2.2.1.2 Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhe-
nomXHM.

En la figura (4.17) se representa un gráfico de esquina donde podemos observar las
distribuciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones para los pará-
metros relacionados con las masas de la binaria, para el modelo IMRPhenomXHM
variando los parámetros del algoritmo en: Nlive = 2048, 512 y nact = 50, 30, 10. Por
completitud, en el apéndice (D) se han añadido dos gráficos de esquina más, para los
parámetros relacionados con la ubicación de la fuente en la esfera celeste, el ángulo de
polarización, la fase orbital, los parámetros relacionados con los espines y la distancia
luminosa.

Al igual que en el modelo anterior, observamos que la elección de Nlive = 512 y
nact = 30, 10 constituye la peor de todas ellas, puesto que presenta errores sistemáticos
producidos en el muestreo. Descartando entonces los modelos rosa y rojo, los otros
tres poseen distribuciones practicamente iguales.

Calculando la divergencia de Jensen-Shannon para todas las distribuciones de todos los
parámetros para este modelo IMRPhenomXHM junto con las de IMRPhenomXPHM,
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Figura 4.17: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de la
binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM (izquierda) y IMRPhenomXHM (derecha),

variando los parámetros del algoritmo.

siendo el cero un valor que indica que las distribuciones son idénticas y la unidad que
son totalmente divergentes, se obtienen valores del orden de 10−3 − 10−4.

Figura 4.18: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-
sas y espines de la binaria, para el modelo IMRPhenomXPHM y IMRPhenomXP con

Nlive = 2048 y nact = 10, comparándolos con los modelos de la literatura.
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4.2.2.2. Comparación con el catálogo GWTC-1.

En la sección (4.2.2.1.1) vimos que el modelo IMRPhenomXPHM con Nlive = 2048
era el preferido frente al resto. En el siguiente análisis se ha considerado estos puntos
vivos Nlive = 2048 y nact = 10, para disminuir el tiempo de ejecución, comparando
los modelos IMRPhenomXPHM con el IMRPhenomXP.

En general, podemos observar en la figura (4.18) que las distribuciones correspondien-
tes con los modelos IMRPhenomXP y IMRPhenomXPHM convergen adecuadamente
según lo esperado con la literatura. La inclusión de los armónicos subdominantes en
el modelo IMRPhenomXPHM mejora de hecho la estimación de parámetros.

4.2.2.3. Mejorando la estimación de parámetros para q y χeff .

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos hacer una elección de los mejo-
res modelos que tenemos actualmente para estimar dentro de un intervalo de credibi-
lidad del 90 % los parámetros q y χeff . Estos modelos son: IMRPhenomXPHM/XP,
IMRPhenomXHM y IMRPhenomXAS de las ejecuciones realizadas con Nlive = 2048
y nact = 10.

Figura 4.19: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para q y
χeff .

En la siguiente tabla observamos las estimaciones obtenidas de los parámetros q y
χeff , utilizando varios modelos.

Modelo de onda q χeff

IMRPhenomXPHM_N2048_NA10_Dmarg 0.87+0.12
−0.19 −0.02+0.10

−0.13

IMRPhenomXP_N2048_NA10_Dmarg 0.85+0.13
−0.20 −0.02+0.11

−0.14

IMRPhenomXHM_N2048_NA10_Dmarg 0.88+0.11
−0.18 −0.01+0.10

−0.11

IMRPhenomXAS_N2048_NA10_Dmarg 0.86+0.13
−0.19 −0.02+0.10

−0.11

Media (0.675− 0.9875) (−0.14− 0.05)

Cuadro 4.4: Tabla con las estimaciones de los parámetros q y χeff para varios mo-
delos.

4.2.3. GW190814.

Dos años después de la primera detección llevada a cabo por los tres interferómetros
LIGO y Virgo, el 14 de agosto de 2019, se observó el evento GW190814. Este evento
presenta dos características interesantes, relacionadas con la fuente que lo produjo. En
primer lugar, la masa primaria de la binaria 23M� es nueve veces más masiva que su
compañera, convirtiéndola en el sistema más asimétrico jamás observado con ondas
gravitacionales hasta la fecha. En segundo lugar, la masa secundaria de la binaria
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2.6M� la convierte en el agujero negro más ligero o estrella de neutrones más pesada
jamás descubierta en un sistema binario de objetos compactos, y de momento, no
estamos seguros de cuál es. Estas propiedades presentan un desafio único en nuestra
compresión sobre las masas que pueden tener los objetos compactos, así como en el
proceso por el cual llegan a terminar fusionándose. El análisis de parámetros en este
evento utilizando los últimos modelos actualizados como los estudiados en esta tesis,
podrá arrojar un poco de luz a dicho enigma.

4.2.3.1. Estudio de la convergencia.

4.2.3.1.1 Resultados para los modelos IMRPhenomXPHM y IMRPhe-
nomXP.

Las siguientes figuras (4.20) y (4.21) representan dos gráficos de esquina con las dis-
tribuciones de probabilidad a posteriori en una y dos dimensiones, para los pará-
metros relacionados con las masas de la binaria, para los modelos IMRPhenomXP
y IMRPhenomXPHM respectivamente, variando los parámetros del algoritmo en:
Nlive = 2048, 512 y nact = 30, 10. Por completitud, en el apéndice (D) se han añadi-
do dos gráficos de esquina más para cada modelo, con los mismos parámetros de la
sección anterior.

Figura 4.20: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de
la binaria para el modelo IMRPhenomXP, variando los parámetros del algoritmo.

Al igual que sucedía con los dos eventos anteriores, observando ambas figuras junto
con las del apéndice (D), observamos que los parámetros extrínsecos son más difíciles
de estimar que los intrínsecos, debido a que son más multimodales.

De igual manera vemos que la elección de Nlive = 512 y nact = 30, 10, constituye
la peor de todas ellas, puesto que sus bordes en los contornos de iso-verosimilitud
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Figura 4.21: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con las masas de
la binaria para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del algoritmo.

fluctuan demasiado, lo que se traduce en errores sistemáticos producidos durante el
muestreo.

Observando las distribuciones de probabilidad en dos dimensiones, nos damos cuenta
que la inclusión de los armónicos subdominantes en el modelo IMRPhenomXPHM
implica una mejor convergencia en los parámetros y con ello una mejor estimación, al
tener un mayor estrechamiento en las distribuciones, en comparación con el modelo
IMRPhenomXP.

Descartando los modelos rojo y verde por poseer fuertes fluctuaciones, el resto de
distribuciones son prácticamente las mismas. La divergencia de Jensen-Shannon, así
lo ratifica, obteniendo valores del orden de 10−3 − 10−4.

4.2.3.2. Comparación con el catálogo GWTC-2.

En la sección anterior vimos que el modelo IMRPhenomXPHM era preferido frente al
IMRPhenomXP, siendo el resto de las distribuciones muy iguales entre sí. Para reducir
el tiempo de computación se escogió la de Nlive = 2048 y nact = 10, para compararla
con los modelos del segundo catálogo.
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Figura 4.22: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales de las ma-
sas, espines de la binaria, el cociente de masas y el espín efectivo para el modelo
IMRPhenomXPHM con Nlive = 2048 y nact = 10 comparándolo con los modelos del

catálogo.

Como podemos comprobar la implementación de la precesión en los modelos, mejora
significativamente la estimación de parámetros.

4.2.3.3. Mejorando la estimación de parámetros para q y χeff .

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos hacer una elección de los me-
jores modelos que tenemos actualmente para estimar dentro de un intervalo de cre-
dibilidad del 90 % los parámetros q y χeff . Estos modelos son: IMRPhenomXPHM
y IMRPhenomXP de las ejecuciones realizadas con Nlive = 2048 y nact = 10 y los
modelos IMRPhenomPv3HM y SEOBNRv4PHM del catálogo GWTC-2.
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Figura 4.23: Distribuciones de probabilidad a posteriori unidimensionales para q y
χeff .

En la siguiente tabla observamos las estimaciones obtenidas de los parámetros q y
χeff , utilizando varios modelos.

Modelo de onda q χeff

IMRPhenomXPHM_N2048_NA10_Dmarg 0.11+0.02
−0.01 −0.0+0.07

−0.09

IMRPhenomXP_N2048_NA10_Dmarg 0.11+0.02
−0.01 −0.0+0.08

−0.10

IMRPhenomPv3HM 0.11+0.01
−0.01 −0.01+0.06

−0.06

SEOBNRv4PHM 0.11+0.01
−0.01 −0.0+0.06

−0.06

Media (0.110− 0.125) (−0.08− 0.07)

Cuadro 4.5: Tabla con las estimaciones de los parámetros q y χeff para varios mo-
delos.





107

Capítulo 5
Conclusiones.

Esta tesis demuestra la eficacia del nuevo modelo IMRPhenomXPHM en la actual era
de la astronomía de ondas gravitacionales, donde la cantidad y diversidad de eventos
detectados crece constantemente. Este modelo además de proporcionar un bajo coste
computacional, incluye el modelado de los armónicos subdominantes y la precesión,
que, como hemos comprobado, beneficia la estimación de parámetros posterior.

Para analizar su comportamiento se empleó un código de python escrito por Mai-
te Mateu-Lucena, que utiliza la implementación en paralelo de Bilby, parallel bilby,
en los clústeres CPU de alto rendimiento: Marenostrum (Barcelona Supercomputing
Center) y Picasso (Universidad de Málaga). Con los datos de los detectores LIGO-
Hanford, LIGO-Livingston y Virgo disponibles en los catálogos de ondas gravitacio-
nales GWTC-1 y GWTC-2 abiertos al público [34], el Grupo de Física Gravitacional:
teoría y observación, realizó diversas ejecuciones del programa utilizando diferentes
modelos que incluían o bien los armónicos subdominantes, o la precesión o ambos a la
vez, para estudiar su efecto en todos los eventos del catálogo. Con los archivos resul-
tantes de dichas ejecuciones, se realizaron cuatro estudios para los eventos GW150914,
GW170729 y GW190814.

El primer paso fue analizar la convergencia de cada ejecución para cada modelo en
cada evento. Por lo general, se observó en los tres eventos que un número de puntos
vivos alto ayuda a establecer los límites de las distribuciones a posteriori de manera
sólida y flexible, mejorando la eficacia del muestreo y la resolución del volumen de
la distribución a priori, resultando en una mejor estimación de los parámetros. El
nuevo parámetro nact incorporado en el algoritmo, ayuda también a obtener una mejor
resolución. Sin embargo, aumenta de forma simultánea el tiempo de ejecución.

Una vez fijado los mejores parámetros del algoritmo teniendo en cuenta la convergencia
resultante y el coste computacional en Nlive = 2048 y nact = 10, se procedió a realizar
un estudio de cual era la mejor versión de la precesión, si MSA o NNLO incorporadas
en el modelo, comparándola con la versión por defecto, para el evento GW170729.
Utilizando la divergencia de Jensen-Shannon el resultado determinó, que no hubo una
diferencia significativa entre las distribuciones de los parámetros estudiados.

En este mismo evento GW170729, además de comparar las ejecuciones realizadas con
las del catálogo GWTC-1, se comparó con el artículo de Katerina Chatziioannou et
al publicado en noviembre de 2019. Dicho artículo fue el primero en encargarse de
analizar un evento cuyo cociente de masas q era alto para estudiar la contribución de
los modos subdominantes en la estimación de parámetros. Sin embargo, los modelos
utilizados no eran lo suficientemente maduros como para ser aplicados. Con la familia
de formas de onda IMRPhenomX, sí que podemos abarcar este tipo de eventos que
poco a poco dejarán de ser exóticos. Por la naturaleza de las fuentes de la binaria,
en este artículo además estudiaron la posibilidad de que el agujero negro principal
proveniera de una fusión anterior. Del resultado de comparar IMRPhenomXPHM con
las muestras proporcionadas por el artículo y con el catálogo GWTC-1, podemos
concluir que el modelo apoya el escenario en el que el agujero negro principal sea
resultado de una fusión anterior.

Comparando los diferentes modelos que incluían o no la precesión y los armónicos
subdominantes en los tres eventos, podemos concluir que ambos efectos son relevantes
en la estimación de parámetros, volviéndose cada vez más importantes en aquellos
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eventos cuyo cociente de masas es mayor. En el evento GW170729, cuyo cociente en-
tre masas según el artículo de Katerina et al es estimado entre (0.3 − 0.8), parece
que el efecto de los armónicos subdominantes domina frente al de la precesión. Sin
embargo para el evento GW190814, cuyo cociente de masas es el más desigual medido
hasta la fecha 0.112+0.008

−0.009, observando la figura (4.22), podemos decir que las tornas
parecen girarse y es ahora la precesión quien domina frente a los armónicos subdomi-
nantes. Hacemos notar que los cambios observados en las estimaciones no son debidos
a errores sistemáticos en los modelos, sino que la modelación precisa, de efectos físicos
relevantes, mejora las mediciones de los parámetros.

Por último, se observa que la inclusión de los armónicos subdominantes y la precesión,
da como resultado una estimación mejorada en el cociente de masas q y el espín efectivo
χeff . Para cada evento, resumimos a continuación dicha estimación,

q χeff
Evento Vieja estimación Nueva estimación Vieja estimación Nueva estimación

GW150914 (1.1− 1.6) (0.675− 0.987) (−0.14− 0.13) (−0.14− 0.05)

GW170729 (0.30− 0.80) (0.366− 0.912) (−0.01− 0.50) (0.05− 0.544)

GW190814 (0.103− 0.120) (0.110− 0.125) (−0.055− 0.06) (−0.08− 0.07)

Cuadro 5.1: Tabla con las estimaciones de los parámetros q y χeff para cada evento.
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Capítulo A
Ingredientes de la teoría linealizada de la gravedad.

Sección A.1. Métrica inversa.
Sección A.2. Símbolos de Christoffel linealizados.
Sección A.3. Tensor de Riemann linealizado.
Sección A.4. Tensor de Ricci linealizado.
Sección A.5. Escalar de Ricci linealizado.
Sección A.6. Tensor de Einstein linealizado.

En este apéndice, exponemos los ingredientes necesarios para linealizar la teoría de
la gravedad, con el objetivo de describir la ecuación de onda de la perturbación de la
métrica con el gauge de Lorentz y así poder identificar su solución en el vacío como
las ondas gravitacionales.

A.1. Métrica inversa.

A lo largo del desarrollo, será necesario el uso de la métrica inversa gµν . Conocida la
métrica inversa de Minkowski, debemos preguntarnos qué forma tiene la perturbación
de la métrica inversa δgµν = hµν . Para ello, partiremos de la definición de métrica
inversa:

gµνgνα = δµα , (A.1)

y la someteremos a variaciones infinitesimales tales que,

δ(gµνgνα) = 0→ δgµνgνα + gµνδgνα = 0→ δgµνgνα = −gµνδgνα. (A.2)

Aplicando la métrica inversa a ambos lados de la igualdad, contrayendo índices y
linealizando (despreciando los términos de orden cuadrático O(h2)), obtenemos

δgµν = −gµαδgαβgβν → δgµν = −ηµαhαβηβν +O(h2) = −ηµαηβνhαβ +O(h2). (A.3)

Como podemos ver, esta perturbación en teoría linealizada, puede escribirse:

hµν ≡ gµαgνβhαβ = (ηµα +O(h))
(
ηνβ +O(h)

)
hαβ = ηµαηνβhαβ +O(h2). (A.4)

De manera que la métrica inversa gµν se expresa como,

gµν = ηµν − hµν . (A.5)

Una vez definidas la métrica y su inversa, con el fin de construir las ecuaciones de
Einstein linealizadas, debemos continuar describiendo el resto de objetos necesarios
para el desarrollo dentro de este régimen lineal.
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A.2. Símbolos de Christoffel linealizados.

Los símbolos de Christoffel se defininen como

Γαβµ =
1

2
gαν (∂βgµν + ∂µgνβ − ∂νgβµ) . (A.6)

Teniendo en cuenta que la métrica viene dada por la suma de la métrica de Minkowski
más una perturbación, la derivada de la métrica ∂g no es más que la derivada de la
perturbación ∂h. De esta manera, desarrollando a primer orden, obtenemos

gαν∂g = (ηαν +O(h))∂(η + h) = ηαν∂h+O(h2) . (A.7)

Por tanto, los símbolos de Christoffel linealizados son

Γαβµ =
1

2
ηαν (∂βhµν + ∂µhνβ − ∂νhβµ) +O(h2). (A.8)

A.3. Tensor de Riemann linealizado.

El tensor de Riemann se define como

Rαβµν = ∂µΓανβ − ∂νΓαµβ + ΓαµγΓγνβ − ΓανγΓγµβ. (A.9)

Por conveniencia, para llegar a una expresión más sencilla una vez linealizado este
tensor, bajemos los índices con la métrica, obteniendo

Rαβµν = gαγ

(
∂µΓγνβ − ∂νΓγµβ + ΓγµδΓ

δ
νβ − ΓγνδΓ

δ
µβ

)
. (A.10)

Al linealizar debemos notar que los símbolos de Christoffel son de primer orden
Γαβµ ∼ O(h), en consecuencia habrá contribuciones de segundo orden Γαβµ ∼ O(h2)
que deberemos despreciar para obtener un régimen lineal. Enseguida observamos que
la contracción entre ellos, en el tercer y cuarto término, será de segundo orden y por
lo tanto despreciable. Tampoco jugará un papel en el desarrollo, los términos de se-
gundo orden procedentes de la perturbación de la métrica contraida con los símbolos
de Christoffel, que de nuevo deberemos despreciar quedándonos únicamente con la
contribución de Minkowski. De esta manera, obtenemos

Rαβµν = ηαγ

(
∂µΓγνβ − ∂νΓγµβ

)
+O(h2). (A.11)

Desarrollando esta expresión con la definición de los símbolos de Christoffel linealiza-
dos (A.8), se obtiene

Rαβµν =
1

2
ηαγ{∂µ[ηγδ (∂νhβδ + ∂βhδν − ∂δhνβ) ]−∂ν [ηγδ (∂µhβδ + ∂βhδµ − ∂δhµβ) ]}+O(h2).

(A.12)
Simplificando el primer y cuarto término, la expresión se reduce a

Rαβµν =
1

2
ηαγη

γδ (∂µ∂βhδν − ∂µ∂δhνβ − ∂ν∂βhδµ + ∂ν∂δhµβ) +O(h2). (A.13)

Finalmente, el haber bajado los índices anteriormente nos permite utilizar ηαγηγδ =
δ δ
α obteniendo

Rαβµν =
1

2
(∂µ∂βhαν − ∂µ∂αhβν − ∂ν∂βhαµ + ∂ν∂αhβµ) +O(h2). (A.14)
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A.4. Tensor de Ricci linealizado.
El tensor de Ricci se define con la contracción del tensor de Riemann de la siguiente
manera

Rαβ = gγδRγαδβ . (A.15)

Cogiendo la expresión del tensor de Riemann linealizado (A.14), la perturbación de
la métrica contraida con éste dará términos de orden cuadrático que deberán despre-
ciarse, quedándonos solo con la contribución de Minkowski. Contrayendo el tensor de
Riemann linealizado con Minkowski, se obtiene

Rαβ =
1

2

(
∂µ∂αh

µ
β − ∂α∂βh−�hαβ + ∂µ∂βh

µ
α

)
+O(h2), (A.16)

con h ≡ hαα = ηαβhαβ+O(h2) la traza de la perturbación y siendo� el D’Alembertiano
� ≡ ∂α∂α = ηαβ∂α∂β .

A.5. Escalar de Ricci linealizado.
El escalar de Ricci se define contrayendo el tensor de Ricci del modo siguiente

R = gαβRαβ . (A.17)

Cogiendo la expresión del tensor de Ricci linealizado (A.16), la perturbación de la
métrica contraida con éste dará de nuevo términos de orden cuadrático que despre-
ciaremos, quedándonos solo con la contribución de Minkowski. Contrayendo el tensor
de Ricci linealizado con Minkowski, obtenemos

R = ∂α∂βh
αβ −�h+O(h2). (A.18)

A.6. Tensor de Einstein linealizado.
Con estos ingredientes, podemos finalmente escribir el tensor de Einstein linealizado.
Sea el tensor de Einstein definido como

Gαβ = Rαβ −
1

2
gαβR , (A.19)

debemos fijarnos que de nuevo la perturbación de la métrica contraida con el escalar
de Ricci dará términos de orden cuadrático que deberán despreciarse, quedándonos
solo con la contribución de Minkowski. Introduciendo el tensor de Ricci linealizado
(A.16) y el escalar de Ricci linealizado (A.18) en el tensor de Einstein, obtenemos su
expresión linealizada

Gαβ =
1

2
[∂µ∂αh

µ
β−∂α∂βh−�hαβ +∂µ∂βh

µ
α−ηαβ (∂µ∂νh

µν −�h ) ]+O(h2). (A.20)
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Capítulo B
Las transformaciones gauge e invarianza gauge.

Sección B.1. Las ecuaciones básicas de la teoría linealizada.
Sección B.2. Transformaciones gauge e invarianza gauge.
Sección B.3. El gauge Transverse-traceless (TT).

A continuación, se describirán las transformaciones gauge y la invarianza gauge en
términos de la perturbación de la métrica, necesarios para finalizar el desarrollo de la
teoría linealizada de la gravedad cuyo objetivo es el de obtener la ecuación de onda
para la perturbación, identificando en su solución en el vacío las ondas gravitacionales.

B.1. Las ecuaciones básicas de la teoría linealizada.

Las ecuaciones básicas de la teoría linealizada, escritas en cualquier sistema de coor-
denadas que sea casi globalmente de Lorentz son

gµν = ηµν + hµν con |hµν | � 1. (B.1)

�h̄αβ + ηαβ∂µ∂ν h̄
µν − ∂µ∂βh̄µα − ∂µ∂αh̄

µ
β = −16πTαβ (B.2)

Dos tipos de transformaciones de coordenadas conectan sistemas casi globalmente
de Lorentz entre sí: las transformaciones globales de Lorentz y las transformaciones
coordenadas infinitesimales.

B.1.1. Transformaciones globales de Lorentz

xµ = Λµα′x
α′ , Λµα′Λ

ν
β′ηµν = ηα′β′ , (B.3)

donde Λ son los boosts de Lorentz. Esto transforma los coeficientes de la métrica via

ηα′β′+hα′β′ = gα′β′ =
∂xµ

∂xα′
∂xν

∂xβ′
gµν = Λµα′Λ

µ
α′(ηµν +hµν) = ηα′β′+Λµα′Λ

ν
α′hµν . (B.4)

Por lo tanto, hµν y consecuentemente h̄µν , se transforman como las componentes de
un tensor en el espacio-tiempo plano

hα′β′ = Λµα′Λ
ν
β′hµν . (B.5)

B.1.2. Transformaciones de coordenadas infinitesimales (creación de
perturbaciones en el sistema de coordenadas).

xµ
′
(P) = xµ(P) + ξµ(P), (B.6)

donde ξµ(P) son cuatro funciones arbitrarias lo suficientemente pequeñas como pa-
ra que las perturbaciones de la métrica en las nuevas coordenadas sigan verificando
|hµ′ν′ | � 1. Las transformaciones infinitesimales de este tipo producen pequeños cam-
bios en los escalares, vectores y campos de tensores. Estos pequeños cambios pueden
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ser ignorados en todas las cantidades excepto en la métrica, donde pequeñas desviacio-
nes de ηµν contienen toda la información sobre la gravedad. La ley de transformación
habitual para la métrica es:

gρ′σ′ [x
α′(P)] = gµν [xα(P)]

∂xµ

∂xρ′
∂xν

∂xρ′
, (B.7)

combinado con (B.6) y junto con

gµν [xα(P)] = ηµν + hµν [xα(P)], (B.8)

revela que

gρ′σ′(x
α′ = aα) = ηρσ + hρσ(xα = aα)− ∂σξρ − ∂ρξσ +O(∂ξ). (B.9)

De esta manera, vemos que la perturbación de la métrica en los sistemas de coorde-
nadas nuevo (xµ′) y antiguo (xµ) están relacionados por

hnuevoµν = hviejoµν − ∂νξµ − ∂µξσ, (B.10)

mientras que las formas funcionales de todos los demás escalares, vectores y tensores
quedan inalterados, dentro de la teoría linealizada.

B.2. Transformaciones gauge e invarianza gauge.

En teoría linealizada generalmente se conoce la ecuación anterior como transforma-
ciones gauge, análogas a las

Anuevoµ = Aviejoµ + ∂µψ, (B.11)

existentes en electromagnetismo. El hecho de que las transformaciones gauge no afec-
ten a los escalares, vectores, o tensores se le llama ’invarianza gauge’. Al igual que la
invarianza gauge existente en el electromagnetismo,

Fnuevoµν = ∂µA
nuevo
ν −∂νAnuevoµ = ∂µA

viejo
ν +∂νµψ−∂νAviejoµ −∂µνψ = F viejoµν , (B.12)

demostraremos a continuación la invarianza gauge presente en el tensor de Riemann.
Podemos darnos cuenta de que, puesto que el tensor de Riemann linealizado (A.14)
está compuesto por la suma y resta de términos con derivadas segundas de la pertur-
bación y que la transformación gauge es una suma de términos sobre la perturbación,
entonces el tensor de Riemann transformado presentará la misma estructura más tér-
minos dependientes de ξ. Estos términos acabarán cancelándose, de manera que el
tensor mantendrá la misma forma ante transformaciones gauge

R′αβµν = Rαβµν − ∂µ∂β∂αξν − ∂µ∂β∂νξα − ∂α∂ν∂βξµ − ∂α∂ν∂µξβ+

+ ∂α∂µ∂βξν + ∂α∂µ∂νξβ + ∂β∂ν∂αξµ + ∂β∂ν∂µξα = Rαβµν ,
(B.13)

revelando, efectivamente, la invariancia gauge del tensor de Riemann

Rnuevoαβµν = Rviejoαβµν . (B.14)

Al igual que este tensor, el tensor de Einstein y el tensor energía-momento no se ven
afectados por las transformaciones gauge. Por lo tanto, si uno conoce una solución
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específica h̄αβ para las ecuaciones de campo linealizadas (??) para una Tαβ dada, se
puede obtener otra solución tal que describa exactamente la misma situación física.

B.3. El gauge Transverse-traceless (TT).

Sea la cuadrivelocidad u para todo el espacio-tiempo. Por la imposición de una trans-
formación gauge específica, imponemos las condiciones

Aαβu
β = 0. (B.15)

Esto son sólo tres condiciones para Aαβ , no cuatro. Para la cuarta, utilizaremos una
transformación gauge

Aαα = 0. (B.16)

Tenemos ahora ocho condiciones en total, Aαβuβ = Aαβk
β = Aαα = 0, para las diez

componentes de la amplitud. Las componentes restantes de Aαβ representan los dos
grados de libertad (las dos polarizaciones) de una onda gravitacional.

Es de utilidad reformular las ocho condiciones Aαβuβ = Aαβk
β = Aαα = 0, en un

sistema de referencia de Lorentz donde u0 = 1, uj = 0, y en una forma donde kα no
aparezca explícitamente:

hα0 = 0, es decir, solo los componentes espaciales hjk no son cero;
∂jhij = 0, es decir, las componentes espaciales tienen divergencia cero;

hii = 0, es decir, las componentes espaciales tienen traza cero;
(B.17)

donde i, j = 1, 2, 3. Notar que dado que h = hαα = hii = 0, no existe distinción alguna
entre hαβ y h̄αβ en este gauge.

Desviemos por un momento la atención de las ondas planas hacia ondas gravitacionales
en la teoría linealizada. Cualquier onda electromagnética puede resolverse como una
superposición de ondas planas, de la misma manera podrá hacerse con cualquier on-
da gravitacional. Para cada onda plana superpuesta, introduzcamos el gauge especial
(B.17). Nota que las condiciones gauge son lineales en hαβ . Por lo tanto, cualquier on-
da arbitraria también satisfacerá las condiciones (B.17). En consecuencia, enunciemos
el siguiente teorema: Sea un sistema de referencia global de Lorentz de la teoría linea-
lizada, es decir sea una cuadrivelocidad específica u. En este marco, donde uα = δα0 ,
examinemos una onda gravitacional especifica cuya forma sea arbitraria. Uno podrá
siempre encontrar un gauge en el cual hαβ satisfazca las condiciones (B.17). Por otra
parte, tenemos que en este gauge solo hji 6= 0. Por lo tanto, necesitaremos imponer
las seis ecuaciones de onda

�hji = 0. (B.18)

Cualquier tensor simétrico que satisfazca las condiciones (B.17), pero no necesaria-
mente las ecuaciones de onda (B.18), se le llama tensor transverse-traceless (TT).
Transverse, porque es puramente espacial h0α = 0, pensándolo como una onda es
transverso a su propia dirección de propagación ∂jhij = hijkj = 0; traceless puesto
que la traza es cero hii = 0. Estas condiciones (B.17) permiten reducir la perturbacion
sobre un espacio-tiempo plano, a ondas con dos grados de libertad (las polarizaciones).

Sea un tensor puramente espacial Sij , puede ser descompuesto en dos partes. Una
parte STTij que es ’transverse-traceless’, donde STij = 1

2(δij∂kkf − ∂ijf) es ’transverse’
∂jS

T
ij = 0, pero está determinado por una función f dada la traza de S STkk = ∇2f . Y

una parte SLij = ∂jS
L
i + ∂iS

L
j que es longitudinal, determinada por el campo vectorial
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SLi . En teoría linealizada hLij es una parte puramente gauge de hαβ , mientras que hTij
y hTTij son partes invariantes gauge de hαβ . El gauge especial por el cual hαβ se reduce
a su parte transverse-traceless se le llama TT o gauge transverse-traceless. Así, las
condiciones (B.17) que definen este gauge se les nombra como

hαβ = hTTαβ . (B.19)
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Capítulo C
Interacción de las ondas gravitacionales con masas de

prueba.

Sección D.1. La ecuación de desviación geodésica en términos de la derivada
covariante.
Sección D.2. Masas de prueba en el sistema de referencia TT y en el sistema de
referencia del detector.

Idealizando el detector de ondas gravitacionales como un conjunto de masas de prueba,
discutiremos a continuación su interacción con dichas ondas.

C.1. La ecuación de desviación geodésica en términos de
la derivada covariante.

Con la finalidad de poder explicar posteriormente cómo las masas de prueba se com-
portan en el sistema de referencia del detector, debemos reescribir la ecuación de
desviación geodésica (1.39). Reescribamosla de forma elegante introduciendo la deri-
vada covariante de un campo vectorial, compatible con la métrica y de torsión nula,
a lo largo de la curva xµ(τ)

D(u)ξµ = uν∇νξµ = uν∂νξ
µ + Γµνρu

νξρ =
dξµ

dτ
+ Γµνρu

νξρ. (C.1)

Puesto que uµ y ξµ describen direcciones independientes la una de la otra, pueden
tomarse como una base de coordenadas que conmutan, verificando:

D(u)ξµ = D(ξ)uµ. (C.2)

Aplicando esto junto con la regla de Leibnitz, obtendremos una expresión equivalente
a (1.39)

D2(u)ξµ = uρ∇ρ (uν∇νξµ) = uρ∇ρ (ξν∇νuµ) = uρ∇ρξν∇νuµ + uρξν∇ρ∇νuµ =
= uρ∇ρξν∇νuµ + uρξν∇ν∇ρuµ + uρξνRµσρνuσ = Rµσρνuσuρξν

(C.3)
Escrita de esta manera podemos observar que, dos geodésicas de tipo tiempo cercanas
entre sí experimentan una fuerza de marea codificada en el tensor de Riemann. Escribir
explícitamente la ecuación de las geodésicas o la ecuación de desviación geodésica en
el sistema de referencia de interés nos ayudará a entender cómo las masas de prueba
se comportan con el correspondiente observador.

C.2. Masas de prueba en el sistema de referencia TT y en
el sistema de referencia del detector.

En relatividad, al elegir un gauge, seleccionamos un observador específico adquiriendo
un sistema de coordenadas en concreto. En la sección (2.5.1) vimos que las ondas
gravitacionales, adquieren una forma simple bajo el gauge TT. Veamos qué significa
estar en un sistema de referencia TT.
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C.2.1. Masas de prueba en el sistema de referencia TT.

La respuesta la encontramos observando la ecuación de las geodésicas (1.32) junto con
la teoría linealizada. Sea una masa de prueba en reposo a τ = 0,

dxi

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= 0 , (C.4)

donde i hace referencia a los índices espaciales 1, 2, 3. Siendo la ecuación de las geo-
désicas (1.32), las componentes espaciales resultan

d2xi

dτ2

∣∣∣∣
τ=0

= − Γi00

(
dx0

dτ

)2
∣∣∣∣∣
τ=0

= 0 , (C.5)

donde Γi00 proviene de los símbolos de Christoffel linealizados (A.8):

Γi00 =
1

2
(2∂0h0i − ∂ih00). (C.6)

Sin embargo, en el gauge TT esta cantidad desaparece, puesto que tanto h00 como h0i

son nulos por la condición gauge (B.17). De esta manera si a τ = 0, dx
i

dτ es cero por
estar la masa de prueba en reposo, en el gauge TT también su derivada d2xi

dτ2
se anula,

y por lo tanto d2xi

dτ2
se anula para todo τ [88].

Así demostramos que en un marco de referencia TT, las partículas que permanecían
en reposo antes de la llegada de la onda, permanecerán en reposo incluso después
de que la onda pase. Estrictamente hablando, esto es sólo cierto en régimen lineal,
es decir, a primer orden en hµν . Si incluyéramos términos de orden cuadrático a los
símbolos de Christoffel, entonces Γi00 no desaparecería. No obstante, dado que en la
Tierra uno espera detectar ondas gravitacionales del orden de h = O(10−21), ir más
allá del régimen lineal no resulta de interés.

En otras palabras, las coordenadas del sistema de referencia TT se estiran como
respuesta a la llegada de una onda, de manera que la posición de las partículas de masa
libres inicialmente en reposo no cambia de estado. Para obtener una interpretación
física del gauge TT, podemos utilizar masas de prueba libres para marcar coordenadas.

C.2.1.1. Distancia coordenada.

Si las coordenadas de las masas de prueba inicialmente en reposo se mantienen cons-
tantes, también la distancia coordenada ξi entre ellas deberá permanecer constante
durante el tránsito de la onda. Puntualizar que ξi es la diferencia entre las coordenadas
de dos masas de prueba; no es la distancia propia. Se asumirá que esta separación es
mucho menor que la longitud típica de variación de la onda gravitacional transitante,
dada por su longitud de onda reducida. La distancia coordenada es por tanto la se-
paración ξi entre geodésicas, que verifica la ecuación de desviación geodésica (1.39).
Entonces, utilizando la componente espacial (µ = i) de la ecuación (1.39), puesto que
a τ = 0 se cumple dxi/dτ = 0, mientras que dx0/dτ = c, obtenemos

d2ξi

dτ2

∣∣∣∣
τ=0

= −
{

2cΓi0ρ
dξρ

dτ
+ c2ξσ∂σΓi00

}
τ=0

. (C.7)

Como ya comentamos Γi00 = 0 en el gauge TT, puesto que tanto h00 como h0i son
nulos por la condición gauge (B.17). En el primer término, Γi0ρ no se desvanecerá
al menos que ρ sea un índice espacial. De la ecuación de los símbolos de Christoffel
linealizados (A.8), obtenemos que en el gauge TT: Γi0j = (1/2)∂0hij . Por lo tanto, en



C.2. Masas de prueba en el sistema de referencia TT y en el sistema de referencia
del detector. 119

el gauge TT, obtenemos

d2ξi

dτ2

∣∣∣∣
τ=0

= −
{
ḣij

dξi

dτ

}
τ=0

, (C.8)

donde el punto representa la derivada temporal. Como vemos, si las masas de prueba
se encuentran inicialmente, en τ = 0, a una distancia coordenada fija dξi/dτ = 0,
entonces esta separación permanecerá invariante para todo τ puesto que gracias a
(C.8): d2ξi/dτ2 = 0.

Aclaremos qué significa la derivada temporal de la perturbación, no queda explícito si
se trata de tiempo propio o coordenado. En el gauge TT, con h00 = h0i = 0, el tiempo
propio de una trayectoria tipo tiempo xµ(τ) = (x0(τ), xi(τ)) es

c2dτ2 = c2dt2(τ)−(δij+h
TT
ij )dxi(τ)dxj(τ) = c2dt2(τ)−(δij+h

TT
ij )

dxi

dτ

dxj

dτ
dτ2, (C.9)

donde x0(τ) = ct(τ). Como para una masa de prueba inicialmente en reposo dxi(τ)/dτ =
0 para todo τ . Por lo tanto, el tiempo propio τ medido por un reloj que se encuentra
sobre una masa de prueba inicialmente en reposo, es el mismo que el tiempo coorde-
nado t [88].

C.2.1.2. Distancia propia.

El gauge TT nos muestra que en relatividad, los efectos físicos no vienen expresados
por lo que le pase a las coordenadas puesto que la teoría es invariante bajo transfor-
maciones de coordenadas. A primera vista, uno podría sorprenderse por el hecho de
que en este gauge durante el tránsito de una onda gravitacional, las posiciones de las
masas de prueba no se vean modificadas. Sin embargo, esto no significa que las ondas
gravitacionales no tengan un efecto físico, únicamente hemos escogido libremente un
sistema coordenado para definir las coordenadas de manera que éstas no cambien. Los
efectos físicos surgen al introducir, además del tiempo propio, la distancia propia.

Consideremos las masas de prueba como dos eventos simultáneos en (t, x1, 0, 0) y
(t, x2, 0, 0), respectivamente. En el gauge TT, la distancia coordenada L = x2 − x1

en el plano perpendicular a la dirección de propagación de una onda gravitacional, se
mantiene constante. El elemento de línea s se corresponderá con la distancia propia
entre ambas masas de prueba, puesto que sólo contiene contribuciones espaciales

s =
√
L2 + hij(t)LiLj ' L+

LiLj
2L

hij(t) , (C.10)

donde Li son las proyecciones de la distancia respecto a las coordenadas i. Definiendo
el siguiente peso ni = Li/L y s = nisi como una suma con si = Li+O(h), obtenemos
la ecuación de las geodésicas en términos de la distancia propia

s̈i '
1

2
ḧijsj . (C.11)

Como podemos obsevar en esta ecuación (C.11), al contrario de lo que ocurría con las
distancias coordenadas entre masas de prueba que se mantenía constante durante el
paso de una onda gravitacional, las distancias propias cambian tras este tránsito [88].

C.2.2. Masas de prueba en el sistema de referencia del detector.

El sistema de referencia TT tiene la ventaja de que las ondas gravitacionales son des-
critas de forma simple. Sin embargo, no es el sistema de referencia formal utilizado por
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un experimental para describir el detector. En el laboratorio, las posiciones no están
marcadas por partículas libres; más bien, tras escoger un origen, se utilizan barras
rígidas como patrón para definir las coordenadas. En este sistema esperamos que una
masa de prueba con libertad para moverse, se verá desplazada por el tránsito de las
ondas gravitacionales, con respecto a la posición definida por una barra rígida. Esto es
diferente de lo que pasaba en el sistema de referencia TT, donde las posiciones de las
masas de prueba, son por definición, inalteradas por el paso de la onda gravitacional.

Podría argumentarse que la barra podría verse afectada por el paso de una onda
gravitacional monocromática de amplitud h0 y frecuencia angular w, de hecho sí que
ocurre. Sin embargo, para una barra de longitud L y frecuencia angular del modo
fundamental de oscilación w0, puede demostrarse que la deformación ∆L provocada,
viene dada por

∆L

L
=

2

π2
h0

(
ω

ω0

)2

. (C.12)

Entonces si w0 � w implica ∆L/L � h. De manera que si L es pequeña, podemos
considerar la barra como una barra rígida.

Dependiendo del tipo de detector, si uno en caída libre o fijado a la Tierra, tendremos
algunas diferencias. El más sencillo es el detector en caída libre, centrándonos en una
región del espacio suficientemente pequeña, se puede considerar una métrica plana
incluso en presencia de las ondas gravitacionales. En un detector basado en la Tierra
la métrica del laboratorio es más compleja. Además, en este último caso, las ondas
gravitacionales deben competir con una serie de efectos como las fuerzas de Coriolis,
que son de varios órdenes de magnitud mayor. Esta situación es resuelta por el hecho de
que las ondas gravitacionales, tienen frecuencias altas en comparación con las escalas
típicas de tiempo de todos los demás efectos. En la práctica, las ondas gravitacionales
con frecuencias inferiores a unos pocos Hz se pierden irremediablemente en un mar
de ruidos newtonianos mucho más altos. Sin embargo, a frecuencias más altas, es
posible tener una ventana de frecuencia donde sea posible el aislamiento de los ruidos
externos, obteniendo una sensibilidad aceptable para las ondas gravitacionales.

Para aislar el efecto de las ondas gravitacionales, podemos enfocarnos en la respuesta
del detector en esa ventana de frecuencia, donde asumiremos que las fuerzas gra-
vitacionales newtonianas que varían con el tiempo, son lo suficientemente pequeñas
como para que las ondas gravitacionales contribuyan únicamente sobre el tensor de
Riemann. Al considerar esta contribución, podremos trabajar en un espacio-tiempo
localmente plano de manera que Γµνρ se anulen en el punto de expansión P . Utilizando
la ecuación (C.3), la ecuación de desviación geodésica (1.39) se reescribe como

ξ̈i = −c2Riσρνu
σuρξν , (C.13)

donde ξ es la distancia coordenada entre las masas de prueba cuyos índices espaciales
se encuentran contenidos en el plano perpendicular a la dirección de propagación de la
onda gravitacional, el punto denota la derivada con respecto al tiempo coordenado t
del sistema de referencia propio del detector. Como el detector se mueve a velocidades
no relativistas, las componentes espaciales de la cuadrivelocidad dxi/dτ pueden des-
preciarse frente la componente temporal dx0/dτ simplificando aún más la expresión
anterior,

ξ̈i = −c2Ri00ju
0u0ξj . (C.14)

Recordando la definición de tiempo propio y teniendo en cuenta que el paso de una
onda gravitacional de amplitud h0 provocará velocidades del orden de h0 en las masas
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de prueba dxi/sτ = cO(h) incialmente en reposo, entonces

dt2 = dτ2

{
1 +

1

c2

dxi

dτ

dxi

dτ

}
= dτ2

{
1 +O(h2)

}
. (C.15)

De manera que la componente temporal de la cuadrivelocidad resulta u0 = 1, por la
equivalencia entre tiempo coordenado y tiempo propio.

Recuperando el tensor de Riemann linealizado (A.14), que resulta invariante ante
transformaciones gauge TT, gracias a este gauge podemos eliminar de la expresión
las componentes temporales de la perturbación así como su traza quedándonos con la
componente que nos interesa:

Ri0j0 = − 1

2c2
ḧTTij . (C.16)

Con estos dos últimos ingredientes, la ecuación de desviación geodésica (C.14) en el
sistema de referencia del detector es:

ξ̈i =
1

2
ḧTTij ξ

j . (C.17)

Esta ecuación establece que, en el sistema de referencia propio del detector, el efecto
de las ondas gravitacionales sobre una partícula puntual de masa m puede ser descrita
en términos de la segunda ley de Newton

Fi =
m

2
ḧTTij ξ

j , (C.18)

y por lo tanto la respuesta del detector al paso de las ondas gravitacionales pue-
de analizarse en lenguaje puramente newtoniano, sin ningún tipo de referencia a la
relatividad [88].
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Capítulo D
Resultados obtenidos de los tres eventos.

Sección D.1. GW170729.
Sección D.2. GW150914.
Sección D.3. GW190814.

Para completar la tesis, expondremos a continuación algunos de los gráficos realizados
para el evento GW170729.

D.1. GW170729.

D.1.1. Estudio de la convergencia.

D.1.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXHM.

Figura D.1: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXHM, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.2: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXHM, variando los parámetros del

algoritmo.

D.1.1.1.1 Resultados para el modelo IMRPhenomXP.

Figura D.3: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXP, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.4: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines
y la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parámetros del

algoritmo.

D.1.1.1.2 Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM.

Figura D.5: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.6: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del

algoritmo.

D.1.1.1.3 Resultados para el modelo IMRPhenomXHM y IMRPhenomHM.

Figura D.7: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación
de la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para los

modelos IMRPhenomXHM y IMRPhenomHM.
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Figura D.8: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y

la distancia luminosa, para los modelos IMRPhenomXHM y IMRPhenomHM.

D.1.2. Estudio de la precesión.

D.1.2.1. Comparación de las diversas opciones para el modelo IMRPhe-
nomXPHM.

Figura D.9: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a pos-
teriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de la
fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para IMRPhe-

nomXPHM, variando los parámetros del modelo.
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Figura D.10: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del modelo.

D.1.2.2. Comparación con el modelo por defecto.

Figura D.11: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

por defecto y el modelo rojo, con Nlive = 2048 y nact = 10..
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Figura D.12: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para el modelo por defecto y el modelo rojo, con Nlive = 2048 y

nact = 10.

D.2. GW150914.

D.2.1. Estudio de la convergencia.

D.2.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXHM.

Figura D.13: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXHM, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.14: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXHM, variando los parámetros del

algoritmo.

D.2.1.1.1 Resultados para el modelo IMRPhenomXP.

Figura D.15: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXP, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.16: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines
y la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parámetros del

algoritmo.

D.2.1.2. Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM.

Figura D.17: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.18: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del

algoritmo.

D.3. GW190814.

D.3.1. Estudio de la convergencia.

D.3.1.1. Resultados para el modelo IMRPhenomXPHM.

Figura D.19: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.20: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines y
la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXPHM, variando los parámetros del

algoritmo.

D.3.1.2. Resultados para el modelo IMRPhenomXP.

Figura D.21: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con la ubicación de
la fuente en la esfera celeste, el ángulo de polarización y la fase orbital, para el modelo

IMRPhenomXP, variando los parámetros del algoritmo.
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Figura D.22: Gráfico de esquina que muestra las distribuciones de probabilidad a
posteriori en una y dos dimensiones de los parámetros relacionados con los espines
y la distancia luminosa, para el modelo IMRPhenomXP, variando los parámetros del

algoritmo.
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