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Resum

Dins del curriculum de secundaria referent a I'ensenyament de les
matematiques el bloc de geometria és un dels que presenta majors dificultats

als alumnes.

Aixi aquest treball, a partir de la utilitzacié d’'un recurs didactic popular, quotidia
i relacionat amb l'oci com és la bicicleta pretén desenvolupar un conjunt
d’activitats relacionades amb el bloc de la geometria per tal de facilitar-ne el

procés d’ensenyament-aprenentatge.

Enfocades en la trigonometria, les diferents propostes didactiques
desenvolupades volen mostrar diferents maneres de dur a terme les activitats
com puguin ser mitjancant I'elaboracid6 de documents, utilitzant programari

informatic o a partir del treball manual.

A més a mes, en aquest treball també es porta a terme una analisi de I'estat de
la questié a on en primer lloc es comenten les possibles causes de perqué la
geometria presenta tantes dificultats i després s’estudien les aportacions que
han fet altres autors en la utilitzacié de la bicicleta en I'ensenyament de les

matematiques.

Finalment, i a partir dels recursos i activitats desenvolupades en aquest estudi,
es mostren una serie de conclusions i recomanacions per tal de millorar

I'ensenyament de la geometria a secundaria.

Paraules clau: geometria, bicicleta, trigopnometria.
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Objectius del treball

1. Objectius del treball
1.1. Objectius generals

- Establir i mostrar la importancia del coneixement geometric a I'hora d’assolir el

conjunt de la competéncia matematica per part dels alumnes de secundaria.

- Examinar les causes que provoquen el baixos resultats dels estudiants de

secundaria referents a la geometria.

- Justificar la necessitat de dissenyar nous materials i activitats destinats a la

millora de I'ensenyament de la geometria.
1.2. Objectius especifics

- Mostrar les possibilitats que ofereix un recurs didactic com la bicicleta en el
procés d’ensenyament-aprenentatge i analitzar el material que s’ha creat en

aguest sentit.

- A partir d'aquest recurs didactic, desenvolupar un seguit d’activitats que
serveixin per a introduir conceptes relacionats amb la geometria i la

trigonometria.



Objectius del treball
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Estat de la qlestio

2. Estat de la questio

Dins dels diferents blocs que conformen el coneixement matematic a
secundaria, la geometria és un dels que any rere any presenta més dificultats
als alumnes com es pot comprovar en els resultats de les diferents proves

diagnostic realitzades.

Aixi, en aquest apartat del treball es pretén realitzar una analisi de la situacio
actual respecte a la docencia de la geometria a secundaria. La seva
importancia dins del conjunt del curriculum, la visié i raons per les quals
existeixen aguestes mancances segons diversos especialistes i quines

solucions hi aporten.

Algunes d’aquestes linies de millora que es proposen passen per una major
presencia d’activitats a on hi intervingui la manipulacio i I'experimentacié per

part dels alumnes i per donar major preséncia a les eines TIC a l'aula.

Pel que fa a les eines TIC, es comenten els avantatges de fer servir programes
de geometria dinamica a classe i s'analitzen les possibilitats que proporciona
en aquest sentit el programa informatic GeoGebra. La seva facilitat de maneig,
les connexions que permet amb altres blocs de les matematiques o d’altres
assignatures i el fet que sigui gratuit fan que hagi esdevingut una eina a tenir
molt present a I'hora de dissenyar activitats matematiques per als alumnes de

secundaria.

Per altra banda, en aquest apartat s’analitza la presencia d’'un possible recurs
didactic com és la bicicleta en 'ensenyament actual. Plantejat com un element
motivador i que permeti als alumnes conectar conceptes geometrics amb la
realitat, s’estudien i comenten diferents materials presents a la xarxa o a la

bibliografia consultada.

Cal remarcar la gran quantitat de possibilitats que ofereix la bicicleta a I'hora
d’introduir conceptes cientifics a on la fisica segurament ha sigut I'assignatura

gue més I'ha feta servir, especialment en el camp de la mecanica.

Pel que fa a la seva utilitzacié en el camp de la docéncia de les matematiques,

s’ha de comentar que la preséncia de material d’aquest tipus no ha sigut tant
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abundant com en el cas anteriorment citat de la fisica. De totes maneres es
mostren alguns dels diferents documents i articles que s’han trobat i que en
molts casos han sigut cabdals a I'hora de dissenyar les activitats docents que

es proposen en I'apartat segient.
2.1. Estat de I'ensenyament de la geometria a secun daria
2.1.1. Perque la geometria?

La paraula geometria deriva del grec geos, ‘terra’ i metria ‘mesura’, per tant,
‘mesura de la terra’. | segons la definicié de la viquipédia: ‘és la branca del
coneixement que s’ocupa dels objectes o figures i de les seves relacions en
I'espai, és a dir: distancia, posicié, superficie, volum, forma, desplacament,
projeccid, representacio, etc.” (Viquipédia, 2016).

En una definici6 més breu, perd potser més reveladora, Bishop (1983) citat per

Brousseau (2007) afirmava que: ‘la geometria és la matematica de I'espai’.

Per tant, aquesta disciplina de les matematiques és un dels pilars fonamentals
del coneixement i la cultura. Present de manera directa o indirecta en la vida
quotidiana de les persones, no és facil trobar situacions o contextos on la

geometria no hi sigui present.

Aquesta gairebé omnipreséncia li confereix una magnifica oportunitat per a
relacionar-la amb altres blocs de les matematiques com sén el calcul,
I'estadistica o l'aritmética. També amb altres disciplines com puguin ser la

fisica, la geologia, la biologia o fins i tot les ciéncies socials.

L'autor Anton Aubanell i Pou a les seves Orientacions practiques per a la
millora de la geometria (2015) ho descriu de la segiient manera:

La seva preséncia en tot el que ens envolta, la seva possibilitat d’aplicacio
en contextos quotidians i la seva aportaci6 a la formacié6 d'una base
matematica solida fan que la geometria sigui un ambit privilegiat per
resoldre problemes que impliquin visualitzacié i comprensié espacial, per
treballar habilitats especifiques de raonament i de prova, per desenvolupar

la capacitat de comunicacio i, especialment, de representacié grafica i per
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establir connexions entre parts de la matematica, amb altres matéries i

amb I'entorn quotidia.

En aquest sentit, també el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM), en els seus Principles and standards for school mathematics (2000),

afirma:

La geometria ofereix mitjans per a descobrir, analitzar i comprendre el moén

i veure la bellesa en les seves estructures.

Tot i que durant epoques del segle passat va anar perdent presencia en els
plans d’estudis, aquesta tendéncia s’ha anat revertint de manera notable els
darrers anys passant a ser una matéria cabdal ja des de primaria.

Aixi, referint-se a I'ensenyament de la geometria durant I'educacié primaria

I'autora Maria Antonia Canals (2010) estableix que:

[...]. Una matematica que potencii el coneixement de I'espai, és a dir, la
geometria. Aquest aspecte tradicionalment ha estat oblidat, perd ara cada
dia veiem més la relacié que té amb el coneixement del propi context i la

seva importancia en la formacié global de la persona.
2.1.2. Causes de I'error associades en l'aprenentat  ge de la geometria

Tot i que el paper i el pes que ha de tenir la geometria a I'ensenyament
secundari resulta clar per a tothom, els baixos resultats en l'avaluacio d’aquest
bloc en diferents proves diagnostic (com puguin ser les proves PISA)
evidencien les dificultats que comporta aquesta branca de les matematiques

tant als alumnes com als propis docents.

En aquesta linia Toshio Sawada (1999) citat per Claudi Alsina (2008) afirma

by

queé:

D’acord amb les dades internacionals, hi ha bones oportunitats en
'ensenyament de l'aritmeética, I'algebra i mesures perd0 no en geometria,
probabilitat i estadistica... A més, en algebra, quantes més oportunitats
dona un pais als seus estudiants millors son els resultats dels estudiants,
perd en geometria pareix que no hi ha relacié entre oportunitat d'aprendre i
els resultats. Pareix que tots els paisos/sistemes estan confosos sobre els

continguts i el metode de I'ensenyament de la geometria.
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D’aquesta manera, convé posar de manifest la necessitat de detectar les

causes d’aguesta mancanga com a pas previ per a millorar-ne els resultats.

Referint-se encara a les mancances que presenta la part docent en aguesta
problematica Garcia et al. (2008) escriuen al llibre La ensefianza de la

geometria que:

Molts dels professors identifiquen la geometria, principalment, amb temes
com perimetres, superficies i volums, donant-los a aquests alumnes nomeés
la definicié i mostrant-los la seva forma, reduint les classes a una espécie

de glossari geomeétric il-lustrat.

Analitzant de manera més global, i no tant com a una problematica que afecta a
docents i alumnes per separat, en el treball final de master titulat Dificultades
de aprendizaje de la geometria por parte de alumnos de primer ciclo de la ESO
(Roca, 2014) s’estableixen les possibles causes d’aquestes dificultats o errors
associats al procés d’ensenyament-aprenentatge de la geometria a partir del
comentat i debatut amb altres docents de secundaria i la propia experiencia de

'autora.

A continuacié es mostren algunes de les causes que comenta l'autora i que

posteriorment es tendran en compte per a plantejar les linies de millora:
- Tractament de la geometria com una materia independent a la resta d’arees.

- Dificultat intrinseca en la redaccio d’enunciats i en la representacio clara de

dibuixos/figures que en ocasions pot portar a confusié als propis alumnes.

- Aquesta dificultat sovint va acompanyada a la falta de comprensio lectora de

molts alumnes.

- Falta de visio espaial, lligada a una mancanca prévia de falta de visualitzacio.
Habilitat que s’hauria de treballar préviament en cursos més basics.

- Alumnes poc donats a pensar ja que aquesta disciplina exigeix una major

capacitat d’abstraccio i és més complicat establir-hi procediments mecanics.

- Falta general de motivacié. Tot i que aquesta afirmacioé podria anar associada

al conjunt de les matematiques.
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Com es pot observar, 4 d’aquestes 6 causes esmentades afecten directament a
les capacitats i motivacio dels alumnes tot i que la feina a fer pels docents sigui

molta.
2.1.3. Propostes de linies de millora en I'aprenent  atge de la geometria

Un cop analitzats els errors o0 mancances que planteja el procés
d’ensenyament-aprenentatge de la geometria es tracta d’elaborar possibles
estrategies de millora i noves aportacions al curriculum per tal daportar

solucions i poder superar les dificultats plantejades a I'apartat anterior.

D’aquesta manera i reprenent el document Quaderns d'avaluaci6 31
(Generalitat de Catalunya, 2015) al capitol d’orientacions practiques per a la
millora de la geometria a on lautor Antoni Aubanell apunta un seguit de

propostes de millora agrupades en 3 linies de treball.
A continuacio s’enumeren de manera resumida:

1. Equilibrar la implementacié del curriculum augmentant la preséncia de la

geometria i moderant el calcul.[...].

2. Integrar en el treball geométric activitats més competencialment riques
basades en I'experimentacid, que promoguin el raonament, la comunicacio,
'argumentacio6, que impliquin exploracio, repte personal, descoberta, que

mostrin la utilitat real del coneixement geometric. [...]..

2.1. Impulsar la presencia a les classes d’activitats que permetin viure, en
primera persona, l'experiéncia de construir coneixement geométric. Un
tipus d’activitats que poden ser Utils son les que segueixen, de manera

meés o0 menys estricta, quatre etapes:
- Experimentacié

- Descoberta

- Conceptuacio

- Demostracio

2.2. Emprar més material manipulable i més programari tipus GeoGebra en

'ensenyament de la geometria. EI material manipulable i el GeoGebra (o

15



Estat de la qlestio

altres programes de geometria dinamica) poden contribuir molt a que la

geometria escolar recuperi I'experiéncia, la vivencia directa, la intuicio...

[...].

2.3. Donar més presencia als contextos reals a la classe de geometria.[...].
En aquest sentit, hauriem d’atendre també a la manera com es plantegen
els problemes, com es presenten a l'alumnat: sovint el text (I'enunciat)
mata la frescor del context. S’haurien de plantejar més problemes a partir
d’'objectes, de fotografies, de planols, de maquetes, de videos, de grafics,

de l'entorn, etc. [...].

3. Incorporar més geometria i raonament visual als blocs de continguts no

estrictament geometrics [...]

Seguint en la linia del que Anton Aubanell cita al punt 2.2. d’aprofitar les
possibilitats del material manipulable, d’altres autors també en fan referencia
tant en [l'aprenentatge especific de la geometria com del coneixement

matematic en general.

Miguel de Guzman, al seu text Tendencias actuales en Educacion Matematica
(2005) afirma que:

Si la matematica és una ciéncia que participa molt més del que fins ara es
pensava del caracter empiric, sobretot en la seva invencio, que és molt
més interessant que la seva construccié formal, és necessari que la
immersié en ella es realitzi tenint en compte molt més intensament

I'experiéncia i la manipulacio dels objectes dels quals sorgeix.

Alsina et al.(2006) al seu llibre Math Made Visual. Creating images for
understanding Mathematics també fa referéncia a la importancia i la contribucio

que la manipulacio pot fer a la classe de matematiques:

Els materials manipulables poden obrir finestres a solucions creatives que
s6n impossible usant eines tradicionals. [...] Els materials manipulables
poden facilitar el pensament visual i representar un pas més important que
la realitzacid de representacions planes o de calculs formals. [...] Les
imatges i els materials manipulables poden ser I'4nic cami factible per

mostrar exemples o solucions de problemes plans o espacials.
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De totes aquestes recomanacions i directrius se n’extreu la necessitat de
revisar tant el contingut curricular com la metodologia docent que s’empra a
l'aula. S’ha de plantejar la millora també a nivell del professorat de secundaria
a I'hora de dissenyar diferents activitats per tal d’oferir als alumnes un material
més motivador que els estimuli a afrontar i resoldre problemes relatius a I'espai

I la forma.
2.1.4. Implementacié de programes de geometria dina  mica (GeoGebra)

En referéncia a la manipulacié i experimentacié com a formes d’aprenentatge
en front de la memoritzaci6 mecanica de definicions i conceptes, la gran
guantitat de recursos presents a la xarxa conformen una eina basica per a

superar les dificultats abans esmentades.

Per tant, en aquest sentit resulta fonamental la implementacié de diferents
recursos informatics a I'aula. No tant com un esdeveniment puntual si no com a
una eina basica en el desenvolupament diari de I'assignatura en el context de

la secundaria.

Referint-se a les TIC de manera més genérica, 'autora Adoracion Pefa (2012)

fa la seguent reflexio:

La motivaci6 és un component basic per a la planificacid i

desenvolupament de les situacions de I'ensenyament.

L’ordinador, a més a més d’ajudar a motivar i potenciar la visié espaial de
'alumnat, també atén les diferencies individuals. El professor ha de ser
conscient de que existeixen diferéncies entre els que aprenen i que ho fan
a ritmes diferents. Per guiar i afavorir l'alumne en l'aprenentatge de les
matematiques (i en particular, de la geometria), els professors han de

cercar estratégies d’actuacio que convinguin a tota la classe.

La utilitzacio de les TIC en I'ensenyament de la geometria a 'ESO poden

pal-liar de manera considerable les dificultats abans enumerades.

Perd a més d’ordinadors amb accés a internet per a poder accedir a
pagines web dedicades a I'ensenyament de la geometria, explicacions
utilitzant un projector i la pissarra digital interactiva, hem de tenir a la nostra

disposicié programes de geometria dinamica com el GeoGebra (gratuit),
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programes de poliedres com el Poly Pro i programes per a realitzar
guestionaris i examens, com Clic i Hot Potatoes. A més, altres recursos
com el tangram interactiu, el geopla interactiu, les WebQuests, el projecte
Descartes, els blogs i les xarxes socials ens ajudaran en la tasca de

'ensenyament de la geometria.

Fent referencia als programes informatics de geometria dinamica i del
GeoGebra en particular, Arranz et al. (2011) al seu article Realidades de

Geogebra publicat a la revista Suma afirmen que:

Els programes que permeten construccions dinamiques i interactives son
els responsables, sens dubte, d'un considerable i generalitzat augment del
interes per I'aprenentatge de la geometria en tots els nivells academics.
L’animacio i interactivitat amb la qual doten a les classiques i estatiques
figures geomeétriques, tant en el procés d'observacié i analisi dels
conceptes com en el de la resoluci6 de problemes geometrics, estan
revolucionant la manera dapropar als estudiants els continguts

matematics. [...]

D’entre els diversos programes que ajuden d’aquesta manera a I'estudi i
aprenentatge de la geometria, GeoGebra destaca per tenir alguns

avantatges que podem resumir en dos paraules: facilitat i connexié.

Facilitat per gairebé tot: per aprendre a manejar-lo i sortir-se’n amb
rapidesa en el seu intuitiu entorn, sent suficients un parell de sessions per
adquirir autonomia en el seu maneig, per a utilitzar els comandaments i
cercar ajuda en el nostre idioma (practicament, sigui quin sigui), per a crear
les nostres propies eines, per a seleccionar en cada cas les eines
permeses als alumnes, per a convertir les nostres construccions en
pagines web interactives, i sobre tot, per a redefinir els objectes en

gqualsevol moment sense necessitat de recomencar tota la construccio.

A més de facil, GeoGebra aconsegueix connectar diferents elements que
el converteixen en una aplicacié diferent: associa les expressions grafiques
a les simboliques, la mesura a la quantitat, la propietat geométrica a
'equacié algebraica; combina la precisié amb I'estética, I'algebra i el calcul
amb la geometria. Tot a GeoGebra pareix dissenyat i desenvolupat al
voltant d'aquesta idea: la coordinacio dels diferents codis d’'informacié que

s'utilitzen en matematiques i informatica.
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Per tant, a consequéencia d’aguests motius GeoGebra ha esdevingut un referent
del programari lliure en el camp de l'educacid secundaria, tant per a la
geometria com per a l'algebra i el calcul. Diferents webs o blogs n'impulsen la
seva difusio, penjant-hi diferents materials i tutorials que en fomenten la seva

implantacio.
Com a exemple:

- https://www.geogebra.org/materials/

Pagina web creada per linternational GeoGebra institut (IGI) amb més de

460.000 materials penjats accessibles de manera gratuita i interactiva.

- http://community.geogebra.org/en/

Blog creat pel mateix IGl que a més a més conté un forum a on poder

interactuar amb d’altres usuaris.

- https://www.youtube.com/user/GeoGebraChannel/

Canal de GeoGebra a youtube amb gran nombre de videos tutorials i llistes de

reproduccid agrupades per continguts i diferents nivells.

- http://acgeogebra.cat

Web de [I'Associaci6 Catalana de GeoGebra (englobada dins P'IGl) on
s’'anuncien diferents jornades i activitats que porta a terme l'associacié. Hi ha
penjat tant material de GeoGebra com el pdf dels seus butlletins. També es

poden trobar links a diferents associacions de GeoGebra d’arreu de I'estat.
2.1.5. Altres recursos a la xarxa i lectures recoma  nades

Els llibres, articles o recursos web relacionats amb I'analisi i docencia de la
geometria s6n molt extensos. A continuacié es mostren alguns d’aquests

documents que m’han semblat interessants d’afegir en aquest treball:

- Orientacions per a la millora de I'aprenentatge de la geometria a 'ESO

(http://www.xtec.cat/web/curriculum/eso/orientacions)
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Document a on s’analitza la presencia de continguts matematics al curriculum
de secundaria. Publicat per la Direcci6 General d’Educacié Secundaria
Obligatoria i Batxillerat del Departament d’Ensenyament de la Generalitat de
Catalunya l'any 2012. Aquest text t¢é com a objectiu cercar una manera de
treballar els continguts geometrics més competencial a partir del treball de la
resolucié6 de problemes, raonament i prova, connexions i comunicacio i

representacio.

- Competéencies basiques de I'ambit matematic. Identificacio i desplegament a
I'educacié secundaria obligatoria

(http://www?20.gencat.cat/docs/Educacio/Home/Departament/Publicacions/Col |

eccions/Competencies basigues/competencies mates ESO.pdf)

Publicat pel Departament d’Ensenyament de la Generalitat de Catalunya a I'any
2013. Text en el qual es comenten i identifiquen les dotze competéncies clau
gue conformen el camp competencial matematic, vinculades a un conjunt de

continguts clau, a on cinc de les quals s6n de geometria.

- Impulsem la geometria

(http://phobos.xtec.cat/creamat/joomla/index.php/impulsem-la-geometria)

Blog creat pel creamat a on es poden trobar propostes i directrius de treball per
tal de millorar i superar les dificultats presents en la geometria. Aquestes
dificultats han estat identificades a partir de I'observacié de proves diagnostic

tant a primaria com a secundaria.

- Aplicacio de Recursos al Curriculum (ARC) (http://apliense.xtec.cat/arc)

Pagina web a on es poden realitzar cerques detallades de diferents recursos i
propostes didactiques relacionades directament amb el curriculum de

matematiques. Des de primaria fins a batxillerat.

- llluminations (http://illuminations.nctm.orq)

Web creada per la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) a on
es proporcionen un gran nombre d’applets i recursos didactics organitzats per

blocs de continguts i per etapes.
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- ¢Por qué la Geometria? Propuestas didacticas para la ESO

Llibre escrit per Alsina et al. (1997) dirigit a docents de secundaria. El text és un
recull d'idees sobre el paper i les diferents maneres d'implementar la geometria

a l'aula.

- La Geometria: de las ideas del espacio al espacio de las ideas en el aula
(vol.17).

Escrit per Xelo Calvo et al. (2002) i publicat per I'editorial Grad. Aquest text,
dirigit a professors de diferents nivells (de preescolar fins a secundaria), és una

col-leccio d’assajos relacionats amb la didactica de la geometria.
2.2. Utilitzacio de la bicicleta com a recurs didac  tic

2.2.1. Utilitzaci6 de la bicicleta com a recurs did actic fora de les

matematiques

Les possibilitats que ofereix la bicicleta com a recurs didactic a una aula de
secundaria sén molt elevades. Més enlla de les seves oObvies connexions amb
I'educacié fisica, I'educacio vial o fins i tot I'educacié mediambiental, aquest
mitja de transport es pot utilitzar per explicar conceptes de tipus medic,
d’historia (relacionant-ho amb canvis que ha proporcionat a nivell tecnologic) o
d’informatica, com per exemple a I'hora de dissenyar animacions que utilitzen

aquest recurs.

Perd l'assignatura que proporciona més possibilitats en aquest sentit,
especialment a secundaria, és la fisica. Conceptes com la llei de la palanca,
I'aerodinamica, el centre de gravetat, les diferents lleis del moviment o I'energia
mecanica, cinética i potencial sén algunes de les possibilitats en les que es pot

fer servir la bicicleta com a recurs didactic a I'aula.

Els recursos presents tan a nivell bibliografic com a la xarxa sén molt
nombrosos, ja sigui a partir d'articles d’investigacié docent, material i activitats
creades o videos tutorials penjats al youtube.

A mode d’exemple:
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- The Bicycle: A vehicle for teaching physics
(https://web.phys.ksu.edu/papers/2005/the bicycle india.pdf)

Article publicat pel professor del Physics Departament de la Kansas State
University Dean A. Zollman a I'any 2005, a on es mostren els resultats de la
investigacié de la utilitzacié de la bicicleta com a recurs didactic en I'explicacio
de conceptes relacionats amb la fisica. També s’hi explora la possible relacié
amb el camp de la informatica i com a exemple d’interaccié entre societat i els
avangos tecnologics. Finalment es mostren en el document alguns exemples

d’activitats.

- Exploring the aerodynamic drag of a moving cyclist
(http://iopscience.iop.org/article/10.1088/0031-9120/51/1/015001)

Article escrit per F. Theilman i C. Reinhard (2015) a la revista Physics
Education (Volum 51, nimero 1) a on s’explica i es desenvolupa una activitat
per a alumnes de secundaria de 14-15 anys sobre la resisténcia aerodinamica
de l'aire quan es circula a sobre d’una bicicleta. Dividida en 6 sessions, a més
de la bicicleta, a l'activitat s’hi utilitzen recursos de tipus informatic, fotografic i
de mesura (com el dinamometre) per tal de que els alumnes siguin capacos de

calcular el coeficient de resistencia.
2.2.2. Utilitzacio de la bicicleta com a recurs did  actic en la geometria

A diferencia del que anteriorment s’ha dit respecte a la gran quantitat de
recursos a on la bicicleta esta present en I'ensenyament de conceptes fisics, en

el camp de les matematiques aquesta relacio no és tant abundant.

En aquest sentit, el material que s’ha trobat sovint esta relacionat amb
conceptes matematics d’'un nivell de coneixement superior a I'exigible a la

secundaria i més adient per a ambits universitaris.

L’adaptacié d’aquest material al curriculum de secundaria tampoc resulta una
tasca trivial, tot i aixi, a continuacié es mostren alguns dels documents que
s’han fet servir per a desenvolupar algunes de les activitats didactiques
d’aquest treball:
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- Roads and Wheels
(http://web.mst.edu/~Imhall/Personal/RoadsWheels/RoadsWheels.pdf)

Article escrit per Leon Hall i Stan Wagon a la Mathematics Magazine (Vol.65,
No.5) i publicat a 'any 1992. En aquest document els autors desenvolupen la
idea de com rodes de diferents formes geometriques diferents a la circular
(poligonals, el-liptiques, etc.) poden lliscar per una superficie adient de manera

suau, sense sotracs.

Les demostracions matematiques que es mostren son d'un nivell més elevat
que el plantejable a secundaria. Pero el que es demostra en l'article serveix de
punt de partida per a desenvolupar una de les activitats desenvolupades en

aguest document.
- Riding on Square Wheels

(https://www.sciencenews.org/article/riding-square-wheels)

Article publicat a la web de la revista Science News per Ivan Peterson (2004) a
on es mostra el treball desenvolupat pel propi Stan Wagon al Macalester
College (St. Paul, Minnesota) creant una bicicleta (de fet un tricicle) que llisca

de manera suau sobre una catenaria invertida repetida de manera periodica.

- La rueda cuadrada

(http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/solido/mov general/cuadrada/cuadrada.htm)

Apartat dins una pagina web de divulgacio titulada Fisica con ordenadores
creada pel professor Angel Franco titular de la Universitat del Pais Basc a on
es mostra d’'una manera entenedora la demostracié matematica del perque una

roda quadrada llisca sobre una catenaria invertida.

L’'autor també utilitza aquesta demostracio per explicar conceptes de fisica
relacionats amb les lleis del moviment o amb I'energia cinetica de rotacio i

translacid, mitjancant en molts casos eines trigopnomeétriques.

Un cop més, els continguts d’aquesta web estarien més enfocats als estudiants

de I'ambit universitari que als de secundaria.
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- Square-Wheeled

(http://www.mathstube.org.uk/category.php?cat=Square-Wheeled)

Apartat dins de la pagina web MathsTube a on hi ha penjats un conjunt de
videos curts (al voltant d’'un minut) a on es mostren diferents experiéncies de
vehicles (tricicles, monopatins, motocicletes...) creats amb les rodes quadrades

que llisquen sobre una superficie de manera suau.

En aquest cas, si que els continguts dels videos anirien enfocats a alumnes de

secundaria.
- Which way did the Bicycle Go?

(https://thatsmaths.com/2015/10/08/which-way-did-the-bicycle-go/)

Article publicat a la web ThatsMaths basat en un dels capitols del llibre Which
Way Did the Bycicle Go?: And Other Intriguing Mathematical Mysteries
(Konhausen et al.,, 1996). En el que s’ensenya a interpretar i demostrar
mitjancant eines matematiques els diferents rastres que deixen tant la roda

davantera com la posterior d’'una bicicleta.
- The mathematics of bicycle tracks

(http://lwww.mathteacherscircle.org/wp-content/themes/mtc/assets/MATH-
CIRCLE-SESSION Bicycle-Tracks.pdf)

Document creat pel professor de secundaria James Tanton a on es mostren un
seguit de possibles activitats per fer a l'aula a partir del rastre deixat per unes

rodes de bicicleta.

Les activitats estan enfocades per a diferents nivells de secundaria. Al
document es mostren possibles variants i la solucid a totes elles. Finalment es
mostren els estandards d’aprenentatge que es porten a terme en el conjunt de
les activitats.

- Bicycle Tracks
(http://simonsfoundation.s3.amazonaws.com/jwplayer/BicycleTracks/bicycletrac
ks med02.mp4)
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Video divulgatiu d’'uns 7 minuts de durada creat per la Simons Foundation a on
es mostren molts dels continguts presents a les dues referéncies anteriors. En

aguest cas pero, explicades empiricament a través d’una maqueta de bicicleta.

A més, en aquest document visual es relaciona la demostracié matematica amb
la que va portar a terme Sherlock Holmes al conte The Adventure of the Priory
School escrit per Arthur Conan Doyle.

2.2.3. Utilitzacio de la bicicleta a partir del  GeoGebra

Com s’ha comentat a l'apartat de propostes de millora, el programa de
geometria dinamica GeoGebra resulta una eina fonamental a [I'hora
d'implementar nous conceptes (en aquest cas de tipus geométric), millorar la
visio espacial i l'experiéncia practica actuant a I'hora com un element

motivador.

A continuacio es mostren dos casos a on s’ha fet servir la bicicleta mitjancant el

programa GeoGebra:

- Bicycle with Polygonal Wheels
(https://www.geogebra.org/material/show/id/5990)

Construccié dinamica de GeoGebra penjada per Humberto J. Bortolosi a I'any
2012 creada a partir de l'article abans esmentat Roads and Wheels (Hall et al.,
1992).

En aquest material, un punt lliscant (n) ens permet anar modificant el nombre
de costats del poligon que forma les rodes. A mida que s’augmenta aquest

nombre de costats ‘n’ la corba catenaria es va aproximant a una linia recta.

Un altre punt lliscant (w) ens permet modificar la mida del ‘quadre’ de la

bicicleta per tal que estigui en concordanca amb les rodes poligonals.
- The Gears of a Bycicle

(https://www.geogebra.org/material/show/id/50031)

Construccié dinamica penjada per Steven Blumsak a I'any 2013. Consisteix en

una representacié dels engranatges d’una bicicleta a on a partir d’'una serie de
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punts lliscants es pot modificar la mida del plat, el pinyd i simular I'accio de

pedalar.

Aquesta representacié ha servit de base per a desenvolupar una de les

activitats que es mostren més endavant
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3. Motius

Com ja s’ha comentat anteriorment i per unes causes també analitzades, el
bloc de geometria és el que presenta major dificultat als alumnes de secundaria
a partir del que s’extreu dels resultats de diferents avaluacions diagnostic de la

competéncia matematica. Tendencia que es va repetint any rere any.

Aixi, prenent com a referéncia els resultats de les proves PISA, tant a I'any
2012 com a l'any 2003 (anys a on la competéncia matematica es va avaluar de
manera prioritaria) de les quatre categories que s’avaluaven: quantitat, espai i
forma, canvi i relacions i incertesa, la d’espai i forma va ser la que va presentar

pitjor puntuacions (dades del ministerio de educacion, cultura y deporte, 2012).

Aquesta tendéncia s'observa de manera global a tots els paisos que formen
'OCDE i la Uni6 Europea (a excepci6 de Corea del Sud, Suissa o Jap0). A les
llles Balears la distribucié dels resultats és gairebé idéentica tot i que les
puntuacions mitjanes en aquest cas son considerablement inferiors a la mitjana
global de la resta de l'estat i de la UE (dades de la conselleria d’educacio,

cultura i universitats, 2013).

Tenint en compte també un document publicat per la Generalitat de Catalunya
a lany 2015 titulat Analisi dels resultats en geometria de cinc proves
d’avaluaci6 de competéncia matematica s’observa que per a les proves
d’avaluacié de I'educacié secundaria obligatoria dels anys 2013, 2014 i 2015
dels 4 blocs avaluats (numeracié i calcul, espai forma i mesura, canvi i
relacions i estadistica) el corresponent a la geometria (espai, forma i mesura)

és el que presenta en tots els casos la puntuacié més baixa de totes.

A l'any 2013 la nota mitjana del bloc d’espai, forma i mesura estava a més de 7
punts de la nota mitjana global, a quasi 10 punts en el 2014 i a més de 16 punts
al 2015.

Per tant, d’aquest conjunt de dades se n’extreu una necessitat inequivoca de
millorar i intensificar el procés d’ensenyament-aprenentatge en el camp de la
geometria. Millores que en definitiva hauran de repercutir positivament en
'assoliment del conjunt de la competéncia matematica per part dels alumnes

de secundaria.
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Les propostes didactiques que es desenvolupen a continuacio van orientades
en aquest sentit de crear nou material destinat a intensificar aquest procés
d’aprenentatge en la geometria. El fet d’identificar possibles mancances en el
material docent (falta d’experimentacio, recursos excessivament abstractes o
falta d’implementacio de noves tecnologies a I'aula) ha de servir per a no tornar

a caure en els mateixos errors. En aquest sentit el marge de millora és elevat.
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4. Desenvolupament de la proposta

En aquest apartat del treball es mostren una série de recursos didactics
utilitzant la bicicleta com a nexe conductor desenvolupats per tal d’aconseguir
el principal objectiu inicialment fixat que és el de millorar i facilitar el procés

d’ensenyament-aprenentatge en el bloc de la geometria a secundaria.

En total es plantegen 3 propostes amb diferents activitats cadascuna. Totes
elles emmarcades al curs de primer de batxillerat seguint la distribuci

curricular actual.

Aixi, es pretén aprofitar el caracter ludic i motivador que pugui tenir un element
com la bicicleta per tal d’introduir i aprofundir en conceptes geometrics que

d’una altra manera resultarien més dificils d’adquirir.

Les activitats estan concebudes de manera que els alumnes vagin treballant i
desenvolupant competéncies de diferents formes. Ja sigui mitjancant la
manipulacio i el treball manual, mitjancant el programa informatic GeoGebra o a
partir de I'entrega de diferents documents a on els alumnes a partir de la
recerca siguin capacos de redactar i expressar-se en el llenguatge matematic

de manera correcta.

Totes les activitats estan plantejades per a ser realitzades per parelles, ja que
en gran part s’hauran de realitzar a l'ordinador. El fet de no treballar
exclusivament de manera individual també emfatitza la necessitat de potenciar
el treball cooperatiu i el consens en la presa de decisions potenciant aixi les
habilitats socials dels alumnes.

La durada de les diferents propostes és d’entre una i dues sessions ja que el
curs a on es desenvolupen no permet grans despeses temporals a causa de

I'elevada carrega curricular que ja té.

El parer del professor sera el d’actuar com a guia en el desenvolupament de les
activitats ajudant als alumnes de manera puntual si s’escau, deixant clars en tot

moments els terminis d’entrega i els criteris d’avaluacio.
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4.1. Rodes quadrades

Aquest conjunt d’activitats es desenvolupen a partir del problema que donada
una roda quadrada, desenvolupar una superficie adient per a que la roda llisqui
de manera suau, sense sotracs. La condicio principal perqgue aquest fet es doni

és que l'eix de la roda, el centre, descrigui una linia recta horitzontal.

Perqué aixo sigui possible la roda s’haura de desplacar sobre un terra el pefrfil
del qual és el d’'un arc de catenaria invertida, que es va repetint de manera

periodica (imatge 4.1.1.).

P e N e N i

Imatge 4.1.1. Roda quadrada sobre catenaria invertida. Font: http://web.mst.edu

A mida que es van augmentant els costats d’aquesta roda poligonal els arcs de
la catenaria s’aniran fent més petits, de manera que si el nombre de costats

tendis a infinit es formaria un cercle amb un terra completament llis.
Els criteris de disseny de la superficie sén els seglents:
- El centre de la roda ha d’estar a una algada constant d.

- La roda ha de ser sempre tangent a la superficie del terra en el punt de

contacte.

- El centre de la roda haura d’estar just damunt del punt de contacte de la roda

amb el terra.

- La longitud de la corba que descriu el ‘bony’ haura de ser igual que un dels

costats del quadrat.

La demostracio matematica que la forma del ‘bony’ o ‘bonys’ ha de ser una
catenaria invertida supera els coneixements exigibles per a alumnes de
batxillerat, de totes maneres a continuacié se’n detallen alguns dels passos per
arribar-hi:
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Suposem una roda quadrada de costat 2a (imatge 4.1.2.):

\

E

Imatge 4.1.2. Roda quadrada de costat 2a sobre una corba catenaria. Font: http://www.sc.ehu.es/

El triangle isosceles ABE representa una octava part del quadrat. Com es veu a

la imatge anterior AE és igual a a i AB és igual a I'arrel quadrada de 2a.

Inicialment, el punt B del quadrat esta situat a I'origen, en moure’s rodant,
sense lliscar, la longitud BC sera igual a la longitud de I'arc OC. Per altra banda,
el punt C sera tal que la longitud AC + CD = AB es mantindra constant durant
tot el moviment, és a dir, com s’ha comentat anteriorment als criteris de
disseny, el centre del quadrat descriu una trajectoria que és una recta

horitzontal.

Si l'ordenada del punt C és y i l'angle que forma el costat BE amb ['eix

horitzontal és a, la relaci6 AC + CD = AB es descriu com:

+y=1+2a

cosa

Aixi, recordant la interpretaci6 geométrica de la derivada (imatge 4.1.3.), la

p: d
tangent de l'angle a és tga = d—z.
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Imatge 4.1.3. Interpretacio geométrica de la derivada. Font: http://www.sc.ehu.es/

S'aplica que la relaci6 1 + tan’a = sec®a i s'obté qué:

) =)

A partir d'aqui ja s’han de fer servir eines matematigues que com s’ha

assenyalat abans no estan incloses al curriculum de batxillerat.

Comentar que finalment s’arriba a I'equacié d’una corba catenaria:

y=a<x/§—cosh(k—§)>

Aquest tipus de corba és la descrita en un camp gravitatori uniforme per un fil
de densitat uniforme quan aquest se suspen per dos punts. | la seva forma
invertida forma un arc que és el que minimitza de manera més eficient les

forces a comprensio, suficientment fort com per aguantar el seu propi pes.

L’equacié d’aquesta corba utilitzant coordenades cartesianes i escollides de

manera que I'eix Y coincideixi amb el minim de la corba, resulta ser:

X eate a
y = a-cosh(—) =q—

a
Al seu punt més baix aquesta corba és molt semblant a la que forma una
parabola. Un cientific il-lustre com Galileo Galilei les va confondre ja que aixi ho
va publicar en els seus Discursos sobre dues noves ciencies (1638) per tant, en

aguest sentit, el professor haura de remarcar la diferenciacié entre les dues.
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Tornant a la roda, a mesura que el quadrat roda sense lliscar gira 90° i retorna
a la configuracié inicial, excepte una translaci6 d. Aquesta translacié es

determina fenty = 0 a I'equacio de la catenaria i s'obté d = 2ka.

En base a aquests coneixements es desenvolupen diferents activitats que

tenen com a objectiu conéixer i desenvolupar aquests continguts.
Curs

ler de batxillerat

Continguts

- Funcions trigonometriques i les seves inverses.

- Raons trigonometriques d’'un angle qualsevol. Formules de transformacions

trigonometriques.

- Realitzacio d’'investigacions matematiques a partir de contextos de la realitat o

contextos del mon de les matematiques.

- Practica dels processos de matematitzacio i modelitzacid, en contextos de la

realitat i contextos matematics.
- Derivada d’una funcié en un punt. Interpretacié geometrica.

- Utilitzacié de mitjans tecnologics en el procés d’aprenentatge per facilitar la
comprensi6 de propietats geométriques.

Obijectius didactics

- Utilitzar les formules trigonometriques usuals per a resoldre equacions
trigonometriques, aixi com aplicar-les en la resolucié de triangles directament o
com a consequencia de la resolucié de problemes geométrics del mon natural,

geometric o tecnologic.

- Desenvolupar processos de matematitzacid en contextos de la realitat
quotidiana a partir de la identificaci6 de problemes en situacions
problematiques de la realitat.
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- Elaborar un informe cientific escrit que serveixi per comunicar les idees

matematiques sorgides en la resolucio d'un problema.

- Potenciar I's de les noves tecnologies com a eina de comprensio i resolucié

de problemes matematics.

- Aplicar el concepte de derivada d’una funcié en un punt, la seva interpretacio

geometrica i aplicar-ho a la resolucio de problemes geometrics.
Competeéncies

- Comunicacio linguistica: a partir de I'entrega de documents a on s’hauran
d’expresar de manera clara i concisa les investigacions realitzades i els

coneixements assolits.

- Competencia matematica i competencies basiques en ciéncia i tecnologia: a

causa de la materia que es tracta en les seglents activitats.

- Competéncia digital: ja que algunes de les activitats que es plantegen

s’hauran de portar a terme a partir del programa informatic GeoGebra.

- Aprendre a aprendre: s’hauran d’establir estrategies i maneres diferents de
treballar per tal d’anar resolent les diferents activitats que es proposen.

- Competencies socials i civiques: el fet de treballar per parelles provocara que

els alumnes es vegin obligats a participar i millorar en aquest sentit.
Coneixements previs

- Coneixements previs de GeoGebra.

- Figures planes elementals.

- Angles i les seves relacions.

- Teorema de Pitagores.
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Metodologia

35

Materials i recursos

- Ordinadors amb connexi6 a la xarxa i programari GeoGebra instal-lat

(un ordinador per parella)

- Porexpan, regla, compas, cola, rotulador, cuter i pal petit de fusta. Un

de cada per parella
- Projector
Agrupament

Per parelles ja que és la manera més adient quan es treballa amb
odinador. Les parelles les formara el professor tenint en compte que els
grups quedin compensats. Els 6 alumnes amb millors notes formaran
parelles entre si, per a evitar que no puguin avancar tot el que voldrien i
generar-los un cert sentiment de frustacié. La resta de parelles es

formaran de manera que quedin compensades.

Espai

- Aula habitual: activitats 0 i 1

- Aula d'informatica: activitat 2

Temporitzacio

El conjunt de les activitats es portaran a terme en dues sessions:
- la sessio: activitats 01 1

- 2a sessio: activitat 2

Paper del professor

- A les activitats 0 i 1 el professor es va passejant per I'aula i observa el
treball i el comportament dels alumnes. Proporciona ajuda si algun dels

grups I'hi requereix.
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- A l'activitat 2 el professor entrega una guia amb els passos a seguir per
a portar a terme l'activitat mitjancant I'ordinador. Com abans, es passeja
per l'aula per tal danar seguint la feina dels alumnes i resoldre

possibles dubtes.
Paper de I'alumne

- Distribuits per parelles segueixen les pautes que els indica el
professor en cada moment. Les diferents activitats o0 documents  s’han

d’entregar en els terminis acordats.
Atencio a la diversitat

El principal objectiu del treball per parelles és l'atencio a la diversitat per
tal de potenciar al maxim el procés d’ensenyament-aprenentatge de
cada alumne i que cap d’ells es quedi despenjat del grup. Per aquest
motiu les parelles hauran d’estar el més compensades possibles juntant

alumnes amb més dificultats amb d’altres més facilitats per la matéria.

Com s’ha dit anteriorment, els 6 alumnes que demostrin més capacitats
s’ajuntaran entre ells per a que puguin desenvolupar al maxim els seus

coneixements.

També, a nivell d'avaluacié, el fet d'utilitzar rdbriques de manera
individualitzada fa que aquest procés sigui més flexible, adaptant-se en

certa manera a cada alumne.
Procediment
Activitat 0. Presentacié de l'activitat i reproducc i6 de dos videos

Explicacié de I'activitat al conjunt de I'aula. Contingut, temporalitzacié i objectius

didactics.
Reproduccio dels seguents videos:
- Square-Wheeled Tricycle

https://www.youtube.com/watch?v=LgbWu8zJubo
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Video d’'un tricicle amb les rodes quadrades que llisca sobre un terra format per
peces de catenaries invertides realitzat pels estudiants del Texas A&M Society

of Physics pujat a Internet 'any 2007. Durada 27 segons.
- Square wheeled motorbike jump

https://www.youtube.com/watch?v=u-hDEEI67 Y

Part del tercer episodi de la tercera temporada del programa sobre divulgacio
cientifica de la BBC Bang Goes the Theory produit a I'any 2010. Durada 1

minut i 12 segons.

Activitat 1. Construccié de rodes quadrades i un su port per lliscar

suament

Per parelles i sense cap explicaci6 matematica préevia demanar als alumnes
que construeixin un model de rodes quadrades i terra sobre el que lliscar
suaument. Realitzar-ho a partir del material anteriorment citat: porexpan (o
escuma dura), regla, compas, cola, rotulador, cuter i un pal de fusta o plastic

per unir les dues rodes.

Aquesta activitat pretén potenciar la visi6 espaial dels alumnes, el treball
manual com una altra manera possible d’aprendre matematiques i a que

descobreixin per ells mateixos els problemes geometrics que I'activitat planteja.

Basicament les dues idees principals, en primer lloc que I'eix de la roda ha de
tracar una linia recta horitzontal i que la roda ha de ser sempre tangent al terra

en el punt de contacte.

Aixi, a més a més del material que se’ls hi demana hauran d’entregar un

document (un per parella) responent a les seglients preguntes:
1. Quins problemes planteja l'activitat?
2. A efectes matematics que vol dir que la roda llisqui suament sobre el terra?

3. Cerca a Internet i comenta quina forma determinada ha de tenir el terra per a
que la roda llisqui suaument. Amb quina altra forma presenta moltes

semblaces?
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4. Es podrien portar a terme rodes amb la forma de qualsevol poligon regular?

Quina implicaci6 tendria en el terra de suport?

5. Qué passaria si el nombre de costats (n) del poligon regular que forma la

roda tendis a infinit?

Aquesta part de redaccio del document s’haura de fer a casa i també implicara
treball de recerca bibliografica per tal de contestar algunes de les preguntes

que s’hi plantejen (basicament les preguntes 3 i 4).

Es podra entregar tant com un document fisic com penjar-ho en format digital a

la plataforma moodle.

Un cop corregits els documents de cada grup, el professor corregira i explicara

a la pissarra una per una totes les respostes i dubtes que sorgeixin.
Solucié

1. Crear un terra adient per a que la roda llisqui suaument i no vagi donant salts

0 sotracs.
2. Que l'eix de la de la roda es manté a una algada constant.

3. Si, aquella que faci que el punt de contacte entre la roda i el terra sempre

sigui tangent. La catenaria invertida repetida periodicament.
Tot i que son diferents, la corba catenaria €s molt semblant a una parabola.

4. A partir d’'un terra format per una catenaria invertida repetida periodicament
es podrien formar rodes amb la forma de qualsevol poligon regular a excepcié
del triangle ja que el punt de contacte no sempre seria tangent i per tant

provocaria sotracs.

A mida que augmentem el nombre de costats del poligon la component a de la
catenaria s’aniria fent més gran i per tant la corba s’aniria aproximant a una

linia recta.

5. Que ens aproximariem a una roda circular i per tant a un terra completament

Ilis.
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Activitat 2. Construccido d’'un quadrat que llisca so bre una catenaria

invertida a partir del GeoGebra.

Es tracta de construir, mitjancant el programa informatic GeoGebra, una
guadrat que va rotant sobre el seu centre i a la vegada es trasllada cap a un
costat. Si activam el tra¢ del centre del quadrat i del punt de la interseccié entre
un dels costats i la recta perpendicular a I'eix X i que queda just per davall del
centre del quadrat s'observa com el primer ens descriu una linia recta i el

segon una corba catenaria invertida repetida periodicament.
Aquest material esta penjat a la web de GeoGebra:

https://www.geogebra.org/material/show/id/147444

Al compte de Larry Wadsworth, pujat el 24 d’agost de 2014.
Procediment:

1. Crea un punt A a on la component x d’aquest punt sera un nombre generic a

i la component y sera igual a 1.

2. Crea un punt lliscant per a la component a que varii entre 0 i 10.

3. Amb centre en A crea una circumferéncia de radi 1.

4. Crea el punt B corresponent a la interseccié entre la circumferencia i I'eix X.
5. Crea un angle de nom r definit per: (a 180/)°

6. Crea el punt B’ a part de la seguient entrada: Rotacio[B,- (a 180/1)°,A]

7. Crea una recta que uneixi el punt B’ amb el centre de la circumferencia.

8. A partir de la recta b defineix el punt C com la interseccio entre aquesta recta

i la circumferéncia.
9. Crea la recta d, que passa per A i és perpendicular a b.

10. Crea els punts D i E com les interseccions entre la circumferéncia i la recta
d.

11. Defineix un quadrilater a partir de la unié dels punts D, B’, E i C.
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12. Crea la recta f, perpendicular a l'eix X i que passi pel centre de la

circumferencia (punt A).

13. Crea el punt F, com la interseccio6 entre la recta f i el segment e.

14. Crea els punts G i H com la interseccio entre la recta f i el quadrilater.

15. Activa el trac dels punts A i G i activa I'animacio en la barra del punt lliscant.

Aquests 15 passos soOn els mateixos que tendran els alumens per a resoldre

I'activitat i que hauran de penjar a la plataforma moodle.

L’activitat els hi servira per a corroborar el que s’ha demostrat a I'activitat 1. La
practica permet observar com el punt de contacte entre la roda i el terra descriu

una corba catenaria repetida periodicament.
Avaluacio

Al principi de l'activitat el professor entregara una rubrica (annex 1) que s’haura
de retornar completada un cop fetes totes les activitats de manera individual.
Per tant, els alumnes s’hauran d’autoavaluar i valorar la feina de [laltre
company de grup. Aix0 ens servira per veure com interaccionen els alumnes

entre si i detectar possibles casos de parelles que no s’hagin avingut.

De la mateixa manera, en aquesta rubrica s’avaluara el material entregat,
'assoliment dels continguts teodrics i la capacitat d'aplicar-los per part dels
alumnes. L’'observacio d’aquests resultats serviran al professor per a corregir

mancances o punts a millorar.

El professor també avaluara a la classe mitjancant la mateixa rubrica que

comentara amb cada alumne de manera individual.

No totes les activitats realitzades tendran el mateix pes a la nota final. El

percentatge de cada una es mostra a la rubrica.
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4.2. Funcions trigopnometriques

Les funcions trigopnometriques son funcions d’un angle, basiques per a I'estudi
de la trigonometria i els triangles, i ens serveixen per modelitzar i representar
fenomens periodics com puguin ser I'alcada del nivell del mar que varia a causa

de les marees, els batecs del cor o la corrent alterna.

Aixi, a continuacié es plantegen una serie d’activitats per tal de coneixer i
aprendre a interpretar 3 d’aquestes funcions (les més basiques) a partir de la
representacio del moviment d’'una roda de bicicleta. Aquestes funcions seran el

sinus, el cosinus i la tangent.

Aquesta representacio grafica es dura a terme dibuixant la tragcada que fa un
punt qualsevol d’aquesta roda sobre els eixos X i Y dun sistema de

coordenades cartesia.

Es parteix d’una roda representada per una circumferencia de radi la unitat. El
sinus i el cosinus d’'un angle t es defineixen respectivament com el valor de la
coordenada y i la coordenada x del punt on la circumferéncia del radi intersecta

el radi girat un angle t respecte de I'eix X positiu (imatge 4.2.1.).

Y
(cost. sint)

i

Imatge 4.2.1. Definicié grafica del sinus i cosinus a una circumferéncia de radi unitari. Font:

ca.wikipedia.org

D’aquesta figura i aplicant el teorema de Pitagores s’extreu que x? + y? = 1 per

tant,
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sin®x + cos’x =1

Com es veura a continuacio les funcions sinus i cosinus tenen un domini que

son tots els nombres reals, i un recorregut que oscil-la entre -1 i 1.

A més, es pot afirmar que la funcié sinus i la funcié cosinus tenen la mateixa
forma encara que hi ha un desfasament de 1/2 entre l'una i l'altre. D’aqui

s’extreu la relacio seguent:
cos x = sin(x + /2)
Pel que fa a la tangent, s’ha de tenir en compte que:

sin x

tg x =
g COS X

| la seva interpretacio és la que es mostra a la imatge 4.2.2.:

sin(a)
+)

o cos(a) A |B
(+)

Imatge 4.2.2. Representaci6 a un cercle unitari del sinus, cosinus i tangent d'un angle. Font:

ca.wikipedia.org

A diferéncia de la funcié sinus i la funcidé cosinus, la funcié tangent no és
continua, el seu domini no inclou tots el nombres reals (alla a on el cosinus és 0
la funcioé tangent no existeix), no presenta ni maxims ni minims i és sempre

creixent.
Curs

ler de batxillerat
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Continguts

- Funcions trigonometriques. Identificacié, analisi de les principals

caracteristiques i representacio.

- Raons trigopnométriques d’'un angle qualsevol. Formules de transformacions

trigonometriques

- Practica dels processos de matematitzacio i modelitzacid, en contextos de la

realitat i contextos matematics.

- Utilitzacié de mitjans tecnologics en el procés d’aprenentatge per facilitar la

comprensio de propietats geometriques.
Obijectius didactics

- ldentificar, analitzar i representar les funcions trigopnometriques sinus, cosinus
I tangent mitjancant taules, expressions algebraiques o la seva representacio

grafica

- Identificar la possibilitat de matematitzacio de situacions problematiques de la
realitat, plantejar i resoldre el problema mitjancant I'is de les eines i models

matematics adients, i interpretar les solucions en el context original

- Potenciar I's de les noves tecnologies com a eina de comprensio i resolucié

de problemes matematics.
Competeéncies

- Competéncia matematica i competéncies basiques en ciéncia i tecnologia: a

causa de la matéria que es tracta en les seglents activitats.

- Competéncia digital: ja que algunes de les activitats que es plantegen

s’hauran de portar a terme a partir del programa informatic GeoGebra.

- Aprendre a aprendre: s’hauran d’establir estratégies i maneres diferents de

treballar per tal d’anar resolent les diferents activitats que es proposen.

- Competencies socials i civiques: el fet de treballar per parelles provocara que

els alumnes es vegin obligats a participar i millorar en aquest sentit.
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Coneixements previs

- Coneixements previs de GeoGebra
- Angles i les seves relacions

- Teorema de Pitagores

- Concepte de funcio. Creixement i decreixement. Continuitat i discontinuitat.

Maxims i minims relatius. Talls amb els eixos. Analisi i comparacio de grafics.
Metodologia
Materials i recursos

- Ordinadors amb connexi6 a la xarxa i programari GeoGebra instal-lat

(un ordinador per parella).
- Projector
Agrupament

Per parelles, ja que és la manera més adient quan es treballa amb
ordinador. Com en la proposta anterior, els 6 alumnes amb millors notes
formaran parelles entre si. La resta de parelles les formara el professor

de manera que quedin compensades.
Espai

Aula d'informatica

Temporitzacio

1 sessio

L’activitat 1 es realitzaria durant la sessio, la resta d’activitats i ampliacio

gue no doni temps a acabar es fara com a deures a casa.
Paper del professor
A les activitats a on es faci servir el GeoGebra el professor entregara

una guia amb els passos a seguir. La resta d’activitats s’entregaran en
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un full als alumnes, que aquests hauran de retornar ja contestat a on el

professor unicament respondra dubtes de manera puntual.
Paper de l'alumne

- Agrupats per parelles segueixen les pautes que els indica el
professor en cada moment. Els alumnes entregaran les diferents

activitats en els terminis acordats.
Atencié a la diversitat

El professor conformara els grups de tal manera que estiguin
compensats i que els alumnes que necessiten més temps per adquirir
els conceptes tenguin ajuda i suport per part dels seus companys i el

professor.

Pel que fa a les altes capacitats, les activitats d’ampliacié permetran a
aquests alumnes aprofundir i augmentar els seus coneixements en
aguesta materia. El fet d’ajuntar els 6 alumnes amb millors qualificacions

va enfocat en aquest sentit.
Procediment

Activitat 1. Representacié de la funcid sinus i cos inus mitjancant el

GeoGebra a patrtir de la representacié d’'una roda de bicicle  ta.

Utilitzant el programa informatic GeoGebra, aquesta activitat pretén representar
I modelitzar la tracada que fa un punt qualsevol d’'una roda de bicicleta durant el

moviment de rotacio.

Com s’ha comentat anteriorment, es representa aguest punt sobre els eixos X i
Y demostrant que forma els grafics de la funcié sinus i cosinus, segons l'arc

que es representa.

A continuacié es mostren els diferents passos a seguir. També es correspon

amb la guia que se’ls entrega als alumnes:

1. Crea una circumferencia de radi 1 i centre en x = -1 (punt A). Aquesta

circumferencia representara la roda, per tant li donarem un gruix adient.
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2. Crea una circumferencia de radi 0,15 i centre en A (cercle d). Aquest cercle

representara el pinyo.

3. Amb centre al punt (-3,5, 0) i radi 0,3 crear un altre cercle que representara
el plat de la bicicleta. Tingues en compte que I'estil hauria de ser el mateix que

el del pinyo.

4. Crea una recta perpendicular a I'eix X i que passa per B. Les interseccions

amb la circumferéncia c defineix els punts C i D.
5. Realitza la mateixa operacio a la circumferéncia d i defineix els punts E i F.

6. Crea un segment entre C i E i un altre entre D i F. Aquests dos segments

simbolitzen la cadena de la bicicleta.

7. Crea els seguents punts lliscants: Pedalar, Plat i Plat2. Els dos darrers

s’oculten i el punt lliscant de pedalar oscil-la entre 0 i 300 a una velocitat de 0,5.

8. Crea un punt a la circumferencia e que simbolitza el pedal (punt G). Es

defineix aquest punt G com: Rotacio[C,360°pedalar/plat,B].

9. Crea un punt al piny6 (cercle d) que es defineix de la seglent manera:
Rotacidé[E,360°pedalar/plat2,A].

10. Crea un segment entre G i B.
11. Crea una semirecta entre A i H.

12. Crea el punt | com la interseccio entre la semirecta creada i el cercle c.

Aquest és el punt que farem servir per representar el moviment de la roda.
13. Crea un segment entre els punts H i I.

14. Deixa el punt | situat en el primer quadrant de la circumferéncia. A partir
d’aquest punt | crea 2 rectes, una perpendicular a I'eix Y que en tallara la recta
g al punt J i una altra perpendicular a I'eix X que també passi pel punt | i que

tallara I'eix X al punt K.

15. Oculta aquestes 2 rectes creades anteriorment i defineix els segments que

uneixen els punts J i l, i Kil. Traca aguests segments amb linia discontinua.
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16. Si a l'origen de coordenades definim el punt L. Crea un angle a partir de 3

punts: L, Ail.

17. Defineix I'arc entre L i J a partir d’aquesta entrada: arc[c,L,l]. S’Tanomena

comar.

18. Si la interseccio entre la circumferencia c i la recta g s'anomena punt M.

Crea un arc a partir d’'aquesta entrada: arc[c,|,M].
19. Crea el punt N amb les seguents coordenades (r,y(l)) i activa el trac.
20. Crea el punt O amb les seguents coordenades (s, y(I)) i activa el trac.

21. Canvia els parametres de I'eix X per a que estigui en radians. Opcions:
avancat. Finestra grafica: Eix X, distancia 2.

22. Activa el punt lliscant de pedalar.
Cada parella entregara I'activitat a la plataforma moodle.

El fet d’assenyalar que implica cada pas (el pedal, la cadena, el pinyo...)
comporta que els alumnes hauran de crear una série d’estils i gruixos per a que

la representaco0 sigui el més realista possible.
Activitat 2. Taula de valors de sinus i cosinus

S’entregara a cada parella un full amb la taula 4.2.1. que es mostra a
continuacio i amb I'ajuda del material creat a I'activitat anterior completar-la. Pel
que fa als valors de sinus i cosinus s’han de fer servir els seguents nombres:

%, ‘/;,‘/;(positius 0 negatius) i comprovar el resultat a partir de la seguent

0,1,
relacio: sin® + cos? = 1

Taula 4.2.1. Taula de valors del sinus i cosinus pels principals angles (en graus i radians) per resoldre.

0 w6 | w4 | w3 | w2 | 2m/3 | 3w/4 | 5m/6 | w | 7w/6 | 5w/4 | 4w/3 | 3w/2 | 5w/3 | 7Tm/4

111/6

Oo

360°

sin x
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COS X
quadrant
Soluci6
Taula 4.2.2. Taula de valors del sinus i cosinus pels principals angles (en graus i radians) resolta.
0 w6 | /4 | w/3 | w2 | 2m/3 | 3w/4 | 5m/6 ™ 7mw/6 | 5w/4 | 4w/3 | 3w/2 | 5w/3 | 7w/4 | 11m/6
X 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330°
360°
sin x 0 1 1vz2]v3]12 V3 V2 o 1 vz B B vz L
2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos X 1 [V |z | 1]o | IT[va]| 3|1 3| V2| _I |0 T [ v2 ]| 3
2 | 2 | 2 2.0 2 | 2 2| 2 2 2 2 2
quadrant |+ I+ I - IV -
Activitat 3. Propietats de les funcions sinus i cos inus

De la mateixa manera que per a l'activitat anterior, s’entregara un full a cada
parella on s’haura d’emplenar la segient taula (4.2.3.) amb les caracteristiques

corresponents d’aquestes dues funcions.

Taula 4.2.3. Taula de les principals propietats de la funcié sinus i la funcié cosinus per resoldre.

Sinus Cosinus

Periodicitat

Domini

Recorregut

Parell o imparell

Continuitat

Creixement

Decreixement
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Maxims

Minims

Talls a I'eix X

Solucié

Taula 4.2.4. Taula de les principals propietats de la funcié sinus i la funcié cosinus resolta.

Sinus Cosinus
Periodicitat El periode és 21t ja que sin (x+21) = El periode és 21 ja que cos
sin x (x+21) = cos x
Domini Tots els reals Tots els reals
Recorregut [-1, 1] [-1, 1]
Parell o imparell Imparell ja que: Parell ja que:
sin (-X) = - sin x cos (-x) = cos x
Continuitat ContinuaenxeR ContinuaenxeR
Creixement m  [31 [, 2m]
[o3lv[F]
Decreixement m 3n [0, 7]
2’2
Maxims Y= {E N an} x = {0 + 2km}
2
ini 3 =
Minims ‘= {_ﬂ+ Zkrr} x = {m + 2km}
2
D= _ /s
Talls a I'eix X x = {0+ kn} x={5+kn}

Activitat 4. Representacio de la funcio tangent (co  m a ampliacid)

A partir del material creat a l'activitat 1, es pretén representar la funcié tangent i
estudiar-ne les propietats de la mateixa manera que s’ha fet pel sinus i pel

cosinus.

1. Crea un segment de longitud donada amb centre en L i la longitud de l'arc r.
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2. Amb el punt | al primer quadrant de la circumferéncia traca una recta que va

del punt A al I. Aquesta recta talla a I'eix de les ordenades al punt Q.

3. Traca una perpendicular a I'eix Y per el punt Q i una perpendicular a I'eix X

pel punt P.
4. La interseccio d’aquestes dues rectes €s el punt P. Activa el seu trac.

5. Per tal d’entendre millor la funcio, crea 4 rectes perpendiculars a I'eix X per
/2, 1, 311/2 i 211.

Activitats 5 i 6. Taula de valors i propietats de |  a funci6é tangent (com a

ampliacio)

De la mateixa manera que per a les funcions sinus i cosinus, omple les caselles

d’aquestes dues taules (4.2.5.14.2.6.). En aquest cas els valors que podra tenir

la tangent son: 0,1, /3, \/2—5 (positius 0 negatius).

Taula 4.2.5. Taula de valors de la tangent pels principals angles (en graus i radians) per resoldre.

0 w6 | w4 | w/3 | w2 | 2w/3 | 3w/4 | 5w/6 | w | 7m/6 | 5w/4 | 4w/3 | 3w/2 | 5m/3 | 7m/4

111/6

Oo

360°

tg X

quadrant

Taula 4.2.6. Taula de les principals propietats de la funcié tangent per resoldre.

Tangent

Periodicitat

Domini

Recorregut

Parell o imparell

Continuitat
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Creixement

Decreixement

Maxims

Minims

Talls a I'eix X

Solucions

Taula 4.2.7. Taula de valors de la tangent pels principals angles (en graus i radians) resolta.

0 w6 | /4 | w/3 | w2 | 2m/3 | 3w/4 | 5m/6 ™ 7mw/6 | 5w/4 | 4w/3 | 3w/2 | 5w/3 | 7mw/4 | 11m/6
X 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330°
360°
T O I O I N I N ) I I B E I e R
3 3 3 3
quadrant I+ Il - " + IV -

Taula 4.2.8. Taula de les principals propietats de la funcié tangent resolta.

Tangent
Periodicitat El periode és 1T ja que:
tg (x+1m) = tg X
Domini T
R {2 + kn}
Recorregut Tots els nombres reals

Parell o imparell

Imparell ja que:

tg (-x) = -tg x
Continuitat Continua x € R — {% + kn}
Creixement En tot el domini

Decreixement
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Maxims No en té

Minims No en té

Talls a I'eix X x = {0+ kn}
Avaluaci6

L’activitat 1 comptara la meitat de la nota del conjunt d’activitats i les activitats 2
I 3 un 25% respectivament. L'entrega de les activitats d’ampliacio podran
suposar fins a 2 punts meés (sobre 10) a la nota final. Un punt extra per I'activitat

4 i un altre per les activitats 5 i 6.

Les activitats de GeoGebra s’avaluaran restant un punt a cada pas de l'activitat

que estigui malament o incomplet. Es comencara a restar sobre 10.

Les diferents taules s’avaluaran de manera semblant, partint del 10 es restara

un punt a cada cel-la ques estigui malament o incompleta.
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4.3. Rastres de les dues rodes de la bicicleta

Les activitats que es desenvolupen a continuacio es fonamenten a partir de la
trajectoria i rastre que van deixant les dues rodes de la bicicleta quan es

mouen.

A partir d’aquests rastres i mitjancant la utilitzaci6 d’eines trigonomeétriques
podem coneixer tant el sentit que portava la bicicleta com saber a quin rastre

correspon la roda del davant i a quin la roda del darrere.

A la seguent imatge (4.3.1.) es mostra un exemple de rastres deixats per les

dues rodes d’'una bicicleta amb una forma semblant a una funci6é sinusoidal.

front wheel

back wheel

Imatge 4.3.1. Trajectoria descrita per les dues rodes d'una bicicleta en moviment. Font:
http://www.mathteacherscircle.org/

S’observa com el rastre deixat per la roda del darrere (back wheel) resulta més
‘estable’ que el rastre corresponent a la roda davantera (front wheel) que també

descriu una trajectoria sinusoidal pero de major amplada.

Aixi, les principals caracteristiques d’aquests dos rastres que deixen les rodes

d’una bicicleta son:

- La distancia entre els punts de contacte de les dues rodes amb el terra és una

constant.

-La roda del darrere, que esta fixada al quadre de la bicicleta, sempre apunta
cap a la roda del davant.

Per tant, d'aqui s’extreu la propietat clau del rastre que descriuen les rodes

d’una bicicleta:
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- La linia tangent al rastre de la roda del darrere sempre intersecta amb el

rastre de la roda davantera a una distancia fixada.

A nivell de descripci6 matematica partim de que la trajectoria de la roda
posterior és coneguda fet que ens permet derivar facilment I'equacié per a la

trajectoria de la roda davantera.

Denotam la posicié del punt de contacte de la roda del davant amb el terra per

(xz, yr ) i del punt de la roda del darrere per (xg, 5 )
Aixi definim:
Ax =xp —xp 1 Ay = yp — yp

Com s’ha dit anteriorment, s’asumeix que la distancia entre els dos punts de

contacte de les rodes (distancia a) és constant per tant:
Ax? + Ay? = a?

El punt (xF, yF) esta sempre situat en el pla vertical de la roda posterior, per la
qual cosa es troba a la tangent de la trajectoria de la roda del darrere, i sempre

es troba a una distancia constant a del punt (xz, 5 ).

Anomenam m al pendent de la trajectoria del punt (xz, y5 ) i és igual a%.
B

A partir d'aqui es poden escriure les equacions per (xp,yp ):

_ a _ a
Xp=%pt s VP = Ys Y e

Coneixent la trajectoria de la roda del darrera en la forma yz = yz(x5) ja es pot

calcular el punt (xg, yr ).

Per a valors de m petits podem aproximar les equacions anteriors per a xz | yg

de la manera seguent:
Xp = Xg +a, Vg =Yg + ma

Ara suposam gue la roda del darrere segueix una trajectoria sinusoidal (com a

la imatge anterior): yg(xg) = Asinkxg
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Llavors el punt de contacte de la roda davantera és

Xp =~ xg + a, yr = Csin(kxg + )

AonC = A1+ (ka)?A i y = arctgka

D’aquesta manera la roda del davant descriu també una trajectoria sinusoidal

perd de major amplada.

Curs

ler de batxillerat

Continguts

- Funcions trigonometriques i les seves inverses.

- Practica dels processos de matematitzacié i modelitzacié, en contextos de la

realitat i contextos matematics.
- Derivada d’una funcio en un punt. Interpretacié geometrica
Objectius didactics

- Utilitzar les formules trigopnometrigues usuals per a resoldre equacions
trigonometriques, aixi com aplicar-les en la resolucio de triangles directament o
com a conseqliencia de la resolucié de problemes geométrics del mon natural,

geometric o tecnologic.

- Identificar la possibilitat de matematitzacioé de situacions problematiques de la
realitat, plantejar i resoldre el problema mitjancant I's de les eines i models

matematics adients, i interpretar les solucions en el context original

- Desenvolupar processos de matematitzacid en contextos de la realitat
quotidiana a partir de la identficaci6 de problemes en situacions

problematiques de la realitat.

- Elaborar un informe cientific escrit que serveixi per comunicar les idees

matematiques sorgides en la resolucio d'un problema.

55



Desenvolupament de la proposta

- Aplicar el concepte de derivada d’'una funcidé en un punt, la seva interpretacio

geometrica i aplicar-ho a la resolucié de problemes geometrics.
Competeéncies

- Competéncia matematica i competéncies basiques en ciéncia i tecnologia: a

causa de la matéria que es tracta en les seglents activitats.

- Aprendre a aprendre: s’hauran d’establir estrategies i maneres diferents de
treballar per tal d’anar resolent les diferents activitats que es proposen.

- Competencies socials i civiques: el fet de treballar per parelles provocara que

els alumnes es vegin obligats a participar i millorar en aquest sentit.

- Comunicacio linguistica: a partir de I'entrega de documents a on s’hauran
d’expresar de manera clara i concisa les investigacions realitzades i els

coneixements assolits.

- Consciéncia i expressions culturals: una de les activitats plantejades fa

referéncia al personatge Sherlock Holmes rellevant dins la cultura popular.
Coneixements previs
- Figures planes elementals
- Teorema de Pitagores
Metodologia
Materials i recursos
- Projector i pissarra
Agrupament

- Per parelles, ja que per la carrega de conceptes i durada de l'activitat

no tendria molt sentit fer grups més nombrosos.
Espai

- Aula habitual a on s’imparteix I'assignatura.
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57

Temporitzacio
- 1 sessio
Paper del professor

El paper del professor sera, en primer lloc, facilitar i explicar els

coneixements per tal de poder afrontar les activitats plantejades.

Més endavant, facilitara les diferents activitats als alumnes a on ajudara

de manera puntual a resoldre-les.

Finalment, un cop ja entregats els documents, corregira les activitats a la

pissarra.
Paper de l'alumne

- Agrupats per parelles segueixen les pautes que els hi indica el
professor en cada moment. Hauran d’entregar les diferents activitats en

els terminis acordats.
Atenci6 a la diversitat

L’agrupament per parelles es realitzara per tal de conformar grups que
MES 0 menys es puguin compensar entre si, com a mesura d’atencio a la
diversitat. Es a dir, que els alumnes amb més dificultat s’ajuntin amb
d’'altres que tenen més capacitats a I'hora d’enfrontar-se amb la

materia.

Com en les propostes anteriors, els 6 millors alumnes s’agruparan pel
seu compte. Aquesta fet s’explica com una mesura de suport de cara als
alumnes amb altes capacitats. L’activitat 3 també es contempla com a

una activitat d’ampliacié per a aquest tipus d’alumnat

La tasca de conformar grups correspondra al professor. De la mateixa
manera el professor proporcionara ajuda a les parelles que ho

requeresquin.



Desenvolupament de la proposta

Procediment

Activitat 1. Esbrinar el sentit d'una bicicletaa p  artir del rastre de les seves

rodes
S’entrega un full a cada parella amb el segiient enunciat:

‘Al 1903 Arthur Conan Doyle escrivia un dels seus relats protagonitzats per

Sherlock Holmes titulat The Adventure of the Priory School.

En aquesta historia el detectiu esbrinava el sentit en el que s’havia mogut una
bicicleta analitzant els rastres que havien deixat les seves rodes sobre la neu
(imatge 4.3.2.). En determinava el sentit argumentant que la més profunda de
les dos trajectories era la corresponent a la roda del darrere ja que aquesta és
la més pesada. Una vegada ja sabia quin rastre corresponia a cada roda ja en
podia esbrinar el sentit.

Amb el temps s’ha pogut demostrar que aquest metode no és del tot correcte ja
qgue la roda més pesada també podria ser la davantera. Aixi, i segons les dues
trajectories que es mostren a continuacio, podries ajudar a Sherlock Holmes a

resoldre el problema?’

Imatge 4.3.2. Trajectoria descrita per les dues rodes d'una bicicleta. Font: Bicycle Math. Timothy E.
Goldberg.

Solucié

En primer lloc s’ha de determinar quina trajectoria correspon a la roda del

davant i quina a la roda del darrere. Aix0 s’esbrina a partir de la propietat de
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que la tangent al rastre de la roda del darrere sempre intersecta amb el rastre

de la roda davantera.

Per tant el rastre de la roda posterior es correspon amb la linia discontinua al
dibuix.

A partir d’aqui, escollir una série de punts en la trajectoria de la roda posterior i
dibuixar la tangent a aquests punts. Per cada punt escollit a la linia discontinua
(punt B), identifica el primer punt a I'esquerra i a la dreta alla on la tangent
intersecta la tracada de la roda davantera (linia continua). S’anomenen el punt
R (dreta) i el punt L (esquerra) i es mesuren la longitud d’aguest segments

entre els punts BL i BR.
Repetir aquests passos per a d’altres punts de la mateixa linia discontinua.
La bicicleta anira en la direccié en que aquesta distancia sigui constant.

Els alumnes entregaran I'activitat al professor que aquest corregira a la pissarra

abans d’acabar la sessio.
Activitat 2. Deficiencies d’aquest metode

Les mateixes parelles hauran d’entregar un altre document responent a

aguesta questio i raonant les respostes

‘Hi ha algun exemple (0 exemples) de trajectoria a on no sigui valid aquest

metode?’
Solucié

En primer lloc, si la bicicleta descrivis una trajectoria completament recta com

es mostra en el seguent dibuix (imatge 4.3.3.):

Imatge 4.3.3. Trajectoria a on es superposen les trajectories de la roda davantera i posterior. Font: Bicycle
Math. Timothy E. Goldberg.
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No es podrien tracgar les rectes tangents i per tant no es podria saber en quin

sentit avanca la bicicleta.

Un altre cas seria quan la bicicleta avancés de manera que es forméssin dos

cercles concentrics (imatge 4.3.4.):

Imatge 4.3.4. Trajectoria descrita per un ciclista que avanca en cercles. Font: Bicycle Math. Timothy E.
Goldberg.

A causa de la simetria que es presenta en aquesta situacié no es pot afirmar

quin és el sentit que porta la trajectoria de la bicicleta
Igual que l'activitat 1 aquesta activitat es corregeix al final de la sessio.
Activitat 3. Area entre dos trajectories circulars (ampliacio).

El professor plantejara aquesta activitat com un afegit dins I'activitat 2, és dir, al

mateix document.

L’activitat correspon a esbrinar I'expressio que permeti calcular I'area entre dos
cercles concentrics. Cercles que es corresponen a la trajectoria d'una bicicleta

quan va girant.
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Solucié

Com es mostra en el dibuix seglent (imatge 4.3.5.), anomenam r a la distancia
qgue hi ha entre les dues trajectories que formen les rodes i anomenam R; i R;

als radis intern i extern respectivament

Imatge 4.3.5. Dos cercles concentrics on es mostra r, R1 i R2. Font: http://www.mathteacherscircle.org/

Una recta tangent al cercle interior és perpendicular al radi d’aquest cercle al
punt de contacte.

D’aquesta manera i utilitzant el teorema de Pitagores:
R +7r?=R3
L’area que hi ha entre els dos cercles queda de la segiient manera:
area = mR? — nR?
area = m(R3 — R?)
area = mr?
Es a dir, que l'area és independent de la mida dels cercles concéntrics.
Avaluacio

S’avaluara de manera qualitativa (insuficient, suficient, bé, notable i excel-lent)
el document final entregat. On com a minim hi haura d’haver la resposta a les

activitats 1 i 2.

61



Desenvolupament de la proposta

El suficient correspondra a respondre i argumentar correctament I'activitat 1.

El bé a respondre correctament una de les possibles respostes a l'activitat 2 i
notable si s’aporten i argumenten dos possibles casos en aquesta mateixa

activitat.

Si, a més a més, es respon de manera correcta I'activitat d’'ampliacio 3, la nota

sera d’excel-lent.
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5. Conclusions

La presencia de la geometria en el curriculum de secundaria, entenent-la com
la branca de les matematiques que estudia I'espai, la forma i la mesura, resulta
imprescindible perque els alumnes puguin desenvolupar de manera correcta la

competéncia matematica.

La seva connexié amb altres blocs de les matematiques, amb el conjunt d’altres
disciplines i la seva relacié directa amb la vida quotidiana en fan una materia

basica ja des de primaria.

Aixi, els baixos resultats en aquest bloc que es mostren any rere any en
diferents proves d’avaluacié i diagnostic fan que en primer lloc s’hagin
d’analitzar les diferents causes que provoquen aquestes dificultats en els
alumnes, per, a continuacio, ser capacos d’'implantar correctament un seguit de

millores en el procés d’ensenyament-aprenentatge.

A partir del que hem analitzat en aquest treball, creiem que les millores haurien
d'anar orientades a fomentar la manipulacié i I'experimentacid a I'hora de
dissenyar els materials didactics; a augmentar la dedicacié a l'aula a aquest
bloc en detriment d’altres als quals se li dediguen més sessions, com per
exemple el calcul; i a impulsar sempre que sigui possible activitats que estiguin
connectades amb altres branques de les matematiques o fins i tot altres

assignatures.

En aquest sentit també volem comentar la necessitat d’introduir les eines TIC a
l'aula, especialment fent servir programes informatics de geometria dinamica
com pugui ser el GeoGebra, ja que poden repercutir molt positivament en

aguest procés d’'aprenentatge.

Pel que fa a la utilitzacio de la bicicleta com a recurs didactic, volem ressaltar la
importancia que té com a element motivador a I'hora de dissenyar diferents
activitats. La gran quantitat de material que s’ha trobat aixi ho corrobora,
especialment en el camp de la fisica. Respecte a les matematiques en general i
de la geometria en particular, aquesta quantitat de recursos docents no ha sigut
tant abundant com era d'esperar; en part, ja que molt d’aquest material

corresponia a nivells més aviat universitaris i no tant a la secundaria.
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En base a les millores descrites anteriorment s’han desenvolupat les diferents
activitats docents. Alguns dels plantejaments a I’hora de dissenyar-les han estat
I'ds de material manipulable, la utilitzacio del GeoGebra i la relacié amb altres

continguts no estrictament geometrics.

Per acabar, comentar que la realitzacié d’aquest treball m’ha servit per adonar-
me de la necessitat de corregir i millorar alguns aspectes en I'ensenyament de
la geometria, de les possibilitats que ofereix la geometria a I’hora de relacionar-
la amb altres matéries o continguts, i de les enormes possibilitats docents que

ofereix un recurs com el GeoGebra tant als professors com als propis alumnes.
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Annex 1. Rubrica per avaluar la proposta didactica

‘rodes quadrades’

0

Insuficient

Suficient

Notable

Excel-lent

Material de I’activitat 1
(25%)

No entregat

Material realitzat amb
poca cura i en mal estat

Presentacio del
material correcte tot i
gue en cap cas les
rodes llisquen sense
presentar sotracs

Bona presentacio del
material i tot i no ser
perfecta s’aproxima a
que les rodes llisquin
suament

Rodes que llisquen
suament sobre la
superficie creada

Document preguntes
activitat 1
(25%)

No entregat

No arriba a 3 preguntes
contestades
correctament

3 de les 5 preguntes
respostes de manera
correcta

4 de les 5 preguntes
respostes de manera
correcte

Més de 4 de les 5
preguntes respostes de
manera correcta

Practica GeoGebra
(25%)

No entregat

Practica inacabada a on
li manquen més de la
meitat dels passos

Practica amb més de la
meitat dels passos
realitzats correctament

Practica realitzada
correctament pero li
manquen 1 o 2 passos

Practica realitzada
correctament, tal i com
s’explica a I'aula

Treball individual
(10%)

No realitzat

No ha treballat el
minim requerit

Ha treballat el minim
requerit

Ha realitzat totes les
feines que li pertocaven
correctament i amb
independéncia

Ha realitzat aportacions
addicionals que han
beneficiat al grup

Treball dins la parella
(15%)

No realitzat

Falta de organitzacid i
coordinacio

Coordinacio i
organitzacié minima
per a que el projecte

tiri endavant

Bona coordinacid i
organitzacié de la
parella de treball

Molt bona coordinacid i
organitzacio de la
parella de treball




