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Resum:

Les investigacions de Jaime, Chapa i Gutierrez(1992) mostren que els llibres
de text, un dels recursos més emprats pel professorat a I’hora de realitzar la seva
programacié d’aula, contenen nombrosos errors didactics i matematics en els
conceptes geometrics. Llavors, com abordar el seu ensenyament? Dins el camp
de la didactica de la geometria, cal destacar les aportacions del matrimoni Van
Hiele, i Vinner i Hershkowitz. Els primers detallen amb molta precisio quins son
els diferents nivells de desenvolupament geomeétric, les seves caracteristiques i
planificacid de les tasques per avancar de nivell.... Els segons, Vinner i
Hershkowitz, varen posar en manifest com els exemples proposats després de
definir un concepte sovint fan als alumnes caure en una serie de errors, i
proposen una metodologia per definir els conceptes a partir de seus atributs
rellevants e irrellevants. El present treball ha incorporat tota aquesta teoria,
juntament amb articles relacionats d’ altres autors, per fer una proposta
d’ensenyament del concepte de poliedre, cos rodo, prisma i piramide per al

primer cicle de la ESO.

Paraules clau: nivells Van Hiele, fases de I'aprenentatge, definicié de conceptes,

mecanisme exemple-contraexemple
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1.Justificaci6 del treball

Durant els darrers anys hi ha hagut grans avencos en la investigacié sobre com
ensenyar matematiques, degut a una nova branca de recerca anomenada
“Didactica de les Matematiques”; malauradament, aquesta recerca no s’ha
traduit a una millora de les llicons que s’'imparteixen a les escoles( 0 almenys no
de manera integra). Els llibres de text no en son excepcio, i també incorporen

sovint errades de tipus metodologic (Fernandes i Caballero , 2013).

Concretament en Geometria, un dels grans blocs principals en que es centra
'ensenyament en Matematiques durant la etapa de secundaria (BOIB n°73,
2015), podem veure errors metodologics significatius; com son que la posicié
de les figures planes i en I'espai que es posen com exemple sempre sigui la
mateixa ,0 les definicions formals que apareixen dins els llibres sense prévia
introduccié (Jaime, Chapa i Gutierrez, 1992). Aquesta ra6 em motiva a fer
recerca en noves metodologies que s’ha demostrat que sén més adients per

explicar la Geometria i a poder posar en practica la meva recerca.
2.0Dbjectiu del treball

El present treball t¢ com a objectiu fer una proposta d’ensenyament de la
Geometria a 2n I’ESO fonamentades en diverses teories de la didactica de les
Matematiques. Més concretament, volem treballar la classificacio dels cossos en
'espai i la relaci6 amb les caracteristiques d’ aquests cossos. La proposta
metodoldgica s’ha de pensar tenint en compte que volem un desenvolupament
del pensament geomeétric, volem graduar el nivell de assoliment d’ aquest
pensament i tenir unes garanties de que s’ha arribat al nivell assolit. Juntament
amb aixo, es treballara la construccié de les propies definicions en geometria
mitjangant el mecanisme de exemple-contraexemple, i la classificacid de cossos
geometrics lligant-la amb les caracteristiques dels cossos geometrics com

nombre de cares, arestes...



3.Estat de la questio.

Les matematigues son una ciéncia formal, amb una axiomatica molt
fonamentada, demostracions formals i amb una manera de procedir molt
deductiva. D’altra banda la psicologia és una ciéncia empirica, de recollir dades
i d’emprar eines estadistiques per treure conclusions. Malgrat aixo, Efraim
Fishbein (1990) fa la reflexié de que, en donar classe o en fer investigacio, un
pot observar que el procés de construccié de noves idees en els dos camps és
molt similar; ambdés parteixen d’ una hipotesis, es contrasta la hipotesis, es
realitza un procés inductiu(en el cas de les matematiques pot ser mental)... El
problema que es té, i que canvia la percepcié dels matematics envers altres
ciencies, i dels estudiants envers les matematiques, és que el resultat,
I'estructura axiomatica de les matematiques, si es diferent a la que sorgeix de
altres branques del coneixement. Es aquesta similitud la que fa que els
matematics haguin pensat que pot haver un punt de confluencia, la matematica
€s axiomatica, pero els mecanismes que permeten arribar al coneixement

matematic poden ser variats i han de ser objecte de estudi.
3.1 Els processos d’aprenentatge en Geometria

Los procesos matematicos ponen de relieve las formas de
adquisicion y uso de los contenidos matematicos. En otras palabras,
son las herramientas que nos proporcionan las matematicas para

trabajar los diferentes contenidos. (Alsina, 2012,pag.4)

Les matematiques sOn una ciéncia que comparteix i connecta diferents
continguts i els aplica a la realitat, permet raonar de multiples maneres davant
un problema(algebraica,geomeétrica...) i permet deduir tot a partir de principis
basics. Aix0 fa pensar que no només amb els continguts ( Estadistica i
probabilitat, Algebra, Geometria, Analisi i Nombres) es pot enfocar bé
'ensenyament de les matematiques, siné que també s’han de tenir en compte
una série de procediments que permeten enfocar 'ensenyament de aquests

continguts. Segons el NCTM (2003), aquests processos son:

e Resolucio de problemes: Entendre i saber aplicar diferents estrategies de

resolucié de problemes.



Raonament i demostracié: Implica saber raonar, construir i avaluar
argumentacions matematiques de manera rigorosa, i que aquestes et
permetin desenvolupar un pensament.

Comunicacio: Capacitat de comunicar les teves idees matematiques tant
oralment com de manera escrita.

Connexio: Capacitat de reconéixer, utilitzar i crear connexions entre
diferents idees matematiques i en contexts de la vida real per construir
I'enteniment matematic.

Representacié: Fer servir diferents representacions de idees
matematiques que complementin i permetin enriquir I'enteniment

matematic.

Dins d’aquest treball volem incidir no només en els processos generals en

matematiques, sind en els processos que es treballen dins el bloc de Geometria

que és el que centra el treball.

Aquests sén (NCTM):

Analitzar caracteristiques i propietats dels objectes en 2D i en 3D i
desenvolupar arguments matematics sobre relacions geometriques.
Especificar localitzacions i descriure relacions espacials emprant les
coordenades geometriques i altres representacions de sistemes.

Aplicar transformacions i emprar les simetries per analitzar situacions
matematiques.

Emprar la visualitzacié, raonament espacial, i modelitzacié geometrica per

resoldre problemes.

Guillén (2004) va meés enlla i parla dels processos especifics de la geometria

dels solids, que deriven del model de Van Hiele, i que s6n processos que

sorgeixen de manera natural quan treballam en la classificacio de solids. Aquests

son els de descriure, classificar, definir i demostrar. Aquests processos mes

especifics son de gran importancia a I'’hora de preparar una proposta en

geometria de solids perqué concreten i determinen com s’ha de treballar la

proposta.



3.2 Com podem orientar el desenvolupament del pensament geometric?

El model de Van Hiele.

"Cuando empecé mi carrera como profesor de Matematicas, pronto
me di cuenta de que era una profesion dificil. Habia partes de la
materia en cuestion que yo podia explicar y explicar, y aun asi los
alumnos no entendian. Podia ver que ellos lo intentaban realmente,
pero no tenian éxito. Especialmente al comienzo de la Geometria,
cuando habia que demostrar cosas muy simples, podia ver que ellos
daban el maximo de si, pero la materia parecia ser demasiado dificil.
De pronto parecia que comprendian la materia en cuestion. Podian
hablar de ella con bastante sentido y a menudo decian: No es tan
dificil, pero ¢por qué nos lo explico usted de forma tan complicada?
En los afios que siguieron cambié mi explicacion muchas veces, pero
las dificultades se mantenian. Parecia como si siempre estuviera
hablando en una lengua distinta. Y considerando esta idea descubri
la solucion, los diferentes niveles del pensamiento.”

(Van Hiele, 1986, citat per Corberan et al., 1994)

Els nivells de pensament als que fa referéncia aquesta cita és el conegut com
Model de Van Hiele que gradua el nivell de desenvolupament geometric ,en que
es proposen 5 nivells de desenvolupament geometric, que son: visualitzacio,
analisi, demostracié informal, demostracié formal i rigor. Aquests nivells tenen
les seglients caracteristiques, segons apareix a nombrosos textes (Corberan et
al., 1994 i Crowley, 1987):

1. Visualitzacié(Nivell 0):

En el nivell 0 'estudiant només té la nocié del concepte geométric, perd no de
les parts que el composen. Visualitza una imatge del concepte com un tot, pero
no identifica les parts que defineixen el concepte, o les identifica de manera molt
imprecisa; també pot atribuir a I'objecte atributs que no soén rellevants per a la
descripcié de l'objecte( de tipus fisic o visual) .Els alumnes en aquest nivell

empren frases com “... se pareix a ...”, “... té la forma de ...”. En aquest nivell es

pot donar el cas que els alumnes si reconeguin parts del cos geomeétric, perd no
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saben veure la relacié entre aquestes propietats i el cos geométric sencer.
Juntament amb tot aix0, el llenguatge empra un rol clau, al no emprar el

llenguatge adequat, no sOn capacos de estructurar be la informacio.
2. Analisi(Nivell 1):

En el nivell 1 es comenca a analitzar les propietats que tenen els cossos
geometrics( angles, cares...); segons alguns autors (Crowley, 1987) els alumnes
son capacos d’establir les relacions més senzilles entre aquestes propietats( si
els costats d’un quadrat son paral-lels els angles oposats sén iguals) dins una
mateixa figura, perd no sén capacos de generalitzar-les, en aquest aspecte
difereix (Corberan et al., 1994) que pensa que els alumnes en aquest nivell
encara no tenen aquesta capacitat encara. Una caracteristica que si defineix
aguest segon grup és la no necessitat que tenen els alumnes de definicions
formals d’ objectes geométrics com a un mecanisme de classificar diferents
c0sso0s baix una mateixa definicid; d’altra banda, el que fan és crear una definicid

a partir d’'un sol objecte.
3. Demostracio Informal/ Classificacio ( Nivell 2):

La demostracio informal permet identificar propietats més generals de les
figures( com que angles oposats iguals necessiten de costats paral-lels), o que
la categoria dels paral-lelograms inclou els rectangles i la dels rectangles els
quadrats... Dins aquest nivell ja podem parlar de que els alumnes saben
classificar diferents cossos en grups segons les seves caracteristiques. En
aguest nivell, els alumnes entenen les definicions dels conceptes geometrics, i
poden justificar que un determinada imatge representi un cert concepte. També
entenen certes estructures logiques com seria sip — risir — q, implica que si
p — q. D’altra banda, els alumnes no sén capagos d’entendre una demostracio
de manera completa ni entendre el rol que prenen els axiomes en aquestes
demostracions. En aquest cas, els alumnes les demostracions que fan no sén
formals, sin0 que es basarien en comprovar una seérie de enunciats mitjangant

exemples (Corberan et al., 1994).



4. Deduccio formal(Nivell 3):

S’entén la necessitat d’ una demostracié per tal de formalitzar els conceptes, i la
necessitat de uns axiomes que serveixin de base per la nostra demostracio. En
aguest nivell els alumnes sén capacos de construir demostracions per ells

mateixos, i les demostracions queden generalitzades per qualsevol cas.
5. Rigor(Nivell 4):

El nivell més abstracte, les demostracions es poden fer per geometries no-
Euclidianes, i les diferents demostracions poden ser comparades. No s’ha fet
molta recerca d’aquest nivell perquée la branca de didactica de les matematiques

no treballa a un nivell tan elevat.

Per tal de que aquest model d’aprenentatge es segueixi de manera adient,

alguns punts s’han de tenir en compte:

1. L’aprenentatge ha d’esser sequencial. Aix0 implica que per avangar a un
nou nivell s’ha d’haver consolidat tot el nivell anterior.

2. L’aprenentatge d’un nou nivell va lligat a una metodologia i a un material
especific. Per tant, cada material s’ha d’ajustar al nivell que es vol treballar
de l'alumne.

3. L’aprés al nivell anterior és la base pel seguent nivell, per exemple, les
demostracions informals requereixen que tot els conceptes d’angles,
costats, paral-lelisme, perpendicularitat... estiguin entesos.

4. Cada nivell té un llenguatge propi( tant el matematic com I'escrit) , i cal

que aquest llenguatge sigui emprat només al nivell corresponent.

Sovint passa en matematiques que els professors tractam d’ explicar conceptes
complexes pels alumnes quan no han assolit conceptes més elementals que sén
clau per aprendre aquests nous conceptes. Aix0 té unes consequéncies en
I'aprenentatge dels alumnes, que resolen els problemes mecanitzant tot el que
fan, i es senten desmotivats perqué no tenen la nocié de estar aprenent res.
Aquests fets, juntament amb la dificil etapa que suposa I’ adolescencia a nivell
psicologic i social, fan que les matematiques siguin una de les grans causes del

fracas escolar dels alumnes i 'abandonament dels estudis (Corberan et al., 1994)



Per aix0, ens trobam alumnes que no son capacos d’ identificar caracteristiques
elementals de les figures geometriques, que es veuen forcats a estudiar
conceptes d’ una complexitat major i que, a més, sovint es presenten de manera
descontextualitzada e independent. Es podria donar el cas que un alumne
estigui atenent a definicions de certs cossos geometrics sense saber reconeixer
de manera correcta els components de aquestes definicions; i es que sense un
determinat cami ni sense haver assolit una serie de eines( analitzar, classificar o
descriure), no es pot arribar a assumir una definicio. Dins aquest marc, a mesura
que es van assimilant més eines, s’ha d’anar introduint un nou vocabulari; ja que
el vocabulari sera el catalitzador per aquesta millora amb una estructura nova
gue permet classificar més precisament

Amb totes les caracteristigues donades, podem dissenyar una metodologia a
sequir per tal de pautar el procés d’ensenyament-aprenentatge de I'alumne i fer
que I'alumne pugui avancar d’un nivell a un altre. Les fases per les que ha de

passar I'alumne en el seu aprenentatge son les seglents:

1. Observacio/Informacio: El professor fa questions als alumnes que
suggereixen els nous continguts que es veuran en aquest nou nivell .
Aquesta fase té doble funcié: el professor avalua quin és el nivell dels
alumnes per guiar de manera adient el seu aprenentatge, i als alumnes
se lis introdueix els conceptes claus que es treballaran a classe.

2. Orientacio Directa: En aquest nivell s'orienta a 'alumne amb activitats que
poc a poc vagin mostrant els continguts que es treballen en el nivell,
connectant-los amb continguts de nivells anteriors i construint una
estructura que els faci anar avancant. Dins aquest nivell les activitats
seran curtes i simples, e intentaran aillar el que es vol treballar d’ altres
conceptes dins el mateix nivell.

3. Explicacio: Els alumnes, a partir de les activitats de la fase 2, tracten de
construir les relacions entre els conceptes treballats. Dins aquesta part,
es genera un moment de dialeg en els alumnes que canvien impressions
i incorporen el nou vocabulari. Aquesta fase, malgrat estigui descrita
després de la fase 2, no implica que unicament es doni després de la fase
2, els alumnes han de dialogar després de la fase de cada una de les

fases de I'aprenentatge. El rol del professor ha ser guiar als alumnes a



gue puguin assolir aquest aprenentatge, i resoldre dubtes que puguin anar
sorgint.

4. Orientacio lliure: Als alumnes se lis proposen activitats més complexes
dins el nivell que es resolen dividint el problema en diferents passes i
relacionant diferents conceptes. Dins aquesta fase, 'alumne aprén de
manera autonoma diferents estrategies per resoldre els problemes, i veu
de manera explicita les relacions introduides a I'anterior fase.

5. Integracio: Els alumnes fan una recopilacié de tot el que han aprés i de tot
el procés seguit perqué tenguin una perspectiva del que han aprés i de
quin és el cami seguit per assolir un nou coneixement. Amb aquesta

darrera fase podriem dir que I'aprenentatge del nou nivell s’ha assolit.
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Figura 1. Resum de la sequéncia de I'aprenentatge geomeétric. Imatge treta de Corberan(1994).
On cada fase suposa un petit avancament més en el desenvolupament, i el
conjunt de totes les fases és el que suposa avancar un nivell.
Dins tot aquest marc, Van Hiele i altres autors motiven treballar amb una
metodologia en que es faci un gran us dels materials manipulatius, com indica la
seguent cita:
‘It would also be valuable to look beyond text materials, to the many
other resources for teaching geometry available to teachers, for

example, sets of activity cards, enrichment masters, teaching guides



to accompany commercially available geometry manipulative
materials. Foreign text series might also be examined. Most interesting
would be to examine the texts written by Pierre van Hiele himself
(available only in Dutch at present), and also Soviet texts which were
revised based on van Hiele principles.” (Fuys, Geddes, i Tischler,
1988, pag. 176)

La teoria de Van Hiele ha estat explorada de manera molt més intensiva en el
cas de la geometria plana que en el cas de la geometria en I'espai, dins el llibre
de Corberan (1994) podem veure de manera explicita quines activitats es poden
preparar en el cas de la geometria plana per guiar de desenvolupament
geometric dels alumnes. En aquest exemple, Corberan i els seus companys
realitzen unes activitats per alumnes de 2n d'ESO en geometria plana que
consisteixen en treballar els nivells 2( Demostracio informal) i 3(Demostracié
formal); treballen totes les propietats que tenen els cossos en geometria plana
amb activitats que treballen cada concepte de manera independent( diagonals,
paral-lelisme de costats, angles rectes o no rectes, congruéncia de costats...) per

relacionar-ho finalment amb les propietats de tot el cos.
3.3 Aprenentatge dels conceptes geometrics a partir d’ imatges.

Segons Hershkowitz (1990), hi ha dues maneres d’enfocar I'aprenentatge de la
geometria( tant en 2 dimensions com en 3 dimensions), la primera seria
I'aprenentatge mitjancant la visualitzacio dels elements, com a aprenentatge meés
intuitiu; d’altra banda, també hi ha I'aprenentatge més formal, que consisteix en
donar una estructura matematica a la geometria. Existeix un consens clar que
aguests dos aspectes estan lligats, i que no pots desenvolupar una gran habilitat
de visualitzacio sense tenir un cert nivell de aprenentatge formal i viceversa.
Aquest fet és molt important pel que suposa 'aprenentatge per conceptes, i més

concretament, 'aprenentatge per mecanisme exemple-contraexemple.

En parlar d’aprenentatge de conceptes en geometria, resulta imprescindible
parlar del treball de Vinner (Tall i Vinner, 1981), precursor del treball de
Herskowitz, ja que ell va estudiar com es formava un concepte que tingues una
visualitzacio relacionada des del punt de vista psicologic, al seu article que

parlava de com els alumnes no s’atenien tant a la definicid per treballar la



continuitat, sind a la representacio grafica; aquesta mateixa idea que es va fer
servir en funcions es va exportar a altres blocs com és el de la Geometria per ell
mateix i per altres autors (Turégano, 2006 i Hershkowitz,1990) . Aquesta teoria
pivota al voltant del concepte de concept-image, segons el qual els alumnes no
associen un concepte a una definicié formal, siné que associen el concepte amb
una imatge que és forma a partir de cassos particulars que I'alumne reconeix del
concepte matematic. De fet, la teoria també recalca que I'alumne pot reaccionar
de manera diferent a un mateix concepte segons la imatge que s’hagui format
del concepte en aquell moment, que no té perque ser consistent amb la imatge
formada en un altre moment, a aixo li diuen els autors evoked concept-image.
Aixi, com veurem més endavant, el que esta passant és que els alumnes
responen a les preguntes de manera intuitiva segons la imatge evocada del

concepte, i no responen atenent-se a una definicio formal.

L’ensenyament classic dels conceptes en Geometria sol constar de una definicio
formal i un exemple de la definici6. Segons Hershkowitz (1990) aquest
mecanisme d’ensenyar el concepte és un error pedagogic, i al seu article recalca

3 errors que solen donar-se en aquest tipus de situacions:

e Error 1: L'alumne veu en I'exemple una propietat del cos que no és
rellevant per la seva definicid, i no atén a la definicié. En el seu estudi,
Hershkowitz ens parla de 'exemple de la altura de un triangle, i com els
alumnes sempre ho identifiguen amb un segment interior al triangle degut
als mals exemples posats.

e Error 2: L’alumne interpreta erroniament la definicio del concepte i aixo li
suposa donar al concepte atributs que no se arriben a correspondre amb
'exemple. En aquest cas, I'alumne pot arribar a negar I'exemple posat
amb la definici6. Posem per cas que la definici6 de quadrilater
(Hershkowitz,1990) , “ poligon delimitat per 4 costats” vé acompanyada
d’'una imatge de un quadrilater concau. L'alumne esta temptat a llegir la
definicié de quadrilater i pensar en un quadrat o rectangle, ja que el 90%
de les vegades que hagi vist un quadrilater o be era un quadrat o be era
un rectangle. Pot passar que el fet de pensar en aquest concepte de

manera exclusiva, elimini el propi exemple que li esta mostrant la definicio.
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e Error 3: Sovint els alumnes erren en que consideren que dos conceptes
diferents han de ser exclusius a la forca. Per exemple, presentam un
triangle equilater, i demanam si és isosceles o no, els alumnes ens diran
gue no és isosceles, que és equilater. Aquesta fet vé acompanyat de un
altre que és que sovint, els alumnes no entenen la direccio de la implicacio
lbgica, i cauen en una logica de dir “el concepte de triangle equilater és
equivalent al de triangle isdsceles” o “si tots els triangles equilaters son

isosceles, tots els triangles isosceles son equilaters”.

Per corregir tots aquests errors, el que proposa Hershkowitz (Turégano, 2006 i
Hershkowitz,1990) és enriquir I'experiéncia amb el major nombre d'imatges
possibles, per tal que aix0 li serveixi a I'alumne a construir la seva propia definicid
del concepte, i aixi determinar quins son els atributs rellevants i quins son atributs
irrellevants per a la seva definici6. Els atributs irrellevants ens serviran per
classificar dins el concepte diferents casos. La idea es podria il-lustrar amb el

seguent esquema(veure figura 2):

EXEMPLES CONTRAEXEMPLES

A
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. £ \ )
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r
F -
CLASSIFICACIO DEFINICIO

Figura 2. Esquema de com treballam atributs rellevants i atributs irrellevants. Imatge treta de
Turegano (2006).

Aixi doncs, el que es proposa €s un mecanisme repetiu en que s’exposa un
exemple i un contraexemple del concepte, cadascun amb uns atributs, i
mitjancant cada exemple-contraexemple es va construint la propia definicio.

Després, es posen exemples del concepte, per tal que els alumnes sapiguen
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quins son els atributs irrellevants per a la definicid, que classifiquen el cos en
subcategories. Convé que cada exemple-contraexemple difereixin només en un

atribut per tal que quan els comparin quedi molt clar quin és el atribut rellevant.

Un exemple d’ aquest procediment seria el que veim a l'article de Turegano
(2006) de definicio de concepte de poliedre. En aquest exemple, l'autora
comenta que els alumnes no sén capacos de determinar els atributs rellevants i
irrellevants del concepte, que tenen imatges incompletes del concepte. Per aixo
ella proposa una série de activitats en que els alumnes determinen els atributs
rellevants i els irrellevants. Primer, Turegano comenca amb els atributs rellevants

del poliedre(veure figura 3):

Poligonos | No poligonos Diferencia(s)

A D
2| P
[T/ 7

Figura 3. Exemple-contraexemple de poligon, atributs rellevants. Treta de Turegano(2006).

De cada comparaci6 surt un atribut rellevant, i tots junts delimiten el que és el

poligon.

Els diferents exemples de poligons determinaran els atributs irrellevants, que

classifiquen I'objecte, Turegano proposa aquests( veure figura 4):
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Figura 4. Exemples de poliedres, determinen els atributs rellevants. Treta de Turegano(2006).

Finalment, Turegano incorpora un exercici que posin a prova els coneixements

que s’han adquirit. Com la seguient imatge( veure figura 5):

N A <) S
(2 4 O
X LS (O AN

Figura 5. Exercici de reconeixement, quins sén poliedres i quins no?. ldentifica atributs

rellevants. Treta de Turegano(2006).

Herskowitz (Herskowitz i Vinner, 1983) empra el sistema de classificacié a partir
de atributs rellevants i irrellevants per fer émfasis en la classificacio inclusiva i la

classificacio exclusiva. El que diu és que si tenim un cos donat que té uns atributs
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rellevants i un altre cos que té els mateixos atributs rellevants, més d’altres. El
segon cos ha d’estar inclos en la definicié del primer cos, i el conjunt de tots els
cossos amb la segona definicié ha d’estar inclos en el conjunt de tots els cossos

amb la primera definicié.

Com a exemple( veure figura 6), ho podem veure en el cas dels quadrats i els
paral-lelograms, un quadrat té com a atributs rellevants el de tenir quatre costats,
costats paral-lels dos a dos, costats de la mateixa longitud i els 4 angles rectes,
mentre que el paral-lelogram compleix costats paral-lels dos a dos i 4 costats.

Aixo0 fa que un quadrat sempre sigui un paral-lelogram.

CONCAVE (UADRILATERALS

QUADRILATERALS®

L e

Figura 6. Exemple de classificacio inclusiva, els quadrilaters. Imatge treta de Herskowitz i Vinner,
(1983) .

Segons Hershkowitz (Turégano, 2006 i Hershkowitz,1990), adquirir un concepte
geometric implica adquirir un mecanisme de construccié e identificacié del

concepte. En aquest cas, mitjancant el mecanisme s’ ha arribat a la construccio

total del concepte de poligon.

Aquest darrer punt ho podem relacionar amb els mecanismes que es fan servir
per identificar conceptes a partir d’ imatges. Imaginem una estructura cognitiva
en que s’analitza de manera independent la definicid pura del concepte i la
imatge del concepte, el que volem és construir un pont entre aquestes dues

estructures a priori independents.

Tendriem un primer cas, en que els alumnes responen nomeés a partir de la

imatge del concepte, aquest seria el cas més usual i que pretenem corregir. Es
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decir, a partir de un exemple que recorda o que creu recordar, de manera
automatica i sense tenir cap mecanisme més que el memoristic. Aquesta

resposta reb el nom de resposta intuitiva(veure figura 7)

Fesposta
N\
"\.\_
‘\\
Definicio del concepts Imatge del concepte
..--""d-'r
Tasca

Figura 7. Resposta intuitiva. Imatge treta de Turegano(2006)

Com a caracteristica general, els alumnes haurien de comprovar la definicié

formal sempre abans de donar una resposta a la tasca comenada.

Tendriem un segon cas, en que un alumne s’atén directament a la definicié per
donar resposta a una determinada identificacio. Aquesta resposta té el problema
de que no construeix ell la definicié formal, sind que reprodueix de memoria la
definicio i per tant pot tenir alguna errada sense cap mecanisme de comprovacio.

Aquesta resposta reb el nom de resposta formal(veure figura 8).

Fesposta
T
J'IH—F
.a-r"'f
.’F___,..-
.--"'-H
Definicio del concepts Imatge del concepte
b
'\-n___\
—
s
=,
—
Tasca

Figura 8. Resposta formal. Imatge treta de Turegano(2006)
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El darrer cas seria el desitjat, els alumnes visualitzen varies imatges d’un
concepte i perfilen o construeixen( segons la dificultat), la definicié del concepte

per després donar resposta(veure figura 9)

Resposta

———

../-.....

Definicio del concepti« Imatge del concepte

Tasca

Figura 9. Cas desitjat .Imatge treta de Turegano(2006)

4.Desenvolupament de la proposta

Segons el curriculum de les llles Balears, al llarg del primer cicle ’'ESO han de
treballar-se ( Decret 34/2015, 2015) dins el bloc de Geometria, els poliedres i els
cossos de revolucio, juntament amb la classificacio de les families i els seus
elements caracteristics; aixi com les propietats i relacions entre poliedres i el

calcul d’arees i volums

Concretament, volem fer un especial emfasi en els elements caracteristics i en
la relacié entre diferents propietats entre els objectes. Ja que son les grans
oblidades respecte dels altres continguts, com és la resolucioé de problemes i el

calcul, que prenen un rol primari dins la programacio.

Com pot veure-se’n als estandards d’aprenentatge avaluable, els estudiants han
de ser capacos d’ analitzar e identificar les caracteristiques dels diferents
cossos geometric emprant el llenguatge geometric adequat, e identificar els
COSsS0s geometrics a partir dels seus desenvolupaments plans i reciprocament.

Malgrat aixo, en moltes ocasions aquests aspectes no es treballen a 'aula o es
treballen de forma dogmatica, donant una serie de caracteristiques de manera
descontextualitzada i que es demanen en contexts memoristics. En aquest

treball es descriu una proposta d’ensenyament dels cossos geomeétrics en I'espai
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a 2n d’ESO, treballant la formacio del concepte mitjancant un procés continu i
graduat.

Per aix0, es necessari coneixer el nivell de desenvolupament geometric dels
estudiants. Inicialment, agafarem com a punt de referencia els aprenentatges
que els alumnes han d’haver assolit a 'Educaci6 Primaria; segons el curriculum
de les llles Balears de Matematiques en Educacié Primaria (Decret 32/2014,
2014) els alumnes han d’haver treballat la classificacio de cossos geometrics,
els seus elements i relacions, i els elements basics dels poliedres( vertexs, cares

i arestes), aixi com els diferents poliedres.

En relacidé a aquests continguts, el curriculum també incorpora uns estandards
avaluables per els diferents blocs. Dels poliedres, diu que els alumnes haurien
de saber emprar la composicié i descomposicié per formar desenvolupaments
plans i cossos geomeétrics 'una a partir de laltra, identificar i anomenar els
poligons a partir del nombre de costats i reconeixer e identificar primes i
piramides, aixi com els seus elements basics. Pel que fa als cossos rodons, cal
que reconeguin e identifiquin els més basics, el con, cilindre i esfera, i els seus
elements més basics. Els estandards avaluables serien els procediments que
assumim els alumnes haurien d’haver aprés, i aixd ens pot determinar el seu

nivell de desenvolupament geometric de Van Hiele en que estan situats.

Com es pot observar, molts del conceptes que son treballats a Primaria, tornen
a ser treballats en la secundaria, i els conceptes estan molt relacionats, inclis
molts son els mateixos. Parlant en termes de nivell de Van Hiele, podriem dir
que els alumnes no comencen amb un nivell O en classificacio, ja que en teoria
si que saben reconéixer vertexs, arestes i cares, i sGn capagos de composar i
descomposar cossos en I'espai i cossos en el pla. Aixi doncs, podriem inferir que
un alumne acaba la Educacio Primaria amb un nivell 1 de desenvolupament
geometric, i en alguns casos molt particulars nivell 2; en Romero i Cafiadas
(2015) confirmen que els alumnes durant la etapa de Educacié Primaria treballen
majoritariament els nivells 0 i 1 de desenvolupament geometric. L’experiéncia
sembla dir que els alumnes no sempre assoleixen tots els estandards, ja que
molts de mestres contemplen els llibres de text com programacions d’aula,

ignorant les indicacions del curriculum. Per aixo assumirem que el punt de
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partida pels alumnes de 2n que s’enfrontin a aquesta metodologia sera de nivell

1.

4.1 Objectius pedagogics

L’objectiu final de les activitats és el treball de la classificacio de cossos

juntament amb la formacié de cada concepte. L’'objectiu és que els alumnes

assoleixin en aquest contingut un nivell de desenvolupament geomeétric de 2,

caracteritzat per poder classificar i fer demostracions informals. Per aconseguir

aquest objectiu, ens fixam els seguients objectius pedagogics:

Els alumnes han de coneixer les propietats elementals dels poliedres, i
saber reconeixer qualsevol tipus de piramide o prisma, a partir dels seus
atributs rellevants.

Els alumnes han de saber reconéixer els atributs que classifiqguen les
piramides i els prismes.

Els alumnes han de saber veure les caracteristiques del cos a partir del
seu desenvolupament pla, i si un desenvolupament pot correspondre amb
una figura en I'espai.

Els alumnes han de coneixer les atributs basics de tots els cossos
geometrics( cares, vertexs, arestes, paral-lelisme de cares, paral-lelisme
de arestes...)

Els alumnes han d’haver adquirit els conceptes de poliedre concau i
poliedre convex.

Els alumnes han de haver desenvolupat la logica inclusiva i exclusiva dins

el context de la geometria.

Conjunt B

Figura 7.Diagrama de Venn de la Figura 8 .Diagrama de Venn de la classificacio
classificacio inclusiva. En aquest cas  En aquest cas cap objecte que sigui A pot ser

el conjunt B inclou el conjunt A. B i viceversa.
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4.2 Metodologia, sequenciacio de la propostai activitats.
La metodologia de la meva proposta metodologica ve inspirada per la proposta
metodologica (Corberan et al., 1994) comentada a la part de estat de la questio.
En aquesta proposta es segueix el model de Van Hiele per al desenvolupament
del pensament geomeétric, i s’estructura tota la metodologia en blocs diferenciats
que permeten a I'alumne estructurar millor el que esta aprenent. En el meu cas
adoptaré aquesta manera de procedir per estructurar les meves activitats.
També ha estat una inspiracio el treball de Guillen (2000), que repara en els
errors metodologics que es donen quan s’imparteix classe de geometria dels
solids.
En el meu cas, donats els objectius que s’han establert, s’ha decidit dividir la
proposta metodologica en 3 temes que venen sequienciats de la seglient manera:

1. Concepte de poliedre i concepte de cos rodo.

2. Concepte de prisma i de piramide.

3. Relacio entre desenvolupament pla i el cos en I'espai.
S’ha decidit primer comengar per la geometria des del punt de vista espacial,
perqué la millor manera de treballar la geometria és que els alumnes es
familiaritzin amb el concepte tridimensional per després fer el analisi, i convertir
el cos al pla o a I'invers (Romero i Cafiadas, 2015).
En aquest sentit, comencarem per la definicié de poliedre i de cos rodd, el primer
tema , que compren les dues families més grans que hi ha en la geometria en
'espai. El primer que han de saber és identificar les propietats que tenen els
cossos en I'espai( vertexs, arestes i cares), i com aguestes propietats determinen
com soOn els cossos. També s’han de treballar els poliedres regulars, els
poliedres concaus i convexos, i els cossos de revolucio. Finalment, es treballaren
propietats dels poliedres, com és la relacié d’Euler o els 5 poliedres regulars
convexos possibles.
Una vegada introduits els conceptes de poliedres i cossos rodons. Es treballen
dues subfamilies dels poliedres, els prismes i les piramides, que formarien el
segon tema. Els alumnes han de construir la definicio a partir dels atributs
rellevants de les dues families, i classificar els cossos segons els atributs
irrellevants; i treballar les propietats de les dues families.
Finalment, es treballara el desenvolupament pla dels cossos geometrics en

I'espai( tant els poliedres, com els cossos rodons), el tercer tema , que relaciona
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les propietats que tenen els desenvolupaments plans i els cossos geometrics en
'espai, i les condicions que s’han de donar perqué un desenvolupament pla

tanqui en un objecte geometric.

PRIMER TEMA: Concepte de poliedre i concepte de cos rodo.
Treballarem amb la metodologia descrita per Van Hiele per al treball des del
nivell 1 fins al nivell 2, dividint les activitats segons les 5 fases de
desenvolupament.

1. Observacio:

Activitat 1:

o Amb objectes duts de casa (se li demanara als alumnes que duguin
objectes com caixes de cartrd, botelles, capses de bombons...) , els
alumnes han de separar els objectes en dos grups i justificar quin ha
estat el criteri de separacié que han decidit. La activitat es fara en grups

de 3 0 4 persones.

Amb aquesta primera activitat volem introduir el tema als alumnes, que
treballaran els conceptes de poliedre i cos rodo, les dues families més grans
que hi ha dins els cossos en 'espai. Pel que he vist amb la meva experiéncia
(veure Annex |), els alumnes, sense justificar amb rigor la seva separacioé ni
saber que son poliedres i cossos rodons , si que visualment separen entre els
cossos rodons i poliedres. Després se lis fara una breu explicacio de les dues

families, poliedres i cossos rodons, com a conjunts exclusius.

2. Orientacio directa:
Activitat 2:
o Els alumnes han de construir un cos geometric amb cercles de diferents
radis i un pal que punxi els cercles pel centre, quina forma tindran els

cossos que s’han construit? Serien poliedres o cossos rodons?
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Figura. Exemple de figura de I'exercici 4. Imatge treta de (Peterson, 2013)

Aquesta activitat permet introduir als alumnes els cossos de revolucié, mitjancant
I experimentacié. Als alumnes el concepte de cos de revolucio lis sorgira de
manera natural quan vegin que els objectes son iguals al voltant del pal, e

identificaran aquest pal amb un eix de simetria.

Activitat 3:
Definir el poliedre regular amb el mecanisme de exemple-contraexemple,
emprant les seguents figures. Per tal de que es vegi clar, contraposarem objectes
similars, pero que pertanyen a dos grups diferents. Els alumnes han d’ escriure
quina diferencia hi ha entre I'exemple de poliedre, i el contraexemple (no
poliedre), per determinar els atributs rellevants.
a. Definicio del concepte:

Primera imatge:

Exemple Contraexemple :

21



Segona imatge:

Exemple: Contraexemple:

v-

Tercera imatge:

Exemple: Contraexemple:

. .

Quarta imatge:

Exemple: Contraexemple:

v-

En aquesta activitat, aplicarem el mecanisme d’ exemple-contraexemple de

Hershkowitz (Hershkowitz i Vinner, 1983) perqué els alumnes crein la seva

22



definici6 del concepte de poliedre regular. La primera imatge exposa com
exemple un dodecaedre i com a contraexemple una esfera, d’aqui volem que els
alumnes vegin que el dodecaedre és un cos format per poligons (un poliedre) i
l'esfera no. A continuacié, en la segona imatge tenim d’exemple l'octaedre
regular, i en l'altre una bipiramide de base quadrangular, en aquest cas els
alumnes veuran que les dues tenen el mateix nombre de cares, i les cares sén
totes iguals també, perdo en el primer cas les cares sén poligons regulars
(triangles equilaters) i en el segon cas, son poligons irregulars (triangles
isosceles), per tant el segon atribut rellevant és que les cares han de ser
poliedres regulars. La tercera imatge mostra el icosaedre en contraposicié amb
el cuboctaedre, en aquest cas farem émfasi en quantes cares diferents
compossen cada cos, perqué en aquest cas totes les cares son poligons
regulars, pero en el primer cas és un sol poligon regular( el triangle equilater) i
en I'altre sén 2 (el triangle equilater i el quadrat). Finalment, el quart exemple, el
octaedre, que es contraposa al petit dodecaedre estrellat, que és el cos que hem
vist a continuacié. En aquest cas, haurem de guiar als alumnes i demanar-lis pels
vertexs, ja que la diferéncia entre aquests dos cossos geomeétrics és que en el
primer tots els vertexs veuen la mateixa configuracio(mateix nombre de cares) ,
i en el segon els vertexs de les puntes no tenen la mateixa configuracié que els
de les concavitats; aixi doncs, ja tendriem totes les caracteristiques rellevants
del poliedre regular.

Aquest darrer exemple també ens permet introduir els poliedres concaus, en
aguest cas li demanarem que li veuen de diferent a aguest cos respecte dels
altres que hem vist fins al moment; al que els alumnes ens respondran “té pics
cap afora” o “té puntes”, llavors és quan els formalitzam el concepte de poliedre
concau com el poliedre que té qualque diagonal que no passi dins el cos, en

contraposicio als poliedres convexos.

Activitat 4:

o Feis el desenvolupament pla de tots els poliedres regulars que pogueu.
Que li passa al vertex per el qual obrim el poliedre? Quantes cares
conflueixen en aquest vértex? Que sumen els angles?

Intentau fer un poliedre regular amb hexaedres, que passa?

o Quin és el nombre minim de plans que necessitem per tancar un volum?
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L’activitat 5 esta relacionada amb el tema 3, i es podria ubicar tant en aquest
tema com en el 3r. Aqui el que volem és que els alumnes prenguin consciéncia
de que els poliedres requereixen com a minim 3 cares que creuin en un vertex, i
que els poliedres sorgeixen de plegar aquestes cares, per tant la suma dels
angles no pot mai passar de 360°, aquest fet s’intentara guiar amb les preguntes
demanades. Al segon apartat es vol que els alumnes treballin el raonament
geometric i la capacitat visual. Una opcio és fer aquest treball amb programari
especific com Geogebra o Mathematica, que permeti a 'alumne visualitzar el
problema.
Activitat 5:
o Es donen diferents poliedres (prismes, antiprismes, piramides, poliedres
concaus...). Crear una taula amb els vertexs, les arestes i les cares de

cada un dels cossos, existeix alguna relacio entre elles?

Aquesta activitat permetra als alumnes treballar el vocabulari del tema, i deduir
la relacié de Euler pels poliedres mitjan¢ant la experimentacio.

3. Explicacio:
La fase de explicacid apareix entre la orientacio directa i la indirecta en la teoria
sobre la metodologia, perd en la practica és una fase que s’intercala entre
activitats. Malgrat aix0, si que és profitos fer un breu resum després de la part de
orientacio directa.
Orientaci6 indirecta:
Activitat 6:

o Argumenta pergue o pergue no el segtient cos és o0 no cos rodo.
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En la activitat 6 volem que els alumnes treballin el procés de comunicacio, que
verbalitzin quines caracteristiques té el cos, i argumentin quin tipus de cos és.
En la meva experiéncia (veure annex ), els sol confondre un cos que sigui una
unié entre un poliedre i un cos rodg, i ens serveix per donar emfasi en que si no

€s un poliedre, automaticament és un cos rodé, perqué sén conceptes exclusius.

4. Integracio:
Dins aquesta fase farem una activitat que resumeixi els continguts que hem
tractat i el vocabulari emprat, s’adjuntara la seguent activitat amb una explicacio

final.

Activitat 7:
S’adjunta el seguent quadre amb algunes o totes les caselles tapades, els

alumnes I’han de completar.

Classificacio de cossos geometrics

Poden ser:

Cossos rodons

Segons les
seves cares
i vertexs

Segons les

‘ Convexos | ‘ Concaus | ‘ Requlars ‘ | Irregulars ‘

Completa cada cas amb un exemple dels que no s’hagui vist a classe.
Activitat 8:

Completa les seglents oracions dels poliedres regulars:

e Hiha poliedres regulars.

e Hi ha poliedres regulars amb cares triangulars, amb
cares quadrats, i amb cares pentagonals.

e Els angles dels poligons que conflueixen a un vértex sumen de
3600.
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e Als vertexs del conflueixen 3 cares triangulars.

o EI té 6 cares.

e El és I'unic que hi conflueixen 5 cares en un vértex.

e El dodecaedre esta format per poligons de ___ costats

e L’ octaedre esta format per _ piramides de base unides
per la base.

SEGON TEMA: Concepte de prisma i de piramide
De manera analoga, procedirem a descriure les activitats proposades.
1. Observacio
Activitat 1:
o Se lis demanara als alumnes classificar entre els seglients cossos

geometrics, i que agafin un criteri per classificar-los.

Amb aquesta activitat volem introduir la classificacio de prismes i poliedres, per
aixo els demanam que classifiquin els cossos en 2 grups, segons el criteri que
ells estimin correctes, i argumentar per que el criteri que han agafat separa els
dos grups.
2. Orientacio dirigida:
Activitat 2:
o Mitjangcant el mecanisme de exemple-contraexemple, s’ha de determinar
la definicié del concepte de prisma, identificant atributs rellevant i

irrellevants.
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1. Definici6 del concepte(Atributs rellevants)

Primera passa:

Exemple: Contraexemple:
1 7 N\
: v
’r":'\- L
N\ ; ,

Segona passa:
Exemple: Contraexemple:

Tercera passa:
Exemple: Contraexemple:
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Quarta passa:

Exemple: Contraexemple:

@

2. Classificacio del concepte(Atributs irrellevants)

Primera passa:

Exemple: Exemple:

i

g
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. oy
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Segona passa:

Exemple: Exemple:
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Tercera passa:

Exemple: Exemple:

- Hi ha algun prisma que sigui un poliedre regular?

En aquesta activitat guiarem als alumnes cap el concepte de prisma. En aquesta
proposta per que defineixin el concepte, propossam exemples i contraexemples
relacionats entre ells, pero diferenciats en un atribut que sera l'atribut rellevant.
Possem per cas la segona passa, en que els dos cossos sén poliedres, tenen
dues bases i aquestes son pentagonals; si els contrapossam, és visualitza
clarament que la caracteristica que defineix el prisma és que les seves cares sén
laterals son rectangulars. D’altra banda, a la classificacié veim no només poden
ser rectangulars les cares laterals (determinen la familia de prismes rectes), sino
gue una cara pot ser qualsevol paral-lelogram, terme més ampli i que inclou el
rectangle. Per remarcar aquest fet, es realitzara I'activitat 3, que treballa els
diferents quadrilaters amb conceptes inclusius. Amb la darrera pregunta volem
treballar que els alumnes pensin en el cub, que comparteix els atributs rellevants

del prisma,com a un prisma.

Activitat 3:
o Proposam una série de figures, i hem de dir si cadascuna d’aquestes
figures és un quadrat, un rombe o0 un rectangle; la idea és que els
conceptes no siguin exclusius i veure com aquest fet crea conflicte en

'alumne.
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Per exemple, és el quadrat un rectangle? Es el quadrat un rombe? La figura 5 és

un rombe, és un paral-lelogram també?

L’ activitat 3 té I'objectiu que els alumnes entenguin la logica de la classificacio
inclusiva, i la lliguin amb la definicié de cada objecte. Concretament, volem que
vegin que els rectangles son paral-lelograms, perqué a la definicié del concepte
de prisma és un dels atributs rellevants.
Activitat 4:
o Definirem el concepte de piramide amb el mecanisme de exemple-
contraexemple.
1. Definicio del concepte( Atributs rellevants)
Primera passa:
Exemple: Contraexemple:
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Segona passa:
Exemple: Contraexemple:
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Tercera passa:
Exemple: Contraexemple:

2. Classificacio del concepte( Atributs irrellevants)

Primera passa:
Exemple: Exemple:
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Segona passa:

Exemple: Exemple:

Tercera passa:
Exemple: Exemple:

En aquest cas, s’ha aplicat el mecanisme de exemple-contraexemple per la
piramide de manera analoga al cas del prisma. Els atributs rellevants per a la
piramide son: poliedre, cares triangulars i té una base. D’altra banda, no importa
quina sigui I’ orientacio de la piramide. Els atributs irrellevants per la definicié ens
classifiquen les families de piramides, la convexitat de la base ens determina la
convexitat del poliedre; analogament, si el triangle és isosceles podem parlar de

piramides rectes, si no és isosceles, la piramide és obliqua.
3. Explicacié:

Les explicacions es fan de forma pertinent per formalitzar el treballat als

exercicis, i s’haurien d’intercalar amb els exercicis.
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4. Orientaci6 indirecta:
Activitat 5:

D’aquestes figures, identifica quines soén prismes, piramides, i quines no.

Identifica els atributs rellevants de cada cos( veure figura 10)

Figura 10. Figures de I'activitat 5.

En 'activitat 5 es posen a prova els conceptes treballats anteriorment, es vol que
els alumnes identifiquin correctament els prismes i les piramides de la seguent
imatge i que sapiguen identificar perqué sén prismes o piramides a partir dels

seus atributs rellevants.

Activitat 6:
o Se lidemana a I'alumne quantes cares, arestes i vertexs té un prisma de
base triangular, quadrada, i hexagonal. | un prisma de base n-gonal?
o Se lidemana a l'alumne quantes cares, arestes i vértexs té una piramide
de base triangular, quadrada, i hexagonal. | un prisma de base n-gonal?
En l'activitat 6, volem que els alumnes trobin relacions generals mitjangant un
procés inductiu, que cerquin quantes cares, vertexs i arestes tenen els prismes i

piramides de base triangular, quadrangular... i extreguin una relacié general.
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Activitat 7:

- Selidemana als alumnes que dedueixin quin es el nombre de diagonals(
en principi omitirem si parlam de diagonals en les cares o diagonals en
I'espai al cos, i esperam que el dubte sorgeixi d’alla), tant en els prismes

com a les piramides, en funci6 dels costats que tingui la base.

En l'activitat 7 treballarem les diagonals que té el cos en I'espai, quan sorgeixi el
dubte aclararem que sén diagonals en l'espai. L’activitat es un problema de
combinatoria, i la solucio si es treballen uns quants cassos surt de manera

natural.
5. Integracio:

Completa el seguent diagrama( cobrint algunes de les caselles) :

Cares laterals de un poliedre

Poden ser: gden ser:

Triangulars

Paral-lelograms

Son friangles
isosceles

Son rectangulars 4N no rectangulars

Piramide obligia

Prismarecte | |  Prisma oblic

TERCER TEMA: Relacio6 entre desenvolupament pla i el cos en I'espai.
El tercer bloc, que treballa relacié entre desenvolupament pla i cos en I'espai.

1. Observacio:
En aquesta etapa ens servira per introduir certs conceptes e idees de les que
tractara aquest primer tema, i per avaluar als nostres alumnes.
Activitat 1:
Amb peces del Polydron, tractau de construir el major nombre d’cossos
possibles. Quina forma tenen els cossos? Donades unes certes pecges, podrem
construir una figura? Feis una llista de les propietats que tenen els cossos

construits, i escriviu els noms de les cossos que conegueu.
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Amb aquesta activitat el que s’intenta és que els alumnes vegin que no ens val
amb qualsevol tipus de cares pergue aquestes encaixin, siné que han de tenir
una certa relacio. D’aquesta manera, també podem veure com s’han d’encaixar
les peces i quina forma tenen.

També volem saber quins coneixements tenen de cossos geometrics, si tenen el
llenguatge apropiat( empren els termes aresta, vertex i cara), i si es saben els

noms d’alguns dels cossos.

2. Orientacio directa:
En aquesta fase propossam una série d’activitats que orientin 'aprenentatge de

I'alumne i que facilitin 'assoliment dels coneixements que se li demanen.

Activitat 2:
Com es veu a I'exemple, s’han de crear figures planes que tenguin les seguents
caracteristiques, i després s’ha de veure quines solapen per fer un con( base
circular i cara lateral amb forma de seccio circular), o fer un cilindre( dues bases
circulars i una cara lateral rectangular).
o Cercles: 2 cm de radi, 3 cm de radi i 5 cm de radi.
o Rectangles: 31.5 cm(base) x 20 cm(altura), 19 cm x 20 cm, 15 cm x 20
cmil9cmx30cm
o Seccions circulars: 7cm de radi i 260° d’arc, 6 cm de radi i 180° d’arc,
5 cm de radi i 215° d’arc, 5 cm de radi i 145° d’arc, 6 cm de radi i 120°

d’arc, i 7 cm de radi i 215° d’arc.
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Figura 10.Exemple de cares de desenvolupament pla.

= Quina relacié ha d’ haver entre les cares per tal de que poguem tancar
els cossos? Hi ha cap relacio entre la generatriu del triangle, el radi de la
base, i I'altura del con?

= Alguna d’aquestes figures forma un vertex? | una aresta?

» Podeu diferenciar quines son les bases, i quines les cares laterals dels

COSS0S construits?

En aquesta activitat es treballara el solapament entre els cossos, i les relacions
qgue hi ha d’haver perqué els desenvolupaments plans tanquin en un cos. Tenim
I'objectiu de que els alumnes dedueixin les relacions de manera experimental, i
manipulant amb les diferents cares . Amb la tercera pregunta, se lis dira que un
aresta és la interseccié entre dues cares( no cal que siguin planes), i que un
vertex és un punt d’'unié entre dos 0 més segments que estiguin sobre les cares
de la figura.

3. Explicacio:

4. Orientacio indirecta:
Es proposen una série d’activitats, després de la orientacié que se’ls ha donat,
en que ells hauran de treballar nous conceptes o nous problemes amb els

mecanismes que se lis han ensenyat.
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Activitat 3:

Identifica quins d’aquests desenvolupaments corresponen a un cos en 'espai.

Figura 11. Imatge treta del llibre d’Anaya de Matematiques (2016).
En aquest exercici es treballa la capacitat visual, i la capacitat de relacionar els

cossos en I'espai amb el seu desenvolupament pla, mitjangant les relacions

apreses a l'activitat 2, i altres de analogues.

Activitat 4:
Construeix un con que la seva base tengui 10 cm de diametre i la seva altura

sigui 15 cm.

L’objectiu de I'activitat 4 és que treballin les relacions entre les variables dels
cossos en l'espai com l'altura, amb les variables de les seves cares lateral.
Mitjancant la construccio de I'objecte es com s’expliciten més aquestes relacions.
Activitat 5:

Construeix una piramide de base quadrada amb aresta de la base 5 cm i aresta
lateral 7 cm. Mesura l'altura de la piramide que ha sorgit, guarden les arestes de

la base i lateral alguna relacié amb aquesta altura?

De manera analoga a l'activitat 5, aquest exercici té I'objectiu de que els alumnes
treballin les relacions entre cares del desenvolupament pla i les variables del cos
en I'espai. Juntament amb aquesta activitat es treballa la mesura, i també pot

sorgir alguna incertesa dels calculs que s’haguin fet.
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Activitat 6:
El seglient cos es diu con truncat, i correspon a un tronc que ha estat seccionat

superiorment de manera que la base i la cara seccionada sén paral-leles.

Dibuixa el seu desenvolupament pla (Ajuda: La cara lateral del tronc de con és

la cara lateral del total del con menys la cara lateral del con que hem llevat)

Amb I activitat 7 el que volem és treballar la capacitat de descomposar el cos en
les seves cares planes dins un nou context. Podem també construir un tronc de
con amb paper i que els alumnes el desmuntin, o visualitzar-ho a través de algun

software tipus Geogebra.

5. Integracio:
= Completa les seguients oracions:

1. Al desenvolupament pla d’un cilindre hem de fer coincidir el de
la base i la de la cara lateral.

2. Elradi, I'alturai la generatriu d’'un con formen un triangle

Dues cares d’'un cos en 'espai coincideixen en una

Tres segments es creuen en un punt, i els tres no es troben dins un pla, el
punt és un en l'espai.

5. Amb 8 peces del Polydron podem formar un cos de 8

Després, els alumnes hauran de justificar que posen aquesta resposta a

aguesta casella.
En la fase de integracié es proposen una serie d’oracions que integren tots els
continguts treballats dins el tema, per tal que tenguin dins una activitat un

resum del que s’ha treballat a les altres activitats.
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5.Conclusions.

L’objectiu del treball era trobar una manera d’ explicar la geometria en I'espai que
soluciones els errors metodologics esmentats en la justificacio, i que tengués un
fonament pedagogic i psicologic. En aquest sentit, el treball m’ha permeés
coneixer la feina del matrimoni Van Hiele, que gradua els nivells de coneixement
geometric, i aporta una metodologia que seguir per botar d’ un nivell a I'altre; i el
treball de Vinner i Hershkowitz, que treballen la definicié dels conceptes d’ una
manera més proactiva. En incorporar la teoria a la proposta, pensada pel curs de
2n d’ESO, he fet referéncia al curriculum per determinar quin nivell és el que cal
treballar. Les activitats plantejades han treballat aspectes sovint poc treballats a
les aules. Concretament, he volgut fer molt d’émfasis en la logica darrera la
definici6 de conceptes, a l'analisi dels cossos geometrics i de les seves
caracteristiques, i a la comunicacié com a eina per interioritzar el vocabulari tipic
de la materia. Les activitats estan plantejades perqué I'alumne sigui un subjecte
actiu en el seu procés d’aprenentatge, on la teoria sol sorgir dels problemes que

es van plantejant, i el propi alumne cerca les seves solucions.

Per acabar, voldria fer algunes observacions de I'activitat que he fet( veure Annex
[). Primer, m’ha sorprés fins a quin punt els alumnes tenen la necessitat de
comprovar tot amb els llibres de text, i pens que és perqué ells pensen que
aguestes activitats qualifiguen per a nota final. Hauriem de motivar que els
alumnes vulguin experimentar al marge dels llibre. Segon, he pogut veure com
els costa molt escriure als alumnes, ells realitzen 'activitat perd després els costa
molt comunicar el que han fet, i el paper de la comunicacio es clau per interioritzar
els conceptes. Tercer, pens que el mecanisme de exemple-contraexemple ens
hagués ajudat a formalitzar molt més els conceptes després de les sessions
inicials, i que a més hagués donat als alumnes una manera de procedir logica
per definir els conceptes. Finalment, destacar que els alumnes es varen mostrar
motivats a treballar amb una nova metodologia i de manera cooperativa, i aixi
m’ho varen fer saber. A més, després de les dues sessions varen incorporar el
vocabulari treballat a la resta de la unitat didactica, identificant correctament els

COSS0S geometrics quan sortien en altres activitats.
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ANNEX [|: Posada en practica de algunes activitats de la

proposta.

Les seguents activitats me varen servir com a una primera pressa de contacte
per fer les activitats del meu treball. Per motius de planificacié de I'assignatura,
vaig haver de fer les activitats sense tenir molt fonamentada la proposta, motiu
pel qual, encara que inspirades en la feina, les activitats no surten de manera
literal a la proposta. Les activitats es varen fer els dies 20 i 21 de marg del present

any.

Activitat 1:Separacié de cossos rodons i poliedres i les seves caracteristiques

Hem separat la classe de 15 alumnes en 3 grups de 5 alumnes cadascun. Cada
grup té 4 objectes que ha de classificar en 2 grups, a partir d’'un criteri que ells

agafen.

Disposam dels seglents objectes, que es mostren a la figura 12 ( Grup al que li

hem donat cada objecte)

- Una miniatura del Big Ben. ( Grup A)

- Una botella de plastic. ( Grup A)

- Una caixa de un aparell digital. ( Grup A)

- Un esborrador. ( Grup A)

- Un envas de cacau de forma cilindrica. ( Grup B)

- Una capsula de Nespresso. (Grup B)

- Un cartr6 de llet. (Grup B)

- Una capsa de arros. (Grup B)

- Una caixa de aparell digital.(Grup C)

- Unenvas d’Axe.(Grup C)

- Un envas de nata.(Grup C)

- Un bric de suc, amb forma prismatica, perd no totes les cares paral-leles.
(Grup C)

- Una copa amb una base. ( No entregada)
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Figura 12. Activitat 1 de 'Annex.

Després es mostra el objecte no entregat, perque té una base poliédrica, pero
després la copa és un cos rodé. Es a dir, 'objecte és la suma de un poliedre i un

cos rodo.

Tots els grups han separat entre els que sén poliedres i els que sén cossos
rodons. Per diferenciar-los, han sabut identificar els elements que tenen

cadascun dels grups.

Per separar els poliedres, els alumnes han esmentat caracteristiques com: tenen

rectangles, tenen triangles...

Per separar els cossos rodons, els alumnes han fet esment a caracteristiques
com son: tenen cercles, 0 son cilindres (tots els cossos tenien forma cilindrica,

menys la capsula de Nespresso).

Després lis hem demanat dins quin grup podria entrar una pilota de futbol, i saben
identificar rapidament que la pilota de futbol és un cos rodo; perd quan lis hem
introduit la copa, dubten molt de com es diu el nou objecte. Alguns diuen si
I'objecte entra dins una nova categoria o no, i 'anomenen “polid6” , ja que pensen
gue no és una cosa ni una altra. En aquest cas, es quan lis hem dit que el poliedre
nomes és tal quan totes les cares son poligonals,i que sén conceptes exclusius,

i en aquest moment ja han sabut determinar facilment que el cos era un cos rodo.
Finalment, hem fet un recull de les caracteristiques que té cada objecte.

Com a comentari posterior a la practica, hem vist com el cas de la copa els ha
estat problematic. En aquest cas, el fet damagar la copa s’ha fet de manera

intencionada sabent que podia ser conflictiu, pero un altre procedir que podriem
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mirar €és aconseguir més objectes amb aquesta caracteristica, i mesclar-los amb
els cossos rodons i els poliedres més tipics, i forcar a fer els 2 grups. Amb més
temps de preparacio, també seria adient incorporar més cossos rodons i
poliedres, ja que els tipics que es solen trobar son cilindres, ortoedres, i prismes,

per tal que hi hagi més varietat d’objectes.

Activitat 2: Consisteix entre separar entre prismes i piramides, i quins sén els

trets que les diferencien.

S’ha preparat una activitat introductoria amb els alumnes per a treballar la

diferenciacio entre els prismes i les piramides a partir de una serie de exemples.

. Els 15 alumnes els dividim en grups de 5 alumnes, com haviem fet a la sessio
anterior, i cada grup desenvolupara la practica de manera independent. Els
alumnes han de classificar els cossos geométrics de la figura en dos grups,

segons un criteri a escollir.

Una vegada s’ha fet aix0, els alumnes hauran d’ escriure quin es el criteri que
han agafat a un paper. Finalment, hauran de decidir quin dels cossos de la

seguent figura pertany als grups i quin no.
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La primera part, de classificacio, ha tengut els seglents resultats:

e Dels 3 grups, un dels grups( grup A) no hem pogut recollir dades (no
havien escrit res).

e Els dos grups restants han dividit els primers poliedres en:

Grup B:

SR LESBNE :]mlillll

:...,!5- [ n—d.'ﬂ‘#

o GrupC:
o 1 | | \l | | | ]
El o) A1 ":s' Y 6 oo'n oﬂame'a V€c|-€6\ | ile
171 | L, e
\ ? B2 ? J‘iﬁ‘ ‘Eifn O*‘lsmeé 0‘0‘\ =X )
| - | T
| O 0 O O 5 ; ”
DA ;5 3 \ %Qy'n oSS omb S PAS
_j ( otk £ 2 2 7 : ,‘q c D’ LQ‘ () DY “!'r“ "f

45



Hem pogut veure que el grup B ha separat els poliedres entre prismes i piramides
directament, mentre que el grup C ha separat primer els poliedres entre oblics i
no oblics, i després, a partir d’'un comentari que li he fet a un dels grups, han

sentit el de les dues bases i han fet servir aquest criteri per separar els cossos.

La definicio que va fer servir el grup B, i el grup C no va escriure definicio.
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Finalment, quan han hagut de classificar les noves figures, els resultats han estat

els seguents:
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Dins d’aquesta darrera activitat, el grup B comet algunes errades com la de
catalogar el tronc de piramide o el cilindre com a prismes, errors que s’hagessin
corregit si haguéssim fet el mecanisme de exemple-contraexemple amb el
prisma, ja que son precisament els dos primers contraexemples del treball del

prisma.

En el grup C també ha dividit els grups, pero els ha dividit pels costats, sense
atendre a cap criteri dels anteriors. Tampoc hem sabut a que es referien per
costats quan han agafat aquest criteri. Pens que un poc més d’ orientacié en
aguest cas els hagués ajudat a tenir els criteris més clars quan feien la

classificacio.

Finalment, hem reunit a tots els alumnes i hem fet una petita recopilacié del que
havien dit tots, donant quins dels objectes sén prismes i quins son piramides(

sén els grups que haviem separat sense haver-los donat nom), i fent en grup un

recull de caracteristiques dels dos objectes.
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