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1. Motivacion

El objetivo central de este trabajo es analizar en detalle los procesos que se llevan a cabo en los
cristales de cluster, sélidos en los cuales la celda unidad es ocupada por un agregado de
particulas. Se estudiaran en sistemas bidimensionales (2D) de particulas brownianas con una
interaccion repulsiva de nucleo blando y proporcionaremos cuando sea posible una visidn
analitica. Estos fendmenos son importantes ya que aparecen en procesos como en la
congelacidn, la transicién vitrea, patrones de bacterias o en lo que nos centraremos nosotros,
en sistemas de coloides.

Las particulas interaccionan localmente, pero esto puede desencadenar unos efectos globales
como la creacidn de distintos patrones espaciales o un movimiento colectivo. El conocimiento
de las condiciones para la formacidn de estas estructuras colectivas y la respuesta sobre la
dindmica es un tema central en la comprensiéon de los sistemas complejos[1]. En este trabajo
nos centraremos en el estudio desde dos puntos de vista complementarios. Un primer punto de
vista, que se basa en la descripcién discreta, estudiando la dindmica de los individuos y sus
interacciones. Dicho de otra manera, se intentara aportar una explicacion del comportamiento
global a partir de una visién microscépica mediante simulaciones numéricas. Y un segundo
punto de vista, el cual estd centrado en el estudio del sistema a partir de la descripcion continua
en términos de la ecuacidn de evolucién de la densidad local. Para ello utilizaremos un modelo
deterministico integro-diferencial, la ecuacidn de Dean-Kawasaki[2]. Esta ecuacién mostrara
una descripcidn apropiada de la dindmica de las particulas, dando argumentos analiticos.

2. Introduccion
2.1 Movimiento Browniano

El fendmeno del movimiento browniano, cuyas primeras observaciones registradas se remontan
a la primera parte del siglo XIX, no fue hasta el siglo XX, donde se convirtid en la clave para la
confirmacién de la nueva vision del mundo de la mecanica estadistica, la base estadistica de la
termodinamica. Los principales autores o fuentes son en particular las de Einstein[3] vy
Langevin[4] aunque también destaca Gouy([5].

El estudio de las suspensiones coloidales nos ha proporcionado una imagen fundamental de la
realidad en escalas que van mas alla de los dos o tres 6rdenes de magnitud del rango de tamafio
de la humilde particula coloidal, es decir, una visin macroscépica a partir de un mundo
microscopico.

El estudio de este movimiento se iniciara como descripcion de una imagen macroscopica
causada por el movimiento aleatorio, irregular e impredecible de particulas en un espacio 2-
dimensional como se puede visualizar en la Fig.1. Este es un tipo de movimiento aleatorio donde
los pasos de tiempo entre un desplazamiento y el siguiente son muy pequefios, hasta el punto
de considerarse como un continuo [6]. Este movimiento estocdstico es debido a que las
moléculas del fluido estan sometidas a una agitacion térmica, el cual no suele ser uniforme.
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Figura 1. Representacion de un movimiento browniano de 3 particulas. (a) Representaciéon en
un espacio bidimensional de un movimiento browniano. (b) Variacién de la coordenada X con el
tiempo.

2.2  Particulas interactivas: Coloides

Un coloide o dispersién coloidal es un sistema fisico que presenta dos fases, una liquida la cual
representa el medio y otra dispersa en forma de particulas sélidas, las cuales tienen un tamafio
superior a los de la fase liquida. Estos coloides representan un puente entre las disoluciones,
donde la fase dispersa y dispersante son de tamafio parecido, formando una mezcla
homogénea, y las suspensiones, donde la fase dispersante es mucho mayor que la fase dispersa.
Estos sistemas fisicos son muy visibles en el dia a dia, como en la leche, aerogeles, gelatina o
polvo en suspensién entre otros muchos ejemplos ademas de estar presenten en todos los
tejidos vivos [7]. Ademas, se ha observado que esto no solo ocurre en particulas inertes, este
fenémeno también aparece en organismos vivos como es el caso de algunos insectos[8].

De manera que nuestro objetivo es estudiar dichos coloides, tanto su comportamiento como
sus caracteristicas. Des del punto de vista microscépico, estos coloides no son mas que particulas
que interactuan entre ellas y con el medio. Por lo cual es légico pensar que estas particulas no
estaran en un principio en un estado en reposo, y por consiguiente tendran una velocidad inicial,
lo que implica que tengan una direccion predestinada. No obstante, en una dispersion coloidal,
debido al gran numero de colisiones que sufren con las particulas del fluido, la direccién y la
velocidad se desequilibra y resulta totalmente aleatoria. Por esta razdn, es légico pensar que las
particulas individuales de un coloide se comporten en muchos casos como particulas
brownianas que ademds interaccionan entre si. La creencia general es que es necesaria una
atraccién de corto alcance en el potencial de interaccion de la pareja para iniciar la agregacion
y una repulsién de largo alcance para limitar el crecimiento de la agrupacidn y evitar la
separacion de fases. Existen otros escenarios donde se puedan formar agregados como es el
caso que estudiaremos[9], donde se ha demostrado que las particulas constituyentes
interactuan por medio de fuerzas puramente repulsivas[10].

A partir de distintas simulaciones se intentara estudiar el comportamiento en términos de
densidades y analizar su estabilidad. En nuestro caso, las particulas estan localizadas en una caja
en 2 dimensiones con condiciones periddicas. Inicialmente estaran aleatoriamente distribuidas
por toda la caja de dimensiéon L = 1 y ademas el niUmero de particulas lo fijaremos para todo el
trabajo a N =1000. Los movimientos de las particulas estan impulsados por distintas fuerzas que
generalmente se derivan de potenciales de dos cuerpos que pueden actuar repulsivamente. Por
esta razon, para llevar a cabo las interacciones repulsivas, utilizaremos dos modelos, el modelo
de exponencial generalizado y el potencial Bosénico.



3. Fundamentos tedricos
3.1 Sistema de particulas Brownianas

Nuestro objetivo es estudiar particulas brownianas con interaccion, pero antes de todo, vamos
a comprobar que las particulas que simulamos se comportan como particulas brownianas. Una
primera comprobacidn consiste en estudiar si la difusién de estas particulas sin ningln tipo de
interaccion se comporta del modo adecuado. Asi pues, lo que queremos observar es que exista
una linealidad de la dispersion cuadratica en funcién del tiempo. Para demostrar dicha relacidn,
se iniciara el calculo desde la segunda ley de newton, examinando las distintas fuerzas que
experimenta cada particula:

dzxi
m dtz V2kgTy & —yuv;. 1)
Imercial  Ruido Blanco Friccion

Estas particulas experimentan dos tipos de fuerzas, una primera la cual es simulada por un ruido
blanco y una segunda como un término de friccidn. Esta primera representara las fluctuaciones
de los impulsos aleatorios con las moléculas del fluido a causa de la agitacién térmica [11], lo
que produce un movimiento errdtico e irregular. Ademas, este ruido blanco Gaussiano esta
caracterizado por (2), es decir, esta centrado a cero con desviacidn estandar de 1.

=0 (&GO D) =168, —t". @

Por otro lado, tenemos la fuerza de friccidn la cual es proporcional a la velocidad, producida por
la dificultad de movimiento en el fluido donde estdn localizadas, y el coeficiente y se entiende
como un coeficiente viscoso. En el caso hidrodindmico, para particulas con radio a en un medio
con viscosidad (1), y = 6mna. A partir de algunos calculos elaborados en detalle en el Apéndice,
se obtiene la ecuacion de la dispersion cuadratica en funcion del tiempo:

kT
(x2) — (x2) = Z%t = 2Dt. 3)

Esta dispersidn cuadratica depende linealmente con el tiempo con un pendiente 2D. Por esta
razén, a mayor valor de D, la dispersidn de las particulas es mayor. Esto era de esperar ya que,
recordando que el coeficiente de difusion depende directamente con la temperatura, a mayor
temperatura, las particulas del medio tienen mayor energia cinética y por tanto se producen
mas colisiones lo que conlleva a una mayor dispersién. Comprobamos en la Fig. 2 que se cumple
esta relacidn y en consecuencia que las particulas que simulamos se comportan como particulas
brownianas en el caso de no tener interaccidn.
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Figura 2. Representacion de la dispersidn cuadratica en funcién del tiempo. Representado los
resultados numéricos (rojo punteado) y recta con pendiente 2D (azul continuo) con valores de
N = 1500y D = 0.01.

3.2 Modelo de particulas interactivas

El siguiente objetivo es obtener la ecuacidon de movimiento que simularemos para el estudio. Al
igual que en el apartado 2.1 tenemos la fuerza de friccién y el ruido blanco ya que nuestras
particulas se comportan como particulas brownianas cuando no interaccionan. Pero ahora
tenemos el afadido de la fuerza de interaccién entre las particulas. En nuestro caso solo
estudiaremos el caso donde esta interaccién sera repulsiva [12]. La ecuacidn que se obtiene es
la ecuacidn de Langevin[13], la cual es una ecuacidn diferencial estocastica,

dv;
md—tl = F; + ./ 2kgTY & —vv;.

Interaccion  Ruido Blanco Friccion

4

h,—./
Inercial

Nuestro objetivo serd estudiar el caso sobreamortiguado, donde y > 1. En este caso podemos
. dav; , . . "
aproximar d—tl =~ 0 ya que estas particulas casi no presentaran ninguna aceleracién al estar su

movimiento dominado por la friccién. Otra manera de visualizarlo es definiendo un tiempo de
relajacion T = m/y, que representa el paso del comportamiento balistico al comportamiento
difusivo. Esta separacion de comportamiento viene descrita por el camino libre medio, el cual
es la distancia promedio entre dos colisiones sucesivas. Este valor es muy pequefio, del orden
de nanosegundos, de manera que podemos eliminar el término inercial y quedarnos con el
término difusivo y la interacciéon[14]:

F; 2kgT
v =k =—+ = ;. ®)
Y 14
Donde la fuerza es producida por el gradiente de una energia potencial de la forma F; = —VU =
—V(yV;) = —yVV,. Por tanto, reescribimos la ecuacion del movimiento de una particula i:
5cl- =—ViV+ VZDEi(t) i=1,...,N. (6)



Donde se ha introducido el coeficiente de difusiéon D, el cual esta relacionado con el coeficiente
de friccion y la temperatura a partir de la relacién de Einstein D = KzT/y . Ademas, como se
utilizard un potencial de interaccién a dos cuerpos, podemos escribir el potencial como una
suma de los potenciales individuales con un factor % para no repetir interacciones ya que la
interaccion de la particula 1 con la particula 2 es la misma interaccién que la de la particula 2
con la particula 1. La expresién analitica del potencial ya se concretara en el apartado 4.

N N
1
V(xl,xz, .,xN) = E Z v(xl' - ]) = Z U(xi — x]) ™
i,j=1 i<j=1

Y finalmente obtenemos que la ecuacidn que describe el movimiento de una particula i :

N
K= — Z Vo(x;— %) +VZD () i=1,..,N. ®)
ij=1

3.3 Ecuacion continua
3.3.1 Descripcion

El objetivo actual es obtener la ecuacidn para la densidad, la cual nos ayudard a entender mejor
el comportamiento de las particulas. El procedimiento para obtener dicha ecuacién se iniciara
con la ecuacién de movimiento (8). En nuestro caso lo haremos sin el término de ruido debido
a su gran complejidad ya que estos términos son discontinuos y no son suaves, donde las reglas
estandar del célculo no funcionan y son necesarias cdlculos estocasticos como las integraciones
de It6 o Stratonovich [15]:

N
T = —Z wW(r;—rj) i=1,..,N. )
j=1

La densidad de particula y densidad global vienen definidas respectivamente por:

pi(x,t) = 8(ry(t) — x) i=12..,N, (10)

N
p(x,t) = Zpi(x, t). an
i=1

Donde la densidad de una particula (10) y densidad global (11) determinan el nimero de
particulas que se encuentran en una posicidn determinada. En nuestro caso, donde tenemos
particulas puntuales, esta densidad de particula esta representada con una delta de Dirac. En
consecuencia, el valor de la densidad global es 1 en la posicion de alguna de las particulas y 0 en
caso contrario. De modo que el nimero total de particulas N = [ p(x, t)dx no cambia con el
tiempo y permanece constante.



Considerando una funcion arbitraria f (x) del espacio de coordenadas, de modo que la funcién
evaluada a la posicidon de la particula la podemos escribir en funcidon de la densidad de la
respectiva particula:

fri®) = [ dx 8@ri(®) —0f (x) = [ dx pi(x, ) f (x). 12

Derivando respecto del tiempo:

d
Ef(ri(t)) = [ dx 8,p;(x, ) f (%). 13)

Por otro lado, a partir de la regla de la cadena de la expresion (12) podemos escribir:

af(r®) _ . dri _ N
T = V() = V@) = ~Vf(r) ZVV(ri —7)

J

- j dx 8(r; = ) | -Vf(x) ) VY (x—1)) (14)
j

= j dx p;(x,t) _vf(x)EVV(x—rj) :
j

Donde hemos utilizado, al igual que antes, la delta de Dirac para pasar de un punto r; a un punto
x arbitrario y se ha introducido la densidad de una particula. Integrando por partes y eliminando
los términos superficiales ya que son despreciables e igualando con la ecuacién (13) se obtiene:

def(x) 9,pi(x,t) — V- |p;i(x, t)ZVV(x—r]-) = 0. (15)
j

Por tanto, como la funcién f(x) es una funcidn arbitraria, tenemos que punto a punto del interior
del paréntesis debe de ser cero:

0pi(x,t) = V- |pi(x,t) Z wWi(x—ry)|. (16)
7

Por otro lado, al igual que se hizo con f(r), pasaremos de un punto r;a un punto arbitrarioy a
través de la densidad de particulas,



ZVV(x—rj) = Z fdyd(y—r]-)VV(x—y)
j j

17)
=fdy Z pi) |V (x —y) =fdyp(y) Wi(x—y).
J
Agrupando la expresion (16) y (17) se obtiene:
0piCx,0) = V- [pitx,0) [ dy p) Wx -] 1®)

Y finalmente, sumando sobre todas las particulas a partir de la expresidn (11), encontramos la
ecuacion para la densidad global:

900 =V [pCe0) f dy p) W (- )| 19

Si se consideran todos los términos se obtiene la ecuacidon de Dean-Kawasaki (DK) [2,16], la cual
es una ecuacion diferencial estocastica con términos laplacianos y de divergencia.

9. p(x,6) =V - [p(x, 0 j dx' Vv(x — x) p(x',t)] + DV2p(x, £)

+V- [w/ZDp(x, On(x, t)].

(20)

Los términos laplaciano y de ruido se obtienen al considerar el ruido, es decir, el movimiento
aleatorio de las particulas brownianas, que aqui no hemos considerado por su complicacién. El
término que hemos obtenido en (19) se relaciona con la adveccion que produce el potencial a
la densidad debido a las fuerzas de repulsion. Ademas, a pesar de que las ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODE) son ecuaciones faciles de resolver, las ecuaciones diferenciales
estocasticas son algo mas complicada debido a la complejidad de operar con el ruido blanco[17].
En la siguiente seccién intentaremos estudiar la ecuacidn (20) y observar el comportamiento
gue obtenemos de la densidad.

3.3.2 Adimensionalizacion

Para poder facilitar los calculos posteriores, se adimensionalizara la ecuacién de DK

. . P / . . . . ez ~ X .
introduciendo distintos pardmetros adimensionalizados para la posicidn (x=E) ,tiempo
P

(f =tp,e R 2=t poe) ,Jla densidad (ﬁ = E) y el potencial (17 = Z) Los distintos

pardmetros que se han introducido corresponden al valor de la densidad media del
sistema, p, = N/L?, el cual permanece constante ya que se conserva el nimero de particulas.
El valor de R, el cual adimensionaliza la posicidn, y € al potencial.

10



0p=7- [ﬁ(’;z, f)f d%’?ﬁ(?c‘—%’)ﬁ( t)] +—D—l72p(9?, )

(21)
\/_ R2 V- |[V2Dp@E D (%, t)]
Definiendo los distintos pardmetros adimensionales:
- D R\?
D= , = RZ:N(—) . @2)
E,DORZ ng Po L

Y Introduciéndolos en la ecuacion (21) se obtiene:

0pp=V- [r)(i, ) f dx' V(% — %) 5(5&',%)] + D V?p(%,%)
(23)
L o | Dxxies .
+ EV . [ 2D p(%, 1) n(i,t)].

A partir de esta ecuacion adimensionalizada es mas facil trabajar debido a que solo tenemos dos
parametros adimensionales que debemos fijar. Ademas, debido a que se consideraran valores
de densidad alta, el término de 1/+/ng lo consideraremos despreciable en comparacion con los
otros parametros del sistema. Esto producira que el término de ruido deje de ser importante y
podemos eliminarlo para los posteriores calculos. De tal forma, el Unico parametro restante sera
D, que relaciona distintos factores.

dip(x,t) =V - [p(x, t) f dx' W(x—x") p(x’,t)| + DV?p(x,t). (24)

En la ecuacidn (24) se han eliminado las tildes excepto para el parametro D para visualizar que
no es la constante de difusién, sino un nuevo pardmetro que hemos definido en (22). A partir de
esta ecuacidn se hara un célculo perturbativo para encontrar en qué valores de D podremos
encontrar los patrones deseados y en qué valores estos patrones no se presentan. Veremos que,
aunque hayamos eliminado el término de ruido, este célculo perturbativo nos dard muy buenos
resultados para poder comprender mejor los distintos fendmenos que suceden.

11



4. Resultados numéricos
4.1 GEM-«a
4.1.1 Modelo

La formacidén de los agregados es contra intuitiva a primera vista, ya que uno se pregunta cdmo
pueden formarse sin existir una atraccion entre ellos. Por estas razones, se intentara estudiar

estos casos y poder dar respuestas. Primeramente, consideraremos un potencial que decae
exponencialmente con la distancia de separacidn.

xa
17(96)=~€exp(—|§| ) e>0,a €ER,R>0. (25)

Este tipo de potenciales son conocidos como modelo exponencial generalizado a (GEM-a).
Donde el pardmetro €indica la magnitud de este potencial. En nuestro estudio solo
consideraremos el caso donde la interaccidn es repulsiva, por esta razén, el parametro € es
positivo (¢ > 0). Por ultimo, el ancho R indica el rango espacial de la interaccidn. Este conjunto
de interacciones recibe el nombre de nucleo blanco debido a que el potencial no diverge en x =
0 y en consecuencia las particulas se pueden superponer.
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Figura 3. Comparativa del potencial GEM-a. (a) Representacion en el espacio real (b)
Representacion en el espacio de Fourier. Ambos graficos para valores de o« =1 (Azul
discontinuo), « = 2 (Rojo punteado), «a =3 (Verde continuo), @ = 6 (Negro punteado-
discontinuo) cone = 1.0y R = 1.0

Se obtiene como se puede visualizar en la Fig. 3(a) que para los potenciales con @ < 2 son mas
puntiagudos en cero. Y a medida que aumentamos el valor de a se vuelven con una forma mas
cuadrada. Ademas, como se puede visualizar en la Fig. 3(b), estos potenciales mas puntiagudos
tienen transformada de Fourier estrictamente positiva. En cambio, para los potenciales con a >

2, la transformada de Fourier del potencial presenta valores positivos y negativos, dato que serd
muy relevante posteriormente.
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4.1.2 Resultados graficos

En nuestras simulaciones utilizaremos sobre todo dos clases de potenciales el GEM-1y el GEM-
3y, para todos los casos se ha utilizado los valores de R = 0.1, € =1/30 = 0.0333 con el
numero de particulas fijado a N = 1000. El movimiento de estas particulas vendra determinado
por la ecuacién (8), la cual utilizaremos en la simulacién. Lo que estudiaremos serd el
comportamiento de las particulas dependiendo del valor de la constante de difusidén D.
Recordemos que las particulas estardn situadas en una caja en 2 dimensiones de tamafioL=1
con condiciones periédicas y por tanto la densidad py = N/L? = 1000.

Para el GEM-1, independientemente del valor de D se puede comprobar que no se crean ningun
tipo de patrén como se muestra en la Fig. 4. Aunque cabe destacar que, pese a que no se formen
ningun tipo de patrdn, se obtiene un resultado algo mas uniforme cuando D disminuye. En
cambio, para valores mayores se pierde este resultado uniforme y lo que se obtiene es un
comportamiento mds desordenado.

D=0.0005 _D=0.05_

10

10 T—

I R
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024",
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0.0 0.2 0.4 06 VE:] 10 0.0 0.2 0.4 06 VE:]

Figura 4. Instantanea en 2-dimensiones de las particulas GEM-1. Representado para valores
de D = 0.0005(D = 0.0015) (lzquierda) y D = 0.05 (D = 0.15) (Derecha) con los pardmetros
€ =0.0333yR=0.1.

Por el contrario, en el GEM-3 se obtienen resultados mds interesantes. Para valores altos de D,
el comportamiento es similar que en el caso del GEM-1, donde se visualiza un comportamiento
irregular sin ninguna distribucién apreciable. En cambio, se observa que para valores bajos se
crean unos patrones periddicos hexagonales[18] como se muestra en la Fig.5. Estos patrones
han aparecido espontdaneamente al disminuir el valor de D, donde recordemos que teniamos
fuerzas repulsivas.

D=0.03
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Figura 5. Instantanea en 2-dimensiones de las particulas GEM-3. Representado para valores
de D = 0.006(D = 0.018) (lzquierda), D = 0.015(D = 0.045) (Centro) y D =0.03 (D =
0.09) (Derecha) con los parametros € = 0.0333 y R = 0.1.
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Aunque hayamos observado un comportamiento claramente diferenciado entre distintos

valores de D, el comportamiento realmente viene descrito por el pardmetro D = como

€Po
veremos en el apartado 4.4. Por esta razon, este resultado se pudiera haber obtenido tanto

disminuyendo el valor de D como aumentado la densidad de particulas, es decir, aumentando
el nimero de particulas presentes en la caja.

4.2 Bosonico
4.2.1 Modelo

Un segundo modelo que se utilizara sera el llamado potencial Bosénico. Este potencial tiene una
cierta forma mas familiar en relacion con la mayoria de potenciales fisicos, como es el caso del
potencial electromagnético o gravitatorio, debido a que decae inversamente proporcional a la
distancia de separacion. Este decaimiento es mas suave que en el GEM, el cual es un decaimiento
exponencial y por esta razén, el Bosénico sera un potencial de mayor alcance.

v(x) = €e>0yeER,R>0. (26)

x\Y
1+ (%)
Al igual que en el GEM, el pardmetro € indica la intensidad del potencial y el pardmetro R el
rango de interaccion. En este caso también consideramos solo el caso totalmente repulsivo, en
otros términos, consideramos € estrictamente positivo. En este caso para diferencial del
potencial GEM—a introducimos el pardmetro y. Ademads, este potencial también es un potencial
de nucleo blando ya que tampoco diverge en x = 0.

Como se puede observar, para algunos valores de y se puede modelar algunos potenciales
tipicos como es el caso de la interaccidon dipolo-dipolo[19] en el caso y = 3 o la interaccidn de
van der Waals[20] paray = 6 en el caso de dtomos ultrafrios o moléculas polares. Nosotros nos
centraremos mas en el caso de y = 3 aunque el modelo de y = 6 son muy importantes en
estudios sobre la superfluidez, donde se pone de manifiesto el mundo cuantico[21]. Incluso son
muy usados para distintos temas de interés en materia condensada[22], como es el caso de
intentar conocer la importancia de los intercambios mecdanico-cudnticos de particulas
indistinguibles en la determinacién del limite de la fase fluido-sélido donde mucho tiempo la
opinion generalizada era que los intercambios deberian tener poca influencia sobre la transicidn
de fase.

El comportamiento general es muy parecido al GEM-a como se puede visualizar en |a Fig. 6. Para
potenciales con y < 2 son mas puntiagudos alrededor de x = 0 y a medida que aumentamos el
valor de y se vuelve con una forma mas cuadrada. Casualmente en este caso también se cumple
que para los casos donde y > 2, la transformada de Fourier presenta valores negativos.
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Figura 6. Comparativa del potencial Bosodnico. (a) Representacion en el espacio real (b)
Representacidon en el espacio de Fourier. Ambos gréaficos para valores de y =1 (Azul

discontinuo), y = 2 (Rojo punteado),y =3 (Verde continuo), y =6 (Negro punteado-
discontinuo)cone = 1.0y R = 1.0

4.2.2 Resultados graficos

Simularemos dos tipos de potenciales para el modelo Bosénico, con y = 1y 3. En este caso al
igual que en el GEM, tenemos una caja en 2 dimensiones con condiciones periddicas con N =
1000 vy fijaremos R = 0.1. Al igual que en el modelo anterior, empezaremos mirando el
comportamiento de las particulas dependiendo del valor de la constante de difusién D. A
diferencia del modelo anterior, en este caso también observaremos lo que ocurre con los demas

parametros como ¥y o € debido a que este potencial es menos usado y podemos obtener
resultados interesantes.

Para el potencial Bosénico con y = 1, se puede comprobar que independiente del valor de D no
se crean ninguno tipo de patrones al igual que pasaba con el GEM. Como estd representado en
la Fig.7, para valores bajos de D, se obtiene una distribucidon de particulas en la caja bastante
uniforme. En cambio, para valores mayores se obtiene un resultado algo mas cadtico e irregular.

D=5e-05
10—

10

D=0.05
0Eq{. .
061
0ad -

0z

PO el pode il e T e
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10 0.0 02 0.4 0.6 0.8
X X

10
Figura 7. Instantanea en 2-dimensiones de las particulas Bosénico con y = 1. Representado

paravaloresde D = 0.0005(D = 0.0015) (Izquierda)y D = 0.05 (5 = 0.15) (Derecha) conlos
pardmetros € = 0.0333y R = 0.1.
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En cambio, para el Bosdnico con y = 3, obtenemos diferentes tipos de resultados dependiendo
del valor de D. Para valores altos de difusidn, el comportamiento es similar al caso anterior,
donde se puede ver un comportamiento irregular sin ningln tipo de patrdn significativo. Por el
contrario, para valores bajos de D, se pueden apreciar patrones hexagonales en la Fig. 8.
Ademas, para valores bajos de difusidn donde los clusters estan muy compactados, los patrones
hexagonales presentan algunos defectos, cosa que no ocurria en el potencial GEM.
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Figura 8. Instantanea en 2-dimensiones de las particulas Bosénico con y = 3. Representado
para valores deD = 0.2(D = 0.006) (lzquierda), D = 0.5(D = 0.015) (Centro) y D =
0.8 (5 = 0.024) (Derecha) para valoresde € = 3.333 y R = 0.1.

Hemos estudiado el comportamiento cuando todas las particulas tienen un mismo valor de la
constante de difusién. Pero en la realidad es casual que no todas las particulas que estan
localizadas en un mismo fluido tengan la misma energia cinética, algunas pueden desplazarse
con mds o menos velocidad que sus vecinas. Recordando que la constante de difusién esta
relacionada con la temperatura, resulta obvio que distintas particulas tengan distinta constante
de difusion.
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Figura 9. Instantanea en 2-dimensiones de las particulas Bosénico con y = 3 con combinacion
de D. Representado para valores de D = 0.1y 0.6 (D = 0.003 y 0.018) (Izquierda) y D =
0.1y1.0 (5 = 0.003 y 0.03) (Derecha) para valoresde € = 3.333 y R = 0.1.

De tal forma que, lo que hemos querido estudiar es una combinacién de parametros tal que
todas las particulas estén dentro del rango donde los patrones aparecen, pero con distinta
constante de difusion y otra configuracién donde algunas particulas debido a su alta constante
de difusidn no forman patrones. En ambos casos hemos mantenido constante el potencial, tanto
desde el punto de vista de la intensidad, como del rango de interaccion.
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En la Fig. 8 hemos analizado que para valores préoximos a D = 0.5 y menos a este se crean los
patrones, pero para valores superiores no. Entonces para un primer estudio donde las dos
particulas tienen una constante de difusién donde se forman los patrones hemos escogido los
valoresde D = 0.1 y 0.6. En la Fig. 9(a) se puede observar que se detectan distintos agregados,
pero los patrones son bastantes difusos y la mayoria presentan bastantes defectos. Un segundo
caso que hemos estudiado es con dos valores de difusidn, los cuales la mitad de las particulas si
que formarian los patrones, pero la otra mitad no. Esto se puede apreciar en la Fig. 9(b), y
aunque se observe la formacién de algunos clusters, estdn poco compactos. Fijandonos con
detenimiento se pueden observar algunos patrones hexagonales, aunque a causa de este gran
numero de particulas con alta constante de difusién laimagen general del sistema es una imagen
desorganizada y cadtica.

A continuacion, examinaremos como afecta la interaccién a la formacién de patrones. Para ello,
lo que se hara es que las particulas no interaccionen con las demds de la misma forma. Aunque
nos estemos refiriendo en todo el trabajo a bosones cuanticos, también se puede pensar desde
el punto de vista biolégico, donde en una colonia de insectos todos los individuos no interacttuan
de igual forma entre ellos debido a algun caracter morfolégico o hormonal.

Primeramente, estudiaremos como afecta el tipo de interaccion. Para ello elaboraremos un
sistema de particulas donde las particulas interaccionaran con algunas a partir de un potencial
Bosdnico con y =1 y otras con y = 3. No consideraremos el caso donde la particula i
interacciona con las demas mediante un potencial determinado hecho que conduce a que el
tipo de interaccion dependa solo de esta particula. Sino que nos centraremos cuando la particula
i interacciona de distinta forma con las demas vecinas distinguiendo entre ellas, no de la misma
forma con la j, k, etc...Cabe remarcar que la interaccién de la particula i con la particula j debe
ser la misma en modulo que la de la particula j con la particula i ya que en caso contrario
estariamos violando la tercera ley de Newton.

0.8
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Figura 10. Instantdnea en 2-dimensiones de las particulas Bosénico con combinacion de y.
Representado para valores de y = 1(20%) yy = 3(80%) (lzquierda), y =1(40%)yy =
3(60%) (Derecha) paravalores de D=0.2 (D = 0.006), € = 3.333yR = 0.1.
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Para llevar a cabo el analisis, el tipo de interaccion entre las particulas esta hecho de manera
aleatoria, pero no uniformemente distribuidas. Hemos considerado un primer caso donde el
80% de estas interacciones era con y = 3y el restante con y = 1, donde podemos ver en la Fig.
10(a) que se pueden apreciar algunos patrones hexagonales y bastantes clusters. Pero en el
segundo caso, donde el 60% de las interacciones son con y = 3 no se pueden apreciar ningin
patron hexagonal, aunque se pueden ver pequeiias agrupaciones de particulas, pero nada
apreciable.

Ya hemos analizado como afecta la constante de difusién en nuestro sistema de particulas, y en
cuanto al potencial hemos estudiado que pasaba al variar el tipo de interaccidon a partir del
parametro y. Por consiguiente, solo nos quedaria analizar cémo afectan los pardmetros e y R en
la formacién de los patrones. Aunque estos dos parametros podemos intuir que actuaran de la
misma forma ya que solamente contribuyen a que el potencial sea mas o menos intenso. Por
estas razones, y debido a que variar el parametro R es bastante complicado ya que en nuestro
sistema de dimensién L = 1, el parametro R como mucho puede ser 0.5 debido a las condiciones
periddicas solo consideraremos variar el parametro €.
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Figura 11. Instantanea en 2-dimensiones de las particulas Bosonico con combinacion de €.
Representado para valores de € = 0.00333 (75%) y € = 0.000333 (25%) (lzquierda) , € =
0.00333 (50%) y € = 0.000333(50%) (Derecha) para valores de D = 0.3 (D = 0.009), y =
3y R =0.1.

Lo que observamos en la Fig.11(b) es que cuando la mitad de las particulas tienen una
intensidad(€) alta del potencial no se forman las agrupaciones de particulas y por lo tanto
tampoco los patrones. En cambio, en la Fig. 11(a) donde la mayoria de las interacciones son
intensas, si que se crean las distintas agrupaciones de particulas. Por lo tanto, observamos es
que la creacidn de los patrones es mas propensa si tenemos un potencial intenso, lo que se
traduce a un valor de € alto.

4.3 Funcion de distribucion radial
4.3.1 Descripcion

A continuacion, estudiaremos la funcién de distribucion radial también conocida como funcién
de correlacién a pares, que se representa normalmente como g'?(r). El analisis de esta funcién
es una de las formas mas fundamentales para caracterizar y analizar diferentes estados de la
materia, y nos indica la distribucion de probabilidad para las particulas que rodean a otra
particula (véase Fig. 12).
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Figura 12. Funcidn de distribucidn radial. La particula azul representa la particula de referencia
y las verdes las particulas localizadas en las posiciones entre [r,r+dr]. Imagen extraida de [23].

La expresidn general que utilizaremos para la funcién de distribucion radial serd la expresion
(27) donde la suma es sobre particulas diferentes de una particula de referencia i, y promediado
sobre las posiciones x a la misma distancia r = |x| respecto de dicha particula. En nuestra
simulacién, calcularemos el nimero de particulas (An) entre el drea con radio interior (rin) y un
radio exterior (rout) donde roy = rin +Ar, normalizado con la densidad py:

1 1A
900 = 9P =) 6Gx-x) = ne)

£t po 2irAr

(27)

4.3.2 Resultados

Estudiaremos la funcién de distribucion radial para los dos potenciales (GEM y Bosdnico) para
distintos valores de la constante de difusidn y manteniendo fijos los parametros € y R. En primer
lugar observamos que dicha funcién en los casos del GEM-1 y el Bosénico con ¥ = 1 nunca
forman clusters independientemente de los pardmetros. Posteriormente nos centraremos en
configuraciones de pardmetros donde si que se forman los clusters y analizar la distribucién y
compactacién de dichos agregados.

Para el caso donde no se crean los clusters, es decir con el modelo GEM-1 o Bosénicocony =1,
lo que se observa es que la distribucidn radial adquiere rapidamente un valor constante y
concretamente el valor de g(r) = 1. Esto quiere decir que la densidad en el sistema es homogénea
y ademads es igual a la densidad de particulas p, independiente del valor de D.
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Figura 13. Funcidn de correlacidn radial para el potencial GEM y Bosdnico. (I1zquierda) Potencial
GEM con a=1, €e =0.0333yR =0.1 (Derecha) Potencial Bosdnico con y =1, € =
0.00333 y R = 0.1 y sefhalados en la grafica los valores de D.

A continuacion, estudiaremos lo que ocurre para los casos donde si que se forman clusters. Se
observa en la Fig. 14 que a partir de un determinado valor de D pasamos a un régimen donde la
distribucidn radial es constante e igual a 1, idénticamente al caso anterior. Pero a diferencia del
caso anterior, tanto para el potencial GEM como el Bosénico se muestra que las distribuciones
radiales tienen varios picos para los valores de D bajos. El primero en r = 0, correspondiendo a
las particulas pertenecientes al mismo cluster, mientras que los demas picos corresponden a los
clusters vecinos y nos indican la distancia tipica entre ellos. El primer pico tiene el mayor valor
de la funcién de distribucidn causado por dos factores, primero por el gran nimero de particulas
en un cluster y segundo, por la proximidad de estas particulas. Ademas, este primer pico lo
encontramos justamente en r = 0 porque nos encontramos con un potencial de nucleo blando,
donde las particulas se pueden solapar. En caso de tener un potencial de esferas duras, lo que
obtendriamos es que el pico situado en la posicion de r = R donde R seria el diametro de estas
esferas.

- GEM — o Bosonico
—=— D = 0.006(0.018) 175 —— [ = 0.2{0.006}
D = 0.01(0.03} D = 0.5{0.015)
0 4+ D = 0.02(0.06) 150 +— D = 0.8{0.024}

—&— D =0.03{0.09)

15

gir)

10

Figura 14. Funcion de correlacidn radial para el potencial GEM y Bosdnico. (Izquierda) Potencial
GEM con a =3, € =0.0333yR =0.1 (Derecha) Potencial Bosénico con y =3, € =
0.00333 y R = 0.1y sefialados en la grafica los valores de D y D entre paréntesis.
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Por otro lado, observamos que en ambos casos para valores menores de D se obtienen mayores
valores de g(z)(x), lo que se traduce que la compactacion de lo clusters es mayor, es decir, las
particulas estdn mas unidas. La explicacién de este resultado podria ser que, a causa del
aumento del valor de D, el movimiento erratico producido por el medio aumenta y por
consiguiente los agregados estdn menos compactados. Asimismo, observamos que
independientemente del valor de difusidn, la separacidn de clusters es constante. En el caso del
GEM se observa que la distancia de separacidn es préoxima a 1.5 y en el caso del Bosénico mas
proxima a 1.25. Con un calculo mas detallado, explicado en la seccidn 4.4, se puede comprobar
que la distancia de separacidon es 1.44 para el GEM y 1.28 para el potencial Bosdnico,
concordando ambos con lo que se observa graficamente.

Por ultimo, analizaremos la diferencia de compactacién de los clusters producidos por los dos
potenciales. Para compararlos correctamente elegiremos un valor de D fijo y ajustaremos los
demas parametros. Observamos en la Fig.15 que para el potencial GEM los valores de g(r) son
mayores que en el Bosodnico, es decir, las particulas en un cluster del GEM estan mds unidas
entre ellas, hay un mayor solapamiento. Una explicacion que se le puede dar a este resultado
puede ser debido a la forma que tiene cada modelo del potencial. EI GEM presenta un
decaimiento mayor que una simple exponencial y en cambio el Bosénico decae como
inversamente a la distancia y por esta razoén, los clusters en el GEM pueden estar mds unidos ya
gue la fuerza de repulsidon es menor.

Comparacion

40 —®— Bosonico (D=0.6)
GEM —a(D =0.006)
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Figura 15. Comparativa de la funcion de correlacién radial para el potencial GEM y Bosonico

conD = 0.018. Potencial GEM cona = 3,6 = 0.0333 y R = 0.1y Potencial Bosénico cony =
3,6 =0.00333 y R = 0.1 con los valores de D sefialados en la grafica.

4.4 Explicacion matematica
4.4.1 Linealizacion de la ecuacion continua

En este apartado se intentara entender los resultados desde un punto matematico a partir de la
ecuacion de la densidad. Intentaremos explicar por qué se forman los patrones, como influye el
potencial en esta formacion o cémo influyen los distintos parametros del sistema. Para ello, lo
que se llevara a cabo sera una perturbacién de la ecuacién de la densidad. Y a partir de esta
perturbacion, el objetivo serd detectar para que valores de D se pueden formar los patrones y
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para qué valores nunca se formardn. En este caso no utilizaremos la ecuacion de Dean-Kawasaki
completa, sino la aproximacion donde la contribucién del ruido es pequeiia debido a que
tenemos grandes valores de densidad.

d,p(x,t) = V- [p(x, ) f dx' Vv(x — x) p(X',t)] + DV2p(x, 0). (28)

Este anadlisis de estabilidad proporciona una explicacion matematica de la inestabilidad del
estado homogéneo. Por esta razdn, elegimos una perturbacién harmodnica respecto de la
solucién homogénea donde p, es constante. En nuestra ecuacién adimensional tenemos que
Po = 1. Es facil de ver que el caso homogéneo es solucidn de la ecuacidn de Dean-Kawasaki[2].

p=1+6p , 6p=exp(A(k)t+ik-x). (29)

Donde la perturbacion la representamos como una exponencial con la funcién A(k) llamada tasa
de crecimiento de la perturbacion el cual dependiendo del valor podremos confirmar si se
estableceran patrones o no. Introduciendo esta perturbacién en la ecuacidn se puede obtener
facilmente la siguiente expresion.

| (@ +6px1) f dx' V(x —x") (1 + 8p(x',1))

I

A6p(x,t) =V + D(ik)?5p(x,1). (30)

Donde para el término |, haciendo una integracidn por partes y un cambio de variables se puede
obtener:

I = JOO dx' Vw(x —x") Sp(x',t) = —f OOdy w(y)exp(At+ik-(x—y)). (31)

co

Recordando la forma de la perturbacion, podemos escribir la integral | en funcion de la
perturbacién evaluada en el punto x.

I=6p(x, t)f dy Vv(y) exp(—ik - y). (32)

A continuacién, haciendo una integracion por partes se puede llegar a una expresiéon donde
hemos eliminado los términos superficiales debido a que la funcidn v(y) es una funcién continua
y absolutamente derivable.
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[oe]

f_ dy V(y) exp(—=ik - y) = v(y) - exp(—i k- y) — f dy v(y)V(exp(~i k- y))

o (33)
= ikf dy v(y) exp(—ik-y) .
Agrupando todos los términos:
Adp(x,t) = V- [ (1+8px)épx, 1) ik f dy v(y) exp(—ik-y)] (34)

— k2Dép(x,1).

A primer orden de perturbaciones, eliminando los términos cuadraticos:

A6p(x,t) = V- [(1 +8p(x,t)) ik foodyv(y) exp(—ik-y)] — k?Dép(x,t). (35)

Y recordando que el gradiente la derivada era respecto la variable X, y observando en (29) que:

V(sp(x,1)) = i kSp(x,1). (36)

Se obtiene:
A6p(x,t) = (iK)25p(x,t) (k) — k*DSp(x,t). (37)
Donde se ha definido la transformada de Fourier como:

(k) = f dy v(y) e~t k7, (38)

Finalmente eliminando el término de perturbacién dp(x,t) en ambos lados de la igualdad se
obtiene la relacién de dispersion para la tasa de crecimiento A(k).

A(k) = —k*9(k) — k2D = —k2[D + 9(k)]. (39)

A partir de la tasa de crecimiento A(k) podremos estudiar los distintos valores de D a partir de
los cuales implicara que el sistema pueda formar patrones y en cudles no. Estos casos vendran
diferenciados por si la transformada de Fourier del potencial presenta valores negativos, donde
hemos visto que requiere a > 2 para el GEM y y > 2 para el Bosdénico.

Si la transforma de Fourier no presenta valores negativos, como el valor de D es positivo esto
conlleva que la tasa de crecimiento sea siempre negativa. En este caso, como la solucién a la
densidad era de la forma p = py + 8p donde dp = exp(At +i k- x), se obtiene que la
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perturbacién decae con el tiempo y, en consecuencia, el sistema evoluciona hacia el estado
homogéneo p = py. En cambio, si la transformada de Fourier presenta valores negativos, se
puede definir un valor critico 56 gue corresponde al maximo valor que puede tener el parametro
D para que la tasa de crecimiento sea positiva. Este valor critico corresponde a:

EC = _\71. (40)

Donde se define ¥; = ¥(k.). Este k. representa la longitud de onda correspondiente al minimo
valor de la transformada de Fourier que también corresponde al mayor valor de la tasa de
crecimiento. Por consiguiente, lo que se obtiene es que si D > 56, el sistema evolucionara hacia
el estado homogéneo, en cambio si D < 56 se obtendran los patrones.

4.4.2 Representacion grafica

El primer pensamiento que alguien puede tener es por qué nos interesa estudiar la tasa de
crecimiento y no analizamos directamente la transformada de Fourier, la cual nos da una
expresion analitica, y asi poder obtener resultados exactos. Pues el caso es que las transformada
de Fourier tanto en el modelo GEM como en el Bosdnico dan expresiones imposibles de analizar
tales como series hipergeométricas o funciones G de Meijer. Estas funciones son series infinitas
de términos y, por lo tanto, demasiado complejas para poder obtener resultados analiticos.

En esta seccidn intentaremos estudiar el comportamiento de la tasa de crecimiento a partir de
la formula (39). Ademas, comprobaremos por qué en el GEM-1 o en el Bosénico cony =1 no
se producen los patrones hexagonales tipicos del GEM-3 o Bosdnico con y = 3. Los casos que
hemos estudiado con mas detenimiento son el GEM-3 y el Bosénico con y = 3. De forma que
nos cefliremos a estos dos casos para explicar por qué se producen los patrones de una manera
mas rigurosa.

[=]

A
|

[=]
r

k k

Figura 16. Representacion de las tasas de crecimiento para el GEM-3 y Bosénico con y = 3. (a)
GEM-3 para los valores de D =0.15(Verde continua), 0.08(Azul punteada), 0.05(Roja
discontinua). (b) Bosénico con ¥ = 3 para los valores D = 0.05(Verde continua), 0.02(Azul
punteada), 0.003(Roja discontinua)
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Si nos centramos en una primera instancia en el caso del GEM-3 se puede observar en la Fig.16(a)
que para el valor de D = 0.05 ,la tasa de crecimiento cruza el eje X y se hace positiva, pero para
el valor de D = 0.15 no. De tal forma, como el valor D, corresponde al valor justo donde la tasa
de crecimiento es cero, el valor critico se establece entre 0.05 y 0.15, muy préximo a 0.08. A
partir de un estudio mds exhaustivo elaborado con el del método de biseccion se puede llegar a
ver que este valor critico corresponde a 56 = (0.0823. A partir de este valor y recordando la
expresion (40) podemos obtener el valor de k. el cual nos ayuda a estimar una primera
aproximacion del valor de la distancia intercluster. En este caso se obtiene que k. = 4.975
donde la distancia intercluster es proxima al valor ¢* = 2r/k,. = 1.26. A partir del analisis
analitico de las instantaneas obtenidas, es decir, a partir de obtener un promedio de las
distancias de los distintos agregados, se obtiene que la distancia intercluster corresponde a c =
1.445,

En el caso del Bosdnico con y = 3 cdmo estd representado en la Fig.16(b). Se puede ver que
para algunos valores de D si que se encuentran valores de la tasa de crecimiento positivos y para
otros no, al igual que en el GEM. En este caso el valor critico corresponde a D, = 0.0219 y el
valor de k., = 5.417, por lo tanto, la distancia intercluster es préxima a c* = 2 /k. = 1.16. A
partir del cdlculo analitico se obtiene que ¢ =1.278.

on
00F

=]

k k

Figura 17. Tasa de crecimiento para GEM-1 y Bosénico con ¥y = 1. (a) GEM-1 para los valores
de D =0.00 (Azul punteada), 0.01(Verde continua), 0.10(Roja discontinua). (b) Bosénico cony =
1 para los valores D = 0.00(Roja discontinua), 0.01(Roja discontinua), 0.10(Verde continua)

Tanto en el GEM-1 como en el Bosénico, se puede visualizar en la Fig.17 que la tasa de
crecimiento siempre es negativa, independientemente del valor de D, de manera que la
perturbacién decae rdpidamente. Por esta razon, las particulas se hallardn en la solucion
homogénea y no se crearan patrones. Como se ha indicado anteriormente, también se puede
ver a partir de la transformada de Fourier que no se formaran patrones ya que no presenta
valores negativos como podemos ver en la Fig.3 y Fig.6. En cambio, para el GEM-3 o GEM-6, la
transformada de Fourier presenta valores negativos y por tanto pueden crear los patrones.

Como vemos, aunque parezca contraintuitivo, nos aparecen una agrupacion bajo un potencial
repulsivo. De modo que no es una consecuencia de efectos puramente locales, sino que implica
una minimizacion global de la energia, mediante interacciones entre clusters. Es decir, para los
potenciales repulsivos suficientemente blandos, la repulsién de los clusters vecinos puede
exceder la repulsién intracluster y conducir a un contacto de particula efectiva en el cluster[12].
Por esta razén, como se ha observado, podemos afirmar que para el caso GEM-a cona > 2 o
en el Bosénico cony > 2 lo que se obtiene es que las fuerzas de repulsién dentro del cluster son
mayores que la producida por los clusters vecinos.
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Hemos comprobado que la posible formacién de los clusters no es causada solamente por la
difusién, sino mas concretamente por el pardmetro D, el cual recordemos que tenia la forma
D = D/eRp, . Por tanto vemos que influyen tanto la constante de difusién como la intensidad
del potencial, el rango de interaccion de potencial mencionado o la densidad de particulas,
aunque en nuestro caso este ultimo se ha mantenido constante en todo el estudio. Por esta
razén, ya que hemos visto que para obtener dichos clusters D < 56, esto puede suceder de
distintas formas. Una primera manera podria ser disminuyendo la constante de difusién, lo que
esto se traduce a una disminucidn de la temperatura ya que este parametro estaba relacionado
con la temperatura y la constante de Boltzmann. Aunque como hemos dicho anteriormente, el
potencial también influye tanto con el parametro € como con el pardmetro R. Por esta razén, si
aumentamos la intensidad del potencial o aumentamos la distancia de interaccidon hacemos que
sea mas posible la formacién de clusters. Por lo tanto, vemos que para obtener dichos clusters
lo que necesitamos es un sistema de particulas, con una constante de difusién baja, que el
potencial de interaccion actué a largas distancias y valores altos de densidad y, sobre todo, que
la transformada de Fourier del potencial presenté valores negativos.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos analizado en detalle algunas de las propiedades que se presentan en un
sistema de particulas brownianas que interactian mediante un potencial de dos cuerpos
repulsivos de nucleo blanco. El resultado mas relevante y muy inesperado, es que dentro de un
rango de pardmetros las particulas se agregan en cumulos que se organizan periddicamente en
el espacio a pesar de la repulsién entre ellas. Se han estudiado dos potenciales y se ha observado
es que, a pesar de sus diferencias, ambos daban resultados comunes y compartian bastantes
caracteristicas, la diferencia estaba presente sobre todo si hablamos de sus caracteristicas
cuantitativas y no cualitativas.

Al estudiar la ecuacion deterministica de Dean-Kawasaki, hemos obtenido las condiciones para
la formacién de patrones. Se ha observado que para ello lo que tiene que ocurrir es que la
transformada de Fourier del potencial de interaccidon debe tener valores negativos y que un
determinado parametro, el cual es una combinacidn de distintos parametros del sistema debia
ser menor a un valor critico. Esta situacion se presenta favorablemente en casos donde el
potencial es intenso y el coeficiente de difusién causado por la presencia del medio, debe ser
suficientemente pequefia.

Como hemos observado en la funcidn de distribucion radial, cuando la difusién es pequefia se
obtiene que los clusters tienen una forma parecida a una gaussiana causada por la repulsién
entre particulas cercanasy la difusidn, que tiende a aumentar el ancho del cimulo y la repulsion
de las particulas de los cimulos vecinos que tienden a estrechar los cimulos. Ambas fuerzas se
equilibran de tal manera que sea posible la creacién de estos clusters. Todo esto causado debido
a la inestabilidad que presenta el estado homogéneo en estos casos tan determinados.

Por ultimo, cabe destacar que se ha notado un aumento notable del tiempo de agrupacion de
las particulas en los clusters en determinados casos. Es decir, para llegar desde un estado inicial
donde las particulas estaban repartidas uniformemente por todo el espacio, hasta el estado
donde las particulas estaban agrupadas en clusters, era mucho menor en los casos donde todas
las particulas estaban caracterizadas con los mismos parametros. Se ha observado que en los
casos donde teniamos mezclas de particulas con distintos pardmetros o mezcla de interacciones,
el tiempo hasta llegar hasta este estado final, podia ser hasta cinco o diez veces mayor.
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APENDICE: Dispersion cuadratica

Para la demostracion, el calculo se iniciara desde la ecuacién del movimiento browniano sin
interaccion en 1D ya que el calculo es andlogo en una o en dos dimensiones.

d?x dx
mﬁ=mf Yo S

Y observando que podemos expresar ambas derivadas de x en funcién de derivadas respecto
de x? a partir de las siguientes expresiones de derivada primera y derivada segunda de x?:

d’x? _d (2 dx)_z (dx)2+ d?x 42)
acz ~at\““ac )~ “[\ar) Taez|
dx? dx
= —ax = (43)
at ~

. L . . . . d?x
Aislando el término que nos interesa, en la ecuacion (42) el término inercial de Szvyen (43) el

A . d . .
término de velocidad d—t se obtiene la igualdad:

d’x 1d?x? (dX)2 (44)

Yaz T 27der T \ae

dx 1dx?

= (45)
xdt 2 dt

Introduciendo ambas expresiones en la expresiéon (41) obtenemos:

1d%x2  /dx\? 1dx?
18X (N Ty ex—y (225, (46)
m(z dt? (dt) ) 2kgTy ¢ y<2 dt>

Al promediar sobre todas las particulas, recordando que el ruido blanco y la posicién no estan
correlacionadas, podemos separar el promedio de ambos términos.

d*(x?) d(x?)

d 2
e +2m((d—:)) + 22k, Ty (E)(x). 7)

Y recordando que el ruido se expresaba como un ruido blanco gaussiano centrado en cero, se
tiene que el promedio es cero ((¢) = 0). Por tanto, el término de ruido se puede eliminar y la
ecuacion pasa a ser

d?(x?) d(x?)
EPT R vy 2m(v)2. (48)
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Utilizando la expresion de la equiparticién de la energia [24]:

1 1
s 2y = _k.T. (49)
Gmv?) = kg
_ d(x?) . NP
Y definiendo ¢ = prati obtiene una ecuacion facil de resolver
d 14 kgT
vwf:—wwz@Ta¢=Cfmuaf}. (50)

Donde la exponencial suele tener valores muy bajos, segin estimoé Langevin del orden de 10
85[25]. De modo que podemos despreciar este término:

2
o= L) _ kT (51)
Y

dt

Y volviendo a integrar se puede obtener finalmente la solucién:

T
<x2>—<xg)::25§—t. (52)
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