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3.1.

3.2.

3.3.

Densitats de les distribucions de §, segons si segueix una normal, Laplace
o normal-exponencial-gamma, totes amb variancia 2 i mitjana 0. En (a)
podem observar com augmenta el cim de cada distribuci6 en el zero, i per
tant, la corba s’estreny. En (b) tenim les respectives coes; per ; > 6 s’aprecia
que la més ample és la de NEG. Les grafiques s’han obtingut amb R.

Grafiques de la densitat de NEG per a diferents parametres de forma (A) i
escala (y). En (a) totes les corbes tenen el mateix A. En (b) comparteixen el
mateix valor de y; per observar-ne millor la densitat de NEG(0,0.005,0.5)
s’ha disminuit el rang a (d). Amés, en (c) es comparen dues grafiques estretes
entorn al §; = 0; una d’elles, la linia discontinua, ja dibuixada en (a). Les
grafiques s’han obtingutambR. . . .. ... ... ... ... .. 0.
Logaritme de la densitat d'una normal-exponencial-gamma en §;, amb
parametres =0, A =1.5i7y = 1. Correspon al logaritme de la densitat de
NEG representada a la Figura 3.1. La grafica s’Tha obtingutambR. . . . . ..
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En aquest treball de Final de Grau de Matematiques de la Universitat de les Illes Balears
s'estudia el métode d’HyperLLASSO, descrit principalment en [3], que pretén resoldre el
problema de selecci6 de variables quan el nombre de variables de la mostra excedeix
en gran mesura al nombre de dades. Aixi, es descriuen les técniques matematiques
d’estadistica i regressi6 penalitzada que donen lloc al métode. A més de modificacions
per fer 'algoritme més eficient.

El meétode d’HyperLASSO és principalment un metode de regressié penalitzada, que
sorgeix de suposar que els coeficients de les variables independents segueixen una
distribucié normal-exponencial-gamma de mitjana zero. Aquesta distribuci6 s’obté
de generalitzar la funcié de densitat de Laplace, i la seva densitat presenta un cim més
contret entorn al zero i coes més amples que la densitat de Laplace i d'una normal.
Aquestes caracteristiques son les que motiven I'tis d’aquesta distribucié.

Amb I'objectiu d’observar I'efecte de HyperLASSO, s’ha afegit un capitol d’exemples
amb dades reals de mutacions en els gens d’individus amb cancer de pulmé. D’aquesta
manera, s'inclouen en el contest de GWAS. En aquest capitol es fan presents les poques
variables seleccionades en el model, per certs casos.
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Establir un model matematic per explicar el comportament d'una variable en funcié
d’altres és una técnica emprada sovint per intentar extreure informacié d’'un conjunt
de dades. Aixi, suposem que tenim una variable Y i hi ha indicis de que el seu valor pot
estar condicionat per algunes variables independents d’'un conjunt X = {X;}j=1,...m. El
problema que es presenta és esbrinar quines d’aquestes covariables expliquen la varia-
ble Y, és a dir, seleccionar un subconjunt de variables del conjunt X [1]. Per resoldre
aquest problema de selecci6 de variables existeixen diverses eines de regressio, que
depenen del tipus de dades que es volen analitzar i la relacié que es vol establir. En
aquest treball ens centrarem en la regressid logistica, que es basa en establir un model
per explicar una variable binaria Y que, per exemple, pot representar la presencia o no
d’'una malaltia.

Un gran nombre de possibles variables explicatives dificulta 'obtencié del model, ja
que les eines de regressi6 tradicionals seleccionen un subconjunt de X forca gran,
pero I'objectiu és ser selectius, per tal d’explicar Y d'una manera senzilla, només amb
aquelles variables que més li afectin [2]. L'obtenci6é de metodes que identifiquin un
conjunt reduit de covariables explicatives motiva I'’estudi de noves eines de regressio i
el tema del Treball de Final de Grau.

Concretament, en aquest treball s’estudia el metode d’'HyperLASSO proposat per Hog-
gart et al., descrit principalment a [3], que pretén resoldre el problema d’associacié de
canvis en el genoma huma amb la preséncia de malalties. Aixi, s’elabora un metode
eficient per treballar amb un nombre elevat de variables independents. En el capitol
3 es descriu el model matematic, que es basa en regressi6 logistica penalitzada amb
una funcié de penalitzacié que presenta caracteristiques ttils per 'obtencié del model.
També s’expliquen detalls de la implementacié de HyperLASSO i com controlar I'error
de Tipus L.



1. INTRODUCCIO

Els precursors principals d’HyperLASSO s6n els models de regressio logistica i, en par-
ticular, LASSO. Per tant, per entendre i situar HyperLASSO s’ha redactat el capitol 2,
una introducci6 a aquests models, on s’expliquen els canvis en la regressio logistica
tradicional que han conduit al tema que es tracta en aquest treball.

A més, en el capitol 4 es donen dos exemples on s’aplica HyperLASSO a dades reals
d’individus amb cancer de pulmd. Aixi, veurem com funciona el metode estudiat per un
problema concreti com introdueix poques variables en el model. Finalment, es presenta
un capitol amb les conclusions, les aportacions al treball i habilitats adquirides.



En aquest capitol veurem com han anat canviat les eines de regressi6 logistica en
funcié del nombre de variables que es vulguin seleccionar. Aixi, veurem quins s6n els
precursors de HLASSO i com el model és cada vegada més fi.

2.1. Regressio Logistica lineal

Donada una mostra {(X;, Y;)};=1,..n, on X; és un vector de variables i ¥; una variable bi-
naria que classifica cada X; en la classe C; o C,, volem resoldre el problema de selecci6
de variables, és a dir, determinar quines variables Xy, ..., Xj,; afecten més al valor de Y;,
i per tant, en la classificaci6é de X;. En general, quan Y; pren valors reals, es sol emprar
regressio lineal suposant que Y; = By + ,BTXi, pero aquest model no és util quan Y; és
binaria i cal emprar-ne un que s’adapti millor a les dades. A continuacid, s’explica un
model basat en regressio6 logistica lineal.

Considerem un parell de variables aleatories (X;, Y;) peracadai =1,..., n de la mostra,
amb Y; € {—1,1}i X; € R"™. Sigui 71; la probabilitat de que Y; prengui el valor 1 donada la
nostra mostra, és a dir, 7; = p(Y; = 1|X), X = (X, ..., X3), es defineix el parametre logit
com A; :=1In(odds(s;)) [4], on odds(p) = %

Aquesta expressid permet aillar 7; en funcié de 1; de la segiient manera

1—m;
-A; = ln( l),
1 i
= TT;.
1+e i

A més, el logaritme d’odds pren valors en (—oo,0), fet que facilita imposar linealitat
de A; en X;: A; = Bo +,BTXi, amb B = (By,..., Bm) [5]. Aixi, el problema de selecci6 de
variables sera determinar quines coordenades X;; afecten més al valor de 1;, és a dir,
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2. REGRESSIO LOGISTICA PENALITZADA

quins coeficients §; son significativament diferents de zero. Amb aquesta condicié es
defineix la funcié logistica,

1
mi(X;) = —1 TNV
Per unificar les expressions p(Y; = 1| X) y p(Y; = —1|X) en una Ginica expressié p(Y;|X)
[6], sigui B := (Bo, B1,---» Bm), considerem

— 1
p(YilX,p) = W’ 2.1
que satisfa
_ 1
pli=11X, ) T+eGorprxy 0
(Y;=-1IX,p) = . = L e
piti= o 1+eBotfTX) 14 —L e BotfTXD) -

e~ Bo+AT X))

Notem que cada Y; té una funcié de probabilitat p(Y;| X, ﬁ_) diferent, ja que la férmula
(2.1) depen del valor en les components del vector X;, i cada Y; té un vector X; diferent
associat. Per tant, les variables aleatories Y; no son identicament distribuides. Els para-
metres (o i B, en canvi, si que so6n els mateixos per a cada Y;, per definicié del model.

Suposant que les variables Y; son independents donades les covariables X;;, podem
aplicar el métode de maxima versemblanca per estimar els parametres desconeguts,
imposant que la probabilitat d’obtenir la mostra donada sigui maxima, és a dir, ma-
ximitzant la funcié de versemblanca D%(BIY, X),onY:=(Y,..,Y)iX:=(X,...,Xn)
representen la mostra. En aquest cas, tenim que

n n
_ _ _ 1
ZplY,X) = YX,ﬁ_—||pY-X,ﬁ=||—.
('6| ) p( | ) i=1 ( ll ) i=1 1+€_Yi(ﬁo+ﬁTXi)

(2.2)

Aixi, donat que maximitzar £ (B|Y, X) és equivalent a maximitzar In £ (B|Y, X), el pro-
blema consisteix a trobar els parametres (i f tals que (2.3) sigui maxim,

1

n
Inf[——].
i:Zi 1+ e~ Yi(Bo+BTX1)

(2.3)

La funcié objectiu és diferenciable y concava en f. Per tant, no podem assegurar la
unicitat de solucions.

La diferenciabilitat de la funci6 es deriva de que cada sumand és diferenciable, per
ser-ho la funci6 logistica que, a més, és estrictament positiva. Per tal de demostrar la
concavitat, s’empra el segiient Teorema, tal com s’indica a [7].



2.1. Regressio6 Logistica lineal

Teorema 2.1.1. Sigui S <R un conjunt convexi f : S — R dues vegades diferenciable
en S. Si la matriu hessiana de f en x, Hy(x), es semidefinida positiva per a tot x € S,
aleshores f és convexa.

Resultat 2.1.1. Sigui an(,BI Y, X) la funcié definida en (2.3), —an(BI Y, X) és convexa
enR™*1,

Demostracié. Sigui h(B) = —Inp(Y;|X, B), dues vegades diferenciable en tot R”*1,
gem que Hj(f) és semidefinida positiva per a tot f € R™*! Es a dir, que es satisfa

ve-

a'Hy,(B)a=0, VBeR™!, YaeR™!,

D’aquesta manera, —In £ (f|Y, X) sera convexa per ser suma de funcions convexes.

Per simplificar la notaci6, considerem X; = (Xjo, Xi1, ..., Xim) afegint X;o =1, per a tot i.
Aixi, les derivades de primer ordre de & sén,

oh  —YiX;j Z 0 m
0B;  1eevbx T
Per tant, les de segon ordre
2 LYipTX; BT X
oz Xje'P on® XijXice"'Xi

°Bj (1+enirx)’ OPib ) (1+ef7)" JE= 0 amb 7

D’aquesta manera, la matriu hessiana ve determinada per

X XioXii XioXiz -+ XioXim
o uix [KnXoo X XoXe o XnXin
Hy(f)=———— XipXio X2 Xin X o XpXim |,
1+eYi5TXt) : : ' :
X2, XimXin XimXe - Xo,

Vegem que és semidefinida positiva,

ap

. ; eYiB" X m m
a’ Hp(Pa ——— | > @XikXios--o, ) @ XikXim |-
(1+eYiﬁTXi) k=0 k=0 ;
m

eYiBTXi m m
P E—) Z arXixXijoap+ -+ Z ar Xix Ximam
(1 +eYl~ﬁTXi) k=0 k=0



2. REGRESSIO LOGISTICA PENALITZADA

eYiﬁ_TXi

g

> akXikXildl)
=0

m
apXik Xiia
1=0

m
deik) (Z Xizdz)
1=0

(1 +eYi5TXi)2

eYiﬁTXi

|
|
|

e

eYiﬁ_TXi

A

(1 +eYiﬁ_TXi)2

eYiBTXi m 2
P E— Y Z apXir| =0.
(1 + eYiﬁTXi) k=0

2.1.1. Sobreajustament dels coeficients

Suposem que tenim un conjunt de dades {X;};-1,. , tals que, peracadai=1,..,n, X; €
R™ i m = n. En aquest cas, el nombre de parametres ; a determinar, que coincideix
amb el nombre m de coordenades de les dades X;, supera el nombre de dades del
problema, per tant, els punts X; sén linealment separables, és a dir, podem trobar
valors de B i B tals que

Bo+BTX;=0 Vi tq V;=1, 2.4)
Bo+PTX;<0 Vi tq ¥;=-1. (2.5)

Aixi, multiplicant per una constant positiva cada expressi6 anterior, podem escriure
I'equacié6 de 'hiperpla que separa les dades de manera que els coeficients preguin
valors |Boli[lBll; tan grans com vulguem.

A més, si escrivim la funci6é a maximitzar (2.2) segons els valors que pren Y;, tenim que
1 1

1+ e Bothr XD . ﬂ—l 1+ ePotp" X

2BY, =[]
i: V=1
Per tant, valors molt grans en valor absolut dels coeficients fan que $(ﬁ| Y, X) sigui
gairebé 1, que és el maxim que pren la funcié quan By + 7 X; és +00 0 —co en cada cas.

Aquest fet causa el problema de que el maxim s’assoleix quan els parametres s6n +oo
0 —oo. Per tant, maximitzar la funcié de maxima versemblanca no resol el problema
d’estimar el parametres del model descrit. A més, si el |By| ila ||f||; prenen valors molt
grans, la funcié6 logistica s’ajusta forca bé a les dades, reduint el nombre de punts X;
amb una P(Y;]X;) entorn el 0.5 [6, 8]. Per aquest motiu, encara que I'objectiu d’estimar
els parametres és maximitzar la funcié (2.2), quan m = n s’han sobre-ajustat les dades i
el model resultant deixa de ser util. Aquest fenomen es conegut per overfitting i es pot
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2.1. Regressio6 Logistica lineal

evitar afegint un terme de regularitzacié o penalitzacié, per forcar que molts coeficients
estiguin entorn al zero.

D’altra banda, si tots els coeficients  resultants sén no nuls, es relacionaran totes
les coordenades de les nostres dades amb la variable Y;. Pero el nostre objectiu és
determinar algunes variables, les que més afectin a la variable Y;. Per tant, obtenir una
relaci6 total no ens aporta informacio rellevant.

Una idea per forcar que els coeficients estiguin entorn el zero és imposar que cada
Bj~NO, o), j =1,....,m. Donat que By no és coeficient de cap variable, no imposam
cap condicid sobre ell, i suposam que p(B|X,Y) = p(BIX, Y).

Aixi, suposant que els §; sén independents, prenem la funcié de densitat d'una normal
de mitjana zero i mateixa variancia com a funcié a priori dels coeficients 8,

1’_"[ 1 f;

p(B) = e 27, 0>0.

j=1V2ma?

Per obtenir la densitat a posteriori dels parametres basta aplicar el Teorema de Bayes

(9]

pYIX,p)p(p)

31X,Y) =
pBIX,Y) o)

) (2.6)

on el denominador es constant respecte dels 3, ja que només depén de la mostra. Per
tant,

p(BIX,Y)x p(Y|X,B)p(B).

Donat que la funcié de versemblanca £ (,BIX, Y) es p(Yl|X, ,3) i aplicant logaritmes
obtenim

InpBlX,Y) = In (ff(BIX, ]

_ m B>
InZ(PIX,Y)+ (—anZEUZ—j)+c 2.7)
i=1

j=

- 1 m
InZ(BlX, Y)—mln\/27wz—27‘2 ﬂ?+c.
j=1

Ara, l'objectiu és maximitzar la funcié p(B|X, Y) (equivalentment maximitzar el loga-
ritme) per estimar els parametres §; desconeguts; per tant, podem ignorar els termes
constants de (2.7) i el problema d’optimitzacié resulta

o = 1 2
maximitzar In 2 (| X,Y) - 27'2“/3”2-



2. REGRESSIO LOGISTICA PENALITZADA

Fixem-nos que el problema és redueix a (2.3) amb un terme de regularitzacié dels
coeficients 8 que, com hem vist, prové de suposar que segueixen una A4 (0,02). Tot
junt, volem

1

n
maximitzar ) In|————
Z 1+ eYi(=Bo—BTX1)

1
- —IBIl5. (2.8)
i=1 20°

El model de regressio6 logistica lineal, amb un terme quadratic com a penalitzacio, es
coneix com ridge regression [10]. El logaritme de la funci6 de maxima versemblanca
de B és concau, tal com s’ha demostrat amb anterioritat. A més, la resta de quadrats és
una funcié6 estrictament concava. Aixi, la nova funcié objectiu també ho és i, per tant,
la soluci6 és tnica.

Els coeficients resultants de la maximitzacié, tal com s’indica a I'article [11], prenen
valors propers a zero. Aquest fet dificulta la interpretacid, ja que cercam valors significa-
tivament diferents de zero. D’altra banda, sovint interessa determinar un conjunt petit
de covariables que afectin, o expliquin, la variable Y;. Aixi, quan el nombre de variables
és molt gran, es pot determinar un model més til en aquest sentit, és a dir, que prengui
un conjunt menor de coeficients no nuls. Amb I'objectiu de resoldre aquests problemes,
obtenint un gran nombre de coeficients exactament zero, sorgeix LASSO.

2.2. LASSO per laregressio logistica

LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) és un metode de regressio
pensat per treballar amb un gran nombre de variables, fixant molts dels coeficients de
les variables a zero. En particular, és ttil quan el nombre d’elements de la mostra és
menor al nombre de variables. El metode consisteix en resoldre un determinat proble-
ma d’optimitzaci6, suposant a priori que els coeficients que determinen la regressio
que es pretén realitzar segueixen una distribuci6 de Laplace, enlloc d'una normal.

La funcié de densitat d'una distribucié de Laplace(y, 1) ve donada per [12]

1Bj—Hl

1 _

on ¥ denota el parametre d’escala i y el de localitzacié.

Si comparam una Laplace(0,v) i una .4 (0,0%), amb la mateixa variancia, la densitat de
Laplace presenta un cim més elevat en el zero i coes més amples. Aquest fet, augmenta
el nombre de parametres nuls, ja que la probabilitat d’obtenir un coeficient entron al
zero és més elevada, i fa que els no nuls prenguin valors menys propers al zero [11].

De nou, per obtenir els parametres aplicam inferencia Bayesiana i suposam indepen-
dencia dels parametres. D’aquesta manera, pel Teorema de Bayes (2.6)

_ _ m \/57\
pBIX, V) ox LPBIX, V) [[—e 7 .
j=12¥

Prenent el logaritme tenim que

8



2.2. LASSO per la regressio logistica

_ _ 1 -
Inp(fIX,Y)=InZPIX,Y) - mln2y - ﬁllﬁlll +c.

Aixi, el resultat de maximitzar In p(,BIX ,Y) per tal de d’estimar els parametres descone-
guts 3, sense tenir en compte els termes constants, és LASSO:

maximitzar In £ (B|X,Y) —nllBll1, n> 0.

Segons la funci6 de versemblanca £, es defineix LASSO per un problema de regres-
sié concret. En el nostre cas, ens centrarem amb LASSO per la regressio logistica i a
continuaci6 es presenta el problema per obtenir els coeficients  que la determinen.
Fixem-nos que tenim la mateixa funcié objectiu (2.8), llevat del terme de regularitzaci6.

n
maximitzar Zln -nllBll1, n>0. (2.9)

-1 1+ eYi(=Bo-BTXy)
En afegir el terme de regularitzacié amb la norma-1 es perd la diferenciabilitat de la
funci6 objectiu i la seguretat d'unicitat de solucions [13]. Aixi, la funci6 objectiu esdevé
concava enlloc d’estricament concava, pero existeixen metodes eficients per resoldre

el problema.

En aquest capitol s’han presentat tres models: regressi6 logistica lineal pura, ridge
regression i, per acabar, LASSO. D’aquests, tenim un model sense penalitzaci6, un
model amb penalitzaci6é en norma-2 i un model amb penalitzaci6 en norma-1. En el
segiient capitol s’explicara un model amb penalitzacié en que els coeficients entorn al
zero s’estrenyen encara més cap al zero.






Al capitol anterior, hem imposat que els parametres f§; segueixin a priori una distribucio
de Laplace, ja que presenta caracteristiques més ttils que la normal a '’hora resoldre
el problema de seleccié de variables amb moltes més variables que dades. Aixi, la
pregunta natural que sorgeix és, i si utilitzem una altra distribuci6? Podem millorar
en alguns casos el model? La resposta és afirmativa i porta el nom d’'HLASSO (Hyper
LASSO).

3.1. Mescla de densitats

HLASSO és un model de regressié lineal penalitzada, on la nova penalitzaci6 s’obté a
partir d'una funcié de densitat que es genera mitjancant la mescla de densitats. Aixi,
per tal de conéixer la distribuci6, cal definir aquest concepte.

Definicié 3.1.1. La mescla o composicio de densitats és la combinacié convexa de fun-
cions de densitat [14], és a dir, direm que una funcio de densitat p(x) és mescla de les
densitats p1(x), ..., pr(x) Si es pot escriure com

k
px) =) wipix),

i=1

on els pesos w1, ..., W SOn estrictament positius i sumen 1 [14, 15].

En les aplicacions es sol emprar quan una poblacié esta dividida en k subgrups, i una
variable aleatoria segueix una distribuci6 diferent per a cada grup. Per exemple, es sap
que I'alcada dels adults segueix una distribucié normal, pero la mitjana i variancia
pels homes difereix considerablement de les dones [16]. Aixi, la funcié de densitat de
I’altura s’explica millor com a composicié de dues distribucions normals amb diferents

11



3. HYPER LASSO

parametres.

Altres aplicacions, que s6n les que interessen en aquest treball, tracten la composicié
de densitats continua. Quan es tenen un nombre infinit de densitats que composen la
densitat d'una variable aleatoria, la suma esdevé una integral i la mescla resulta [15]

p(x) zpr(xIa)w(a)da,

on p(x|a) és una funci6 de densitat que depen del parametre desconegut a € A, que
alhora segueix una distribucié amb funci6 de densitat w(a).

Aquesta composicié resulta molt ttil per generar funcions de densitat. Per exemple,
donada una variable aleatoria que segueix una distribucié normal amb variancia des-
coneguda, si es sap que la variancia segueix una distribucié gamma inversa, aleshores
la mescla de densitats origina una nova funci6 de densitat. Aquesta correspon amb
la densitat d'una ¢ de Student. Comparada amb la normal, la funcié obtinguda esta
centrada en el mateix punt, pero presenta coes més amples [17, 18].

En el nostre cas, la funci6 de densitat de Laplace, emprada en el model de LASSO, es
pot generar com a mescla de densitats d'una normal, tal com segueix

00 2
pL(ﬁ,~|o,u/)=f0 pN(ﬁﬂo,az)pca(aZu,%)doz, 3.1)

on py representa la funcié de densitat d'una .4 (0,0%) en f8 j 1 pGa d’'una distribucio
Gamma(l, w?z) en o2 [3, 19]. La funci6 de densitat d’'una Gammal(a, b) es defineix a
continuacio [20]

b&l

peaxlab) =4 T@"
0 six<O.

a=ly=bx i x>0,

Aquesta expressi6 de la densitat de Laplace permet definir la nova densitat pel model
d’HLASSO, tal com es calcula a la segiient seccid.

3.2. Model HLASSO per la regressio logistica

Entendre LASSO com un model bastat en inferéncia Bayesiana permet millorar el terme
de regularitzacié de (2.8), prenent una distribuci6 a priori millor que la Laplace, és a dir,
amb una probabilitat major d’obtenir coeficients proxims a zero. Aixi, el nou model
pretén evitar millor I’ overfitting quan hi ha més variables que dades del problema i
relacionar menys covariables amb Y;.

La funci6 de distribuci6 a priori dels §; proposada per Hoggart et al. és la distribucio
normal-exponencial-gamma. Aquesta, sorgeix de suposar que cada §; ~ Laplace (0, vV 21,//)

iy ~ Gamma (A, yz) [19]. Aixi, 'objectiu és generar una densitat amb un cim més alt
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3.2. Model HLASSO per la regressio logistica

i coes més amples que la densitat de Laplace. D’aquesta manera, NEG resulta d'una
doble mescla de densitats [21, 3]

pBilpAy) = fopL(ﬁjlu,\/Zw)pca(w,yz)dw

= fo fo PN (B}10,0%) peal@® (L, ) peaWIA Y do dy | (3.2

Bj-w?
= e 4Y2 D—(ZA+1) (

—I(A+=

VT 2
on u és la mitjana, A el parametre de forma, y el d’escala i D,(z) és una funcié cilin-
drica parabolica. Direm que ; ~ NEG(u, A,y) quan segueixi aquesta distribuci6. En
el nostre cas, donat que volem molts coeficients nuls, fixam p = 0 i definim la funcié
NEG(BjIA,y) := p(B;10,A,7).

o) e

Les funcions cilindriques paraboliques sén solucions de la segiient equaci6 diferencial

(22]

dzy

1
ﬁ—(—z4+a)y=0, acR. (3.3)

4

1
Una soluci6 de (3.3), que és la que empra NEG, es denota per D, (z) = U (— V- > z).

Lexpressi6 d’aquesta solucié ve donada per

Ula,2) = y/m22* et (32%3a+13) 21zei® 1Fi(-32%-3a+}3)
y I(3+349) r(i+la) ’

on 1 F; denota la funcié hipergeomeétrica confluent:

_&T(a+k) (o) 2"
1Fi(zla, c) = ]gf)—r(c+k) mﬁ

El model d’"HLASSO requereix calcular el valor de la funcié cilindrica parabolica D,.
Per fer-ho, Hoggart et al. empren un algoritme en Fortran que es pot descarregar a
http://www.ebi.ac.uk/projects/BARGEN i realitza el calcul rapidament. Aquest,
es basa en I'algoritme descrit en [23].

Al capitol anterior, s’ha esmentat que el model amb la distribuci6 de Laplace, enlloc de
la normal, és més ttil quan es treballa amb un gran nombre de variables en comparacid
al nombre de dades. Quant a NEG, considera encara més coeficients entorn al zero
que la Laplace, i per tant, permet millorar el model en aquests casos. Amb 1’objectiu
de coneixer el comportament de la nova funcié i comparar-ho amb les funcions de
densitat que generen els models esmentats, s’ha obtingut la Figura 3.1. Per fer-ho, s’Than
considerat els parametres corresponents a cada distribucié de manera que la variancia
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de f3; sigui la mateixa, concretament, s’ha pres Var(f;) = 2. Ala Taula 3.1 es recullen les
férmules pel calcul de la variancia segons cada distribucio6.

Variance
N (u,02) o?
Laplace(u, ) 2y
2
Y
NE A, —_, 1.
G, Ay -1 A>

Taula 3.1: Variancies d'una variable aleatoria que segueix una distribuci6é normal, La-
place o normal-exponencial-gamma, en funci6 dels seus parametres. Les férmules han
estat extretes de [12, 21].

Fixem-nos en la Figura 3.1 (a), que el cim de la funci6 de densitat de NEG és el més
elevat, fent que la probabilitat de que §; prengui un valor entorn al zero sigui molt
més alta que amb les altres distribucions. Aixi, es pretén aconseguir un major nombre
de coeficients exactament zero. D’altra banda, en (b) s’observa que les coes sobn més
amples que la densitat de Laplace i d'una normal. Com expliquen Hoggart et al., les coes
més amples provoquen que els valors no nuls no estiguin tan aprop del zero. Aquest fet,
tal com s’ha comentat amb anterioritat, és important a I’hora de resoldre el problema
de selecci6 de variables, ja que ajuda a identificar les covariables explicatives de Y;. Aixi,
I'efecte sobre les coes i el cim més elevat de la funcié de densitat, fan que molts dels
parametres estimats siguin nuls i que els no nuls es distingeixin significativament del
Zero.

(a) (b)
@ 2
(=] =
— N(@©,2) © — N(0,2)
—— Laplace(0,1) B — Laplace(0,1)
o | NEG(0,1.5,1) NEG(0,1.5,1)
o o
o~
.
(o]

density
04
!
density
!

0.010
I

02
|

Y
|

T T T T T
-4 2 0 2 4 3 4 5 6 7

beta_j beta_j

Figura 3.1: Densitats de les distribucions de £, segons si segueix una normal, Laplace o
normal-exponencial-gamma, totes amb variancia 2 i mitjana 0. En (a) podem observar
com augmenta el cim de cada distribuci6 en el zero, i per tant, la corba s’estreny. En
(b) tenim les respectives coes; per §; > 6 s’aprecia que la més ample és la de NEG. Les
grafiques s’han obtingut amb R.

14



3.2. Model HLASSO per la regressio logistica

(a) (b)
Normal-exponential-gamma Normal-exponential-gamma
lambda=0.5 gamma=0.5
w w
o 7 — NEG(0.0.5.1) =l — NEG(0.1.0.5)
— NEG(0,0507) NEG(0,0 5,0 5)
,0.5,0.5) — NEG{0.0.1.0.5)
© 10.5.0.1) © NEG{0.0.05,0.5)
S 5,001 S — NEG(0,0.005,0.5)
= =
a < | 2 <
@ < @ <
o o
™| ™~
] ] A
O | sl e, A
(=] (=]
T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
beta_j beta_j
(c) (d)
Normal-exponential-gamma Normal-exponential-gamma
gamma=0.5
0 - H o™
il | T NEG(0.0.05.0.01) = — NEG(0,0.005,0.5)
! — NEG(0,0.5,0.01)
il 2
pagg
(o]
— @
z © z § A
2 g °
3 o 3 g
S 4
(=]
g
— =
S 4
(=]
™
O (=) _
T T T T T ped T T T T T
10 05 00 05 10 2 1 0 1 2
beta_ j beta_ j

Figura 3.2: Grafiques de la densitat de NEG per a diferents parametres de forma (A) i
escala (y). En (a) totes les corbes tenen el mateix A. En (b) comparteixen el mateix valor
de y; per observar-ne millor la densitat de NEG(0,0.005,0.5) s’ha disminuit el rang a
(d). Amés, en (c) es comparen dues grafiques estretes entorn al §; = 0; una d’elles, la
linia discontinua, ja dibuixada en (a). Les grafiques s’han obtingut amb R.

El parametre de forma, A, controla la forma de les coes de NEG, mentre que y controla
I'escala [19]. Aixi, ambdés defineixen la forma caracteristica de NEG. Per tal de tenir
una idea intuitiva de com afecten els parametres, s’ha representat la densitat per a
diferents valors de A ivy. A la Figura 3.2 tenim el resultat. Totes les corbes en (a) tenen el
mateix valor de A = 0.5, i com més petit és y més s’estreny la corba en §; =0, ja que el
cim esdevé més elevat. D’altra banda, en (b) s’ha fitxat y = 0.05 i es modifica 'amplada
de les coes per diferents valors de A. El resultat sén corbes comprimides cap a I'eix
d’abscisses per valors petits. Aixi i tot, tal com es veu en (d), NEG no es contreu cap
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— | NEG(0,15.1)

log(density)

-5
I

Rl
I

beta_ |
Figura 3.3: Logaritme de la densitat d'una normal-exponencial-gamma en (3 j, amb para-
metres £ =0, A =1.5iy = 1. Correspon al logaritme de la densitat de NEG representada
ala Figura 3.1. La grafica s’ha obtingut amb R.

a ;= 0, per tant, la probabilitat de que f; estigui en un entorn reduit del zero no és
suficientment elevada. Es a dir, un A petit no basta si volem potenciar les propietats de
NEG en el problema de selecci6 de variables. Per exemple, ambdues grafiques en (c),
per y = 0.01, tenen un cim elevat que contreu la densitat cap al zero. Notem que per
A =0.05, enlloc de 0.5, les coes s6n més amples.

Ara, vegem com estimam els coeficients emprant NEG. Aplicant el Teorema de Bayes i
suposant independéncia dels parametres tenim que,
_ _ m
pBIX,Y) o Z(BIX,Y) [ NEG(BjIA, ).
j=1

Aixi, pel métode de maxima versemblanca, per determinar els coeficients basta resoldre
el segiient problema d’optimitzacio

m
maximitzar In.Z(|X,Y)+ ) InNEG(B;IA,y),
j=1

m
on Z In NEG(B|A,7) és el nou terme de regularitzacio.
j=1

Per simplificar la notacié, considerem L(,B) = lnx(filX, Y)if(B)=—- lnNEG(ﬁjI/l,y),

m
j=1
amb el signe menys per marcar que és la penalitzaci6 [3] . D’aquesta manera, el proble-

ma resulta

maximitzar L(B) — f(B). (3.4)

El logaritme de la funcié de versemblanca és el mateix que pels models de LASSO o
ridge regression, per tant, és concau. Quant al logaritme de NEG, és no-concau (i no-
convex). Podem observar aquest fet a la Figura 3.3, per un cas particular. Fixem-nos, que
hi ha punts pels quals la recta que els uneix es troba completament sota el logaritme,
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3.3. Algoritme HLASSO

i punts pels quals es troba sobre. D’aquesta manera, la suma dels logaritmes de NEG
tampoc és concava ni convexa. De fet, la funcié objectiu resulta multi-modal [3]. Un
altre problema, és que la funcié no és diferenciable en el zero, com calia esperar d’'una
férmula que empra el valor absolut.

3.3. Algoritme HLASSO

Per determinar el maxim de la densitat posterior p(,BIX ,Y), és a dir, resoldre el pro-
blema d’optimitzacié (3.4), Hoggart et al. proposen emprar 1'algoritme CCD ( cyclic
coordinate descent) amb multiples execucions, per tal d’assolir varis cims de la funcié
objectiu [3].

L'algoritme CCD és un algoritme per resoldre problemes d’optimitzacié en diverses
variables. El metode consisteix en resoldre el problema respecte cada variable, és a dir,
es fixa una variable i maximitza (o minimitza) la funcié objectiu suposant les altres

variables constants [10]. Per fer-ho, siguin ay, ..., @, les variables, es prenen els valors
inicials ! per i =2,..., m is'obté el valor a}*" que determina el maxim. El segon pas,

és maximitzar respecte de @, amb els termes constants inicials a}°" i a?, i=3,...,m.

En general, al pas j resolem el problema respecte a; amb les constants a;", per
k=1,..,j-1i a(i), i=j+1,..,m.Aixi, un cop determinat el valor de totes les variables,

repetim el procés fins satisfer el criteri de convergencia.

En el nostre cas, s’empra el criteri descrit a I'article [10]. Segons aquest, ’algoritme
acaba quan

n
Y 1A7;]
i=1

— <0.005, (35
1+ ) Inil
i=1

onn;=Y;(fo+ ,BTXi). La idea és calcular els canvis del valor de la funcié lineal en cada
iteraci6 i aturar quan aquest valor sigui prou petit. Aixi, tal com s’explica a I'article, una
altra opcio6 seria acabar quan el numerador fos petit, encara que HLASSO empra la
fracci6 (3.5) proposada.

Un cop definit I'algoritme CCD, s’ha d’escollir un meétode, dels diversos que es poden
emprar, per resoldre el problema d’optimitzaci6 en una variable. En en nostre cas, HLAS-

0 —
SO aplica el métode de Newton en una variable per trobar un zero de ﬁ Inp(BIX,Y)

J
[3] . Aixi, I'actualitzaci6 de pesos a cada pas ve donada per

0 -
ﬁlnp(ﬁlX, Y)
ﬁ;zew — Bj- 02] - , j=0,..,m. (3.6)
J
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3. HYPER LASSO

El metode de Newton requereix que el denominador no s’anul-li. Aquest fet es pot
donar, ja que la derivada parcial de segon odre de p es pot escriure com a suma de les
derivades segones de Li —f, i com es veura més endavant tenen signes oposats. Per tal
d’evitar el conflicte, si el denominador és nul no s’actualitza el valor del coeficient, i per
tant, 7Y — B;.

D’altra banda, la derivada de NEG no esta ben definida per ; = 0, per tant, tampoc
podem aplicar el metode de Newton en aquest cas. Aixi, la idea per actualitzar els valors
dels coeficients, exposada a I'article [3], és calcular el limits laterals. Fent el limit per la
dreta

0
3p; lnp(,BIX Y)
ﬁ?ew — 0 - 2] ,
—Inp(BIX,Y)
2
6,6]. Bj=0*

es mira el signe de ,B;’ew. Si és positiu, s’empra aquesta actualitzaci6. En cas contrari, és
fa el limit per 'esquerra i si ,B;-le“’ resulta negatiu, es pren aquest nou valor. Altrament,
es manté a zero. Més endavant, quedara definit el calcul d’aquests limits.

Donat que la densitat p(8|X, Y) es multi-modal, I'algoritme pot acabar en un maxim
local. D’aquesta manera, Hoggart et al. executen 'algoritme varies vegades, amb els
mateixos valors inicials y una permutacié aleatoria en I'ordre de les dades (X;, Y;). Aixi,
'objectiu és trobar varis cims de la funci6 i prendre els parametres corresponents al
major valor de p. De fet, I'algoritme pren sempre els mateixos valors inicials, indepen-
dentment de les dades del problema [3]. Tots els coeficients s’inicialitzen a zero menys
ﬂ), on n i ny representen el nombre de casos (Y; = —1) i

no
controls (Y; = 1), respectivament. Aquest valor correspon al maxim de la funcié de

versemblanca si tots els altres coeficients sén nuls, tal com exposa el segiient resultat.

Bo, que pren el valor ln(

Resultat 3.3.1. Prenent 8 = 0 constant, el maxim de la funcio definida a (2.3) s'assoleix
m
enfo=In[—|.
Po ( no )
Demostracio. Considerant § =0, la funcié de versemblanca es redueix a

> in

i=1

1+e” YﬁO)

Anem a resoldre el problema en una variable, ¢, cercant un zero de la derivada,

OL(Bolp = =Y
0B ; 1+e¥ibo

En la segiient subsecci6 s’explica en detall 'expressi6 de la parcial.
Descomponent la suma segons el valor que pren Y; i resolent,
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ny _1 1) 1
+ =0,
vz 1+eP = 1+eho

—ny + ngePo
I . — 0,
1+ ebo
n
= In[—
ﬁ() ( no )
Donada la convexitat de L, tenim el maxim en Sy. O

3.3.1. Calcul deles derivades

Per tal d'implementar HLASSO, s’han de calcular les derivades parcials del logaritme
de la densitat posterior, de primer i segon ordre

olnp(B|X,Y) OL(p) *Inp(BIX,Y) 0*L(P)
9o 0Bo ap; opg

dlnpBIX,Y) OL(B) ofp)  0’npBIX,Y) L) [P

) = , J=1,...,m.
0B 0B B 6,6? 6,6? 6[3‘;‘.

Cal tenir en compte, que el calcul de les parcials de f(8) es reduira a calcular la derivada
de NEG(f), tal com es veu a continuacio.

f@ _ a9 —ZlnNEG(ﬁiM,Y) =—-——(InNEG(BjIA, 7))

gy 0B\ = dp;

= - ! d NEG(B/IA,y)
=~ TNEG; Ay dp; ey

Notem que la funci6é NEG no és diferenciable en §; = 0 (veure Figura 3.1), per tant, no
podrem emprar el meétode de Newton (3.6) si s’inicialitza algun coeficient 8 j azeroo
,6;.“3“’ =0. A la subsecci6 3.3.2 es defineix I'algoritme en aquest cas.

22 1
Per fer el calcul, es considerax = —T'|A + —) i aleshores
yvm 2
2
d da [ 4 1B;]
——NEG(Bi|A,y) =k——|e®* -D_ —1]. 3.7
ap, BjlAY) Kd,ﬁj (eY (2)L+1)( y ) 3.7)

Amb la nova expressié de la derivada, utilitzarem les segiients integrals conegudes per
obtenir-ne el resultat [3, supplem.],

0 a,
f x”_l(x+a)_y+%e_”xdx=2”_%F(v)u_%97ﬂD1_2y(\/2 u), (3.8)
0

o0 a,
f x”_l(x+a)_”_%e_”xdx:2”F(v)a_%eTuD_2,,(\/2 ,u). (3.9)
0
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ﬁZ

1
Ara, prenent v = 1+ — 3 p=—,a=—en (3.9) i aillant I'’exponencial pel cilindre

parabolic, s’ aconseguelx una expressi(’) igual a la que es vol derivar.

ﬁ2

1 oo 11 1 —-(A+1) _ﬁj 5 ﬁz
e e e = ey

2
ﬁj

1B;1
= e D_ (2/1+1)( ] )
Y

Per tant, multiplicant per x i derivant respecte de §; cada membre de la igualtat

d 1 oo 1\ WD d (5
Kd 1 f x’l_% (x+ —2) dex —Kd— e D_ (2,1+1)(|‘Bj ) .
3 1
Pilarriy /1+5)Y ’ ' Pi Y
D’aquesta manera, derivant baix el signe integral s’arriba a la segilient expressi6
d o0 a 1 —(/1+1)
d_NEG(ﬁjM»Y) = %f 6—(351—; (x+—2) 3 hx dx
hi 2’1+§F(/1+5)y 0 0P Y
o0 1 \~A+D
= éf P (x+ —2) P Lie (—=pjx)dx
2’“51“(/1+ 0 v

, —(A+1)
= ——'B]K 1 [oox’“% (x+ iz) e 5% dx.
21+§F(A+E)')’ 0

~<

(3.10)
i

3 1
D’altra banda, si substituim v =1+ E,,u =5 a= F en (3.9) s'obté

_1
0o 1A+ g 3\ (B2 2 A B>
fo XM (x+—) e 7 ¥dx = 2’“11"(/1+§) ?] e Dy _p(143) =

2

3\ v2 Y

2/1+11—~(A+ ) \/_6472 D—(zmz)('ﬁ] )
1Bl Y

Aixi, substituint el resultat de la integral en (3.10), 'expressi6 queda determinada de la
segiient manera

Bjx
1
A+ > Y

d 7
——NEG(BjIA,y) = - |\£]§| o D—(2A+2)(|ﬁ] )

3
oA+l (it +=
dp;

2
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2
2xsign(B;) 3 i i
_ KOs lﬁ] 1“(/1+5)e4v2 D_a+2) (|ﬁ_]|)
A+ —)y Y
2 (3.11)
2xsign(B) (A + 1 ﬁ ;
- _ g 16] ( 2) 6472 D—(2/1+2) (ﬁ) ,
Y
on la darrera igualtat es satisfa per propietats de la funci6 I' [24] :
3 1 1 1
I“(/1+—) =F((A+—)+1) = ()L+—)I“(/l+—).
2 2 2 2
Per tant, la derivada parcial de f ve donada per
a1 (B)) 1 ~2xsign(B) (A+3) % 1)1
- : e D_prvo) | —
b 4 1651 L4
Ke” D_a+1) (7)
(3.12)
. 1 1B;1
2sign(B;) (A +3) D_2a+2) (7)
B [
YD—(2/1+1)( % )
Pel calcul de la derivada parcial de segon ordre s’obté
NEG(B;IA, 1)L NEG(B; 1A, y) - (iNEG(ﬁ m ))2
PrPp) _ Y ag I~ \ag; iy
6,6? NEG?(B;IA,y) '
Per tant, cal calcular
2
52 2ksign(B))(A+3) o (|ﬁj|)
— NEG(BilA,y) =— —e" D_ — .
0,6? BN Y) ¥ 3B; @A+2)
i 1
Prenentv=A+1,pu= ?] ia= — en (3.9), tal com es mostra a continuacio,
Y
f XA (x+ —2) ’ e_%xdx = 2/“11“(/1 +1) Y€472 D_(2/1+2) (@),
0 Y Y
s’obté
PE ksign(B))(A+1) 8 [ 1\ A2 _F
— NEG(BjIAy) = - 80 (h))( 2)—f x’l(x+—) e 2%dx
dp’ 2T (A+1)y2 8B Jo y?

1 _A-3 2
k161 (A +3) fmxm(ﬁi) QP
2ATA+1)y2 Jo Y?
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2
i 1

D’altra banda, prenent v=21+2, u= 7] i @ = — en (3.8) s'obté la segiient expressio de
Y

la integral

. 1\ A3 A 2 4 |
/ M (x+—2) e—%xdx:2)t+§r()t+2) \/_e4yzD (2/1+3)( Bjl )
A Y 1Bl Y

Aleshores,

—ZNEG(ﬁjI/l,y) = 5 ev* D

&2 ax(A+3)r+2) 4 (lﬁ |)
—(2A+3)
j

jaqueT'A+2)=A+DIT'(A+1).

D’aquesta manera,

2 2

p2

Y

21 (p) K(

i I
=L ; 2k(A+3)A+1) L 18 2xsign(B;)(A+1 i
et D_(27+1) (ﬂy]l))—K( ;2) e’ D_(21+3) (%)_( B )‘MZD (2A+2) (%))

2

0> 7 2
J = 1B;]
K2 (9”2 D_@a+1 (%))

40 D0 D10y () (3) 4001 D (3]
(D (2A+1) (%))2

D_p43) (%") ) (/1+ 1)2 (D_(2,1+2) (%))2 |
D_p+1) (ﬂyj‘) D_p+1) (lﬁ7’|)

AL(B) : 0°L(B)
0B 6,53

per la regressio logistica. D’aquesta manera, es té que

1 A+1)

4
’}7 (A+

Per calcular les parcials , cal tenir en compte que estem aplicant HLASSO

B) — 3 — - 1 — < ~Yi(Bo+B" Xi)
L(ﬁ)—ln!f(ﬂIX,Y)—l;ln W)——l;ln(l+e )
Aixi, derivant respecte de 3 s’obté

OL() & e VP BNy, X YiXij
0B; S 1+e Vilhorb'XD T {H (14 e YilborhTX0) ¥ilho+hT XD
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3.3. Algoritme HLASSO

3 Z": YiXij
= TSI O (3.13)
GL(,B) n y.e—Yi(,Bo+ﬁTXi) n
3P0 Z 1+ e~ YilBotBTX) g eY(ﬁo+/3TX) (3.14)
02L(B n _Y:X; .eYi(ﬁo+ﬁTXi)y.X. . n Y; (Bo+BT X;)
Doy L=y X — 5, (3.15)
0[5]- =1 (1+eYihorpTX0) i=1 (1 + eYithorp'X0))
(3.16)
azL(ﬁ) —Y;eYiBotB X0y, i e Yi(Bo+B" Xi)
) (3.17)
op; i (1+eYi(ﬁ0+5TXl P S (1+eYiBorp X0

on X;; denota la component j-éssima del vector X;.

3.3.2. Variacions de l'algoritme

El metode de Newton té un desavantatge, i és que ,6}““’ pot oscil-lar entorn al maxim
sense arribar a convergir. Aquest fet es pot donar si es produeixen grans salts, és a
dir, si I'actualitzacié de pesos modifica notablement el valor de §; a cada pas, fent
que aquest passi de positiu a negatiu. A més, la densitat posterior és multi-modal,
per tant, també es poden generar problemes amb la convergencia de I'algoritme si
no es controlen els salts, encara que el signe del coeficient es mantengui. Per resol-
dre aquest problema, Hoggart et al. realitzen varies modificacions al metode de Newton.

La primera modificacié és imposar que, si f; -ﬁ;’e“’ <0, aleshores ,B”e“’ — 0. Aixi, s’evi-
ten els canvis de signe en 'actualitzacio dels parametres. En cas que un f3; sigui zero es
segueix el mateix criteri explicat amb anterioritat, per tant, s’actualitza el valor de §; si
el metode de Newton en 0" és positiu, 0 en 0~ és negatiu. Per no haver de calcular els
limits laterals, llevat que sigui necessari, s’empra el seglient teorema que ens déna una
condici6 necessaria i suficient per a qué no es doni el canvi de signe quan §; =0 [25, 3].

Teorema 3.3.1. Si §; =0, no es déna un canvi de signe si, i només si,

_ P

’0L_(,5) (3.18)
B;=0 9p;

0B

Bj=0*

Demostracio. Sif; =0, tenim que la parcial de segon ordre del logaritme de la densitat
posterior és negativa [3]. Aquest fet es deriva de que la segona parcial de f en ; =0 és
positiva. Vegem-ho.

'Donat que Y; € {-1,1}, Yl.2 =1
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3. HYPER LASSO

0*f(B) _ 4(A+3) A+ 1D_as1) (0) D 2243 (0) —4 (A + %)2 (D_a+2) (0))2
oF; Bj=0 (D_@a+) @)

(3.19)
Les funcions cilindriques paraboliques avaluades a I'origen prenen el segiient valor,

que depen del pardmetre a = 5" v [26],

9

D,(0) = (3.20)

-

1
220% +

a).

Aixi, donat que A > 0, perque (3.19) sigui positiva basta que ho sigui la segiient expressio,

r(

NI}
D=

T

A+Drm (A 1

222F (A +2)T(A+1) 5) 2202 (1 (14 3))

Per la propietat de recurréncia de la funcié I', I'(1 + 2) = (A + 1)T'(1 + 1). Per tant, la
expressio ens queda

2
e T e et e SR

2442 2 2|~ 52142 2
2 \TA+D)”  (r(a+d))7) 27 TA+DT(A1+3))
De nou, basta veure que el numerador és positiu, i ho és segur [3].
Aixi, com el denominador del metode de Newton és una funcié negativa menys una

positiva, tenim que és negatiu. A més, com NEG és sempre positiva i decreixent per
valors de §; > 0 es té que

ONEG(Bi|A,
orp|  __ 1 ONEGEIAp| (3.22)
0Bj g NEGEALY 0B o
(<)

new

i si es dona (3.18). Si la parcial de L(B) és positiva, tenim que

Ara, estudiem S

OL(p 0

AP B, (3.23)

aﬁ] ﬁj:0+ aﬁ] ﬁj=0+

Per tant, f7°" > 01no hi ha canvi de signe:
dlnp(fIX,Y)
grew _gr_ 7Y
J #*Inp(BIX,Y) (<0)
o, -~

D’altra banda, si la parcial de L(,B) és negativa (3.18) es redueix a
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3.3. Algoritme HLASSO

_OL(,B ) + _6f ) <0. (3.24)
0p; B;j=0 0pj B;=0*

Aixi, com NEG és una funci6 parell, les pendents de ; oposats tenen signes oposats, i
per tant, la funci6 derivada és senar. D’aquesta manera,

ofB|  _ ofP
B lp-0r OB lp-0-

Per tant, podem concloure que en aquest cas, tampoc hi ha canvi de signe:

dlnp(BIX,Y)
ﬁr;ew —0 aﬁj

J © ®InpBIX,Y)
CRELED (< 0)
J

(<0)

Bj=0"
=)

Per provar 'altre implicaci6, basta veure que si no hi ha canvi de signe al voltant de
l'origen és perque es déna (3.23) o (3.24).
O

Calcular la derivada parcial de L és cost6s, per tant, Hoggart et al. empren el Teorema
3.3.1 per establir un criteri que el eviti fer el calcul quan no sigui necessari. Aixi, afiten
superior i inferiorment la parcial de L. Donat un §; = 0, si el valor absolut d’ambdues
fites és menor que la parcial de f en §; =0, també ho sera el valor absolut de la deriva-
da de Liel teorema ens assegura que hi haura canvi de signe, per tant, el coeficient es
manté a zero i no cal calcular la parcial. D’aquesta manera, si algun dels valors absoluts
de les fites és major que la derivada de f, no podem assegurar que hi hagi un canvi de
signe. En aquest cas, es calcula la parcial de L i es comproven els limits laterals.

Les fites proposades sén les definides a continuacié [3, supplem.],

n n
Y IYiXi;<0)Xjl Y I(YiXij>0)X;jl

OL(p) i1 i1
> - +
0B 1+ eflmin 1 + ellmax
(3.25)

n n

_ Y IYiXii<0)Xijl Y I(Y;iX;j>0)|X;;]
0L(B) L il L i=]

0B; 1 + efmax 1+ efmin ’

on

i E és fals,
I(E) = 0 SiEésfals
1 altrament,

i Nmax» Mmin sON fita superior i inferior de {Yi(ﬁo + ,BTXi)}l.:1 __,» respectivament.
Donat que aquestes fites depenen dels parametres §, s'actualitzen a cada iteracio. Aixi,
el valor inicial és
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3. HYPER LASSO

nmm=ng4nbnﬁﬁﬂyﬂmm=“?%”@“e%n)

Quan es calcula cada nou Y;(fp + ﬁTXi) es compara amb les fites. Si el seu valor és
menor que 1 ,in, passa a ser fita inferior. Si supera 1,4, esdevé fita superior. D’aquesta
manera, es mantindran les fites per molt que variin els ;.

Teorema 3.3.2. La derivada parcial de L respecte de [3; esta afitada superior i inferior-
ment, tal com es defineix en (3.25).

Demostracio. La derivada parcial de L respecte de 3; es pot escriure segons els valors
que pren Y;, emprant la funcié I(E):

OL(p) _ i 1(Y; > 0)|X; 1 i 1(Y; < 0)| X1
6ﬁ0 B i=1 1+ eYi(ﬁ0+ﬁTX,*) i=1 1+ eYi(ﬁO_hBTX") .

D’altra banda, emprant les fites tenim que

n n
I(Y; Xi; < 0)| Xl

I(Y; Xi; < 0)| Xl

=1 < _i I(Y; <0)| Xl . _i=l
1+ emin = 1+ eYi(Bo+BTX1) 1 + elmax ’
n n
I(Y; X;; > 0)| X; il I(Y; X;; > 0)| X; il
= 1] 1 3 i 1(Y; >0)|X”| = 1] 1]
1 + ellmax 01 1+eYi(,Bo+ﬁTXi) 1 + elmin

D’aquesta manera, es segueix (3.25).
O

La segiient idea per controlar el pas, és fer el denominador de Newton (3.6) més gran en
valor absolut, emprant una fita inferior de la parcial de segon ordre de L [3]. Per fer-ho,
Hoggart et al. es basen en les modificacions del metode de Newton, aplicat per resoldre
el problema de ridge regression, exposades a 'article [10]. Aixi, s'empra la funcié F(r,d)
amb § = 0 definida a continuacio,

0.25 silnl<é,

F(n,0) = ! altrament. (3.26)
2 + e|n|_6 + 96_|77|

Tal com prova el segiient teorema, F és fita superior de certa funcié. Aquesta propietat,
és la que permet determinar una fita inferior de la parcial.

Teorema 3.3.3. Sigui F(n,6) la funcio definida a (3.26), pera totneRib € RT U{0} es

satisfa
U

F(0,6) = ——.
(1+e)
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3.3. Algoritme HLASSO

Demostracio. SiguineRid e R U {0}, vegem que 0.25 sempre es fita superior de
el

m. Aixi, en particular també ho sera quan |n| < 6.
+e

Tenim que,
0<(1-e"’=(1-2¢"+¢e™).

Aleshores, multiplicant per e > 0,

0 < e T-2+¢",
4 < e M+2+¢".
Per tant,
1 1 el
> = . (3.27)
4 e M+2+e1  (1+eM)?

D’altra banda, cal provar que si || > § tenim la cota superior

1
2 + e|n|_6 + e5—\77| ’

La funcié h(0) = e? + 7% és creixent per 8 > 0. Aixi, com estamenelcas [n|-5>01i, a

més, [n|—0 < |n|, tenim que

eM=0 4 07 < ol pminl = oy o7
- 5— —
24007 < 24 elye™
Aleshores,
L L (3.28)
2131 ol = (1 en2 M= '
el

Aixi, per (3.27) i (3.28) es segueix que F(1,6) amb § = 0 és una fita superior de W
+e
O
Aplicant el Teorema 3.3.3 i prenent F (Y; (8 + 87 X;),8) es té

eYi(ﬁ(ﬁ'ﬁTXi)

(1 + eYi(ﬁoJrﬁTXi))2

F(Y;(Bo+ B X),0) 2 >0, Vi=1,..,n.

Per tant, una fita inferior de la derivada és

0°L(B)

- nX?.F Y; Tx),6) < —==.
L X F (YilPo+ pX0),0) = op’

Notem que per 6 = 0 es dona la igualtat.
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3. HYPER LASSO

Aquesta fita resulta 1til a I'article al que Hoggart et al. fan referéncia, ja que es basa
en ridge regression [10]. Com la derivada de segon ordre de la penalitzaci6é que prové
d’'una normal és positiva, diguem-li k, basta substituir la derivada parcial de segon
ordre de L per la fita inferior. Aixi, el denominador de Newton sera més gran en valor
absolut:

_Pnp) _0°LPB) _Ph(p)

2 2 2 <0.
0Bz~ op  op

= > X};F (Yi(Bo+ B Xi),0)
i=1

En el nostre cas, f () com a funcié d'un 5 és concava a (—00,0) i (0, +o0) (no a la unio),
malgrat no sigui una funcié concava. D’aquesta manera, la derivada parcial de segon or-
dre de f es negativa en els punts on es pot calcular. Aquest fet, fa que no basti substituir
la derivada del logaritme de la funci6 de versemblanca per la fita inferior obtinguda, és
a dir, el denominador de Newton només reduira el pas quan es satisfacin les hipotesis
del segiient resultat. Altrament, augmentara. Aixi hi tot, Hoggart et al. opten per emprar
la fita inferior enlloc de la parcial, menys quan es tracta d’actualitzar Bg.

*L(B) _ *f(P)

Resultat 3.3.2. Si 5 < 5 , aleshores
op 7 op 7
L) *f(B) L T *f(B
- <|-Y X2F(v; X;),6) - .

Demostracio. Donada la fita inferior de la derivada de segon ordre de L, baix les hipo-
tesis del resultat tenim que

L) _ *f(B)
op: 9P’

Per tant, s'obté el que voliem demostrar com segueix a continuacio.

n
=Y XLF(Yi(Bo+ BT X),6) <
i=1

0°L(B) n
- o < i:ZIXE,-F(mﬁwﬂTxn,a),
0*L(P) 0*f(P) LN T 2*f(p)
I I
0*L(B) 0°f(P) s T *f(p)
- -Y X2 F(Y; X;),6) -
T N R T

Notem que tenim una fita inferior per qualsevol § > 0. Aixi hi tot, cal anar en compte a
I'hora d’escollir el parametre, ja que la fita emprada es pot entendre com la derivada
de segon ordre de L aplicada a un §; +¢, per algun €. Si aquest valor s’allunya de 5, el
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3.4. Error de Tipus I

valor de ;.lew pot ser molt diferent de I’esperat al emprar la derivada. Donat que no ens
interesa que aquest fet ocorri, cal emprar un § que fasi que ; + € es mantengui entorn
B, és a dir, dins la regi6 de confianca [10].

Basant-se en les modificacions de ’algoritme explicades en [10], Hoggart et al. empren
un parametre diferent per a cada §; i, per tant, per a cada iteraci6. Considerem el
parametre A; amb la segiient actualitzacio a cada pas,

A.
AT — max(ZIAﬁjl, 7’) j=1,..,m, (3.29)

on AB; = fj°" - Bj, i A; s'inicialitza en 1. Amb aquest nou valor, que sera el 5 del

segiient pas, la funci6 emprada és F (Y; (Bo + BT Xy, |A;- Xij|)

Finalment, de nou amb l'objectiu de controlar el pas, Hoggart et al. realitzen una modifi-
cacié més al’actualitzaci6 de pesos de Newton, basant-se amb I'article [10]. Considerem
la segiient variaci6 a cada pas, tal com ha quedat definida amb F,

o . 0 . -
—L(B) - = f(P)
_ 9B g aﬁjfﬁ o
Avj= 7 7 , J=1,.,m.
—ZX,?jF(Yi(ﬁowTXi),a)—Wf(ﬁ)
i=1 i

Recordem que per f, no s'utilitza F, per tant, Avy manté la forma original del metode
de Newton.

D’aquesta manera, només es restara Av; quan no excedeixi el valor A j, que s’ha de-
finit a 3.29 per controlar que cada 3; es mantengui dins una regio de confianga. Aixi,
considerem

—Aj SiAl}j<—A]‘,
Aﬁj= AU]' Si|Al)j|SA]',
Aj SiAj<—Al/j.

En resum, 'actualitzaci6 a cada pas resulta
B — Bj—Ap;.

3.4. Errorde T TipusI

Un cop establit el model, interessa conéixer la probabilitat de I’error de Tipus I que
s’origina al estimar els parametres pel métode d’Hlasso. Per fer-ho, s’'obté una fita
superior de la probabilitat de I'’error que depén tinicament del nombre de casos, de
controls i dels parametres A iy, és a dir, no depen del valor dels coeficients §; obtinguts.
Les Hipotesis nul-les que volem contrastar son les segiients,

HOj:,BjZOr j=1,...,m.
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3. HYPER LASSO

Es a dir, que la covariable X;; no influeix en el valor de la variable Y;. D’aquesta manera,
rebutjarem Hy; si obtenim el coeficient diferent de zero [3].

Suposant Hy; certa, es vol obtenir la probabilitat de que ; es calculi com a diferent
de zero en la maximitzacio, en altres paraules, la probabilitat de I’error de Tipus I pel
nostre contrast. Sigui a la probabilitat d’error per ; , amb els calculs de [3, supplem.],
Hoggart et al. calculen la segiient fita de la probabilitat de I'error, quan les dades estan
estandarditzades i hi ha el mateix nombre de casos i controls,

nog+m ] af(ﬂ) (3.30)
nony aﬁj ;=0 ’ '

on @ ésla funcié de distribucié d'una normal estandard.

aj=2 1-O

A més, coneixem el valor de la parcial en §; = 0",

2 (A+ %) D_21+2)(0)

pi=0° YD_2241) (0)

of(p)
0B

on D, (0) es pot calcular a partir de (3.20).

no+m 2(A+3) 2A*:ir(1+1)
nom Yy  2MIr(A+3)

no+m V2 r(ﬂt+1)))

)

D’aquesta manera,

IA

2(1-90

aj

(3.31)

2(1-0

oy T(A+3)

Com podem observar, els parametres A i y de la funcié NEG permeten determinar una
fita petita de I'error de Tipus I. Aixi, Hoggart et al. solen fixar A, normalment en 0.05, i
calculen y de manera que I’error sigui tan petit com es vulgui, per exemple & = 107°. A
més, per certs casos la desigualtat anterior és estricta [25].
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Al capfitol anterior s’ha explicat el model matematic que recolza HyperLasso, aixi com
els detalls en la seva implementacié. Lobjectiu d’aquest capitol és explicar com emprar
el programa i com interpretar-ne la sortida. Per fer-ho, es donen dos exemples aplicats
a dades reals del genoma d’individus sans i d'individus que presenten una malaltia.
Aixi, es pretén situar els exemples en el context de GWAS (Genome-wide association
study).

4.1. Respresentacio de les dades en GWAS

Moltes malalties comuns en els humans tenen un fort component genétic, a més dels
factors ambientals [27]. Aquest fet impulsa l’estudi d’associaci6 en tot el genoma, GWAS,
que és 'estudi del genoma huma per tal d’identificar quines variacions geneétiques in-
flueixen en major grau en la preséncia o no d'una malaltia especifica [28]. Coneixer
aquestes variacions suposa una gran ajuda en I'estudi de la malaltia, ja que pot aportar
informacio rellevant a I'hora de millorar els metodes de diagnostic i prevenci6 [29]. Les
dades dels exemples que veurem en aquest capitol es basen, precisament, en variacions
genétiques simples. Per entendre que s6n i com es codifiquen, cal coneixer com es
representa el genoma.

Un gen és una llista ordenada de bases que es representen per lletres en el conjunt
{G,C, T, A}. Cada huma té aproximadament 20000 parells de gens, un de la mare i un del
pare, que composen els 23 parells de cromosomes. A més, tots els humans presenten
diferéncies en bases en la mateixa posicié de diversos gens, algunes d’elles bastant
comunes. Per poder fer comparacions, s’empra una llista de gens de referéncia que es
coneix per HRG (Human reference genome). En aquest huma de referencia es representa
cada cromosoma individualment, és a dir, la llista no esta formada per parells cromoso-
mes [30].
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Una variaci6 genética simple (SNV, Single Nucleotide Variant) és un canvi de base en
una posicié concreta d'un gen, respecte 'HRG [31]. En GWAS s’estableix la hipotesis
de que la manifestacié d’'una malaltia esta associada a certs SNVs. Aixi, I'estudi es
basa en determinar quines covariables de SNVs afecten a la variable dependent de la
presencia o no de la malaltia. Per fer-ho, es recullen dades del parells d’'SNVS de milers
de persones sanes (controls) i milers de persones de caracteristiques similars amb la
malaltia(casos) [28].

Amb l'objectiu de comparar els SNVs de la mostra, s’assigna un valor a cada parell
d’SNVs segons el tipus de variaci6 genética que representa. Sil'individu presenta un
canvi de base a 'SNV del gen del pare o de la mare, respecte 'huma de referéncia,
s’'indica amb un 1, si ho presenta en ambdéds gens, amb un 2, i si no hi ha canvi, amb
un 0. D’aquesta manera, per a cada individu es coneix un llista de valors en {0, 1,2}
que representen els canvis de cada parell d’SNVs respecte 'SNV de 'huma de referéncia.

4.2. Elprograma HyperLasso

La implementaci6 de I’algoritme explicat a la secci6 3.3, capitol 3, ha estat elaborada
per Hoggart i es pot descarregar en http://www.ebi.ac.uk/projects/BARGEN. Al
readme.txt del programa s’explica com instal-lar HLASSO en Linux, cal esmentar que
no s’ha presentat cap problema en la instal-laci6. A més, conté exemples i explicacions
sobre el model ’'HLASSO que complementa la informacié de I'article principal [3].

Per a cada individu de la mostra, es necessita saber el valor de la variable dependent
Y; € {0,1} i el valor de les covariables Xj, ..., X}, de SNVs que es vulguin analitzar, que
representen el tipus de mutacié observada. Aix0 és la llista de valors en {0, 1,2}. A di-
ferencia del model explicat, els controls es denoten per 0i 1, i no per —11i 1, aquest
fet es deu a que el programa canvia internament els 0 per —1 abans de realitzar la
maximitzacio.

La cridada al programa, amb els parametres de entrada que s’empraran, es la segiient.

./runHLasso -genotypes dvFile -target ivFile -shape value -scale value
-std -o outputFile -iter 10

El programa HLASSO reb la informaci6 dels elements de la mostra en dues taules: una
amb el valor de les variables dependents Y;, que s’introdueix en -target il’altre amb
les variables independents Xj, ..., X, de SNVs, que s’especifica en -genotypes. Quant
al fitxer on volem guardar els resultats, que sera un .R, s'indica en -o.

De les altres variables d’entrada ens interessen les que afecten a les propietats del
model d’HLASSO. Aixi, s'introdueix el parametre de forma, A, i el d’escala, y, en -shape
i-scale, respectivament. La implementacié d'HLASSO [3] suggereix emprar un A prou
petit, perque el cim i les coes de NEG presentin les propietats desitjades. En els seus
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4.3. Exemples en GWAS

exemples Hoggart et al. empren A = 0.05, i expliquen que és el menor valor que no els
genera problemes computacionals.

A més, el programa permet emprar un nou parametre, que anomena penalty, enlloc de
Y. Sis’especifica el seu valor en -penalty, la rutina calcula el parametre y a través de
la seglient expressio, que relaciona ambdues variables

Py T Yy

Fixem-nos que penalty és, de fet, és el limit lateral per la dreta de la parcial de f.

Per acabar, donat el caracter multi-modal del model d’HLASSO, sén necessaries varies
execucions del programa. Per fer-ho, només cal indicar en -iter en nombre desitjat.
Recordem que cada execuci6 es fa sobre una permutacié aleatoria en I'ordre dels SNV,
i per tant, en I'actualitzacio6 dels ;. En els exemples també s’emprara I'opcié -std,
que estandaritza les dades dels SNVs de la mostra. Aixi, podrem calcular la fita de la
probabilitat de I’error de Tipus emprant (3.31).

4.3. Exemples en GWAS

En els exemples d’aquest capitol s’empra una mostra de 625 persones amb cancer de
pulmé, que ha estat obtinguda a partir de The Cancer Genome Atlas Consortium. Per a
cada individu, es coneixen dues llistes de 5266 covariables de SNVs, amb els respectius
valors en {0, 1,2}, una del teixit tumoral i I'altre de teixit normal, és a dir, una mostra de
teixit no proper al tumor. Aixo suposa un total de 1250 variables independents, amb el
mateix nombre de casos i controls. El problema d’aquestes dades és que les files de les
matrius d’entrada no s6n independents, ja que a cada persona li pertanyen dues files.
Tot i aixi, aplicarem HLASSO.

Els resultats complets dels posteriors exemples, aixi com les dades de SNVs, es poden
trobarenhttp://bass.uib.es/~mar/. Per llegir la sortida de HLASSO només cal em-
prar la instruccié dget () de R, per exemple, dget (‘examplel_models.R’). D’altra
banda, per llegir la matriu de covariables de SNVs, basta fer

SNV<-read.table(‘SnvMatrix’,header=TRUE)

D’aquesta manera, es pot emprar R per accedir a la informacié d’ambdues matrius, i
aixi calcular la informacié necessaria per interpretar els resultats.
4.3.1. Exemple 1

Primer, executarem el programa demanant que estandaritzi les dades. Per escollir els pa-
rametres s’ha fixa't A = 0.05 i s’ha calculat el valor de y per a que la fita superior de |'error
sigui 1072, segons (3.31). Aixi, s’ha pres y = 0.0109096, que equival a penalty= 78.0853.
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4. EXEMPLES

Imposant 10 iteracions, la cridada resulta:

./runHLasso -genotypes ~/hyper/data/SnvMatrix -target ~/hyper/data/
phenotype -shape 0.05 -scale 0.0109096 -std -o data/examplel
-iter 10

S’han trobat 10 modes, és a dir, 10 solucions diferents al problema de maximitzacio.
De tots els cims, prenem el maxim, que es troba en la quarta iteracié i el seu valor és
863.3188. A continuacio, tenim part de la sortida d’aquesta iteracio6, llegida amb R.

[,1] [,2] (,3]
[1,] "-183.8015" "133" "309"
[2,] "863.3188" "9:33798574:G:A:PRSS3" "17:45249335:T:G:CDC27"
[3,] "18" "-1.494693" "-0.5645863"
(4,1 "o "o" "o"

[,22] [,23] [,24]
[1,] "5193" "5241" "o
[2,] "9:172167:C:T:CBWD1" "1:144871782:A:G:PDE4DIP" "Intercept"
[3,] "-1.548222" "-2.16474" "2.130448"
(4,1 "o "o "o

La primera columna de la matriu tornada en cada iteraci6 aporta la informaci6 sobre la
funcié objectiu. Aixi, en la posici6 (1,1) tenim el valor que pren la funcié de versem-
blanca L ien la posici6 (2,1) el valor total, afegint-li la penalitzaci6: L — f. Comparant
aquest valor es pot determinar quin dels maxims locals obtinguts és el major. Les altres
columnes indiquen la informacié dels SNVs seleccionats pel model d'HLASSO: la pri-
mera fila conté la posicié dels SNVs en la permutaci6, la segona els noms i la tercera els
coeficients f; otinguts.

En aquest cas, de 5266 variables s’han seleccionat només 22 covariables d’SNVs. Cal
destacar, que els coeficients sén significativament diferents de zero, de fet, tots superen
el 0.5 en valor absolut. En total, hi ha 9 coeficients positius, a més de fy. Quant a la
probabilitat de I'error de Tipus I és menor que 107>, ja que s’ha escollit el parametre y
amb aquest objectiu.

4.3.2. Exemple 2

El programa d'HLASSO s’ha executat de nou amb les dades estandaritzades, canviant
els parametres de forma i escala. Aixi prendrem A = 0.5, un valor prou més gran que
I'anterior, i penalty= 12, que equival a y = 0.1044428. Aixi, la cridada és

34



4.3. Exemples en GWAS

./runHLasso -genotypes ~/hyper/data/SnvMatrix -target ~/hyper/data/
phenotype -shape 0.5 -penalty 12 -std -o data/example2
-iter 10

Aquesta vegada el maxim valor de la funci6 objectiu en les 10 iteracions és —218.7049, i
s’assoleix en la vuitena iteraci6. Notem que per aquests parametres, prou més grans
que els anteriors, s’han seleccionat 50 SNVs dels 5266. D’altra banda, no tots els coefici-
ents son significativament diferents de zero, per exemple, el menor coeficient en valor
absolut és 3.104209 - 10713, Aquest fet dificulta la relaci6 d’alguns SNVs amb la variable
binaria Y;, encara que trobam valors com 4.577333.

A continuaci6 tenim part de la sortida en la vuitena iteracio.

[,1] [,2] [,3]
[1,] "-83.36026" "133" "205"
[2,] "-218.7049" "9:33798574:G:A:PRSS3" "17:21319087:G:A:KCNJ18"
[3,] "e6" "-1.963986" "-1.374144"
[4,] "0" IIOII IIOII

[,50] [,51] [,52]
[1,] "5193" "5241" "o
[2,] "9:172167:C:T:CBWD1" "1:144871782:A:G:PDE4DIP" "Intercept"
[3,] "-1.538583" "-3.120206" "0.03509385"
(4,1 "o" "o "o

En aquest exemple, la fita de la probabilitat de I’error de Tipus I és molt gran, concreta-
ment 0.4972503. Per tant, no tenim raons estadistiques per suggerir que aquests SNVs
puguin estar relacionats amb el cancer de pulmé.

Comparant els SNVs seleccionats en ambdds models, s’ha vist que hi ha 21 SNVs
comuns en la seleccié. D’aquesta manera, dels 22 SNPs associats a 'exemple 1, 21
apareixen a 'exemple 2. A més, els coeficients per a cada SNP tenen el mateix signe en
cada model i valors propers. Aquests resultats es recullen a la Taula 4.1.

Aplicar el programa HLASSO a dades de SNVs, amb els parametres adequats, pot se-
leccionar un subconjunt reduit SNVs amb una probabilitat de I’error de Tipus I per
coeficient forca petit. Aquesta informaci6, juntament amb altres analisis estadistics i
més informaci6 biologica pot ajudar a descobrir la associacité de diversos SNVs amb
una malaltia especifica.
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4. EXEMPLES

Coeficient Ex1 | Coeficient Ex2 SNV
-1.494693 -1.963986 9:33798574:G:A:PRSS3
-0.5645863 -0.4030229 17:45249335:T:G:CDC27
0.9239384 0.97442 11:1017084:G:A:MUC6
-1.45358 -1.486691 2:112615888:C:G:ANAPC1
-1.328894 -1.837389 2:97845632:T:C:ANKRD36
-1.996361 -2.684205 17:21319786:G:A:KCNJ18
-1.084921 -1.756122 1:143767643:T:C:PPIAL4AG
-1.345099 -0.9970422 7:72413593:T:C:POM121
1.393971 1.634494 11:1017789:A:C:MUC6
2.687177 2.749099 1:146398387:G:C:NBPF12
1.549591 1.410283 21:11058226:G:C:BAGE3
-1.408707 -1.644662 3:113524266:G:C:ATP6V1A
1.217281 1.643215 11:1017069:G:A:MUC6
1.549459 2.035154 1:144220807:A:C:NBPF20
-0.9714698 -1.067016 9:33385863:G:T:AQP7
0.6417706 0.3852579 2:130832292:T:A:POTEF
1.632943 1.691106 11:1017325:A:C:MUC6
-0.7213303 -1.219892 5:115249078:C:T:AP3S1
-1.092169 -0.4957887 12:52865925:C:T:KRT6C
-1.548222 -1.538583 9:172167:C:T:CBWD1
-2.16474 -3.120206 1:144871782:A:G:PDE4DIP

Taula 4.1: Valor dels coeficients dels SNVs comuns seleccionats en els Exemples 1y
2. Per 'exemple 1 s’ha pres A = 0.05 1y = 0.0109096; els resultats mostrats son els
obtinguts en la quarta iteraci6 d’'HLASSO. Per I'’exemple 2 els parametres s6n 1 = 0.5
i penalty= 12 (equivalent a y = 0.1044428); els resultats s’han obtingut en la vuitena

iteracio.
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El Treball de Final de Gau, que s’exposa en aquest document, sorgeix del meu l'inte-
res per aprofundir en els coneixements sobre optimitzacié adquirits en el Grau de
Matematiques a la UIB. El tutor del treball, Jairo Rocha, em va proposar aquest tema
d’optimitzacié aplicada, que es relaciona amb probabilitat i estadistica.

El problema d’optimitzacié que s’ha estudiat, el meétode d’'HyperLASSO, s’aplica per
resoldre el problema de selecci6 de variables quan la mostra conté un gran nombre de
possibles variables explicatives. Aquest méetode es basa en regressio logistica, amb una
penalitzacié obtinguda a partir de la funci6 de densitat de NEG. Tal com s’ha vist en
el capitol 4 d’exemples, els parametres A i y d’aquesta distribucié afecten al nombre
de variables seleccionades i en I’estimacié de coeficients significativament diferent de
zero. Tot i les observacions sobre aquests coeficients, I'estudi analitic de com afecten
als resultats s’escapa de I'objectiu de la memoria. Quant a les observacions, indiquen
que, per les nostres dades, convé prendre un valor de y prop del 0.01, mentre que per A
es segueixen les indicacions de Hoggart et al. de prendre un valor petit, que no sigui
menor que 0.05. D’altra banda, en el exemple 1 s’ha vist el potencial de HyperLASSO
per obtenir un conjunt molt petit de variables independents associades a Y;. Una altre
avantatge del metode és la rapidesa en realitzar les iteracions, fet que es deu a les
modificacions per millorar |'eficiéncia del métode de Newton.

Durant la realitzacié del treball he aprofundit els meus coneixements de regressi6
penalitzada, estudiant els metodes a partir de I'objectiu de resoldre el problema de
selecci6 de variables, enlloc de per intentar fer prediccions. A més, he apres com s’ob-
té el problema d’optimitzacié a partir d’aplicar inferéncia Bayesiana, veient aixi una
altra aplicaci6 del Teorema de Bayes. D’altra banda, he conegut que sén les funcions
cilindriques paraboliques i algunes propietats. Aixi mateix, abans de realitzar el treball
no coneixia la distribucié normal-exponential-gamma, ni el concepte de mescla de
densitats.
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5. CONCLUSIONS

En el capitol 3, secci6 3.3, he apres noves tecniques per millorar I'eficiéncia d'un algo-
ritme i com es poden emprar metodes per resoldre problemes d’optimitzacié convexa,
com el meétode de Newton, per resoldre problemes d’optimitzacié no convexa i no
diferenciable. Aixi, només cal modificar els algoritmes adequadament, sempre anant
en compte de que els coeficients estimats en cada iteraci6 no s’allunyin del valor que
haurien d’obtenir sense les modificacions, sin6 la solucié del metode por ser molt
diferent de I'’esperada.

Per poder realitzar la memoria i contrastar la informacié rebuda principalment pels
articles [3] i [10], he hagut d’aprendre un poc de Linux: fitxers i execuci6 de programes.
Sense fer cerques sobre el programa CLG . cc de HyperLASSO hagués resultat impossible
la comprensi6 i aprofundiment sobre certs aspectes de 1'algoritme. També he conegut
com es representen les mutacions del genoma huma a les dades de SNVs, juntament
amb conceptes de biologia basica que no coneixia o tenia oblidats.

Quant a les contribucions al treball, s’ha recolzat la definicié de la distribucié normal-
exponential-gamma amb grafiques que no apareixien als articles. Aquestes ajuden
a tenir una idea intuitiva de perque el métode de HyperLASSO resulta més ttil en el
problema de seleccié de variables, amb un gran nombre de variables independents,
que el métode de LASSO i ridge regression.

A més de les grafiques, les aportacions principals del treball resideixen en els detalls
de l'algoritme d'HyperLASSO. Com s’ha comentat, molts d’aquests s’han extret de
[10], contrastant la informacié descrita amb el codi de HyperLasso. A més, totes les
demostracions dels resultats i teoremes del capitol 3 sén propies, llevat del Teorema
3.3.1, que déna la condicié de canvi de signe. D’aquest es tenia la indicacié de que el
denominador era negatiu a l'origen, sense demostra-ho, i que la derivada parcial de f
és simeétrica respecte el zero.

Finalment, aquest treball deixa obert el cami per obtenir una millor estimaci6 de 'error
de Tipus I, sense que sigui necessari estandaritzar les dades i tenir el mateix nombre de
casos i controls. A més d’aplicar el metode en GWAS per tal d’associar mutacions amb
malalties especifiques, continuant amb un estudi estadistic i biologic per poder obtenir
resultats concloents. D’altra banda, també seria interessant analitzar les diferéncies
amb altres métodes de regressié penalitzada o extendre HyperLLASSO en el tema de mo-
dels lineals generalitzats, aixi com estudiar com afecta que les variables independents
siguin discretes i ordenades als resultats. Quant al problema de independéncia de les
variables dependents, Y;, es pot estudiar com aplicar random effects a HyperLASSO.

A part dels coneixements adquirits en aquest treball, a nivell personal m’ha aportat
la possibilitat d’aplicar I'optimitzaci6 a dades reals en el context de GWAS, motivant
el meu interes per HLASSO i el problema de seleccié de variables, a més d’aplicar els
meus coneixement d’estadistica relacionats amb el metode.
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