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L'objectiu principal d’aquest treball és introduir al lector en el mén de la teoria
de punt fix. En les segilients pagines es presenten els pilars de la teoria de punt fix i
com aquesta permet resoldre diferents tipus de problemes relacionats amb les arees
mencionades.

En concret, en el Capitol 1, introduirem els diferents tipus basics de funcions con-
tractives que es troben a la literatura i n’exposarem alguns exemples. De tots ells, ens
restringirem a estudiar-ne dos en el capitols posteriors: les funcions k-contractives i
les contractives. En el Capitol 2 introduirem, demostrarem i explicarem la importancia
del Teorema de Punt Fix de Banach. Per altra part, en el Capitol 3 exposarem el model
economic lineal de I'oferta i demanda del mercat i I’algoritme del PageRank de Google.
A més, mostrarem com el Teorema de Punt Fix de Banach permet resoldre el model
i ’algoritme de Google mencionats. En tercer lloc, en el Capitol 4 donarem diferents
teoremes que es poden entendre com generalitzacions del Teorema de Banach. Per
tant, s'obtendra la existéncia i unicitat de punt fix en alguns casos en qué el Teorema de
Banach no pot ser aplicat. Finalment, s’ha afegit un capitol d’annexos on trobarem de-
tallats alguns resultats auxiliars i algoritmes utilitzats al llarg del treball amb la finalitat
d’aconseguir una lectura més fluida i agil del cos del treball.






1.1. Introduccio

" Les matematiques sén la creacio més bella i més poderosa de Uesperit huma ". Amb
les paraules del matematic que ha donat peu aquest treball voliem comencgar aques-
tes primeres pagines. En efecte, fou Stefan Banach qui les recita. Aquest matematic
d’origen polones fou considerat un dels matematics més influents del segle XX. Es va
guanyar la seva reputaci6 per ser uns dels creadors de I'analisi funcional modern i com
a prova tenim una llarga llista de teoremes, elements i paradoxes que porten el seu
nom, com ja siguil'espai de Banach, el teorema del punt fix de Banach, la paradoxa de
Banach—Tarski i un llarg etcétera.

Per que tanta importancia de qui fou i que va fer aquest home? La resposta es troba
en les pagines d’aquest treball, en el sentit que explicarem uns dels seus resultants més
importants, el demostrarem i veurem la importancia i la poténcia que té a I’hora de
resoldre diferents problemes.

En definitiva, un dels nostres objectius amb aquest treball és donar les eines ne-
cessaries per poder resoldre, a més de garantir I’existéncia i unicitat, aquests tipus
d’equacions:

x=Tx)xeM (1.1)

Les funcions T il’espai de definici6 M que considerarem no podran ser uns quals-
sevol. Usualment, ens haurem de situar sobre espais metrics complets, és a dir, aquells
espais on podem definir una metrica i qualsevol successié de Cauchy hi és convergent.
A més les funcions que emprarem seran k-contractives.

Una pregunta que ens pot passar pel cap si mai hem intentat resoldre un problema
d’aquest tipus és: per que necessitam la hipotesi de que les successions de Cauchy
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siguin convergents? Doncs, perque una de les nostres vies per arribar a la solucié desit-
jada sera mitjancant la construccié d'una successié de Cauchy per la qual voldrem que
el seu limit sigui el punt fix de la funcié amb la qual estam treballant.

El nostre objectiu sera resoldre el problema (1.1) mitjancant un metode iteratiu, en
el qual amb cada pas del metode ens estarem acostant cada pic més a la solucié. Per
aquest fi, utilitzarem el Teorema de Punt Fix de Banach. La gracia i la poténcia d’aquest
teorema, com veurem, és que podem arribar a la solucié donat qualsevol terme inicial
pel qual comencem a construir la successié. Es a dir, la solucié del problema (1.1)
vendra donada per qualsevol punt xy € M, que anirem iterant mitjancant I'operador,
de la segiient forma:

Xp+1=T(x,) n=0,1,23.. (1.2)
fins trobar un punt suficientment proper a la soluci6 desitjada.

Tal i com hem indicat, el Teorema de Punt Fix de Banach en basa en I'tis de funcions
contractives. A continuacio, introduirem les nocions de contractivitat basiques que

poden ser trobades en la literatura. En particular, dues d’elles, la k-contractivitatila
contractivitat seran d’interés pel nostre treball.

1.1.1. Operadors contractius

Sobre un espai meétric (X, d) podem trobar diferents tipus d’operadors T: M c X —
X. Anem a exposar-ne alguns que es consideren basics en la teoria del punt fix i la
relaci6 entre ells.

En primer lloc, trobam I'operador k-contractiu, els quals es defineixen com aquells
operadors T que compleixen:

d(Tx), T(y) <skd(x,y) VYx,yeM

amb0<k<]1.

En segon lloc, trobam I'operador no expansiu que és aquell operador que compleix
la desigualtat anterior amb k =1

En tercer lloc, trobam I'operador Lipschitz continu, que és aquell operador que
compleix la desigualtat anterior amb 0 < k < co

En quart lloc, trobam I'operador contractiu, que compleix que:

d(T(x), T(y))<d(x,y) VXx,y€ M, amb x # y

En conseqiiencia tenim la segiient relacié entre els diferents operadors:

k-contractiu = contractiu = no expansiu = Lipschitz continu
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Vegem-ho amb un poc més de detall. Vegem en primer lloc que k-contractiu =
contractiu:

En efecte, tenim un operador T que compleix: d(T(x), T(y)) < kd(x,y) Vx, y del seu
domini, perun k € [0,1[. Si k €]0,1[ es té que kd(x, y) < d(x,y) Vx # yien conseqiiencia
d(T(x), T(y) <kd(x,y)<d(x,y) Vx # y, ésadir, que 'operador T també és contractiu.

Peraltrabandasi k=0estéque d(T(x), T(»)) =0=>d(T(x), T(y) =0<d(x,y)Vx,y€
M amb x # y del seu domini, per tant també es té que 'operador és contractiu.

En segon lloc, vegem que contractiu = no expansiu:
Si, tenim un operador T que compleix: d(T(x), T(y)) < d(x,y) Vx # y. En particular,
també compleix que, si k= 1: d(T(x), T(y)) < d(x,y) =d(x,y) < kd(x,y) Vx # y. Per

altra banda, si x = y la desigualtat s’obté trivialment:

0=d(T(x), T(x))=d(x,x)=0

Finalment, és clar que no expansiu = Lipschitz continu:

En efecte, tenim un operador T que compleix: d(T(x), T(y)) < d(x,y) Vx,y. En
particular la funcié també sera Lipschitz continua prenent k = 1.

Vegem-ne un exemple de cada un d’ells. Suposem que ens trobam a I'espai meétric

(R) | ° |).
En primer lloc, considerem el segiient operador T'(x) = Z. Aquest és un exemple

d’operador k-contractiu ja que com és una funcié continua i derivable en R podem
aplicar el Teorema del Valor Mitja (Teorema 17 al’Annex A.1.1) i obtenim que:

1
Ix—y|=;lx—yl VEelx, yl, Vx,yeR  (1.3)

1
ITX) =TI =T &) (x-y)l= ‘;

_1
Onk— EE [0,1)
En segon lloc, T'(x) = Vx%2 + 1 és un exemple d’operador contractiu ja que com és

una funci6 continua i derivable en R podem aplicar el Teorema del Valor Mitja i obtenim
que:

ITX)-T)|=IT'(&)(x=y)| = ‘ x—yl<|x—y| VEe€lx,y[, Vx,yER, ambx #y

¢
i

(1.4)

jaque0 < > <1Vé¢elx,yl, Vx,yeR.

1+¢

En tercer lloc, un operador no expansiu podria ser el seglient: T'(x) = sin(x). T és
continua i derivable en R, llavors aplicant el Teorema del Valor Mitja obtenim que:
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ITx) =TI =T (x -y =lcos@Ollx—yl<klx—yl, VEelx,yl, Vx,yeR

on k =1 és el valor maxim de |[cos(&)| pera €lx, y[, Vx,y R

En quart lloc, un operador Lipchitz continu podria ser el segiient: T'(x) = x — cos(x).
T és continua i derivable en R, llavors aplicant el Teorema del Valor Mitja es té que:

ITxX) - T =1T"Ex-PI=11+sin@llx—yl<klx—yl, VEelx,yl, Vx,yeR

on k =2 és el valor maxim de |1 + sin(f)| peraé €lx, y[, Vx,yeR

Els operadors k-contractius i contractius sén els que resulten involucrats en la
majoria d’aplicacions de la teoria de Punt Fix. La utilitat dels operadors esmentats sera
il-lustrada en el Capitol 3. El Teorema de Banach es centra (com es veura en el Captitol
2) en la utilitzaci6 de funcions k-contractives, en aquest cas, en el capitol esmentat
s’estudiara la importancia d’aquest resultat i les seves hipotesis. No obstant, existeixen
ocasions en que les funcions de les que es requereix un analisi de la existeéncia i unicitat
de solucions no sén contractives en cap dels sentits anteriorment mencionats. En
aquesta direccid, en el Capitol 4 mostrarem com I'tis de funcions auxiliars permetran
relaxar la hipotesi de k-contraccié mitjancant generalitzacions del Teorema de Banach.

Per altra banda, també donarem un resultat per funcions contractives. L'estudi de
punt fix pels operadors contractius en els proporcionara el denominat Teorema de
Nemytskii-Edelstein tal i com mostrarem en el Capitol 4. En aquest cas, la relaxaci6 de
la hipotesi de la contractivitat ens dura a enfortir les hipotesis sobre I'espai on esta defi-
nida. Per aquest motiu, haurem de demanar la compacitat de I’espai, és a dir, haurem
d’exigir la hipotesi que qualsevol successié contengui una successié convergent.

Per escriure aquest capitol introductori ens hem basat en el primer capitol de la
referencia [1].
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Un dels teoremes més importants de la teoria de punt fix és el Teorema de Punt Fix
de Banach. A continuaci6 abordarem el resultat:

Teorema 1 (Teorema del Punt Fix de Banach). Sigui (X, d) un espai métric complet, si
suposam que:

i) TenimunoperadorT:Mc X — M
ii) M és un conjunt tancat no buit en un espai métric complet (X, d)
iii) T és un operador k—contractiu, és a dir:

ad(T(x), T(y) <kd(x,y) Vx,ye M ambkel0,1] fixada 2.1

Llavors, tenim el segiient:
a) Lequacio donada per (1.1) té solucid i és tinica, és a dir, T té un tinic punt fix a M.

b) La successio {x,} d'iteracions donada per (1.2) convergeix al punt fix x per un punt
Xo € M inicial arbitrari.

¢) Peracadan=0,1,2,3... es té la segiient estimacio de l'error a priori:
d(x, xp) < k" (1= k)~ d(x0, x1) 2.2)
i també una estimacio de l'error a posteriori:

d(x, Xpi1) < k"1 = k) rd(xp, Xps1) (2.3)

d) Peracadan=0,1,2,3... tenim el segiient radi de convergencia:

d(xn+1; x) = kd(xn; x)
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Demostracio.
a) Lequacié6 donada per (1.1) té solucié i és uinica, és a dir, T té un unic punt fixa M.
Com ens trobam en un espai metric complet (X, d), sabem que tota successi6 de
Cauchy convergeix, per tant, el que tractarem de fer sera veure que els termes de la

successio {x,} que provenen d’iterar 'operador T (x,+1 = T (x,)) formen una successio
de Cauchy. En conseqiiéncia, vegem que:

Ve>03dnpeNtalque Vm,n>ny: d(xm, xn) <€

La successio que construim la comen¢am per un punt xp € M. Si T(xp) = Xp, ja hem
trobat el punt fix, en cas contrari, anam construint a partir de (1.2) la segiient successio:
{x0, x1 = T(x0), X2 = T(x1),..., Xp = T(Xp-1),...}

Com!'operador T és k-contractiu sabem que compleix la condici6 (2.1) del teorema
iamés els termes de la successio es construeixen a partir de (1.2), en conseqiiéncia es
té:

(12)

d(xps1,xp) = d(T(xp), T(xp-1))
< kd(xp, xp-1)
2.1) 2
= k d(xn—l!xl’l—Z) (2 4)
(2<1): )

en .,
< k"d(Xp-n+1,Xn-n)

=k"d(x1, xo)

Podem suposar sense perdre generalitat que m — n > 0, llavors aplicant en primer
lloc la desigualtat triangular i en segon lloc aplicant la cota anterior (2.4) obtenim:

dXm,xp) = dXm Xpe1) +d(Xps1, Xn)
< d(Xm, Xp+2) + d(Xpe2, Xpt1) + d(Xpt1, Xn)
= :
< dXm,Xm-1) +dXm-1,Xm-2) + ...+ d(Xp+1,Xn)
(254) kK™ d(xy, x0) + K™ 2d (x1, x0) + ... + K" d (x1, X0)

(K™ 4 kM2 4+ kM) d (x, Xo)

Notem que els termes k"1 + k=2 + ...+ k" s6n suma d’una progressi6 geometrica
i en conseqiiéncia podem calcular el valor de la seva suma:

nkm—l—n+1_1 km-n_q _ nl_km—n ~ Ik — k™

m-1
k' =k = k" = =
i:zn k-1 k-1 1-k 1-k

1

En conseqiiencia:

1Observem que la suma parcial d’una progressié geometrica la podem trobar detallada en I'’Annex
A.l.laA8
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dXmXn) < (K™ Y424+ kMd(xg, x0)

k" — km

= ————d(x1,x0)
1-k

k’"<20 n dxr. x0)

= 1—k 1, A0

Com el valor k € [0, 1] és un valor fixat, la successio {lc”},of:1 convergeix cap a0, és a
dir:

Ve >0,3a>0:Vn> i, |k"-0=k" <& (2.5)
Notem que la distancia entre el punt x( i x; esta fixada, no depén de n, llavors
. e(1-k) o .
podem considerar e, = ———, en conseqiiéncia tenim:
d(xo, x1)

n

2.5) 1 (1-ke
d(xo, d(x0, %)) = ——————
At < padio. ) = T e

a(Xm,xp) <

d(xp,x1) =€

Per tant, acabam de veure que {x,}}, és successi6 de Cauchy. Com ens trobam
en un espai metric complet la successié de Cauchy és convergent i per tant: 3x € X :
lim x;, = x.
n—o0

Com sabem que T és un operador k-contractiu, en particular, és una funcié conti-
nua. Vegem-ho. Sabem que T compleix la hipotesi (2.1), és a dir:

d(Tx), T(y) <kd(x,y) Vx,ye Mike][0,1[fixada

Vegem que aquesta condicié és suficient per provar la continuitat de T, és a dir,

que:

Ve>0,30>0talquesid(x,y)<d=>d(T(x), T(y)<e
Siguin x, y € M, aplicant la contractivitat de 'operador i prenent 6 = % (sik #0),
obtenim el que voliem veure:
2.1)
d(Tx),T(y) < kdx,y)<ké=¢

En el cas que k = 0 implicaria que d(T'(x), T(y)) = 0ien conseqiiéncia també seria
continua, ja que:

Ve>0,30>0talquesid(x,y)<d=>d(T(x), T(y)=0<e¢

Acabam de demostrar que T és una funcié continua i per tant sabem que la suc-
cessio d’'imatges convergeix a la imatge del limit de la successio, és a dir, {T(x,)}}.,

7
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convergeix a T'(x).
Ara bé, per la forma en la qual hem construit la successio {;\cn};’l":1 tenim que:

{Txn)}osy = (Xn}5is

La primera successi6 tendeix a T'(x) com hem acabat de veure i la segona tendeix a
x, com hem demostrar anteriorment, en conseqiiencia ha de passar que T(x) = x, és a
dir, que 'operador té un punt fix. A continuacié vegem que aquest punt pertany a M.

Sabem que T(M) € M i com hem pres xy € M llavors es té que x, € M Yn. En con-
seqiiéncia, com tenim una successié on tots els termes pertanyen a un tancat, sabem
que el limit d’aquesta successié també pertany a M. En definitiva, queda demostrada
la existencia de punt fix x € M. Vegem a continuaci6é que també hi ha unicitat:

Suposem que no hi ha unicitat, és a dir, que 3x, y tals que x = T(x) i y = T(y), llavors
aplicant la igualtat (1.1) i la inequaci6 (2.1), es té el segiient:

.1 .0
dx,y) = d(Tx),T(y) = kd(x,y)

Com que k€ [0,1[, si k =0es té que d(x, y) <0icom d és una metrica, forcosament
dx,y)=0=>x=1y.

Per altra banda, si k €]0, 1[, I'tinica manera que es compleixi d(x, y) < kd(x,y) és
amb d(x, y) =0, aixi x = y perque en un altre cas k = 1.

b) La successié {x,} convergeix al punt fix x per cada punt xy € M inicial arbitrari.

Si suposam que comengam en xp obtenim el punt fix x perd comengant per un
altre punt Xy # x¢ obtenim el punt fix X, llavors per la unicitat de punt fix donada en
I'apartat a) necessariament ha de passar que x = X i per tant el punt fix és independent
del punt xo amb el qual comencam construint la successioé.

c¢) Peracadan=0,1,2,3... es té la segiient estimacio de l'error a priori:
d(x, %) < k" (1= k)~ d(x0, x1)
i també una estimacio de lerror a posteriori:

d(x, Xp41) < K"(1= 1) d (X0, Xns1)

Anem a trobar una estimacié de l'error. En primer lloc, a partir de la inequaci6 (2.1)
de la hipotesi i la igualtat (1.2) hem trobat la desigualtat (2.4):

d(xps1,Xn) < k" d(x1, x0)
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Aplicant la desigualtat triangular repetidament i la desigualtat (2.4), ens sera facil
trobar una cota per la distancia d (X1 m, X5):

AdXpem>Xn) < dXnsm Xnem-1) + A Xnim—1, Xnem-2) + -+ d(Xp+1, Xn) 2.6)
2. .
L el g2 Lk d(xy, xo)

Fixem-nos que k" + k"1 + ... + k"M =2 4 "#7"~1 ¢ una suma d’una progressié
geometrica de rad k. Aquesta suma és igual a:

n+m-1 2 n kn+m—1—n+1_1 km—1 ~ nl—km

i 1
Y K=k = k" =k < K'—=k"(1-k"!
i=n k-1

k-1 1-k k=0 1-k
Llavors tenim que:

d(Xpsm, Xn) < k" (1= k)1 (x1, x0)

Finalment si feim m — oo, obtenim ’error a priori:

d(x,x,) < kK"(1- 1)~ d(x1, x0)

En segon lloc, trobem una cota de |'error donats dos termes consecutius de la suc-
cessi6. Per trobar-la utilitzarem la desigualtat triangular, la igualtat (1.2) i la desigualtat
(2.1) de la hipotesi:

AXp+m+1,Xn+1) < AdXpeme1r Xnem) + o+ d(Xpe3, Xpg2) + d(Xn42, Xn+1)

AT Cpam), TEpam1)) + -+ d(T(Xns2), T(xne1)) + (T (Xns1), T (X))

(2.1)
< kd(Xpams Xnem—1) + -+ kd(Xp12, Xp41) + kd (Xp11, X5)

e (k+ K% +...+ K™d(xp+1, Xn)

Aligual que en el cas anterior, tenim que k + k® +... + k™ és una suma d’una pro-
gressié geometrica, per tant podem calcular la seva suma:

m.o 3 gm_1 m-] 1
ki =k =k = < k—-
,.; k-1 k-1 k=0 1-k

En conseqiiéncia:

1
A(Xp+m+1, Xns1) < kﬂd(xnﬂ» Xn)

Si feim créixer m — co tenim el que voliem veure:

d(x, xps1) < K"A =5 d(xp11, X0)

20bservem que la suma parcial d'una progressié geometrica la podem trobar detallada en I’Annex
AllaA8

30bservem que la suma parcial d'una progressié geometrica la podem trobar detallada en I’Annex
A.l.laA7
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d) Peracadan=0,1,2,3... tenim el segiient radi de convergencia:

d(xXp+1,X) < kd(xp, x)

Anem a trobar el radi de convergencia:

1.1) 2.1
dx,xpe1) = d(T(x),T(xp) = kd(x,x,) Vn

Notem que aquesta versi6é del Teorema de Punt Fix de Banach té com hipotesi que
I'operador esta definit dins un tancat M i gracies a n’aquest fet hem pogut demostrar
que el punt fix de 'operador pertany a n’aquest tancat. En el cas que 'operador no
hagués estat definit en un tancat s’hagués pogut provar 'existéncia de punt fix, x € X
pero no es podria haver demostrar que x € M.

La importancia d’aquest teorema rau en que ens assegura l’existencia i unicitat
del tipus de solucions del tipus (1.1), sigui quina sigui I'estimaci6 inicial de la mateixa.
No obstant, a ’hora de trobar 'esmentada soluci6 també ens és ttil sabre una fita del
nombre d’iteracions que haurem de realitzar per arribar a una bona aproximaci6, i un
cop hem fixat el nombre d’iteracions també ens resulta una informacié valuosa trobar
una fita que ens digui com d’enfora ens hem quedat de la solucid. Aquesta informaci6
ens la proporciona la estimacié de I'error a priori i a posteriori, respectivament. A més,
el radi de convergencia ens esta dient que tenim convergencia lineal cap a la solucio, ja
que a cada pas de la iteraci6 anam reduint la distancia al punt fix, com a minim el valor
de la constant de contractivitat k per la distancia de la iteraci6 anterior al punt fix.

2.1.1. Importancia de les hipotesis del Teorema de Punt Fix de Banach

En I'’enunciat d'un teorema és fonamental no tenir hipotesis redundants o sobrants,
per aquest motiu, en aquest apartat el que farem sera donar diferents exemples on
fallaran en alguna de les hipotesis del Teorema del Punt Fix de Banach i comprovarem
que no obtendrem cap punt fix:

1. Suposem que el domini de I'operador no és un tancat. Considerem I'operador
introduit en la Secci6 1.1.1 del Capitol 1: T :]0,1[—]0,1[ tal que T'(x) = 7 en
I'espai meétric complet (R, |- |). Aquest és un operador %—contractiu, com hem
vist anteriorment, perd com el seu domini de definici6 no és un tancat, el limit
de la successi6 d’iterar un element xj €]0, 1[ no té perque caure dins el mateix
conjunt, com és el cas.

A continuacié mostrarem una imatge que compara la recta de punts fixos amb
I'operador:

10



2.1. Teorema de Punt Fix de Banach

Comparacio operador y =7 amb y =x

_X
08 1
Y=X
06 A
04
02 A
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 2.1: Primer exemple d’operador sense punt fix

Com podem observar, 'operador tendeix cap el 0, perd com aquest no pertany al
domini de I'operador, no té punt fix.

2. Suposem que I'operador no és k-contractiu. Considerem I'espai metric complet
(11,00), |.n* Recuperem I'operador introduit en la secci6 1.1.1 del Capitol 1: T(x) :
[1,00) — [1,00), T(x) = Vx%+1. Com l'operador és contractiu es té que: 0 <
d(T(x), T(y)) < d(x,y). Demostrarem molt facilment perqué no té punt fix. Si en
tengués, Ix € [1,00] tal que:

VxZ+l=x
0
|x2+1|:x2+1:x

0

1=0

2

Hem arribat a una contradicci6é de suposar que I'operador té punt fix. Observem
que I'operador en realitat és contractiu.

3. Suposem que el domini i la imatge de 'operador no coincideixen, com és el cas
X
del segiient operador %-contractiu: T:10,11 — [2,2.5],amb T (x) = 3 + 2, obser-

vem que [0,1] i [2,2.5] son intervals tancats de R.

4Sabem que ([1,00), |.) és espai metric complet per ser un subespai tancat de (R, |.|), que és complet.
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2. TEOREMA DE PUNT FIX DE BANACH

Demostrarem perque no té punt fix. Si en tengués, 3x € [0, 1] tal que:
X
—+2=x
2

0

xX+4=2x

0

x=4¢10,1]

Com la soluci6 anterior no pertany al domini de 'operador T, x =4 no és punt
fix de 'operador.

La Figura 2.2 il-lustra graficament el fet que 'operador T que hem considerat no
té punt fix en el domini.

Comparacio operador y==+2 amb y =x

25 /
20 -
15
— y=%+2
10 - ¥Y=X
05 A
0.0 -
0.0 02 04 06 08

Figura 2.2: Tercer exemple d’operador sense punt fix

4. Finalment, no podem tenir un operador de la segiient forma: 7: @ — @ ja que el
punt punt fix ha de pertanyer al domini de definicié de 'operador.

2.1.2. Importancia del Teorema de Banach: resolucié d’equacions no
lineals

Les hipotesis del Teorema de Punt Fix de Banach venen donades en termes molt
generals, per aquest motiu, podem considerar com a operadors k-contractius funcions
de variable real que fins i tot no sén lineals, com demostrarem en '’exemple 2.1.1. Per
tant, la importancia del Teorema de Punt Fix de Banach ve donada per la possibilitat de
resoldre equacions no lineals (obtenir punt fix d’equacions no lineals) amb la mateixa
técnica amb la que resoldriem equacions lineals.
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2.1. Teorema de Punt Fix de Banach

Tal i com hem indicat en el Capitol 1, per trobar un punt fix d'una funcié T, es
tractaria de resoldre la segiient equacio:
x=T(x), xe€la,b] 2.7

a partir del segiient métode iteratiu. Comencant en un punt inicial x € [a, b]:

Xn1=T(xy), n:L23,... (2.8)

Com a conseqiiéncia del Teorema de Punt Fix de Banach (Teorema 1) tenim el
seglient resultat:

Corol-lari 2. Siguia,beR tal que a < b. Suposem que:
i) T:la,bl — la,b] és una funcié de variable real.
i) |ITx)-TI<klx—y|lVx,y€la,bliperkel0,1] fixat. Llavors tenim el segiient:

a) Lequacio (2.7) té una tinica solucio x. A més, Jim Xn =X on xn = T"(x0) per
— 00
a qualsevol xy € [a, b].

b) Coneixem una cota de l'error abans de construir la successio d’iterats:
| — x| < K" Q- k)" x1 —x0l, n=0,1,2,... 2.9)

¢) Coneixem una cota de l'error donat dos elements consecutius de la successio
d’iterats:
| Xn1— X < k(L= k)" xper — xpl, n=0,1,2,... (2.10)

d) Tenim convergencia lineal cap a la solucio x

|Xpe1— x| < klx,—x], n=0,1,2,... (2.11)

Demostracio. Prenent X =R, M = [a, b]id(x, y) = |x—y| es compleixen totes les hipote-
sis del Teorema del Punt Fix de Banach, aleshores queda demostrat el corol-lari anterior
ja que tenim que M és un conjunt tancat no buit en I'espai meétric complet (R,|-])ia
més estam suposant que tenim un operador k-contractiu T': [a, b] — [a, b]. O

El segiient exemple il-lustra la utilitat del Teorema de Punt Fix de Banach, a través
del Corol-lorari 2 per resoldre ecuacions no lineals.

Exemple 2.1.1.

Per comprovar la potencia d’aquest teorema, I'utilitzarem per trobar un punt fix de
la segiient funci6 T'(x) = cos(cos(x))° o equivalentment, per resoldre la segiient equaci6
no lineal cos(cos(x)) — x = 0. Observem que:

cos(cos(x)) = x < cos(cos(x))—x=0 (2.12)

En primer lloc, hem de comprovar que aquesta funcié compleix les hipotesis del
teorema, per poder assegurar I'existéncia i unicitat del punt fix.

5La funcié de 'exemple esta basada en la pagina 35 de la referéncia [2]
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2. TEOREMA DE PUNT FIX DE BANACH

La primera hipotesi que hem de verificar del teorema és que la imatge de I’'operador
coincideixi amb el domini d’aquest. Com la funcié que estam considerant és una
composicié d'una funcié6 cosinus, la imatge d’aquesta es trobara en l'interval [-1, 1],
en conseqiiéncia, per a qué puguem demostrar que 'operador T té punt fix, '’hauriem
de definir de la segiient forma: T'(x) = cos(cos(x)) : [-1,1] — [-1,1]. Notem que el
conjunt de definici6 és un tancat de 'espai metric complet (R, |- |). Ens falta veure que
I'operador és k-contractiu. Com la funcié T és continua i derivable en tot R podem
aplicar el Teorema del Valor Mitja:

d(T(x), T(y)) IT(x) =TI =1T"()(x -yl
| sin(cos(&)) sin(&)|
|sin(cos(¢))]]sin(¢)|
|sin(cos({))|
|sin(cos(0))||x -yl

kd(x,y), oné e (-1,1) i k =|sin(cos(0))| = 0.841471

IANIN

Aixi, T és una funci6 0.841471-contractiva.

Llavors es compleixen totes les hipotesis del Teorema del punt Fix de Banach i en
conseqiiencia la funcié T té un tnic punt fixa [—1, 1].

Abans de calcular el punt fix de la funci6 el que podem calcular és una estimacio de
quin sera el nombre d’iteracions que haurem de realitzar per poder obtenir una soluci6
amb un error acceptable. Per poder calcular aquesta estimacié recorrerem a I’estimacio
a priori que ens déna el Teorema 2. En el segiient grafic podem veure com evoluciona
I'error cada pic que construim un nou terme de la successio:

Grafica de la cota superior de I'error en funcié del nombre d'iteracions

Errors
03 04 05
1 1
.

0.2
1

0.1

00
1
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

5 10 15 20 25
Nombre d'iteracions

Com podem observar, a partir de la desena iteraci6 I’error comenca a ser practi-
cament 0. Posem que volem aconseguir una exactitud de 1077, si ampliam la grafica,
veim que amb unes 22 o 23 iteracions ja obtindriem el resultat esperat:
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2.1. Teorema de Punt Fix de Banach

Grafica de la cota superior de I'error en funcioé del nombre d'iteracions

1.0e-06 1.5e-06
1 L

Errors

5.0e-07
1
.

0.0e+00

20 21 22

Nombre d'iteracions

Vegem que amb un nombre menor o igual d’iteracions obtenim un error de I'ordre
de 1077. Calculem a partir del paquet de software R ° els termes de la successié donada
per la funci6 que ens permetran arribar al punt fix de la funci6, és a dir, a resoldre (2.12):

Iteracié Xn
1 0.0000000
2 0.5403023
3 0.6542898
4 0.7013688
5 0.7221024
6 0.7314040
7 0.7356047
8 0.7375069
9 0.7383692
10 0.7387603
11 0.7389378
12 0.7390183
13 0.7390548
14 0.7390714
15 0.7390789
16 0.7390823
17 0.7390838
18 0.7390845
19 0.7390849
20 0.7390850
21 0.7390851
22 0.7390851

Taula 2.1: Termes de la successi6 de 'operador T (x) = cos(cos(x))

6podem trobar a I’Annex A.2.1 el codi utilitzat per dur a terme els segiients calculs.
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2. TEOREMA DE PUNT FIX DE BANACH

Com podem apreciar, a partir de la iteraci6 21, amb la precisi6 de 7 decimals que ens
proporciona R, obtenim un punt fix x = 0.7390851 per 'operador anterior. Com podem
observar hem obtingut la solucié de I'’equacié plantejada amb la exactitud esperada
amb menys de 22 iteracions.

Efectivament, si pintam la funcié anterior podem observar que el punt fix es troba
sobre el valor anterior:

Comparacié operador y = cosicosx) amb y=x

075 \—//f"#

—0.25

-0.50
—— y=cos{cosx)

y=x

-0.75

-1.00

=100 -0.75 -050 -025 000 025 050 075 100

Figura 2.3: Exemple d’operador amb punt fix

La funcié6 anterior ha estat escollida per demostrar que triant adequadament un
operador, podem trobar una solucié numerica a una equaci6 de forma computacional-
ment senzilla i més directa que no pas intentar trobar la soluci6 analitica.

Ens agradaria tancar el Capitol 2 amb dos resultats que, de nou, mostren la poténcia
del Teorema del Punt Fix de Banach. En particular, el segiient resultat ens assegura que
si tenim un operador que compleix les hipotesis del Teorema de Banach i una succes-
si6 {y,} que és molt propera a la seva successi6 d'imatges per 'operador T, llavors la
successio {y,} també tendeix al punt fix de 'operador, és a dir, podem obtenir el punt
fix de 'operador sense utilitzar la successié d’iteracions.

Teorema 3. Sigui (X, d) un espai metric completi T : X — X un operador k-contractiu
amb k €]0,1[ amb un punt fix xo € M. Sigui{e,} una successié de nombres reals positius
la qual compleix que nlglgo en =0. Amés, tenim una successio {y,} < X amb yy € X que
satisfa:

d(yn+1y T(yn)) <é€n (2.13)

Aleshores, limy,_.oo ¥n = Xo

Demostracio. Per comprovar que el limit de la successio {y,} és xo, el que hem de veure
és:

Ve'>03ANeN: Vn=Nd(y,, xo) <&
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2.1. Teorema de Punt Fix de Banach

Llavors, el que farem a continuaci6 sera fitar la distancia de y, a xo. En primer lloc,
aplicam la desigualtat triangular:

d(yn, x0) < d(yn, T" (¥0)) + d(T" (o), X0)

En segon lloc, intentem acotar d(y,, T"(yp)), tornant a aplicar la desigualtat trian-
gular:

Ayn, T" (Vo)) < AW, T(Yn-1) +d(T(yn-1), T"(30))
= AV, T(Yn-1) +d(T Yn-1), T(T" 1 (y0)))

T contractiu
<

< AV, T(Yn-1) + kd(Yn-1, T" *(30))

(2.13) n-1
< £n_1+kd(J’n—1,T (¥0))
< En1+ken_o+k2d(Yn—2 T" ()
< k(- (kd(T(yo),y1)+€1) ) +€n1
“Y ke tkeoten ) +en

n—1 .
— Z kn_l_lfi
i=0

Vegem el darrer pas amb un poc més de detall. Anem a demostrar-ho per induccié.
Comencem pel cas base n = 1:

1-1 . 0o
Y ke =) kTlei=€
i=0 i=0
Vegem-ho també pel cas n = 2 per tenir-ho més clar:

2-1 1
Z Kl = Z k'l = keg+ €
i=0 i=0

Un cop provat el cas base, passem al pas inductiu. Suposem certa la igualtat
fins el pas n — 1 i vegem que es compleix per n. Sigui la nostra hipotesi de inducci6

n-1 .
k(--(keg+e)-)+ep1= Y k"l

i=0
nooo nol -l ; HI
Y kK"lei=k"T"en+ ) kK" ei=entk ) K e S k(- (keg+€1) ) +En1)+En
i=0 i=0 i=0

Com voliem veure.

Recordem que estam intentant demostrar que el limit de la successio {y,} és xp
i per demostrar aixd hem de fitar la distancia d(y;, xo). Per aconseguir-ho fitarem
Z;.’_Ol k"*~1=1¢;. Per fer-ho recordem que tenim una successié de nombres reals positius

{e,} amb limit 0, és a dir, sabem el segiient:
Ve>0dMeN :Vs=Mes<e
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2. TEOREMA DE PUNT FIX DE BANACH

En conseqiiencia, el que farem sera dividir el sumatori anterior en dues parts, una
per la qual puguem fitar els ¢; i una altra els que no:

g

n—-1 . -1 . n-1 .
Z kn—l—zgi — kn_l_l£i+ Z kn—l—zgi
i=0 =0 i=M

—

N

I
o

n-1
kn_l_l£i+€ Z kn—l—z
i=M

4 1=

M-1 . n-1 .
k" Z k—(1+z)€i+£ Z kn—l—l
i=0 i=M

M-1
Observem que podem suposar que n— 1 = M, perque en cas contrari ) ki
i=0
es pot fitar directament.

Calculem una fita de la segiient suma geometrica Z?:_Al/[ k1ot

"il n-l-i _ "—IZ—Mki; M-1 1-kmM >0 1

Es a dir, podem dur a terme les segiients fites:

n-1 , M-1 , 1
> Kl < K > k0t 4 e
i=0 i=0 1-k

Tornant un poc més enrere, ara podem fitar d(y,, T"(y)):
n-1 ) M-1 . 1
d(yn, T" (yo)) < Z k" < K Z kg, +gn
i=0 i=0 -

Sigui k" Y M 1 k=040, = kS, sabem que aquest terme es va acostant a 0 a mesura
que augmentam 7, ja que recordem que k €]0,1[i S és un valor fixat. En conseqiiencia,
la successié lim k™S = 0. Aixi:

n—oo
Ve; >03ReN: Vn=R, Sk" <¢;

Aixi doncs, podem fitar d(y,, T"(y)) com:

d(yn, T"(y0)) <k"S+¢

<g+e
1-k U T1-k
Per altra banda, com T és un operador k-contractiu i es compleixen les hipotesis
del teorema de Banach sabem que la successié {T"(yp)} té com a limit el punt fix xp, en
conseqiiencia, aplicant limits també sabem que es compleix que lim d(T"(yp), x¢) =0,
n—oo

és a dir:

Ve, >03PeN, Vr=T: d(T"(yo), Xo) < &2

7Observem que la suma parcial d’'una progressié geométrica la podem trobar detallada en I’Annex
Al.laA7
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2.1. Teorema de Punt Fix de Banach

1
A la vegada, podem seguir fitant d(y,, xo). En efecte, Ve’ = €1 + ¢ % +&5>0si

prenem com a N = max{M, R, P}, aleshores:

Adymxo) < dyn T"() +d(T"(yo), x0)
1

< g +e——+er=¢

1-k
Com voliem veure.
O

A continuacié, veurem com fins i tot en aquells casos en que els operadors no sén
contractius pero si ho sén una poténcia seva també podem garantir la existéncia i
unicitat de punt fix.

Teorema 4. Sigui (X,d) un espai metric complet, suposem T : X — X un operador pel
qual es sap que una poténcia entera seva, TN és un operador k-contractiu. Aleshores T
té un tnic punt fix.

Demostracié. Com ens trobam en un espai métric completi T : X — X és un operador
k-contactiu, pel Teorema de Punt Fix de Banach, sabem que té un tinic punt fix al qual
anomenarem x. Es a dir, es compleix que: TV (x) = x i a més, tenim el segiient:

TN (x) = T(TN (x)) = T(x)

Per altra banda, reescrivint el pas anterior:

T(x)= TN (x) = TN(T (%))

Obtenim que T'(x) és un punt fix de 'operador TV. Com sabem que el punt fix de
TN és tinic ha de passar que T'(x) = x.

Acabam de veure que x és un punt fix de T, vegem que és tnic. Per aix0, suposem
que el punt fix no és tinic, és a dir, que 3x, y € X tal que T'(x) = xi T(y) = y. Aleshores:

T=y=>TQ =y

Tx)=x=>TV(x) =x

Resulta que x i y també sén punts fixos de T7. Per unicitat del punt fixde TV es té
que x = y. En conseqiiéncia T té un Ginic punt fix. O

Notem que en el teorema anterior, no tenim cap hipotesi sobre T, ni tan sols es
demana que sigui continua.

Vegem a continuacié un exemple de funcié per la qual no podem aplicar el Teorema

de Banach perqueé no és k-contractiva, pero podem demostrar la existéncia i unicitat
de punt fix gracies al teorema anterior. La funci6 de la qual ens estam referint és:

T(x)=cos(x):[~1,1] — [-1,1]
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2. TEOREMA DE PUNT FIX DE BANACH

Vegem que aquesta funcié no és k-contractiva. Aplicant el Teorema del Valor Mitja 17
obtenim:

|cos(x) —cos(y)| < [sin(é)||x— y| Vx,y € [-1,1] amb ¢ €]x, y[ suposant x < y

Perod |sin(§)| = 1, per tant la constant de k-contractivitat no la podem prendre entre
[0,1[. Recuperarem I'Exemple 2.1.1. Aqui estavem treballant amb la funcié g(x) =
cos(cos(x)), la qual haviem demostrat que era 0.841471-contractiva en |’espai metric
complet (R,].]). Con la funcié g és una poténcia entera de la nostra T, aplicant el
teorema anterior podem assegurar I'existéncia i unicitat de punt fix per 7. En la segiient
grafica es pot observar que efectivament té punt fix, i a més, és el mateix punt fixde g
(x =0.7390851):

Comparacio operador y =cosx amb y=x

140
075
/—\\\

0.50

025 .
—— y=Cosx

y=X

0.00

-0.25

-0.50

-0.75

=1.00

-100 -0.75 -050 -025 000 025 050 075 100

Figura 2.4: Exemple d’operador amb punt fix

Per escriure aquest primer capitol ens hem basat en el primer capitol de la referéncia
[1], en la referéncia [3] i en la referéncia [4].

8Ens restringim en aquest interval donat que si aquest operador té un punt fix, haura de ser dins
(-1,1]
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En aquest capitol podem trobar dos exemples on aplicam el Teorema de Punt Fix
de Banach.

El primer exemple sera una aplicacié economica, en la qual analitzam I’existéncia
d’equilibri de mercat considerant que la seva dinamica ve donada exclusivament per la
interacci6 de la llei de I'oferta i la demanda.

En segon lloc, també analitzarem, des del punt de vista de la teoria del punt fix, un
dels algoritmes més importants de Google: el Page Rank.

3.1. Aplicaci6é economica

Teoria de punt fix, llei d’oferta i demanda i equilibri de mercat

En primer lloc, per poder explicar com trobar un preu estable d'un determinat
producte hem d’explicar com es regula els preus de qualsevol bé del mercat. En concret,
aquesta idea es basa en la llei de la oferta i la demanda, 1a qual estableix a partir d'un
preu el nombre d’unitats de producte que els demandants estan disposats a adquirir i
els oferents estaran disposats a fabricar.

Una hipotesi normal en economia és suposar que la demanda és una funcié6 de-
creixent i continua en funci6 del preu, és a dir, a mesura que augmenta el preu d'un
producte el consumidor (agregat) estara disposat a adquirir-ne una menor quantitat
del mateix; a partir d’aqui ens referirem a ella com D(P) on P és el preu com a variable
independent. Per altra banda, és normal suposar que la oferta és una funcié creixent
i continua en funcié del preu, ja que a mesura que augmenta el preu del producte
els oferents (agregats) estan disposats a fabricar-ne més per obtenir major benefici;
a partir d’aqui ens referirem a ella com S(P) on P és el preu com a variable independent.
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3. APLICACIONS DEL TEOREMA DE PUNT FIX

Matematicament, el preu d’equilibri ve donat per la interseccié de les dues funcions
oferta i demanda. Es a dir, la situacié d’equilibri es d6na quan s’ha suplert la demanda i
no hi ha excedents, en conseqiiéncia no és necessari reajustar el preu del producte per
augmentar el benefici en el segiient periode i per tant arribam a la situacié d’estabilitat.
Vegem-ho amb més detall.

La variaci6 de preus de mercat es produeix com a conseqiiencia de I’efecte de les
forces competitives del mercat, regulades per les funcions d’oferta i demanda. Suposem
sense perdre generalitat que, donat un preu inicial Py del producte, obtenim excedent
d’aquest, llavors els oferents del producte, a fi de augmentar el seu propi guany en el
proxim periode disminueixen el preu del producte per a que els consumidors n’adqui-
reixen més i aixi evitar tornar a produir excedent. D’altre banda, si ocorre el cas contrari,
donat un preu Py, obtenim una manca d’abundancia del producte en el mercat, a fi
d’augmentar el propi benefici dels oferents, aquests en el proxim periode augmentaran
el preu del producte.

En definitiva, la regulaci6 dels preus del mercat és un vaivé de pujades i baixades
de preus fins que s’arriba a un punt on no hi ha excedent del producte o manca d’abun-
dancia. En aquest punt es suposa que s’ha arribat a la situaci6 d’equilibri i el preu s’ha
de mantenir constant en el temps. Donades les funcions d’oferta i demanda, vegem
en quines situacions podem assegurar |'existéncia d’equilibri mitjancant tecniques de
punt fix.

Considerem Py el preu de mercat inicial d'un determinat producte. Podem suposar
que aquest preu és superior al preu d’equilibri (Pg), és a dir, tenim que Py > Pg (es
procedeix de manera analoga si Pg > Py). Llavors donades S(P) i D(P) les funcions
d’oferta i demanda respectivament podem calcular la quantitat del producte que s’ha
d’oferir:

S(Py) = Q3

ila quantitat del producte que es consumira:

D(Py) = QY

Com que les funcions demanda i oferta s6n funcions continues i estrictament
decreixent i creixent!, respectivament, com hem suposat que Py > Pg tendrem que
Qg > Q%. La Figura 3.1 il-lustra 'esmentat anteriorment:

1En consegiiéncia, les seves funcions inverses existeixen.
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Reflex de la llei de la oferta i al demanda

—— Oferta
Demanda

5

5

E

o 1

]

o 1

5 .

gl f i
I I
| | |
I I
— |
-PI PE Pu

Preu
Figura 3.1: Model oferta i demanda donat un preu Py

Es a dir, que obtenim un excedent de Qg - Qlo), en conseqiiéncia, la resposta dels
oferents sera disminuir el preu del producte de tal manera que no s’hagués produit
aquest excedent. Es a dir, es cerca un preu P; < Py tal que D(P;) = Qg = Q}). Aixi doncs,
podem expressar P; de la segilient forma:

Py =D71(Q2) = D71 (S(Py)) 3.1)
Si ara tenim que P; < Pp, aleshores Qll) > Qé = S(P;) i hi ha manca del producte.
Aleshores en el segiient periode voldriem calcular quin és el preu del producte pel qual
estarien disposats a pagar els consumidors, de manera que no faltés cap unitat del
producte, és a dir, volem trobar P, que ha de complir D(P,) = Qé, i en conseqiiéncia:
P,=D7'(Qy) =D~ (S(P)
Podem comencar a intuir que el preu del producte vendra modelat de la segiient
forma:
Prs1 =D7H(S(PY) Yk:1,2,...1
Es a dir, que I'operador que proporciona la dinamica de preus de mercat és de la
forma segiient:
f(PY=D71(S(P)

Unade les formes per saber amb quines condicions aquest operador és k—contractiu,
és utilitzar el Teorema del Valor Mitja, com ja hem fet anteriorment:

ID7Y(S(P)) - DLSP)I T2 DHSPY 1P - Pyl
ID_I(S(P))'IId(Pj), d(P;)| on P €]P;, Pj[ suposant que P; = P;

d(D™H(S(P)), D1 (S(P))))
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3. APLICACIONS DEL TEOREMA DE PUNT FIX

Si aconseguim fitar ID~1(S(P))'| = k < 1 llavors podem assegurar que I'operador és
k—contractiu. Calculem que val el valor absolut d’aquesta derivada:

-1 ! _ -1 /' / _ S,(P)
D (S(P) =D (SWP))-S(P)= —D’(P)
1 , S'(P) . , ‘
Recordem que volem: | D™ (S(P))'| = ) = k<1=|S'(P)| <|D'(P)|. En defini-

tiva, si volem que l'operador sigui k—contractiu, les funcions d’oferta i demanda han
de complir |S'(P)| < |D'(P)| VP. D’aqui es dedueix I'existéncia d'un punt d’quilibri de
mercat i es modela la dinamica del mateix mitjanc¢ant la successi6 d’iteracions induides
pe l'operador k-contractiu.

Ara que ja sabem com construir aquests operadors, anem a aplicar-ho ales funcions
oferta i demanda del model economic lineal. A continuacié estudiarem aquest model,
en el qual, les funcions d’oferta i demanda s6n funcions lineals i calcularem en quines
condicions podem obtenir I'’equilibri de mercat.

Model de mercat lineal

En primer lloc, veurem el model classic de regulaci6 de I'oferta i la demanda. Supo-
sarem que la oferta i la demanda es poden modelar mitjancant les segiients funcions
lineals:

S(P)=—y+6P
D(P)=a—fP

ona,B,y,6 € R* \ {0}.

Notem que el signe dels parametres anteriors obliguen que les funcions oferta i
demanda siguin creixent i decreixent respectivament i a més sempre existeix un preu

minim (P = %)2 pel qual els oferents agregats no estan disposats a fabricar per menys i

. . . ) a
un preu maxim pel qual els consumidors no estaran disposats a pagar més (P = 5)3

Per trobar el preu d’equilibri, com hem explicat anteriorment, construirem I’opera-
dor que va donant la dinamica dels preus en cada instant del temps i veurem en quines
condicions podem assegurar I'existéncia i unicitat de punt fix, és a dir, quines son les
hipotesis que hauriem d’assumir per les nostres funcions d’oferta i demanda per les
quals arribariem a una situacié d’equilibri de preus.

Com hem descrit anteriorment, 'operador el podem construir de la segiient mane-
ra:

f(P)=D1(S(P) (3.2)

2Aquest preu s’obté anul-lant la funci6 de I'oferta
3Aquest preu s'obté anul-lant la funci6 de la demanda
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a-D
Aleshores com D! = P(D) = T, I'operador és el segiient:

f(P) = (HY’%(SP (3.3)

58]~ 35

Per poder aplicar el Teorema de Banach, vegem en quines condicions es té que
I'operador anterior és k-contractiu. Com estam en funcions de variable real, podem

On podem suposar que f:

considerar I'espai metric complet ([%, %] ,dz):

a+y—-6P B a+y—-6P,
i p

|f(P) - f(P2)| =

—'i(P - P)
g P

‘6‘|P Ps|
=|— )
iy 1

B>0

6,
En definitiva, I'operador f(P) és k-contractiu si <1=6l<|-B8l = 6<p.

Notem que —3=D'(P)i6 = S'(P).

Llavors, com f és un operador k-contractiu en un espai metric complet definit en
un tancat, podem afirmar pel Teorema del Punt Fix de Banach que té un tnic punt fix,
el qual és el preu d’equilibri de mercat. A més, aquest punt fix el podem trobar iterant
I'operador que descriu la dinamica del preu de mercat.

Donat que hem obtingut un operador senzill, podem calcular sense problema quin
és el punt fix d’aquest operador, basta imposar P = f(P):

a+y-0P
B
U

a+y a,B,y,0>0
= >
B+

p

Per comprovar la poténcia del Teorema de Punt Fix de Banach, anem a comprovar
que numericament, iterant 'operador f, haguéssim arribat al mateix resultat, amb

un exemple concret que numericament anirem iterant i partint de qualsevol preu de

mercat inicial, és a dir, d'un preu que estigui inclos en I'interval [Z, %] . Considerem:

S(P)=-30+8.4P
D(P)=40-8.5P

Notem que 8.4 = |§| < | — B| = 8.5, aleshores sabem que |'operador donat per (3.3)
sera k-contractiu i en conseqiiéncia, podem aplicar el teorema del punt fix de Banach.

A la Figura 3.2 podem trobar representades les funcions oferta i demanda anteriors:
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Exemple de model economic de l'inventari

20 A

15

10

Oferta, Demanda
LN

= 5(F)=—-30+8.4P
DiP)=40-8.5F

_]_{| 4

30 is 40 45 5.0 5.5 6.0
Preu

Figura 3.2: Rectes de I'oferta i demanda del model

Podem observar, que les dues rectes es tallen al voltant de quatre unitats monetaries,
vegem que analiticament obtenim un resultat coherent amb la grafica. Anteriorment
hem calculat que el preu d’equilibri ve donat per:

_a+y 40+30

= = =4.142011
B+d 8.4+8.5

Podem observar que obtenim un preu d’equilibri amb concordanca amb la grafica
anterior. Vegem si iterant 'operador arribam al mateix resultat.

Y
5T

Amb condici6 inicial Py = =4.138655 calcularem iterats de I’operador fins

\}
=IR

que la diferéncia ambdés iterats consecutius sigui menor que la precisié que ens déna
el paquet de software R.

Si executam el codi que apareix a ’Annex A.2.2obtendrem el segiient resultat: Pg =
4.142011 i hem arribat a la soluci6 amb 746 iteracions. Com podem observar, hem
obtingut el mateix resultat que de la forma analitica.

3.2. Aplicaci6 al Page Rank de Google

Quan pensam en cercar qualsevol tipus d’informacié no se’'ns ve cap altre idea
que la d’obrir el navegador de Google i esperar trobar la resposta desitjada en les
primeres pagines que ens ofereix aquest gran motor de cerques. En les proximes linies
desemmascararem que hi ha darrere una de les primeres versions del famos algoritme
de Page Rank de Google i veurem com la teoria de punt fix (i també el Teorema de Punt
Fix de Banach) juguen un roll fonamental en la implementacié d’aquest.
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3.2.1. Com funciona el Page Rank de Google

El Page Rank intenta reflectir la probabilitat que un usuari, navegant aleatdoriament
o a través d’enllacgos, pel conjunt de les pagines web, arribi a una pagina concreta. Com
es duu a terme aquest calcul? Doncs, aquest calcul es basa en suposar que tenim un
conjunt finit N de pagines web que es relacionen de certa manera entre elles. Aquesta
relacié no és més que la de contar quantes vegades una pagina s’enllaca amb les altres.

La raé principal per la qual el cercador de Google és un del més utilitzats del mén
rau en el fet que és capag¢ de mostrar-nos el que necessitam en les primeres posicions
de la seva cerca, per tant la segiient qliesti6 a respondre és: Com ordena les pagines que
ens mostra? Amb quin criteri consideram que una pagina és més important que una
altra? Els creadors del Page Rank, Sergey Brin i Larry Page , varen decidir que la impor-
tancia d'una pagina depen linealment de la importancia de les pagines que I'enllacen.
A continuacié veurem que definir la importancia d'una pagina web d’aquesta forma,
ens permet resoldre el problema com si fos trobar el punt fix d'un operador matricial.
Es per aquest motiu que hem decidit introduir el Page Rank a n’aquest treball.

Suposem que tenim N pagines webs: Pj, P», ..., Py i definim A; com el nombre
d’enllacos que surten de la pagina P;, i € {1,..., N}

S’entén que quan més referenciada estigui una pagina, més importancia sobre les
altres tendra, pero no és el mateix que et referencii una pagina amb un total de dos
enllacos sortints que ho faci una que compta amb 2000. D’aquesta manera definim la
importancia d’'una pagina web P; de la segiient forma:

1

Imp(P;) = ) T
j

j€Li

Imp(P;) 1<i<N

on L; denota el conjunt de pagines web que enllacen la pagina P;. A més, considerarem
la importancia com una magnitud no negativa.

D’aquesta forma, trobar la importancia de cada pagina es basa en resoldre el se-
giient sistema lineal:

Imp(Py) = fo(P)Imp(P2) +...+ f;(P)Imp(P;) +...+ fy(P)Imp(Py)

{ Imp(P;) = APHImp(Py) +...+ fi-1 (PHImp(Pi—1) + fi+1(PHImpP(P;41) +... + fn(P)Imp(Py)

Imp(Py) = fi(PN)Imp(P1) + fo(PN)Imp(P2) +...+ fi—1 (PN)Imp(P;—1) +... + fy—1(Pn)Imp(Pn-1)
i i P;elL;

on f;(P)=4 A; S e

0 si Pj¢lL

I expressant matricialment:
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Imp(P;) Imp(Py)
: 0 f2(Py) fi(P) .. fn(PD) :
Imp(P;) | =| fi(P) fi-1(Py) 0 fixi(P) ... fn(Py) || Imp(P;)
: filPN)  fo(PN) fi(PN) 0 :
Imp(Py) Imp(Py)

Sigui v = (Imp(Py),...,Imp(P;),...,Imp(Py)) € RY \ {0} i H la matriu del sistema
anterior, volem trobar un punt fix de H amb totes les coordenades positives i esbrinar
si és tnic o no:

v=Hv (3.4)

La gran avantatge d’haver definit la importancia d’'una pagina web de la forma
anterior rau en el fet que la nostra matriu H ara és una matriu estocastica, és a dir,
tenim una matriu quadrada on totes les entrades s6n no negatives i la suma de totes les
seves entrades per columna sumen la unitat. Gracies a n’aquest fet, podrem assegurar
la existencia d'un punt fix com veurem i estudiarem en la Secci6 3.2.2 degut a les bones
propietats d’aquest tipus de matriu.

Notem que aquest sistema pot presentar una incoherencia en el cas que en el
conjunt de totes les pagines web n’hi hagi una que sigui enllacada per altres perd que a
la vegada aquesta no enllaci cap pagina web. En la columna corresponent d’aquesta
pagina web, la matriu H estaria formada per cerosi conseqiiéncia H no seria estocastica.
Aquestes pagines webs reben el nom de node penjat. El problema el solucionen canviant
el ceros de la columna corresponent de la pagina del node penjat per %, és a dir, suposar
que aquesta pagina web conflictiva s’enllaca amb totes les altres, incluida ella mateixa.
D’aquesta forma contribuim en una importancia de % per a cada pagina i convertim la
matriu H en estocastica. A més, notem que aquest canvi és minim si consideram un

conjunt de pagines web molt gran, ja que lim N 0, com sera el cas que veurem més
N—oo

endavant. Aquesta transformacio per la matriu H 'anomenarem H;.

Exemple de la matriu del Page Rank

Suposem que tenim el segiient graf de relacions d’enllacgos per les segiients cinc
pagines web:
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Figura 3.3: Graf de relacions de 5 pagines web

Com podem observar, la pagina P; enllaca amb la pagina P, en conseqiiéncia
A= % = 1. En segon lloc, la pagina P, enllaca amb la pagina Ps i Ps, per tant, 1, = % En
tercer lloc, la pagina P5 enllaca amb la pagina P; i Py, aleshores A3 = % En quartlloc, la
pagina P4 enllaca amb la pagina P; i P», conseqlientment 14 = % Finalment, la pagina
P5 no enllaca amb cap altre pagina, és a dir, tenim un node penjat, en conseqiiéncia
per a que la matriu del sistema que obtenguem sigui estocastica hem d’imposar que la
pagina Ps s’enllaca amb totes les pagines, incluida ella mateixa i per tant A5 = é

Aleshores, es tractaria de resoldre el segiient sistema:

Imp(P)) (0 0 3 7 £ (Imp(Py)
Imp(Ps) 1 0 0 5 :|[ImpPy)
Imp(P3) [=[0 5 0 0 z||Imp(Ps) (3.5)
Imp(Py) 0 0 3 0 z||ImpPy
Imp(Ps) 0 3 0 0 z/\Imp(Ps)

A les pagines segiients veurem com podem resoldre sistemes com el que tenim
aqui.

3.2.2. Matrius estocastiques i les seves bones propietats

Amb anterioritat hem parlat de les matrius estocastiques, recordem breument la
seva definicié:

Definicié 3.1 (Matriu estocastica). Una matriu quadrada es diu que és estocastica quan
esta formada per termes no negatius i la seva suma per columnes és igual a 1.
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Recordem que el nostre objectiu és trobar una solucié no negativa al segiient pro-
blema:

on H és una matriu estocastica.

Anem a exposar i demostrar la primera propietat d’aquest tipus de matrius:
Teorema 5. Tota matriu estocastica de dimensié Nx N té un puntfixenTly : {x e RY : ||x|l; =1}

Per la demostraci6 d’aquest teorema, utilitzarem la versié convexa del Teorema del
Punt Fix de Brouwer:

Teorema 6 (Versié convexa del Teorema de Brouwer). Sigui C un conjunt tancat, acotat
i convex deR" . Llavors, cada aplicacié continua definida de C — C té un punt fix.*

En conseqiiéncia, per demostrar el Teorema 5 haurem de veure que la transformacié
lineal A que indueix la matriu estocastica H és continua i esta definida de ITy — Iy.
Per altra banda, haurem de demostrar també que I és un conjunt tancat, acotat i
convex. Fixem-nos que si demostram que té un punt fix en aquest conjunt també
haurem demostrat que el punt fix té entrades no negatives i almenys una de positiva (ja
que la norma d’aquest punt ha de valer 1 perque pertany a I1y).

Demostracio. En primer lloc, demostrarem que el conjunt I1y és tancat. Sabem que
per una aplicaci6 continua, la seva antiimatge d'un tancat és un tancat i com la apli-
caci6é norma és una aplicacié continua i el conjunt I és I'antiimatge del conjunt {1}
que és tancat, llavors Iy és un conjunt tancat. Per altra part, la demostracié que el
conjunt esta acotat és trivial, ja que tots els punts d’aquest conjunt tenen norma 1.
Finalment vegem que és un conjunt convex. Si recordam com es defineix la norma 1
tenim que el conjunt [1 es pot escriure com: 1y : {x € M Hxpl X+ o+ xnl = 1} =
{xeRY :x;+x2+...+xy = 1}, és adir, per cada N el conjunt ITy defineix un hiperpla i
en conseqiiencia és convex. Vegem-ho amb una mica més de detall:

Per veure que I és un conjunt convex, el que hem de veure és que V¢ € [0,1] i
Vx,yellyestéque (1-t)x+tyeIly, endefinitiva, hem de veure que |[|(1 - ) x+ tyl) =
1, vegem-ho:

(- Ox+tylh = YN 1A= 0xi+ty;|

t,l—t,xi,inOVi
= YN -0x;+ty;

- YN A-0x+ XNty
. A-0XN xi+tXN, yi

ey =1-t+t=1

4La demostracié d’aquest teorema no s'incloura en aquest treball donada la extensié d’aquesta ila
limitaci6 en quant extensid es refereix d’aquest propi treball.
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En conseqiiéncia acabam de demostrar que el conjunt I1y és convex.

Anem a demostrar que A(Ily) < I1y. Sigui x un vector tal que ||x||; = [x1] + |x2| +
...+|xn| =1, vegem que A(x) € TIN°:

hi1 ... hin X1 X1hyy+x2hi2+...+ xyN
hnvi ... hnn) \xn x1hni +x2hno + ...+ XNhANN

Si sumam les components del vector resultat, en valor absolut, ens hauria de donar
la unitat:

|x1h11 +th12 +...+xNh1N| +...+ |xth1 +.)C2hN2 +...+xNhNN|

X, hyi=0
e x1h11+x2h12+...xNh1N+ ...... +x1hN1+x2hN2+...+xNhNN
=(h11+...+hN1)X1+(hlg+...+hN2)JC2+...+(h1N+ ...... +hNN)xN
H estocastica xelly

= X1+xXo+...+xy =1

Acabam de veure que A(I1y) < I1y. Vegem ara que A és continua:

Ve>036>0: ||x—xpll1 <6 = ||AX) — A(xp)|l1 < €

De la igualtat anterior es dedueix que [|A(x)||; = [[Hx||; = [|x||; per tant A és conti-
nua, com voliem veure.

En definitiva, tenim que A(Ily) € Iy i és continua sobre un conjunt tancat, fitat i
convex, en conseqiiéncia, aplicant la versié convexa del Teorema de Brouwer tenim
que A té un punt fix i a més aquest punt fix, per trobar-se definit sobre 1, sabem que
les seves components s6n no negatives i a més, almenys n'hi ha una de positiva.

O

Com hem acabat de demostrar, per a qualsevol matriu estocastica, es té un punt
fix no negatiu i de norma 1, la segiient pregunta que ens hem de plantejar ara és si és
Unic aquest punt fix. Per respondre aquesta pregunta abans hem d’introduir qué és una
parella de Perron:

Definicié 3.2 (Parella propia de Perron). Donada una matriu H quadrada positiva,
considerem el seu valor propi A > 0 i vector propi x > 0 positius®. Al conjunt (A, x) se'l
denomina com parella propia de Perron. Al valor propi A se li denomina valor propi de
Perron i al vector propi x se li denomina vector propi de Perron.

Un cop definit que és una parella propia de Perron, podem exposar el seu teorema:

5Aix0 és equivalent a demostrar que el producte matricial entre la matriu estocastica H i el vector x
pertany alIly
6Sabem que existeixen pel segiient teorema.
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Teorema 7 (Teorema de Perron). Cada matriu quadrada positiva H té una tinica parella
propia de Perron. A més, entre tots els possibles valors propis de H el valor propi de Perron
és el de modul major.

Demostracio. La demostracié d’aquest teorema la podem trobar al’AnnexA.1.1. O

Amb aquest teorema podem demostrar el segiient corol-lari, el qual ens proporciona
no tan sols existéncia de solucions al problema que pretenem resoldre, sin també la
unicitat:

Corol-lari 8. Si H és una matriu estocastica i positiva de dimensié N x N, llavors existeix
un tnic vector x € lly tal que Hx = x.

Demostracio. En primer lloc, com la matriu H és estocastica, pel Teorema 5, sabem
que existeix un punt fix x en I[1n: Hx = x. Vegem que és tnic. Pel Lema 1 de I’Annex
A.1.1, com H és positiva i x € [Ty c RY, aleshores Hx > 0. Per ser x punt fix tenim que
Hx = x > 0. Es a dir, que tenim una parella de vector propi i valor propi de Perron
amb A =1>01ix > 0. Pel Teorema de Perron 7 sabem que aquesta parella és tinica. En
conseqliencia, si suposam que existeix un altre punt fix de la matriu H, és a dir, una
parella de valor i vector propi (1, y) amb y # x € 1y, com la parella de Perron és tnica,
ha de passar que y = x i per tant queda demostrada la unicitat de punt fix.

O

Fins el moment, el nostre objectiu ha estat trobar condicions necessaries per poder
assegurar la existéncia i unicitat de punt fix donada una matriu estocastica. Recordem
que, hem comencat a estudiar aquest problema, quan voliem trobar soluci6 al problema
3.4, que deriva de trobar numericament la importancia de les pagines web. Si ens fixam,
la matriu del sistema que hem obtingut és estocastica, perd no és positiva, donat que
pot tenir entrades nules. En conseqiiéncia, no podem aplicar res del que hem estat
demostrant fins ara. Com arreglam el problema? Doncs considerant la segiient matriu,
la qual anomenarem matriu de Google:

1-d
G= dHl +—E
N
on H; és la matriu transformada de la matriu H donada per 3.4, Enxy €s una matriu
deunsid ésun factor que satisfa0 < d < 1.

La segiient qliesti6 que ens plantejam és: realment aquesta matriu de Google com-
pleix les hipotesis amb les quals hem estat treballant fins ara? Es una matriu positiva i
estocastica? Vegem-ho.

En primer lloc, podem afirmar que la matriu G és una matriu amb totes les entrades
positives perque és suma d’'una matriu no negativa d H; (ja que H; ho és i esta multipli-

cada per un escalar positiu) i una estrictament positiva E (ja que E és una matriu

de uns multiplicada per un escalar també positiu).

En segon lloc, vegem que G és una matriu estocastica. Per aix0, vegem que la suma
de les seves columnes és 1:
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h ... h 1 ... 1
1—-d 11 1N 1—d
G = dHy+——E=d| : - |+—= '
N . . N . .
th hNN 1 ... 1
1-d 1-d
dhll dh]N N N
= . . . + .
thl thN ﬂ ﬂ
1-d 1-d
dhy+— ... dmyn+——
11 N 1N N
1ea 1-d
dh — ... dh —_—
N1t N NN + N

Anem a sumar les columnes d’aquesta matriu:

1-d 1-d
dhyj+ —+...+dhy;+—— Vi:1,...N
N N

1-d
= N——+dh;+...+ hyp)

N
=" 1-d+dhy;+...+hnp)
= 1-d+d

= 1

Per qualsevol columna de la matriu G la suma dels seves entrades és 1, per tant,
podem concloure que G és una matriu estocastica i positiva, en conseqiiencia podem
aplicar tots els resultats demostrats anteriorment. En definitiva, sabem que existeix un
Unic vector estocastic positiu que la matriu G deixa fixa.

Notem que ens hem distanciat de la matriu del sistema d’equacions que hem propo-
sat per resoldre el problema original® aleshores, ens hauriem de demanar com de bona
és la nostra matriu de Google per poder donar-nos una soluci6 fiable al problema de
quantificar la importancia de les pagines web. Per comencar, hem de remarcar que no
treballam amb la matriu que deriva directament del graf, ja que en el cas que tenguem
un node penjat hem fet la suposicié que aquesta pagina web s’enllaca amb totes les
altres, inclosa ella mateixa, fet que podem observar en la Figura 3.3. Es a dir, que fins el
moment teniem un model en el qual 'usuari navega de forma uniforme per les pagines
que tenen enllac i de manera aleatoria amb probabilitat % quan arriba a una pagina
que no té cap enllac. Al afegir-li la matriu %E estam contemplant la possibilitat que un
usuari no se’'n vagi a una de les pagines enllagcades i es canvii aleatoriament a una altra
web.

En conclusié, la matriu G modela el comportament d'un usuari que navega per la
web suposant que amb una probabilitat d segueixi navegant entre les pagines enllaga-

7Com que Hj és una matriu estocastica, llavors, la suma de les seves entrades per columna és 1.
8Aquesta matriu va ser proposada com a millora del primer algoritme del Page Rank.
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des i amb una probabilitat 1 — d ignori tots els enllacos i segueixi per una pagina nova.
Segons investigacions de Google, un parametre que déna bons resultats pel model és
d =0.85.

Ara, ja tenim totes les eines per resoldre el problema de la Figura 3.3 anem a resoldre-
lo, anem a quantificar la importancia de les pagines web. Per fer-ho introduirem la
matriu a WxMaxima i calcularem el vector propi corresponent al valor propi 1.

Amb el codi que apareix al’Annex A.2.3 podem trobar les instruccions necessaries
per trobat el vector propi de valor propi 1. El vector solucié que obtenim de resoldre el
sistema (3.5) és el segiient:

(0.19954594,0.29056553,0.18492813,0.14003224,0.18492813)

En definitiva, el nostre problema d’ordenar les pagines web de la Figura 3.3 segons
la seva importancia vendria donat per el segiient ordre:

Imp(P,) > Imp(P1) > Imp(P3) = Imp(Ps5) > Imp(Py)

Com hem pogut comprovar, el teorema de Brouwer i de Perron ens han donat I'exis-
téncia ila unicitat de punt fix i hem pogut resoldre el sistema calculant el vector propi
corresponent al valor propi 1 de la matriu. Fixem-nos que I'’exemple donat consta de 5
pagines i per aquest motiu hem pogut fer els calculs per mitja un software algebraic com
WxMaxima, pero realment Google s’enfronta a un nombre enorme de pagines per
ordenar en importancia i en conseqiiéncia a una matriu enorme que seria impossible
manejar com ho hem fet fins ara. Per aquest motiu, hem de cercar una alternativa més
eficient que ens permeti realitzar els calculs i solucionar el problema. Es aqui, quan
intervé el Teorema del Punt Fix de Banach.

3.2.3. Teorema del punt fix de Banach per resoldre el problema del Page
Rank

Recordem que per aplicar el teorema de Banach és necessari un operador contractiu
definit sobre un tancat (no buit) d'un espai metric complet.

Vegem que qualsevol matriu estocastica i positiva defineix un operador k-contractiu:

Teorema 9. Qualsevol matriu H de dimensié N x N positiva i estocastica indueix una
contracci6 sobre el conjunt tancat sobre l'espai metric (Ily, d),).

Demostracio. Sigui H una matriu positiva i estocastica, volem veure que la transforma-
ci6 lineal A que indueix H compleixi que és k-contractiva, és a dir, que es compleixi
que:

JAX) =AW = kllx—yllh Vx,y€lly, ke[0,1]

Com sabem que H és estocastica, la suma de les entrades de cada columna és
exactament 1, per tant podem trobar un nombre € > 0 tal que:
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N
1=) h;j>Ne (3.6)
i=1

I a més, com totes les entrades de A sén positives podem exigir que:

hl'j>£‘Vi,j 3.7

Per altra banda, sigui E una matriu on totes les seves entrades s6n igual a 1, anem a
definir la matriu B de la segiient manera:

H-¢E

1- Ne

Vegem que B també és una matriu estocastica i positiva. Aquesta propietat ens

permetra demostrar la k-contractivitat d’A. En primer lloc, per demostrar que és es-

tocastica, hem de veure que les entrades de B sé6n no negatives. Notem que podem
escriure cada entrada de la matriu B de la seglient manera:

B= J

hi j—€

- 1-Ne

Llavors, cada entrada de la matriu és positiva perque esta formada per la divisié de
dos nombres positius per (3.7) i (3.6).

bij

>0

Per altra banda, vegem que la suma dels seus elements per columna sén la unitat.
Llavors:

N N hl‘j—é‘

bi; - -

i; 1 i;l—Ne
1

N
= h.._
1—N€-X‘i( ij €)

1=

1 N
= I’lij—NE
1-Ne\i3

H estocastica 1
- 1-Ne
= 1

(1- Neg)

En conseqiiéncia, com H és una matriu estocastica, B també ho és. Ara si, anem a
demostrar la k-contractivitat d’ H. Notem que H la podem reescriure com:

H=(1-N¢g)B+¢€E

Llavors Vx, y e T y:

Alx-y)

H-(x-y)=(1-Né&)B+eE)(x—y)=(1-Ne)B(x—y)+€eE(x—-y)
(1-Née)B(x—y)+eEx—eEy=(1-N¢)B(x—-y)

9Notem que tal i com hem pres ¢ el denominador no és pot anular per (3.6)
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jaquecomx,yelly: Ex=%" ,x;=1=>Y" x;=Y" y;=Ey.

D’aquesta manera, tenim que:

[1A(x) = AWNIh A(X =1 =l -Ne)B(x=»Ilh
10

= (I=-NglB(x=ylh = A -Nell(x=nlh

En conseqiiéncia A indueix una k-contraccié amb constant de contractivitat k =
1-Nee(0,1). O

Ara, ja estam en condicions de poder aplicar el Teorema de Punt Fix de Banach i
per tant de resoldre el problema de trobar la importancia de les diferents pagines webs
d’'una manera molt més eficient que no pas trobar el vector propi de Perron de forma
algebraica:

Teorema 10. Si H és una matriu positiva i estocastica de dimensié N x N, llavors el
seu vector de Perron és el limit de la successio: {Ax;}i-y onx; = A" 'xgn:1,2,... amb
Xo € I y.

Demostracio. Per demostrar el teorema anterior el que farem sera veure que podem
aplicar el Teorema de Punt Fix de Banach, el que ens donara un tnic punt fix per la
matriu. Per altra banda, el corol-lari 8 que ens garantira que aquest punt fix és I'tinic
vector de Perron de la matriu.

Per veure que podem aplicar el Teorema de Banach hem de comprovar que es
compleixen totes les hipotesis.

En primer lloc, s’ha de complir que la aplicacié6 lineal A que indueix la matriu H
satisfa A(I1y) < 1. Aquest fetjal’hem vist en la demostracié del Teorema 6 de Brouwer.

En segon lloc, I1 ha de ser un conjunt tancat no buit en un espai métric complet.
Fet que també hem demostrat en la demostracié del Teorema 6 de Brouwer, de fet, és
un conjunt tancat en ’espai metric complet ®N 11 117).

En tercer lloc, necessitam un operador k—contractiu, un fet que obtenim del Teore-
ma 9.

Com es compleixen totes les hipotesis del Teorema de Banach, podem afirmar que
existeix un tnic punt de A. A més el punt fix, al qual anomenarem v sabem que pertany
ally. Es a dir, que pel Teorema de Punt Fix de Banach sabem que v elly: A(v) = v.
Per tant, I'tinic punt fix és I'tinic vector propi de Perron.

En conseqiiencia, el limit dels iterats de I'operador A que indueix la matriu H ha de
ser el seu vector de Perron, és a dir, el seu punt fix.
O

10E] Teorema 18 de '’Annex A.1.1 ens garanteix que tota matriu estocastica satisfa que la seva norma
[Hxll1 < lx]l) Yx€R".
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En definitiva, hem demostrat que per resoldre el problema de trobar la importancia
de cada pagina web, podem fer-ho d'una manera eficient a partir de calcular poténcies
de la matriu G. Anem a resoldre el problema plantejat en la Figura 3.3 per mitja de
I'operador que indueix la matriu G.

Com podem veure a ’Annex A.2.4, hem implementat un petit algoritme que ens
calcula poténcies de G a fi de calcular termes de la successié del Teorema 10. Quan
trobam dos termes successius amb una distancia menor que la precisié del nostre
ordenador, donam per valid que hem trobat el punt fix de la matriu G.

Si executam 'algoritme A.2.4 obtendrem que el vector perron_limitsuccessio (vector
propi de Perron) és:

(0.1995459, 0.2905655, 0.1849281, 0.1400322, 0.1849281)

Com era d’esperar, aquesta solucié coincideix amb I'obtinguda amb el metode
basat amb el Teorema de 6 i de 7 exposat en la secci6 3.2.2. D’aquesta nova forma tan
sols hem hagut d’arribar a les i = 79 iteracions per aproximar el punt fix.

En definitiva, el nostre problema d’ordenar les pagines web de la figura 3.3 segons
la seva importancia vendria donat pel segiient ordre:

Imp(P,) > Imp(P1) > Imp(P3) = Imp(Ps5) > Imp(Py)

3.2.4. Aplicaci6 al graf de la Web Stanford

L'exemple anterior ens ha servit per il-lustrar académicament com es pot resoldre el
problema de trobar importancia de diferents pagines web. No obstant aixo, 'exemple
no deixa de ser poc realista i per altra part, donada la dimensi6 del problema no era
realment necessaria la utilitzaci6 del Teorema de Banach. Per aquest motiu ens hem
disposat a cercar un conjunt de dades lo suficientment gran com per provar la poténcia
del teorema i enfrontar-me a un problema real.

El conjunt de dades amb el qual treballarem a partir d’ara és el graf de les pagines
web de Stanford de 'any 2002'!. Cal dir que és una xarxa de grans dimensions, ja que
esta formada per 281903 nodes i 2312497 arestes.

Donada la magnitud del graf i I’abast tecnologic disposat, ha estat impossible poder
treballar amb un subconjunt del graf més gran que 10000 nodes, encara que els calculs
s’hagin realitzat mitjancant la plataforma de Microsoft Azure.

Lalgoritme utilitzat, implementat en Python, per realitzar aquest calcul el podem
trobar al’Annex A.2.5. L'analisi descriptiu de la sortida de I’algoritme és el segiient:

Hpodem trobar la font del conjunt de dades a la referéncia [5]
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Taula 3.1: Analisi descriptiu del Page Rank dels nodes del graf

Nodes 10000

Mitja PR 0.000100
Desviacié st. PR 0.000117
Valor minim PR 0.000038
Primer Quartil  0.000038
Segon Quartil 0.000038
Tercer Quartil 0.000196
Valor maxim PR  0.003444

En primer lloc, podem observar que la desviacio6 tipica és major que la mitjana del
Page Rank, aix0 ens indica que dins el resultat obtenim valors extrems. Com podem
observar, més del 50% dels nodes del graf obtinguts obtenen el minim valor del Page
Rank, llavors podem pensar que la majoria dels nodes tenen una importancia minima
sobre la resta de pagines. A més, cal destacar la gran diferéncia en importancia entre
el node amb el major Page Rank i sobre els nodes amb Page Rank minim, ja que és 90
vegades més important. En particular és 90 vegades més important que el 50% dels
nodes.

Per tenir una image més visual dels valors de les dades realitzem un histograma i
un diagrama de caixes amb les dades:

Figura 3.4: Histograma i diagrama de caixes dels valors del Page Rank per les pagines
de la Web d’Stanford
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Com podriem preveure en I'analisi descriptiu de les dades, la majoria de pagines
obtenen un valor molt baix en el seu Page Rank i algunes poques pagines obtenen

38



3.2. Aplicaci6 al Page Rank de Google

valors alts. Aquest fet el podem visualitzar en la mediana del diagrama de caixes i pel fet
que no disposam de coa inferior. A més, en '’histograma visualitzam un rang de valors
inferiors amb una freqiiéncia absoluta que ocupa practicament la totalitat de les dades.

Finalment, per acabar de comentar I'aplicaci6 cal destacar que aplicant el Teore-
ma de Punt Fix de Banach, hem pogut trobar la solucié d’aquest problema, de grans

dimensions, amb simplement 62 iteracions.

Per escriure I'aplicacié economica d’aquest capitol ens hem basat en les referencies
[6]1 [7]. Per escriure la aplicaci6 del Page Rank ens hem basat en la referencia [3].
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4.1. Generalitzacions del Teorema Punt Fix de Banach

Encara que el Teorema de Punt Fix de Banach és molt potent, tal i com hem mostrat
en el Capitol 2 i 3, existeixen casos en que les funcions que estam estudiant no verifi-
quen la condici6 de k-contractivitat. Malgrat aix0, la existencia i unicitat de punt fix pot
dur-se a terme mitjancant variants del Teorema de Punt Fix de Banach. A continuacié
ens centrarem en alguna d’aquestes variants.

A continuaci6 un resultat que permet obtenir punt fix d’aplicacions que no arriben
a ser k-contractives perd mitjancant I'as d'una altre funcié compleix una propietat que
recorda a la k-contractivitat.

Teorema 11. Sigui (X,d) un espai metric completi T : X — X. Suposem que existeix
una funcié a :R* — [0, 1 tal que:

r}ilgloa(tn)=1:’;ggotn:0 4.1)
i a més es compleix:
d(Tx), T(y) <aldx,y)dx,y) Vx,ye X (4.2)

Aleshores Uoperador T té un tinic punt fix z € X i la successio d'iterats {T" (x)} con-
vergeixaz peracada x € X.

Demostracio. Lobjectiu de la demostracié és comprovar, com passava amb la demos-
traci6 del Teorema de Banach, que la successi6 {x;, = T"(x)}, x € X és una successié de
Cauchy. D’aquesta forma, com ens trobam en un espai metric complet, la successi6 de
Cauchy és convergent. Finalment veurem que limit d’aquesta successio és el punt fix
de l'operador T.
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En primer lloc, per veure que la successio és de Cauchy, abans hem de demostrar el

seglient limit:

lim d(x,,%x,+1) =0 (4.3)
n—oo

Per demostrar el limit anterior, demostrem que la successio {d(x,, X;+1)} és mono-
tona decreixent:

d(xn, Xn+1) = d(T"(x), T (x)) = d(T(T" 1 (x)), T(T"(x)))
@ W, TN (%), T )
a:RT—[0,1]

AT 1(x), T"(x)) = d(xp-1, Xn)

Com la successi6 {d (x5, X;+1)} és monotona decreixent i acotada inferiorment per

0 (ja que d és una metrica) sabem que és una successié convergent: lim d(x,, x;+1) =
n—oo

r = 0. Per demostrar el que limit de la successi6 és 0, suposem que r > 0 i arribem a

contradiccio.

De (4.2) obtenim:

d(Xp+1, Xns2) < ald(xp, Xps1))d(Xp, Xpe1) VR 21

U

AXn+1, Xn+2) < a(d(xn, Xp+1))

d(Xp, Xn+1)
Aplicant limits:
- (d(xn+1,xn+2))limnﬂwd(icn,xnﬂ);so Mim d(Xn+1, Xn+2) _T
n—oo\ d(xp,Xp+1) lim d(xy, Xp+1) r
n—o0

I en conseqiieéncia:

1< lim a(d(xy, Xp+1))
n—oo
U
lim a(d(xy, xp+1)) =1
n—oo

U (4.1)

lim d(x,, Xp+1) =0
n—oo

Com podem observar, hem arribat a una contradiccié. Aquesta contradicci6 ve de
suposar que el limit de la successi6 {d(x,, x,+1)} és diferent de 0, en conseqiiéncia, com

voliem veure: lim d(x;, X,+1) =0.
n—o0

Ara ja estam en condicions de demostrar que la successio {x,, = T"(x)} és de Cauchy.
Vegem que limy, ;;,—o0 d(Xy, X)) = 0. Per demostrar-ho, suposarem que limy;, ;;,—co d(Xp, X)) >
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0iarribem a contradiccié.

En primer lloc, apliquem la desigualtat triangular:

AxXp,xm) = dxp, Xpe1) + AdXpe1, Xma1) + d(Xma1, Xm)
(4.2)
< d(xp Xps1) +ald(xn, X)) A (Xn, Xm) + d(Xma1, Xm)
U

d(xXp, Xm) — a(d(Xp, Xm))d(Xp, Xm) < d(Xp, Xps1) + d(Xme1, Xm)

U
(1 —a(d(xp, xm)))d(Xn, Xm) < d(Xn, Xp+1) + A(Xms1, Xm)
Ja:RY—=1[0,1[=>1-a(d(x,, xm) >0

d(xp, Xpm) < (1= a(d (X, X))~ (d (X0, Xne1) + A (X1, X))
Apliquem limits:

lim  d(xy, Xpm) < n %Illoo [(1 —a(d(xy, xm)))_l (d(xp, Xp+1) + d(xm+1»xm))]

n,m—oo
U
0< n,l'rizrllood(xn’ Xm) < n'};lrgoo(l —a(d(xn, xm)) 7" nylr;lrgoo (d(xXp, Xns1) + d(Xms1, Xm))
U4.3

0< lim (1-a(dx,,xmn)"'-0
n,m—oo

De la desigualtat anterior obtenim que lim, ;o0 (1 — a(d (x,, xm))) ! no pot ser
finit, i com a és una funcié no negativa fitada per 1, tenim que:

lim (1—a(d(x,, xm) "' = +oo
n,m—o0
U
Iim a(d(x,,x,)=1
n,m—oo
| lim a(t;)=1= lim t,=0
n—oo n—oo

lim d(x;,x,) =0
n,m—oo

Com voliem veure, {x, = T"(x)}, x € X és una successi6é de Cauchy. En conseqiién-
cia, com ens trobam en un espai metric complet la successié és convergent. Suposem
que z és el limit de la successi6, per tant: lim,_, T"(x) = z € X. Per acabar de de-
mostrar que z és el punt fix de 'operador, ens queda veure que T és continua, és a
dir:

Ve>036>0:d(x,y)<0=>d(Tx), T(y) <&
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Vegem-ho:

(4.2) a:RT—[0,1]
d(T(x), T(y) = adx,y)dx,y)<aldxy))o < 6

Prenent § = € aconseguim demostrar la continuitat de T.

Com acabam de demostrar que T és continua, sabem que la successi6é d’imatges
convergeix a la imatge del limit de la successio, és a dir, {T'(x,) = T(T" (x))}., conver-
geix a T(z). Com ens trobam en un espai metric, el limit és tinic, llavors ha de passar

que T'(z) = z, és a dir, que 'operador té un punt fix.

Ens falta demostrar la unicitat del punt fix per 'operador T. Suposem que no és tinic
iarribem a contradiccié. Suposem que 3x, y € X tals que T'(x) = xi T(y) = y. Aleshores,
per (4.2) sabem que:

R —[0,1]
adx,y)=d(Tx), T(y) =aldx,y)d(x,y) R d(x,y)
Com podem veure, obtenim que d(x, y) < d(x, y) que és un absurd. Aquest absurd

ve de suposar que 1'operador té dos punts fixos diferents, en conseqiiéncia, T té un
Gnic punt fix. O

El segiient resultat també ens permet obtenir punt fix d’aplicacions que no sén k-
contractives pero que mitjan¢ant una funcié auxiliar compleixen una propietat similar
ala k-contractivitat.

Teorema 12. Sigui (X, d) un espai metric completi T : X — X. Suposem que existeix
una funcio v : Rt — R™ monotona decreixent per la qual 0 < w(r) < r i és continua per
la dreta'. A més si es compleix:

d(T(x), T(y) < w(d(x, y))Vx,y € X (4.4)

Aleshores l'operador T té un tinic punt fix z € X i la successio d’iterats {T" (x)} con-
vergeix a z per acada x € X.

Demostracio. Per la demostracié d’aquest teorema, el que farem sera construir una
nova funcié a partir de la nostra ¥ que compleixi les hipotesis del Teorema 11 per aixi
poder aplicar-lo i demostrar la existéncia i unicitat de punt fix.

La funci6 que construim ¥ : R* — [0, 1[, ve donada per:

Per veure que podem aplicar el teorema anterior, en primer lloc haurem de veure
que v satisfa les condicions del Teorema 11, és a dir, si lim a(f,)=1= lim t, =0.
n—oo n—oo

1Recordem que una funcié és continua per la dreta si rilrz0=limj ooy (r)) =y().Aqui, rj | r=
0 indica que la successié monotona r; és monotona decreixent i convergeix a un nombre real no negatiu
r.
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Per demostrar que aquesta successio {f,} tendeix a 0, el primer que farem sera de-
mostrar que esta acotada. Sabem que qualsevol successié de nombres reals fitada conté
una subsuccessi6 convergent. Sigui {#,, } aquesta subsuccessio de {f,} demostrarem
que necessariament té limit 0. Finalment, donades les hipotesis de les que disposam,
provarem que necessariament la successio lim,_.o, t; = 0.

Com hem dit, en primer lloc demostrarem que {¢,} és acotada. Per fer-ho, suposem
que no i arribem a contradiccié. Com el domini de 1y és R", si construim una successio
sobre aquest domini que no és acotada, necessariament ¢, — +oo. Per altra banda, com
¥ és una funcié monotona decreixent fitada per 0, es té que lim, .o, ¥ (t;) =r =0, en
conseqiiéencia:

w(ty) limy,— o 1,70 limy, oo ¥ (£5) _ r _
tn lim;, o tn lim;,— ty

i 9 (4n) = Jim,

Com la nostra hipotesi és que lim,,_.o, ¥ (t,) = 1, aleshores hem arribat a una con-
tradiccié. La contradicci6 ve de suposar que la successio {t;} no és acotada, llavors,
necessariament, ho ha de ser.

D’altra banda, sabem que tota successié de nombres reals en podem extreure una
subsuccessié monotona (podem trobar la demostracié al Teorema 21 de 'Annex A.1.1),
sigui {f,,} aquesta subsuccessio, com {f,} és fitada {,,} també ho ha de ser. En resum,
tenim una subsuccessié monotona i fitada, aleshores ha de ser convergent. Al limit
d’aquesta subsuccessié I'anomenarem t.

Suposem que la subsuccessié és monotona decreixent, és a dir, que si ng, < ng,
aleshores 1, > ty,,, vegem que necessariament el limit de la subsuccessio ha de ser
o = 0. Suposem que limy, . £y, = fp # 0. Com ¥ és continua per la dreta tenim que si
tn, | fo = limy, oo (fy,) = W (k).

Per altra part, recordem que tenim com hipotesi que lim,,_.o, ¥/(t,) = 1. En particu-
lar qualsevol subsuccessi6 seva convergent també tendeix a 1:

W(tnk) limnk—voo_tnk:lb#() hmnk_,ool’U(tnk) _ ’(//(to)
tnk hmnﬂoo tl’lk to

U
w(tp) =t

P Y ) = i

Ara bé, estam suposant que fj # 0, en conseqiiencia ha de passar que ¥ (%) < f,
el que implica una contradicci6é amb la igualtat anterior. Aquesta contradicci6 ve de
suposar que fy # 0, en conseqiiencia ha de passar que #y = 0.

Acabem de veure que si la subsuccessio de {f;} és una successié decreixent, aques-
ta té limit 0. Vegem que passa quan suposam que la subsuccessié és monotona creixent.

Suposem que la subsuccessié és monotona creixent, és a dir, que si ng, < ny, ales-
hores t,, < tp,,, vegem que necessariament el limit de la subsuccessié també ha de ser

o = 0. Suposem que limy, .o f;, = fp # 0. Com la subsuccessi6 és monotona creixent:
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¥ decreixent
ti’lk,l = tl’lk = = W(tnk,l) = W(tnk) = 1y(t())
Es a dir, tenim una successi6 {y(f,,)} decreixent i fitada inferiorment per 0 (ja
que v ho esta), llavors sabem que és convergent. Sigui r el limit d’aquesta successié
lim, —.co ¥ (ty,) = r = 0. D’altre banda, recordem que estam suposant que lim .o, ¥ (t,) =

Y (tn)

lim;, .o = 1, en conseqiiéncia totes les subsuccessions de ¥ (t,) també han de

n
convergira 1:

1= lim ¥(ty)= lim y(in) lim”k*m:[”k:t";éo w _r (4.5)
ng—oo T =00 Iy limy, oo ty ’

Es a dir que limy, ~oo ¥ (ty) = tH.

Arabé:

W(tnk)l fo
<t <= Wity <y
Com podem observar, hem arribat a n’aquest fet de suposar que limy,, .o £y, = o #
0. En conseqiiéncia ha de passar que #y = 0.

En definitiva, acabam de veure que com a minim, existeix una subsuccessio de {,}
que és convergent cap a 0, de fet, també hem vist que qualsevol subsuccessi6 que sigui
monotonade {¢,} convergeix a 0. De totes formes, recordem que el que volem demostrar
és que la nostra successi6 acotada {,} tendeix cap a 0. Per veure-ho, suposem que {¢,}
no convergeix a 0 i arribem a contradiccié. Llavors, suposem el segiient:

Ae'>0VneNIm=n: |ty =€ (4.6)

Aleshores, si la successié no convergeix a 0, fixat un n pot passar que |t,,| = &' per
un nombre finit de ¢, o per un nombre infinit. Dit d’'una altra forma, existeixen un
nombre finit o infinit de t,, que no pertanyen al'obert % = [0,€’)?. Si n’existeixen un
nombre finit, llavors prenem com a ny el maxim enter no negatiu tal que |z,,| = ¢’ i com
ny = ny + 1. Aleshores ara si sera cert que:

AneN:Vm=ny: |ty <€
En conseqiiéncia, B¢’ que compleixi que (4.6) i per tant ha de passar que la successié

és convergent a 0.

Finalment, ens queda per tractar el cas en que tenim infinits ¢,, ¢ [0, €'). En particu-
lar, tots aquests termes els podem considerar com una subsuccessio de {f,,}, anomenem-
la {£,;}. A més, sabem que tots els termes d’aquesta subsuccessio pertanyen al tancat

2Donat que els termes de la successié sén tots reals no negatius, podem considerar la topologia
induida per R*
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[e',00). Com {t, ].} és una successio de nombre reals, en podem extreure una subsucces-
si6 monotona, diguem-li {tn;,}. Per altra part, com {tn;,} esta fitada, en conseqiiéncia
sera convergent. Per ser monotona haura de convergir a 0, com hem dit anteriorment.
En resum, tenim una successi6é que convergeix dins un tancat, aleshores el limit de la
successio ha de pertanyer al tancat, és a dir: 0 ¢ [¢’,00), que és un absurd. Aleshores la
successio {t,} ha de convergir a 0, com voliem veure.

Acabam de demostrar que si lim ;oo ¥(t;) =1 = lim,_ t, = 0. A més es té que W
es defineix sobre y/(1) : R* — [0,1) ja que:

G- YW
w(t) = ” <t_1

En conseqiiéncia ¥ compleix part les hipotesis del Teorema 11.

Per acabar de veure que estam en les condicions del Teorema 11 ens falta veure que
la nostra funcié ¥ compleix la desigualtat (4.2), és a dir, hem de veure que:

d(T(x), Ty) <y(dxy)d(x,y)

Aixi, podrem aplicar el teorema esmentat i haurem demostrat que T té un Gnic
punt fix i que {T"(x)} convergeix al punt fix de 'operador.

Per les hipotesis del nostre teorema sabem que:
d(T(x), T(y) =y(d(x,y)
Sid(x,y) #0esté que:

w(d(x,y))
d(x,y)

Isid(x,y) =0= x=yiladesigualtat també es compleix:

a(Tx), T(y) = dx,y)=w(d(x,)d(x,y) x,ye€X

0=d(T(x), T(y) <ydx,y)dx,y)=0 x,yeX

Com voliem veure.
O

En el segiient resultat es considera una condicié de contractivitat on la funci6
auxiliar no és continua i tampoc monotona decreixent.

Teorema 13. Sigui (X, d) un espai métric complet, suposem que T : X — X compleix:

AT, Ty =yldx,y) xyeM (4.7)

on vy :RY — R" és semi-continua per la dreta ® i satisfa que 0 < w(t) < t pert > 0.
Aleshores loperador T té un tinic punt fix z € X i la successio d’iterats {T" (x)} convergeix
azperacadaxeX.

3 s . . . . .
I.{eC(.)rdem que una fu.ncm és semi-continua per la dreta .s;1 T l. r=lim SL}pj_,oo w(rj) =y(r). Aqui,
rj | r indica que la successi6é monotona r j és monotona decreixent i convergeix a un nombre real r.
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Demostracio. Siguix e Xix, =T"(x),n=1,2,3,...,1lademostracié del teorema passara
en primer lloc, per demostrar que lim;,_.o, d(x;, Xn+1) = 0. Aquest fet, ens permetra de-
mostrar que la successi6é amb la que estam treballant és de Cauchy. Com ens trobam en
un espai métric complet, la successié convergira dins I’espai. Per la continuitat de 'ope-
rador (que haurem de demostrar) es tendra que el seu punt fix és el limit de la successio.

Com hem dit, en primer lloc, vegem que lim,,_.o, d(xy, X;+1) = 0. Considerem la
segiient successio {d(x,, x,+1)}. En efecte, per (4.7), podem demostrar que és una suc-
cessio decreixent:

d(xn, Xpe1) = d(T"(x), T" () = d(T(T" (), T(T"(x)))
@.7 w(n<t
< w@T"N), TM) < d(T" (), T"(x0) = d(xp-1, Xn)
Podem observar que la successi6 és decreixent i esta fitada inferiorment per 0.
En conseqiiéncia és convergent i lim,_., d(xp, Xp+1) = r = 0. Demostrem que r =0,
aplicant limits superiors a la segiient desigualtat donada per la contractivitat de T

d(xXp, Xp41) YT (x)), T" (X))

U
limsup d(xy, Xp+1) < limsupw(d(T”_l(x)), T"(x))
n—oo n—oo
U
. . . n-1 n ¥ semi-cont dreta
r= lim d(x,, xp+1) =limsupd(x,, Xp+1) <limsupyw(d(T" " (x)), T"(x)) <
n—oo n—o00 N—00
U
r<wy(r)
Jyx)<x, Vx>0
r=0

Acabam de veure que lim,,_.o d(x,, Xp+1) = 0. Demostrem que {x,} és de Cauchy.
Per fer-ho, suposem que no i arribem a contradiccié6. Si {x,} no és de Cauchy es té que:

de>0VkeNImp, nreN:mg>ng 2k, dxXm,xn) =€ (4.8)
Prenem com mj el nombre natural menor (major que ny) pel qual es manté la
desigualtat anterior. En conseqiiéncia, per qualsevol nombre menor a mj (denotem-lo
amb m;: my > m)) ha de passar que:
d(xm;c, Xp) <€

Ja que en cas contrari, m no seria el menor nombre que compleix (4.8). En particu-

lar es compleix per mj. = my - 1:

d(Xmp-1,Xn) <€ (4.9)

Per altra banda, com my. > n; = k i la successié {d(x,,x,+1)} és decreixent, es
compleix que:
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d(xmkr xmk_l)y d(xmk;xmkﬂ); d(xnk»xnkH) = d(xk) xk+1) (4-10)

A continuaci6 veurem que limy_.o, d(X,, Xn,) = €. Apliquem la desigualtat triangu-
lar a la distancia d (X, Xn,):

(4.8)
& = d(xmk,xnk) = d(xmk»xmk,l) +d(xmk,1;xnk)
(4.10) (4.9)

= dXe X)) +dXm X)) = d(Xk, Xke1) T E

Com sabem que limy_. o, d(xg, xr+1) = 0, aplicant limits a la desigualtat anterior:

lim e < lim d(xp,, xp,) < hm Ad(Xp, Xs1) + €

k—o0 k—o0
U
e< ,}Egod(xmk’xnk) <e¢
U

lim d(x,,xp,) =€
k—o0

Per altra banda:

d(xmernk) = d(xmk;xmk+1)+d(xmk+1rxnk+l)+d(xnk+1yxnk)
< 2d(Xp, Xp1) + A (X s1, Xngr1)

< 2d(xp, Xp41) (A (X, Xn,))
Si una altre vegada aplicam limits superiors:

limsup d (X, Xp,) < limsup (2d (xg, Xk+1) + ¥ (d (X, Xn,)))

k—o0 k—o0

U

€= lim d(xmk,xnk) =limsup d(xp,, Xn,) <limsup2d (xg, Xi+1) +limsup y (d (X, Xn,))
k— k—o00 k—o0 k—o00
U
¥ semi-cont dreta
e< hm 2d(xk,xk+1) +limsupy (d (X, Xn,)) = limsup v (d(xpm,, Xn,)) < w(e)
k—o0 k—o0
U
e<yl(e)
U

Contradicci6 perque € > 0!

La contradiccié ve de suposar que la successié no és de Cauchy, en conseqiiéncia
podem afirmar que {x, = T"(x)} és de Cauchy. Com ens trobam en un espai metric
complet la successi6 és convergent. Suposem z és el limit de la successid, per tant:
limy,_. T"(x) = z € X. Per acabar de demostrar que z és el punt fix de 'operador, ens
queda veure que T és continua, és a dir:

Ve>030>0:d(x,))<d6=>d(Tx),T(y)<e
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Vegem-ho:

4.7) w(H<t
ad(Tx), T(y) = ydx,y)<dx,y) < 06

Prenent 6 = € aconseguim demostrar la continuitat de 7.

Com acabam de demostrar que T és continua, per tant sabem que la successi6 d’i-
matges convergeix a la imatge del limit de la successio, és a dir, {T (x,,) = T(T" (x))}>,
convergeix a T(z). Com ens trobam en un espai metric, el limit és tnic, llavors ha de
passar que T'(z) = z, és a dir, que 'operador té un punt fix.

Ens falta demostrar la unicitat de punt fix per 'operador T. Al igual que hem fet
en el Teorema 11, suposem que no és Unic i arribem a contradiccié. Suposem que
dx,ye X, x# ytalsque T(x) = xi T(y) = y. Aleshores, per (4.7) sabem que:

d(x,y)>0, y(t)<t
dx,y)=d(T(x), T(y) =yd(x,y) < d(x,y)

Com podem veure, obtenim que d(x, y) < d(x, y) que és un absurd. Aquest absurd
ve de suposar que I'operador té dos punts fixos diferents, en conseqiiencia, T té un
Gnic punt fix.

O

Observem que el Teorema 12 és un cas particular del Teorema 13.

En el segiient resultat es consideren condicions de contractivitat generades per
funcions auxiliars que satisfan les mateixes condicions que el Teorema 12, llevat que
aquestes s6n monotones creixents. Aquest fet ens requerira treballar amb operadors
definits sobre conjunts tancats i fitats d'un espai metric.

Teorema 14. Sigui (X, d) un espai metric complet i M un subconjunt tancat i fitat de X.
Suposem que T : X — X compleix:

a(Tx), Ty) =pld(x,y) x,yeM (4.11)

2

On ¢ :R™ — R* és una funcié creixent i continua per la dreta que satisfa ¢(t) < t
per t > 0. Aleshores l'operador T té un tinic punt fix z € X i la successio d’iterats {T" (x)}
convergeix a z per a cada x € X. A més, si dy és el diametre de M, aleshores:

d(T"(x),z) < " (dp)
i¢p"(dy) — 0 quan n — oo.

Demostracio. Com M és un subconjunt tancat de X, tenim que (M, d) també és un
espai metric complet, llavors com tenim les mateixes hipotesis que el Teorema 13, ja
que qualsevol funcié continua per la dreta és semi-continua per la dreta. Aleshores
podem aplicar el Teorema 13 i queda demostrada I'existéncia i unicitat de punt fix per
I'operador T ia més {T"(x)} convergeix al punt fix. Sigui z aquest punt fix, vegem que:

d(T"(x),z) < ¢"(dp)
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on dy = sup{d(x, y): x,y € M}. Notem que el diametre de M és finit pel fet que M és un
conjunt fitat.

Com sabem que la nostra funcié ¢ és creixent, aplicant la desigualtat que ens déna
(4.11) a cada pas en la segilient cadena de desigualtats, obtenim el segiient:

(4.11)

d(T"(x), 2) < Pd(T"1(x),2) = p(d(T(T"2(x)), T(2)))
(4.11), @ creixent N2 n-1 n
< elpd(T"*(x),2)) s - =" (Tx),2)<¢"(dx,2z)
qo”creixent4
< ¢ (do)

Com voliem veure. Ens falta veure que lim,—., ¢" (dy) = 0. En primer lloc, com ¢
és una funcié que compleix que V¢ > 0 ¢(f) < t i a més és creixent es té que @>(t) =
@(p(1) < @(t). Aplicant ¢ a la desigualtat anterior n vegades, observam que obtenim
una successio {¢"(t)} decreixent i acotada inferiorment per 0 (ja que ¢ ho esta), en
conseqiieéncia {¢p" ()} és convergent. Suposem que lim,_,¢"(¢) = r > 0 i arribem a
contradiccio.

Com ¢ és continua per la dreta tenim que:

" (@) L= lim p(e" (1) = lim " (1) = o(r)

Per altra banda, lim,, ., ¢""1(¢) = r, per unicitat de limits ha de passar que ¢(r) = r
perd com r > 0 hauria de passar que ¢(r) < r, per tant hem arribat a una contradiccio.
Aquesta contradicci6 ve de suposar que r # 0, aleshores acabam de demostrar que
limy— o ¢"(f) = 0, com voliem veure. O

El segiient resultat mostra que el Teorema 14 és cert quan es conserva la monotonia
de la funci6 que indueix la contractivitat i es reemplaca la resta de condicions per una
de nova.

Teorema 15. Sigui (X, d) un espai metric complet. Suposem que T : X — X compleix:

AT, Ty =eldx,y) xyeM (4.12)

on ¢ :]10,00[—10,00[ és una funcié monotona creixent i satisfalim,_... " (t) =0, t > 0.
Aleshores loperador T té un tinic punt fix z € X i la successié d'iterats {T" (x)} convergeix
azperacadaxe X.

Demostracio. Aligual que hem fet amb anterioritat, la demostracié d’aquest teorema
passara per demostrar que la successio {T"(x) = x,} és de Cauchy, com ens trobam en
un espai complet, la successi6 ha de ser convergent, i a més demostrarem que conver-
geix al punt fix de 'operador. Per poder poder veure tot aix0, en primer lloc veurem que
limy, .00 d(Xp, Xp41) = 0.

En primer lloc, com sabem que la nostra funcié ¢ és creixent, aplicant la desigualtat
que ens déna (4.12) a cada pas en la segiient cadena de desigualtats, obtenim el segiient:

4Notem que si ¥ és creixent, qualsevol poténcia seva també ho és.
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n n+1 n-1 n (4.12) n-1 n
d(Xp, Xp+1) =d(T7(X), T" () =d(T(T" " (x), T(T"(x))) = (T (x), T"(x)))
Es a dir, que V7 es compleix que:

d(Xn, Xp1) < QAT (), T" (1)) (4.13)
Per la desigualtat anterior i com ¢ és creixent:
(4.13), @ creixent

eI @, T"0) s p(p(dr @), T ()
<" d(T (), T*(x) < 9" (d(x, T(x)))

da(xn, Xn+1)

Aplicant limits a la desigualtat anterior:

d(xp, Xpe1) < @™ (d(x, T(x)))
U r}ggown(t) =0, t=d(x,T(x)) >0°

lim d(xp, Xp+1) < lim @™ (d(x, T(x))) =0
n—oo n—oo

|| d és metrica

0< lim d(x,,Xx,+1) <0
n—oo

U

lim d(xy, Xp+1) =0
n—oo

En segon lloc, vegem que la nostra successio és de Cauchy, és a dir:

Ve>03dnpeN, Vn,m=ng: d(x,, X, <&

Per veure aix0, anem a veure que donades les hipotesis amb les que comptam
podem deduir que ¢(t) < t, t > 0. Suposem que no i arribem a contradicci6:

¢ creixent aplicat n vegades

o)zt = POz 10) = P D=t 02t=>1t=0

Com podem veure, tan sols es compleix ¢(f) = ¢ per t = 0, en conseqiiéncia es té
que:

PO<t, >0 (4.14)

En particular es compleix que Ve > 0: ¢(e) <e = e—@(e) > 0.
D’altra banda, com sabem r}im d(xy, Xn+1) =0, tenim que:
—00

Ve'=e—@(e)>03INeN: Vn= N, d(x,, Xnt1) < €—@(€) (4.15)

SEn cas contrari, ja hauriem trobat I'existéncia de punt fix per T i bastaria veure la unicitat com
veurem més endavant
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A continuaci6 restringirem el nostre operador al segiient conjunt:
K(x,,e)={xe X: d(x,,x) <&}

Vegem que amb aquesta restriccié es compleix que: T : K(x,, &) — K(xp,€), és a dir,
siy € K(xu,€) = T(y) € K(xp,€). Apliquem la desigualtat triangular:

d(T(y), xn) = d(T(y), T(xp) +d(T (xy), X)
(4.12)
= <p(d(y, Xn)) +d(Xpt1,Xn)
Y€K (xy,€),¢ creixent
< (&) + d(xXp+1, Xn)
(4.15)
< pE)+e—ple)=¢

En conseqiiencia T(y) € K(xy,€) i aleshores tenim que: T : K(xp,&) — K(xp, €). Es
a dir, que si un element pertany al conjunt K (x,, €), la iteracié de les seves imatges per
loperador T també.

D’altra banda sabem que K(x, €) no és el conjunt buit, perqué com minim hi per-
tany x, donat que 0 = d(x,, x,) < €.

Recordem que ens falta veure que 3ny, tal que Vm = n = ny tenim que d(x;,, x,) <€,
és a dir, hem de veure que x,, € K(x,,€), vegem-ho:

n€K(x,,€)
X = T = T (T (20)) = T "(xp) " =" X € K(Xn, €)

En conseqiiencia si prenem ng = N tenim que la imatge de qualsevol element de
K(xy,, €) pertany al mateix conjunt i per tant Vm = n = ny tenim que d(x, X,) < €, com
voliem veure.

Com ens trobam en un espai meétric complet la successié és convergent. Suposem
que z és el limit de la successio, per tant: limy ..o T"(x) =lim;, .o X, = z € X.

Per acabar de demostrar que z és el punt fix de 'operador, ens queda veure que T
és continua, és a dir:

Ve>030>0:d(x,))<d6=>d(Tx),T(y)<e
Vegem-ho:

(4.12) (4.14)
A(Tx), T(y) = @edxy) < dxy)<d

Prenent 6 = € aconseguim demostrar la continuitat de T.
Com acabam de demostrar que T és continua, sabem que la successi6 d'imatges
convergeix a la imatge del limit de la successi6, és a dir, {T(T"(x))}>, convergeix a

T(z). Com ens trobam en un espai metric, el limit és tinic i llavors ha de passar que
T(z) = z, és a dir, que 'operador té un punt fix.
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Ens falta demostrar la unicitat de punt fix per I'operador T. Suposem que no és
Unic i arribem a contradiccié. Suposem que 3x,y € X, x # ytalsque T'(x) =xi T(y) = y.
Aleshores, per (4.12) sabem que:

(4.14), d(x,y)>0
d(x,y) =d(T(x), T(y)) < @(d(x,)) < d(x,y)

Com podem veure, obtenim que d(x, y) < d(x, y) que és un absurd. Aquest absurd
ve de suposar que I'operador té dos punts fixos diferents, en conseqiiéncia, T té un
Gnic punt fix.

O

Fins el moment, hem treballat amb funcions k-contractives o amb funcions que,
mitjancant una funcié auxiliar, complien una propietat que recordava a la k-contractivitat,
perod que passa amb les funcions contractives, és a dir, amb aquelles que compleixen
que d(T(x), T(y)) <d(x,y) Vx,y € M, x # y? La unicitat i la existéncia de punt fix ve
garantida pel Teorema de Nemytskii-Eldestein, el qual requereix hipotesis sobre I'espai
metric.

Teorema 16 (Teorema de Nemytskii-Eldestein). Sigui (X, d) un espai métric compacte
i sigui T : X — X un operador contractiu. Aleshores T té un tinic punt fix xo, a més, la
successié d'iterats {T" (x)} convergeix a xy per a cada x € X.

Demostracio. En primer lloc, provarem l'existencia de punt fix. Suposem que no té
punt fix i arribem a contradicci6. Per aixo definim la funcié v : X — R* de la segiient
manera:

w(x) =d(x, T(x))

La funci6 v és una funcié continua i a més esta definida sobre un compacte, alesho-
res ¥ assoleix les seves fites sobre el seu conjunt de definici6, en particular sabem que
ha de assolir el seu minim per un valor que anomenarem x, € X. Recordem que estam
suposant que I'operador no té punt fix, en particular, s’ha de complir que xy # T (xp):

T contractiva, xo# T (xp)

Y (T (x0)) = d(T (x), T (x0)) < d(xo, T (x0)) = ¥ (xo)

Acabam de veure que el punt T'(xp) és menor que el propi minim. Aquesta contra-
dicci6 ve de suposar que xg # T (xp), ha de passar que xy = T(xp). Un cop demostrada
la existéncia, anem a veure la unicitat.

Suposem que dx # y € X talque T'(x) = xi T(y) = y. Com T és una funcié contracti-
va:
d(x,y)=d(T(x), T(y) <d(x,y)
Com podem observar, hem arribat a una contradiccié. En conseqiiéncia ha de
passar que x = y i per tant tenim existencia i unicitat de punt fix.
Finalment, vegem que lim,_., T"(x) = xy Vx € X. Per veure-ho, considerem la

segiient successio {d(T"(x), x9)}, provem que és decreixent:

T contractiva

d(Tn+1(X),JC0) =d(T(T"(x)), T (xp)) < d(T" (x), xo)

54



4.1. Generalitzacions del Teorema Punt Fix de Banach

Tenim una successi6 decreixent i acotada inferiorment per 0 (ja que d és metrica),
en conseqiiencia és convergent:

lim d(T"(x),x9)=r=0 (4.16)
n—oo
D’altra banda, com X és un espai compacte sabem que de la successié {T"(x)} se'n
pot extreure una de convergent. Sigui { 7" (x)} aquesta subsuccessié, compleix que
lim T"(x)=ze X (4.17)
n,—oo

D’aquesta forma tenim:

(4.17) ,d cont

d(z, xo) Hmy, o0 AT (), %0) 2% 1imy, 00 d(T"*1(x), X0)

d,T cont

6
limy, —.co d(T(T" (X)), X0) d(T (limp, —co T (X)), X0)

d(T(z), xo)

Per altra banda, lim,; oo d(T"" (x), x0) (4.16)

dor és contractiu, s’ha de complir que:

r=r=d(z,xp). Si z # xp, com 'opera-

d(T(2),x0) = d(T(2), T (x0)) < d(z, xo)

Pero acabavem de veure que d(z, xo) = d(T'(z), xp). Hem arribat a n'aquesta contra-
dicci6 de suposar que z # xy, aleshores

z2=xo=>r=d(z,x9) =0
i en conseqiiéncia:
lim d(T"(x),x9) =r=0= lim T"(x) = xg
n—oo n—o0
O

Per escriure aquest capitol de generalitzacions ens hem basat la primera i segona
seccions de la referéncia [4].

6T és continua, és a dir:
Ve>036>0:0<d(x,y)<6=>d(Tx), T(y) <&
Vegem-ho:

T contractiva

d(T(x), T(y) < dx,y)=6<6

Prenent § = € aconseguim demostrar la continuitat de T.
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A continuaci6, anem a emfatitzar quins han estat els punts més importants.

En primer lloc, en el Capitol 1, s’han introduit els diferents tipus basics de funcions
contractives que es poden trobar a la literatura i n'hem exposat alguns exemples. De tots
ells, ens hem restringit a estudiar-ne dos: les funcions k-contractives i les contractives.
Més endavant, en els Capitols 2, 3 i part del 4 hem continuat estudiant les funcions
k-contractives.

Aixi, en el Capitol 2, hem enunciat i demostrat el Teorema de Punt Fix de Banach.
Per fer-ho, el pas clau ha estat construir-nos una successié a partir d’iterar una condicié
inicial mitjancant 'operador del qual volem trobar el punt fix, i posteriorment hem
demostrat que aquesta successi6 era de Cauchy. Finalment, com estam suposant en tot
moment que ens trobam en un espai metric complet, la successi6é ha de convergir a
un punt de I'espai i, a través de la continuitat de 'operador, hem acabat per demostrar
que aquest limit és el punt fix, i a més, que aquest és independent a la condici6 inicial
elegida. Per altra banda, en el Capitol 2 també hem dut a terme una discussi6 sobre la
importancia de les hipotesis del Teorema de Banach i hem argumentat la importancia
del mateix. En particular, s’ha enaltit el fet que aquest resultat permet desenvolupar
una Unica tecnica que és util per resoldre de la mateixa forma equacions lineals i no
lineals.

En el Capitol 3 hem pogut donar sortida al Teorema de Punt Fix de Banach. La
primera de les aplicacions ha estat economica, més concretament hem estudiat analiti-
cament la dinamica de preus de mercat governat per la llei de I'oferta i la demanda. A
més, hem il-lustrat aquest estudi amb un exemple numeéric concret, en el qual les lleis
de l'oferta ila demanda venien donades per funcions lineals. La segona aplicaci6 ha
consistit en discutir la implementaci6 de ’algoritme del PageRank de Google. Per a aixo,
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s’ha fet ts de la versi6 convexa del Teorema de Punt Fix de Brower i del Teorema de
Perron per a operadors induits per matrius estocastiques. No obstant, s’ha demostrat
que el Teorema de Punt Fix de Banach introdueix una técnica més eficient per a la
implementaci6 del PageRank. Finalment, la teoria exposada s’ha aplicat a un exemple
concret, el de la web de la Universitat de Standford. Per desenvolupar aquest exemple
de gran dimensi6, s’han necessitat tan sols 62 iteracions per obtenir el seu corresponent
valor del PageRank. Encara que Banach ens asseguri la existéncia i unicitat de solucié
independentment de la condici6 inicial considerada, hem pogut apreciar que el nom
d’iteracions que s’ha de realitzar per arribar a la soluci6 és bastant sensible a la condici6
inicial esmentada, ja que si comencam a iterar amb un valor molt enfora del punt fix
ens tardara en convergir més que si iniciem el procés d’iterar a partir d'una condicié
inicial propera a aquest punt fix.

Encara que el Teorema de Banach realment és molt ttil en moltes aplicacions,
existeixen situacions en les quals es desitja obtenir I'existéncia i unicitat de punt fix
d’operadors que no satisfan la condicié de k-contractivitat del Teorema de Banach. Per
aquesta rao, el Capitol 4 hem exposat diverses generalitzacions d’aquest teorema les
quals involucren condicions de contractivitat obtingudes mitjancant I'as de funcions
auxiliars que recorden a ’esmentada k-contractivitat. Finalment, en el mateix capitol
s’ha exposat el Teorema de Nemytskii-Edelstein el qual garanteix I’existéncia i unicitat
de punt fix per un tipus de funcions que hem tractat en el Capitol 1, les funcions
contractives.
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A continuaci6, exposarem els diferents resultats que no provenen directament de la
teoria de punt fix perd que ens han estat titils per elaborar aquest treball. Les referéncies
que s’han consultat per a la seva recopilacié han estat [8] , [9] i [10]. A més, s’exposen els
diferents codis que han estat implementats per als exemples numerics i les aplicacions.

A.1.1. Teoremes Auxiliars

Teorema 17 (Teorema del Valor Mitja per funcions escalars). Sigui f:D<R" — R, D
obert. Siguin a i b = a+ h dos elements de D tals que el segment [a, bl c D amb h € R.
Si f és una funcio continua en tots els punts de [a, b] i diferenciable en |a, b| , llavors
existeix ¢ €]a, b[ tal que:

fla+h)—f(a)=Df()[h] E=a+0hamb0e€]0,1]

Demostracio. La demostracié d’aquest resultat no s’inclou per ser un resultat basic,
no relacionat amb el cos del treball i ha estat ampliament estudiat al llarg dels estudis
GMAT. Es pot trobar la demostraci6 a la referéncia [10] O

El resultat que ve a continuaci6 ha estat molt ttil en la demostracié del Teorema 9
en el Capitol 3.

Teorema 18. Sigui H una matriu estocastica de dimensiéo NxN i x € RN :

I1Hx|l1 < llx]l1 (A1)
hi1 ... hin X1 X1hii +x2h2+...+ xyN
ax=| 1] .
hyt ... hyn/) \xn xihyt+xohpno +...+xNyhNN
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[|Hx||, = |x1h11+x2h12+...+xNh1N|+...+|x1hN1 +x2hN2+...+xNhNN|

= lehul + |x2h12| +... IxNh1N| S + lethl + |x2hN2| +...+ IxNhNNI
hijzo

= h11|x1| + h12|x2| +...... thIxNI +...+ hN1|X1| + hN2|x2| +...+ hNNIxNI
= (h11 +...+ th) [xq| + (h12 +...+ hNg) [ X2 +...+ (h1N+ ...... + hNN) | XN

H estocastica
= [x1 |+ 22| +...+ [xn| = [lx[h

Els tres resultats segiients han estat emprats per dur a terme la demostracio6 del
Corollari 8 i del Teorema 10 en el Capitol 3.

Lema 1. Sigui H una matriu positiva de dimensié M x N, llavors Hx > 0 si x € RY \ {0}.

Demostracio. Efectuem la multiplicacié i vegem que ens queda:

hll th X1 x1h11+x2h12+...+xNh1N
He=| i o i |l ]= :
th hNN XN xth1+x2hN2+...+xNhNN
Com H és una matriu positiva, totes les seves entrades sén estrictament positives.
Per altra part com x és un vector d’entrades no negatives i diferent del vector nul,

com estam operant nombres majors o iguals que 0 (i no tots sén nuls) és evident que
obtendrem un vector positiu no nul. O

Teorema 19. Sigui H una matriu quadrada positiva de dimensiéo NxN aleshores té un
valor propi positiu i el seu vector propi corresponent és positiu'

Demostracio. Considerem la seglient funcié: f(x) = HI{I—I—;HI Sabem que f(x) és una
funci6 continua perqué és una funcié lineal de varies variables. A més f(I1y) < I1y. Per
aquet fet, podem aplicar la versié convexa del Teorema de Brouwer (Teorema 6) i en
conseqiiencia sabem que té un punt fix a I1. Sigui xp € Iy aquest punt fix, es té que:

HX() _
[1Hxoll1
U

Hxo =1Hxoll1x0

fxo) =

X0

Es a dir, que H té un valor propi A = ||Hxo||; > 0 amb vector propi x,. Per veure
que Xy és positiu, basta aplicar el Lema 1 que ens diu que Hxp > 0i en conseqiiéncia
X()Z/I_IHXO>0. O

Teorema 20 (Teorema de Perron). Cada matriu quadrada positiva H té una tinica
parella propia de Perron.

1Recordem que quan ens referim a una matriu positiva o un vector positiu volem dir que tots les seves
entrades s6n positives
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Demostracié. Com H és una matriu positiva, pel Teorema 19 sabem que té un valor
propi positiu i el seu corresponent vector propi també es positiu, és a dir, H té una
parella propia de Perron, diguem-li (1,x) i es compleix que

Hx=x (A.2)

En primer lloc, vegem que el valor propi d’aquesta parella és tinic, en segon lloc veurem
que el seu vector propi també ho és.

Per ser H positiva, sabem que H’ també ho és, llavors també li podem aplicar el
Teorema 19 i sabem que també té una parella propia de Perron (u,y) i en conseqiiéncia
es compleix que

H'y=py=y'H=py' (A3)

D’altra banda, sabem que:

py' = pyx "2 ' mx=y' (Hx) "2y A% = Ay'x)

Com yix? sén vectors propis d’una parella propia de Perron, llavors, sén positius,
en consequencia y’x > 0 és un valor real estrictament positiu. D’aquesta forma podem
dividir tota la cadena de desigualtats anterior per y’x i obtenim que y = A.

Amb la idea anterior, just acabam de construir la base per la qual demostrarem la
unicitat del valor propi de Perron, ja que si ara suposam que existeix una altre parella
propia (a,z) de Perron de H, és a dir, és compleixque @ >0,z>01i

Hz=az (A.4)

Seguint el procediment anterior:

uy'z) = (uyhz 'Y (v iz =y (Hz) ‘2" y'(az) = aly'D)

De la mateixa manera d’abans esveuque @ = picom u= 1= a = piqueda demos-
trada la unicitat pel valor propi de la parella de Perron. Per altra banda, notem que els
valors propis de Perron coincideixen per la matriu H i la seva trasposta.

La segiient passa sera demostrar la unicitat del vector propi de la parella de Perron.
Per aixo0, suposem que aquesta parella no és tinica, és a dir, suposem que existeixen
dues parelles de la forma (A,x) i (A,y) onxiy s6n linealment independents i arribem a
contradiccié. Notem que el valor propi de les dues parelles és el mateix, ja que acabam
de demostrar la seva unicitat.

Per demostrar la unicitat (excepte homotecies) del vector propi de Perron vegem
que sixiysoén dos vectors independents i propis de Perron d'una matriu positiva H
amb valor propi de Perron corresponent A, aleshores existeix un valor a € R tal que
z=ax—y =0, perod, com a minim, una de les seves entrades és nulla. Anem a trobar
quin és aquest valor a.

2Notem que les dimensions de yix sén N x 1 en consequéncia la dimensi6 de y’x és de 1 x 1
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Denotarem per x; la posicio j-éssima del vector x i denotarem per y; la posicio
j-essima del vector y. En definitiva volem trobar a tal que ax = y tal que per alguns
indexs j € I C {1,..., N} es compleixi que

axj>yjjel (A.5)

iper la resta es compleixi que
axj=y;jel’ (A.6)

En primer lloc, sabem que si existeix aquest valor a, alguna de les coordenades del
vector z resultant haura de ser no nulla, ja que sin6 tendriem una combinaci6 lineal
nulla amb coeficients no nuls® de dos vectors linealment independents.

En segon lloc, com x és un vector estrictament positiu, podem dividir la inequacié
(A.5) ilaigualtat (A.6) pel seu respectiu valor x;:

a>ﬁ
Xj
a=
Xj
Per trobar atalque z=ax—y =0, bastaprenema:max{ﬁ:j:l,...,N}.
X
J

En conseqiiencia, sabem que existeix un valor a tal que z = ax—y = 0.

En primer lloc, vegem que z també és un vector propi de la matriu H amb valor
propi de Perron corresponent A:

Hz = H(ax-y)=aHx— Hy=alx— Ay = A(ax—y) = Az

Per altra banda, com H és una matriu positiva i z és un vector no negatiu, en
conseqiiencia pel Lema 1 tenim que Hz > 0. Com z és un vector propi de H amb valor
propi de Perron A > 0:

Hz=1z>0=>z>0

Per tant, tenim una contradiccid. La contradicci6é ve de suposar que x i y s6n in-
dependents, ja que hem pogut aplicar el lema que ens ha donat la contradiccié. En
conseqiiéncia x i y sén dependents, és a dir, x = ay, @ € R™ \ {0}* i obtenim que per
cada matriu quadrada positiva es té una tnica parella de Perron, excepte homotecies.

O

El segiient resultat ha estat emprat en el Capitol 4 en el qual s’han obtinguts genera-
litzacions del Teorema de Punt Fix de Banach.

3Donat que a # 0 perqueé contradiriem que ¥ és un vector propi de Perron ja que no seria positiu:
a=0 N
z=ax—y = —-yz0=>y¢R)
4A més, a > 0 donat que els dos vectors de Perron sén estrictament positius.
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Teorema 21. Donada una successio de nombres reals sempre en podem extreure una
subsuccessié monotonona.

Demostracio. Considerem {x,} una successié de nombres reals. Per demostrar I'’enun-
ciat haurem de distingir entre dos casos: que la successi6 no sigui fitada o que si ho
estigui.

En primer lloc, si la successi6 no és fitada, és a dir, lim x,, = +oo, llavors per forca
podrem extreure una successi6 de termes creixents o decreixents.

En segon lloc, si la successio és fitada, utilitzarem el segiient concepte: Direm que
Xj és de contencié siVN > j es té que xy = xj. Aqui podem distingir entre tres casos:
existeixen un nombre infinit de termes de contencid, n’existeixen un nombre finit o no
n’hi ha cap.

En el primer cas, si suposam que n’existeixen un nombre infinit, considerem com
xj, el primer terme de la successio que és de contenci6. Sabem que el segiient terme
que sigui de contencio xj,, haura de complir que xj, = x;,, ja que x;, és de contencio.
Com existeixen infinits termes que s6n de contencié podem construir una successié
creixent amb aquests termes, en conseqiiéncia hem aconseguit una subsuccessié mo-
notona {x;,}.

En el segon cas, si suposam que tan sols existeixen M termes de contenci6, conside-
rem el segiient terme del darrer terme de contencio: xj,,+1. Com aquest darrer no és de
contenci6, implica que 3i; > jpr+ 1 = ip tal que x;, > x;,. Amb la mateixa idea x;, no pot
ser de contencio (ja que i} > ipiel ip — 1 = jps era el darrer), aix0 implica que Ji» > i)
tal que x;, > x;, > x;,. Seguint aquest mateix raonament, ens anam construint una
successi6 decreixent, en conseqiiéncia hem aconseguit una subsuccessié monotona
b}

El tercer cas és un cas similar a ’anterior. Prenem un terme qualsevol de la suc-
cessio, per exemple x;,. En particular sabem que no sera de contenci6, per tant aixo
implica que 3i; > ip tal que x;, > x;,. Per altra part, x; tampoc és de contenci6, en con-
seqiiencia sabem que 3i, > 7; tal que x;, > x;, > x;,. Seguint aquest mateix raonament,
ens anam construint una successié decreixent, en conseqiiencia hem aconseguit una
subsuccessié monotona {x it

La idea de la demostraci6 s’ha pres de [9].

O
Sumes de progressions geometriques de raé k
Donada una progressié geometrica {a;} de ra6é r sabem que:
n n n
anp+1—ag aop-r"*—ap r'—1
Y ai= = =ap- A7)
iz0 r—1 r—1 r—1
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L r-a,—a
Y agp=—"—"=a- =ay — (A.8)
=m r—1 r—1

A.2. Codi algoritmes utilitzats

A.2.1. Codiexemple f(x) = cos(cos(x))

x0=0

x1=1

i=0

result=c(10,x0)

while (abs(result[length(result)]—result[length(result)—1])>10#%(—-8)){
i=i+l
x1l=cos(cos(x0))
result=c(result,x1)
x0=x1

t

result=result[—1]

x0

A.2.2. Codipunt fix model lineal de mercat

puntfix<—function (alpha, beta ,gamma, delta) {
f <— function (P, alpha,beta, gamma, delta) (alpha+gamma —delta * P)/beta
x0=0 #condicio per entrar al bucle
x1=(gamma/ delta+alpha/beta)/2 #preu inicial
i=0
while (abs(x0—x1)>10x**(—6) && i<10000){
i=i+l
x0=x1
x1=f(x0, alpha,beta,gamma, delta) #preu final

}

return (c(x1,i))
t

puntfix (40, 8.5, 30, 8.4) #exemple de execucio

A.2.3. Calcul del PageRank de 'exemple de 5 pagines web mitjancant el
vector propi

A continuaci6 trobarem el codi amb el qual s’ha resolt el problema (3.5):

Comencam per introduir la matriu del sistema:
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(%il)  HI1: matrix( [0,0,1/2,1/2,1/5], [1,0,0,1/2,1/5], [0,1/2,0,0,1/5], [0,0,1/2,0,1/5],

[0,1/2,0,0,1/5]);

1 1 1
Lo 2t
L o0 3 g
0 3 (1) 0 ? (H1)
00 3 0 ¢
o3 oo i
(%i2)  E:genmatrix(lambda([i,jl, 1), 5, 5);
1 1 1 1 1
1 1 111
1 1 1 1 1 (E)
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
(%i4) d:0.85; G:d*H1+(1-d)*E/length(E);
0.85 (d
0.03000000000000001 0.03000000000000001 0.455 0.455
0.88 0.03000000000000001 0.03000000000000001 0.455
0.03000000000000001 0.455 0.03000000000000001 0.03000000000000001
0.03000000000000001 0.03000000000000001 0.455 0.03000000000000001
0.03000000000000001 0.455 0.03000000000000001 0.03000000000000001
Q)

Notem que a causa de la precisié de la manipulacié algebraica de Wxmaxima
hem obtingut un error de calcul. Com es tracta de una matriu d'un ordre petit, la
modificarem manualment per eliminar aquest error de precisi6:

(%i5)  Gimatrix([0.03,0.03,0.455,0.455,0.2],(0.88,0.03,0.03,0.455,0.2],[0.03,0.455,0.03,0.03,0.2],

[0.03,0.03,0.455,0.03,0.2],[0.03,0.455,0.03,0.03,0.2]);

0.03 0.03 0.455 0.455 0.2
0.88 0.03 0.03 0.455 0.2
0.03 0.455 0.03 0.03 0.2 (©®)
0.03 0.03 0455 0.03 0.2
0.03 0455 0.03 0.03 0.2

Ara, cerquem els valors propis de la matriu i prenem el vector propi amb valor propi 1:
(%i6)  ratprint:false;
false (ratprint)

Si demanam que ens ensenyi els valors propis, veim que el valor propi que cercam
(I'unitat) es troba a la quarta posici6, llavors, demanam que ens mostri el vector propi
que apareix en la quarta posici6:

(%i7)  vectors:eigenvectors(G)$
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(%i9) vectors[1]; vectors[2][4][1];

V3%i 1 3
21097(_2 l“) +(4913\/19187 3483317 )3( V3%i 1) 17
: _ _
)§

2

(-

180000(4913@_ 3483317 32000003 432000000 2 2| 75
32000003% 432000000
(%08)
3 V3%i 1
(4913\/19187 3483317 )3(\/§%i 1) 21097(_71_5) .
320000037 432000000 2 180000(4913 /O s )% =

3
32000003 2 432000000
1

21097 17
R 1)0]» [1’ 1) 1» 1) 1]]
75

(4913\/ 19187 3483317

3
320000032 432000000) 180000(4913 VIO saesaz )%
320000035 432000000

213226 135706 40 135706

) y T (%09)
146433 146433 57 146433

(1,

Com podem observar, el vector propi que ens surt és [1, ﬂgigg, ﬁgzgg, %, }ig’zgg’].

Anem a comprovar-ho que efectivament aquest vector deixa fixa la matriu G:

(%i10)  G.[1,213226/146433,135706/146433,40/57,135706/146433];

1.0
1.456133521815438
0.9267446545519111 (%010)
0.7017543859649122
0.9267446545519111

Exactament el mateix vector propi en forma decimal:
(%il1) [1,213226/146433,135706/146433,40/57,135706/146433],float;

(1,1.456133521815438,0.9267446545519111,0.7017543859649122,0.9267446545519111]
(%011)

I si ara el normalitzam, obtenim la solucié al problema (3.5):

(%i110) [1,1.456133521815438,0.9267446545519111,0.7017543859649122,0.9267446545519111]
/apply("+",[1,1.456133521815438,0.9267446545519111,0.7017543859649122,
0.9267446545519111));

[0.19954594,0.29056553,0.18492813,0.14003224,0.18492813] (%010)

A.2.4. Calcul del PageRank de I'exemple de 5 pagines web amb el Teorema
de Banach

A continuacié podem observar I'algoritme que s’ha executat mitjanant el paquet
de software R per poder resoldre el sistema (3.5) aplicant el Teorema del Punt Fix de
Banach:

G=matrix(c(0.03,0.03,0.455,0.455,0.2,0.88,0.03
0.03,0.455,0.2,0.03,0.455,0.03,0.03,0.2,0.03,
0.03,0.455,0.03,0.2,0.03,0.455,0.03,0.03,0.2)
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,nrow=5,byrow=T) #Introduim la matriu del graf

d=1 #Condicio inicial bucle
potencies=diag(5) #Matriu identitat de dimensio 5
x0=c(1,0,0,0,0) #Condicio inicial

x2=x0

i=1

while ( d>10A(-15) & i<1000){
power=potencies%%G; #Anam calculant les potencies de G

x1=power%+%x0 ; #Calculam els termes de la successio

d=sum(abs (x2—-x1)); #Calculam la distancia amb el terme de
# la successio anterior

potencies=power; #Afegim una potencia a la matriu G

i=i+l

x2=x1} #Avancam en la successio

perron_limitsuccessio=x1

perron_vectorpropi=c(1.0, 1.456133521815438,0.9267446545519111,
0.7017543859649122,0.9267446545519111) #vector propi de Perron de G

perron_Pl=perron_vectorpropi/sum(abs(perron_vectorpropi))
perron_PI #Vector propi de Perron de G normalitzat

i #Nombre d’iteracions

A.2.5. CodiPython del calcul del PageRank pel graf de Stanford

El codi emprat per a la implementacié del PageRank en I'analisi de la pagina web i
la Universitat de Stanford és el segiient.

from azureml import Workspace

ws = Workspace (
workspace_id=" ",
authorization_token=" ',
endpoint="https://studioapi.azureml.net’

)

ds = ws.datasets [ 'web—Stanford. txt ']

frame = ds.to_dataframe ()

NODES = 10000
import time
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import sys
import os
import numpy as np

def adj(): #CONTRUM LA MATRIU H
with ds.open() as f:
1 =[0] «NODES
matrix=[[0]*NODES for i in range (NODES) ]
for line in f.readlines ()[4:]:
origin, destiny = (int(x)—1 for x in line.split())
if origin<NODES and destiny<NODES:
matrix [destiny][origin]=1 #destiny=fila , origin=columna
l[origin]+=1
return (matrix, 1)

def Hl(matrix,1): #CONSTRUIM LA MATRIU MODIFICADA H1
for i in range (NODES):
for j in range (NODES):
if 1[i]!'=0:
matrix[j][i]=matrix[j][i]*1/(1l[i])
else:
matrix[j][i]=1/NODES
return matrix

def Google(d=0.85): #CONSTRUM LA MATRIU G DE GOOGLE
a=adj ()
matrix_H1=Hl(a[0],a[1])
matrix_google=[[0]+*NODES for i in range (NODES)]
for i in range (NODES):
for j in range (NODES):
matrix_google[i][j]=d*matrix H1[i][j] + (1—d)/NODES
return matrix_google

def Punt Fix(): #APLICAM EL TEOREMA DE BANACH
start_time = time.clock ()
d=1

potencies=np.identity (NODES)

x0=potencies [0]

i=1

x2=x0

G=np. array (Google ())

while ((d>10xx(—6)) and (i<1000)):
power=np.dot (potencies ,G)
x1=np.dot (power, x0)
d=sum/(abs (x1-x2))
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pot=potencies

potencies=power

i=i+l

x2=x1
x=np.dot(pot,x0)
print (time.clock() — start_time, "seconds" )
return [x,i]

PageRank = Punt_Fix ()
import pandas as pd

x=pd.DataFrame (PageRank [0])
x.describe ()

import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns

fig, ax = plt.subplots(ncols=2)

ax[0].boxplot (PageRank[0])
ax[1]. hist (PageRank[0])

plt.show ()
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