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Als meus pares, per tot el que signifiquen.

A la meva germana, per totes les rialles.

Ales matematiques, per ensenyar-me que no hi ha res més perillés que no arriscar-se.
A tots aquells que gaudeixen de les matematiques

i que tenen la magica capacitat de contagiar-ho.






Aquest treball és un recull dels coneixements que he assolit durant el curs i intenta
reflexar I’amplia visié que els dos tutors m’han aportat sobre el tema. A la vegada, pretén
ser una lectura que pugui ser entesa per tothom, pero que a la vegada sigui de qualitat
matematica.

La realitzacié d’aquest treball fi de grau ha significat moltes coses. Vaig comencar
descobrint la definicié de norma triangular, que ja sonava geometricament interessant.
Al final, va resultar ser, més bé, algebraicament, logicament, borrosament i analitica-
ment interessant.

Ha significat poder dedicar un any a un mateix tema i poder posar un peu en 'ambit de
la investigaci6 a través de l'estudi de diversos articles i llibres, aixi com de conéixer el
que és escriure una memoria completa que reculli el que he descobert durant el meu
petit viatge per aquest mon.

M’ha servit per afiancar molts dels conceptes que he anat adquirint al llarg del Grau
de Matematiques, aixi com per aportar-me coneixements nous, donat que el tema de
les normes triangulars no apareix al curriculum de cap asignatura. També ha significat
demostrar-me a mi mateixa que he assolit una maduresa matematica que no tenia
quan vaig comencar.

A més, he trobat molt interessant les matematiques que s’empren en I'area de la logica
borrosa i de les normes triangulars i les portes a noves aplicacions que queden obertes.

Per tot aix0, m’agradaria dedicar un agraiment especial a les dues persones que han
guiat aquest treball final de grau.

A Gaspar Mayor, per ser una font d’inspiraci6 des del primer dia, per entendre les ma-
tematiques i per saber transmetre com si d’'un conte es tractas tots els raonaments
que fan connectar els conceptes de manera que tot quedi relacionat. Per la seva bona
disposicié des de l'inici, per descobrir-me aquest mén apassionant i pel seu consell
principal: feina, feina i més feina.

A en Joan Torrens, per la seva dedicaci6 i per haver acceptat el repte de continuar
amb la direccié d’'un treball final de grau ja comencat. Per haver agafat la meva feina
i encaminar-la correctament adaptant-la respectuosament al temps que teniem, als
objectius que voliem assolir i a la nostra forma de treballar. Voldria també agrair-li
la paciéencia i la comprensié i haver donat resposta a tots els meus dubtes sempre
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acompanyant-les de paraules d’anims.

Ha estat un autentic plaer capbussar-me en tot aquest mén sota la seva guia. Si hagués
de tornar a comencar, no m’ho pensaria dues vegades.

Amb tot, em sento molt orgullosa d’haver triat el mén de les matematiques, que es fa
més apassionant a mesura que avanca el cami.



Fa falta tenir alguna cosa especial, deien.

Certament,

la tinica diferéncia entre el que tu fas
i el que no vas elegir

es diu curiositat.

Es tracta d’'anar més enlla,
Voler saber més.

Com.

Quan.

Per que.

Es tracta de tenir el valor de demanar,
no només als altres siné a tu mateix,

i la paciencia per enfrontar

la inmensitat que acompanya

a totes les coses desconegudes.

Que al final la vida és una bijeccié
entre les preguntes que em faig
i les respostes que no sé.

Aprendre que, a vegades,

el que menys necessites per mirar el mon

és el sentit comd,

que cegara la teva ment

i tancara les portes

a la meravellosa manera de mirar-lo des d’'un altre lloc.

Que 2+2 només és 4
si no veus més enlla.

“Que si, mare,

que inverteixo el meu temps en coses

que ni es toquen, ni es veuen.

Que només sén escrites en un altre idioma,
sense accents,

sense frases,

i a vegades sense paper.

Que estic sa pero una mica boig;
alcapiala fila bogeria
és només qiiestio de majories.”

Tenir el valor d’admetre
que no entenc l'amor, no entenc la mort
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i que, definitivament, no entenc

la diferencia entre algebraic i transcendent.

I que si alguna cosa va malament,
sempre s'esta a temps
de fer un canvi de parametres.

Que al final aixeques la mirada,
tan aprop del buit com de linfinit,
i t'atreveixes

a assegurar-li al mon

que ets capag d'enfrontar, analitzar i entendre qualsevol cosa,

excepte tal vegada I'amor,
que mai ha tingut sentit.

Que et sents orgullés d’haver-ho intentat,

de no haver cregut en els limits,
per molt que tendissin a infinit.

I que ens convencin,

que fins que no caigui

el pes d’'una contradiccié

o d’'un maleit contraexemple,

no hi haura Déu ni politic

que ens faci creure el contrari.

Que si no hi ha prova no hi ha delicte,
contrareciprocament parlant.

Permet-me que aclareixi doncs,

que no son els teus ulls els que canvien
en passar del desconeixement

a trobar el sentit al que veus.

Permet-me dir-te

que no has de tenir res especial,
tunicament necessites

no creure en l'impossible.

Que tot comenga per voler saber més,
i tot acaba

en el precis moment

en que te n'adones

de queno téfi.

AGRAIMENTS

Sara Lopez Miguel.



Paraules clau: t-norma, t-conorma, logica borrosa, implicacio, funcio d’agregacio, uni-
norma, nulnorma, copula.

Les normes triangulars (t-normes) sén al darrere de moltes investigacions actuals.
Entre altres, la teoria dels conjunts borrosos, la intel-ligencia artificial o el tractament
d’imatges s6n arees que s’han desenvolupat considerant aquestes funcions.

En aquest treball es fa una introducci6 a les normes triangulars, posant émfasi en
les que s6n continues. Es presenten resultats que les relacionen amb les t-conormes i
que permeten construir-les a partir d’altres funcions. També es presenten els cinc tipus
més habituals de t-normes i es donen algunes propietats fins arribar a la classificaci6
de les t-normes continues com a sumes ordinals de t-normes arquimedianes.

A més, es proporciona una visié més amplia d’aquestes funcions plantejant algunes de
les seves aplicacions en camps com la probabilitat, la teoria dels conjunts borrosos o
les finances. També s’emmarquen en un context més general: el de les funcions d’a-
gregacio. Es dona la classificacié d’aquestes funcions i diversos exemples de cada classe.

Es procura destacar la relaci6é entre els conceptes entre distints capitols, a fi de que

finalment es tingui, de manera autocontinguda, una base teorica i una idea de les
possibles aplicacions i ampliacions de les t-normes.
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Els darrers avancos en logica borrosa, en control de riscs financers o en la teoria d’espais
metrics probabilistics sén molt coneguts. Aquests han permeés, per exemple, desenvolu-
par aparells electronics intel-ligents, metodes de tractament d'imatges cada vegada més
sofisticats, han aconseguit que els bancs asumeixin menors riscs i dissenyar millors
carteres o inclis canviar la concepci6 de distancia entre dos punts, de manera que deixi
de ser un simple nombre i passi a ser una probabilitat.

Tots aquests avancos, no obstant, tenen una cosa en comu: en la consecucié de tots ells
ha intervingut el concepte de norma triangular. Aquestes funcions s'amaguen darrera
de multitud d’arees d’investigacio6 i resulten conformar un mén molt interessant de
propietats i classificacions que s’ha anat expandint i enriquint des de la seva aparici6 al
1942.

Lobjectiu d’aquest treball és doble. Per una part, és presentar d'una forma clara el
concepte de norma triangular (t-norma per abreujar), aixi com les propietats que la fan
interessant.

Per una altra part, es pretén donar al lector una visi6 amplia del que envolta a les
t-normes. Per aixo0, es descriuen algunes de les aplicacions que poden tenir aquests
operadors en altres camps de coneixement i es parla del context en que es troben
situades. Aixi, s’analitzen els origens i el desenvolupament de les normes triangulars i
es presenten operadors estretament relacionats, com son les funcions d’agregacio.

El Capfitol 2 conforma la base teorica. En aquest capitol, I'estudi teoric s'acompanya de
les cinc t-normes més conegudes i es fa especial émfasi en les t-normes continues, ja
que s6n les més estudiades i les que s’empren principalment en les aplicacions. A més,
es donen resultats que ens permeten construir t-normes de dues maneres diferents.

El Capitol 3 és un recull de diferents aplicacions de les t-normes en altres camps,
en especial en el mon de la logica borrosa i el raonament aproximat, encara que de



1. INTRODUCCIO

manera teorica. En aquest apartat es destaquen els aspectes logic, probabilistic i anali-
tic de les t-normes i es déna importancia a la relacié que les t-normes tenen amb el
desenvolupament de cada camp.

Al Capitol 4 ens allunyam una mica de les t-normes per veurer-les en un marc més
ampli: el de les funcions d’agregacié. En aquest capitol es parla, en especial, de les
uninormes i les nulnormes, que es poden veure com a generalitzacions de les t-normes
iles t-conormes.

En el primer annex es descriu breument quin és ’origen de les t-normes i s’analit-
za l'article original en que es dona per primera vegada la seva definicié.

El segon annex recull les definicions de copula i quasi-copula com una ampliaci6 del
Capitol 4, aixi com alguns resultats que, de nou, ens tornen a dur a una relacio entre les
copules iles t-normes continues.

Finalment, a I’Apendix s’inclou el codi emprat per generar les grafiques que acom-
panyen les explicacions durant tota la memoria.



2.1 Definicions basiques i propietats

2.1.1 Normes triangulars

Definici6 1. Una norma triangular o t-norma és una operacio binaria
T:[0,1]> — [0,1] que satisfa els segiients axiomes per qualsevols x, y, z € [0, 1]:

e Commutativitat:

T(x,y)=T(y, x). (T1)
¢ Associativitat:
T(x,T(y,2)=T(T(x,y),2). (T2)
¢ Monotonia:
Tx,y)<T(x,2) si y<z (T3)
¢ Condicié de frontera:
T(x,1) = x. (T4)

Encara que aquests son els axiomes necessaris per tenir una t-norma, podem deduir
directament de la definici6 que una t-norma T safisfa en realitat per a qualsevol x € [0, 1]
unes condicions més generals.

Proposicié 1. Sigui T una t-norma, aleshores, per x € [0,1]:
T(0,x)=T(x,0)=0, 2.1
T(1,x) = x. (2.2)
Demostracio. Aplicant les propietats (T1), (T3) i (T4) tenim
0<Tx,0=T0,x)<T0O1)=0=>T(x,00=T(0,x)=0.

D’altra banda, gracies a (T1) i (T4) tenim (2.2). O

3



2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

Definicié 2. La regié zero d'una t-norma T és el conjunt dels punts (x, y) € [0, 1)2 tals
que T'(x,y) =0, és adir:

Ry =1{(x,y) €[0,11* | T(x,y)=0}.

Gracies a la Proposici6 1, sabem que tots els punts de la forma (x,0) i (0, x) amb x € [0, 1]
formen part de la regi6 zero de qualsevol t-norma.
Silaregi6 zero de T es redueix a aquests punts, es diu que T té regié zero trivial.

La Proposicié 1 ens fa veure que les t-normes coincideixen en la frontera del qua-
drat unitat [0, 1]2. Aquest fet es pot veure clarament a les Figures 2.1-2.12.

A més, per una t-norma T tenim la monotonia a les dues components, i.e:
T(x1,y1) < T(x2,)2) perx;<xz2iy; <yo. (2.3)
Aquesta generalitzaci6 és possible gracies a (T3) i (T1):

T(x1,y1) < T(x1,2) = T(y2, x1) < T(y2, X2) = T'(x2, 2).
Exemple 1. Els quatre exemples basics de t-normes sén els segiients:
e Minim
Tvm(x,y) = min(x, y)

¢ Producte
Tp(x,y)=x-y

¢ De Lukasiewicz
Tr(x,y) =max(x+y-1,0)

¢ Producte drastic

(o0 si (x,)) €[0,1[%,
Ip(x,y) = { min(x, ) en altre cas.

A més, podem trobar un exemple de t-norma molt interessant i important:

e Minim nilpotent

(o0 six+y<1
Tam(x, y) = { min(x,y) en altre cas.

Podem veure la representaci6 en 3D de les t-normes a les Figures 2.1-2.12. La barra del
costat de les grafiques indica els valors que prenen les t-normes.

Aixi, per exemple, a la t-norma minim els valors de la component z van augmentant a
mesura que augmenten els valors dels eixos x i y fins arribar a 1, ja que anam aplicant
la funcié minim. La diagonal es manté fixa també, ja que és el minim entre dos valors
iguals.



2.1. Definicions basiques i propietats

X

Figura 2.1: Grafica 3D de Ty, Figura 2.2: Perfil 3D de Ty,

Figura 2.3: Altra vista 3D de Ty

Passa una cosa semblant a la grafica de Tp, pero ara no tendrem la diagonal marcada:
el producte de dos valors iguals x, y no és ni x ni y.

Aquestes dues t-normes, Tys i Tp sén les iniques dels cinc exemples que tenen clara-
ment regi6 zero trivial.

Figura 2.4: Grafica 3D de Tp Figura 2.5: Perfil 3D de Tp



2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

Com és normal, a la representacié de la t-norma T; apareix una part en que l'eix
z val completament zero. Aix0 sera quan x+ y—1 < 0, és a dir, quan y < 1 — x. Podem
veure marcada la recta y = 1 — x que marca el limit de la regi6 zero de T7. Aixi, la regi6
zerode Ty és Ry, = {(x,y) €[0,1]*> | x+y<1}.

Figura 2.6: Grafica 3D de Ty, Figura 2.7: Perfil 3D de T},

La grafica de Tp representa una superficie amb tota la base amb valor nul en 'eix z.
Com tota la superficie és de color blau, vol dir que només es mantenen les fronteres
amb valors no nuls. Aixi, la regi6 zero de Tp és Rt, =]0,1 [2u{(1,0), (0, 1)}.

Figura 2.8: Grafica 3D de Tp Figura 2.9: Perfil 3D de Tp

En el cas de la t-norma minim nilpotent, fixem-nos en les Figures 2.10-2.12 que la regi6
zero d’aquesta t-norma és la mateixa que la de 7;. La resta de la t-norma agafa la forma
de Th.



2.1. Definicions basiques i propietats

Figura 2.10: Grafica 3D de Ty Figura 2.11: Perfil 3D de Ty

Figura 2.12: Altra vista 3D de Tj,ps

Ales Figures 2.13-2.17 trobam les grafiques de contorn de les cinc t-normes. Aquest
tipus de grafica ens permet veure les corbes a les quals les t-normes tenen un valor
constant, és a dir, la corba uneix punts amb el mateix valor. Ens serveixen d’ajuda per
tenir clara la forma de cada t-norma en I'espai 3-dimensional.

Per exemple, a la Figura 2.16 queda clar que els inics punts on la t-norma pren valors
no nuls sén el punts (x, y) talsque x=16 y=1.

&



2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

1 T T T T 1
09k L 09
08k 08
07+ - 07
0B - 06
> 05 - = 05
04+ - 0.4
03 0.3
02rF 0.2
0.1F 01
DD DI1 D‘2 DIE DIA DIE DIE D‘? D‘E D‘B 1 DD DI1 DIQ D‘S Dlri D‘E D‘E DI7 D‘B DIB 1
Figura 2.13: Grafica de contorn de T}, Figura 2.14: Grafica de contorn de Tp

1
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Figura 2.15: Grafica de contorn de T, Figura 2.16: Grafica de contorn de Tp
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Proposicié 2. Les cinc funcions de I'Exemple 1 son t-normes.

Demostracio. Detallarem només la prova de I'associativitat pera T, Tp i Tha, ja que
so6n els tinics casos no trivials.
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Vegem primer 'associativitat de T7y.

Hem de comprovar si es satisfa (T2), és a dir, si T7(x, Tr(y, 2)) = Tr(TL(x, y), z) per a
x,¥,z€l0,1].

D’una banda tenim:

T1(x, TL(y, 2)) = max (x + max(y + z—1,0) - 1,0), (2.4)

idel’altra:
T1(TL(x,y),2) = max (max(x+y—1,0) + z—1,0), (2.5)

pel que hem de veure que (2.4) i (2.5) s6n iguals per qualsevols x, y,z € [0,1].

Demostrarem que (2.4) és equivalent a max(x + y + z— 2,0) i aquest, a la vegada, equi-
valent a (2.5).

¢ Suposem que max (x +max(y +z—1,0) — 1,0) = 0. Aleshores:

max(x+max(y+z—1,00-1,0)=0 < x-1l+max(y+z-1,0)<0
¢ max(y+z-1,00<1-x
- { y+z-1<l-xox+y+z-2<0,i
0<l-xoxel0,1].
© max(x+y+z-2,0)=0.

¢ Suposemaraque max(x+y+z—-2,00=x+y+z-2,

max(x+y+z—-2,00=x+y+z-2 © x+y+z-220

© y+z-121-x20

< max(x+max(y+z—1,00-1,0)=x+y+z-2.

Per tant podem dir que T7(x, T1.(y, z)) = max(x + y + z—2,0).
Fent un raonament analeg podem obtenir que T7(T(x,)),z) =max(x+y+z—
2,0).

Vegem ara l'associativitat de Tp.

Hem de veure que Tp(x, Tp(y,2)) = Tp(Tp(x, y), z) per x,y,z € [0, 1].

Tenint en compte la definicié de Tp, estudiem els casos en els quals prendra un valor
distint de zero.

x=1,y=1,z€]0,1], obé
e Tp(x,Tp(y,2)) #0 < x=1,z=1,y€]0,1], obé
x€l0,1[,y=1,z=1.

Als tres casos, Tp(x, Tp(y, 2)) = min(x, y, ).
Fent un raonament analeg obtenim que Tp(Tp(x, ), z) # 0 pels mateixos valors que
hem trobat abans, i, en ells, val min(x, y, z). Per tant ja tenim la igualtat.

El cas de la t-norma minim nilpotent és molt semblant a I'anterior. Sabem que

Tam(x, Tup(,2)) #0 © x,¥,2€]0,1] amb x + min(y,z) >1iy+z>1,
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el que es tradueix en que Typ(x, Typ(y, 2)) # 0 si, i només si, min(x+ y,x+z,y +z) > 1.
En aquest casos, Ty (x, Tham(y, 2)) = min(x, y, z). Amb un raonament analeg podem
provar que T, (Thr(x,y),2) # 0 pels mateixos casos, i que en aquests també val
min(x, y, z). O

Aquests cinc exemples de t-normes s6n importants per distints motius que anirem
vegent al llarg dels capitols.

Ara que coneixem la definici6 de les t-normes i alguns dels exemples basics, ens dema-
nam com podriem comparar-ne dues. Doncs bé, com al cap i a la fi sén funcions de
[0,1] en [0, 1], la comparaci6 es fa punt a punt.

Definici6 3. Donades dues t-normes 7T} i T», direm que T} és menor o igual que T
(T, és major o igual que T1) i ho escriurem T1 < T si T1(x,y) < T»(x, y) per a tot
(x,y) €10,1]%.

Nota. Escriurem T} < T> quan T; sigui menor que T3 i, a més, T # T» (si per algun
(X0, o) € [0,11% es compleix T; (xo, yo) < T2 (X0, ¥o))-

En general, comparar dues t-normes no és senzill. De fet, no tenim un ordre total, no
totes les t-normes s6n comparables.

El que si podem fer és presentar algunes comparacions entre els cinc exemples basics
de t-normes i establir un ordre entre elles.

Un aspecte molt interessant és poder localitzar totes les t-normes entre dues especifi-
ques, que s6n la menor i la major d’elles.

Exemple 2. (i) Elproducte drastic Tp és la t-norma més petitai Ty, és la més gran:

Ip<T<Tu. (2.6)

(ii) Podem ordenar les quatre t-normes basiques com

Tp<Tp<Tp<Ty. 2.7)

(iii) A més,
Ty < Topm < Ty (2.8)

(iv) En canvi, Tp i Ty s6n incomparables.

Demostracio. (i) Dela monotonia en les dues components (2.3) tenim que si
T és una t-norma, d'una banda, per a tot (x, y) € [0,1]?

Tx,N<Tx1=x

T(x,)) S T(L,y)=y }:' Fley) s minto )= ft.)

pelque T < Ty

D’altra banda, sabem que T'(x,y) > 0 V(x, y) € [0, 11%; en concret,

T(x,y) =0=Tp(x,y) VY(x,y) € [0,1[.

Si, pel contrari x =1 6 y = 1 podem emprar (T4), recordant que totes les
t-normes coincideixen en la frontera de [0, 1]2.

Per exemple, T(1, y) = y =min(x, y) = Tp(x, y) per x € [0, 1].

10
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(ii) Vegem que efectivament 77 < Tp.
Hem de veure que per (x, y) € [0,1]? es compleix que max(x + y—1,0) < x- y:

* six+y—1<0,aleshores T1(x,y) =0 < Tp(x,y) = x-y, que es compleix
per definicid.

* 8ix+y—1>0, aleshores

x+y-1<xy © x+y-1-xy<0
o x(1-y»+@-1<KO
< (1-y»E-1D<0,
que efectivament es compleix.

Aixi tenim que 17 < Tp, pero per (x, y) = (0.8,0.8) tenim que
71(0.8,0.8) =0.6 < Tp(0.8,0.8) = 0.64, pel que Tr < Tp.

Per tenir la resta de desigualtats estrictes es poden trobar valors que aixi ho
facin.

(iii) Com ja sabem, Typr < Tas €s déna sempre. Per 'altra banda, si x+ y < 1,
aleshores T1(x,y) =0 = T,pm(x,¥),1ien cas contrari
Tr(x,y) = x+y—1<min(x, y) jaque Tr(x,y) < Ta(x,y) Y(x,¥) € [0,1]%.
A més, la desigualtat estricta la podem tenir per exemple amb el valor x =
y=0.8.

(iv) Aquest fet és senzill de veure. Per (x, y) € [0, 1],

six+y<1=>Tyumx,y)=0<Tp(x,y),
six+y>1= Typm(x,y) =min(x, y) = Tp(x,y) > Tp(x, y).

O

&

El segiient resultat ens permet veure com les t-normes T)s i Tp estan completament
determinades pel seus valors a la diagonal del quadrat unitat. Aixd no passa de forma
habitual: es poden trobar t-normes diferents amb la mateixa diagonal. Exemples d’a-
quest fet es poden trobar a [2]. De fet, es poden trobar infinites t-normes diferents amb
la mateixa diagonal, com es dedueix de la demostracié de la Proposici6é 7.11 a [1].

Proposici6 3. (i) Latnicat-norma T que satisfa T (x,x) = x per tot x € [0,1] és Ty,;.
(ii) La tinica t-norma T que satisfa T (x,x) =0 peratotx € [0,1[ és Tp.
Demostracio. Sigui T una t-norma.

(i) Suposam que per qualsevol x € [0, 1] es satisfa T'(x, x) = x. Aleshores per
(x,y) €10, 112 amb y < x, gracies a (T3) i (T1):

y=TyN<TxN=THx)<Tulxy) =y,
el que significa que T = Ty;.

11
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(ii) Suposem que es satisfa T'(x, x) = 0 per cada x € [0, 1[. Aleshores, per (x, y) € [0, 1 [2
amb y < x tenim que 0 < T'(x, y) < T(x,x) =01iper (T1) tenim que

Tx,y)=T(yx)=0 VY(xy el
En altre cas, és a dir, si x =16 y =1, emprant (T4) tendriem que
T(x,y)=T(y,x) =min(x, y),
pelque T = Tp.
O

El fet que les t-normes siguin associatives ens permet estendrer-les de forma tnica a
una operacio definida en [0, 1]” per a qualsevol 7.

Per cada n-tupla (x,...,x,) € [0,1]" definim

n n—1
Timy () = T(Tioy (6, %) = TCr, 2, ). 2.9)
En particular, si x; = xp =+ = X, = X, escriurem
P =T x,..., %), (2.10)

que anomenarem la poténcia enesima de x respecte de T.
A més, per conveni, escriurem per cada x € [0, 1]

) _ 1 _
xp =1 xp =x (2.11)

Fixem-nos en que (2.9) és una manera d’estendre una t-norma inductivament. Per
exemple:
1
Tio1(xi)=x
2 1
Tio1(x)=T Ti:l(xi),xz) =T(x1,x2)
3 2
T () = T (T (60, 63) = T (T (1, x2), 39).
Exemple 3. Les formes exteses de les quatre t-normes basiques i del minim nilpotent
son:
o Ty(xy,...,Xp) =min(xy,..., X,)

n

® TP(xl;---»xn): izlxi

o Tr(x1,...,Xp) =max (X", x;— (n-1),0)

x;i six;=1Vj#i,

Tp(x1,..., Xp) =
e Tph(x; Xn) { 0 altrament.

0 siy! x<1

® TnM(xly---,xn) =
min(xy,...,Xx;) encas contrari,

12
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2.1.2 Conormes triangulars

Definicié 4. Una conorma triangular (t-conorma) és una operacié binaria
S:[0,1]2 — [0,1] tal que, per a tots x, y, z € [0, 1], satisfa els axiomes (T1),(T2),(T3) i

S(x,0) = x, (S4)

el que vol dir que una t-conorma només difereix d’'una t-norma en I'axioma (T4), en la
condici6 de frontera.

També es pot definir una t-conorma com la operacié dual d'una t-norma, i, de fet, aixi
és com es van definir per primera vegada.

Vegem la manera de caracteritzar les t-conormes mitjancant la dualitat i que les dues
definicions sén equivalents.

Proposicié 4. Una funcio S: [0, 12 — [0,1] és una t-conorma si i només si existeix una
t-norma T tal que per a tot (x, y) € [0, 112

Sx,y)=1-T(1-x,1-y). (2.12)
Es diu, aleshores, que S és la t-conormadual de T.

Demostracio. Sigui T una t-norma tal que es satisfa (3.1) per una funcié
S:[0,112 — [0,1] i per qualsevols (x, y) € [0, 1]2. Aleshores, vegem que S satisfa els
axiomes (T1)-(T3) i (S4). Per x,y,z€[0,1]:

(T1): Donat que T és una t-norma és commutativa:

S, =1-TQ-x1-y)=1-TA-y,1-x)=S(,x)

(T2): Gracies a (3.1)ial’associativitat de T:

S(S(x,y),2) SA-TA-x,1-y),2)=1-T(T(1-x,1-y),1-2)
1-TAQ-x,TA-y,1-2)=Sx,1-T(1-y,1-2)

S(x,S(y,2)).

(T3): Donats y < z, emprant la monotonia de T obtenim la de S:
y<z
l1-y>21-z
Tl-x,1-y)>2T(Q-x,1-2)
1-TA-x1-p)=Sxy)<Sx,2)=1-T(1-x,1-2).

(S4): Gracies a la propietat (T4) de T
S(x,0=1-TQ-x,1)=1-(1-x) =x.
Per tant, S és la t-conorma dual de la t-norma 7.

13
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Reciprocament, si la funcié definida per S és una t-conorma, vegem que aleshores
existeix una t-norma T tal que es satisfaci (3.1) V(x, y) € [0,1]?.

La construim: T(x,y)=1-S(1-x,1-y). Es facil comprovar que satisfa (T1)-(T4), pel
que és t-norma i satisfa (3.1). O

Exemple 4. Les cinc t-conormes basiques s6n

e Maxim
Sym(x,y) = max(x, y)

e Suma probabilistica
Sp(x,y)=x+y—-x-y

¢ De Lukasiewicz
Sp(x,y) =min(x+y,1)

¢ Suma drastica

B 1 Si (x,y) E]O,l]zy
SD (x, J/) - { max(x, y) en altre cas.
e Maxim nilpotent
~ six+y=>1,
Snm(x,y) = { max(x,y) en altre cas.

Ales Figures 2.18-2.27 trobam les representacions en tres dimensions de les t-conormes.
S’han inclos algunes vistes més de les superficies per clarificar la seva forma.

Podem veure a les Figures 2.18-2.20 que hi ha més valors en color vermell que en
blau i que els valors que pren la t-conorma van augmentant a mesura que augmenten
els valors dels eixos x i y, ja que feim el maxim. A més, els valors de la diagonal que
creua el cub hi s6n marcats: el maxim entre xi y quan x = y és x.

Figura 2.18: Grafica 3D de Sy, Figura 2.19: Perfil 3D de Sy,

14
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Figura 2.20: Altra vista 3D de Sy,

En el cas de la t-conorma suma probabilistica, la diagonal no es manté.

s e I}._
3{%&1

Figura 2.21: Grafica 3D de Sp Figura 2.22: Perfil 3D de Sp

Ala grafica de S; veim com als punts (x, y) € [0,1]? tals que x + y > 1 la t-conorma val
exactament 1, ja que en aquestes condicions min(x + y,1) = 1.

Figura 2.23: Grafica 3D de S, Figura 2.24: Perfil 3D de S,

15
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Figura 2.25: Altra vista 3D de S,

Alagraficade Sp trobam que tots els valors s6n 1 excepte per aquells punts (x, y) € [0, 112
en que x =06 y =0, encara que a la grafica apareixen dibuixades les bandes com si un
punt al pla y = 0 que no sigui a la diagonal pogués tenir un valor no nul. Cada banda
del mateix color correspon a la t-conorma quan x pren un valor sobre la diagonal.

Figura 2.26: Grafica 3D de Sp Figura 2.27: Perfil 3D de Sp

Finalment, a les Figures 2.28 i 2.29 trobam la t-conorma maxim nilpotent.

"1

05

U 02 o4 55TgE

10

X y

Figura 2.28: Grafica 3D de S, Figura 2.29: Perfil 3D de S;,is
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Ales Figures 2.30-2.35 tornam a representar els grafics de contorn, pero ara per a les

t-conormes.

k]

[i]

07p

06 F

04r

03

.

1} 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 2.30: Grafica de contorn de Sy,

Figura 2.32: Grafica de contorn de Sy,

k=] q
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07 q

06 q

0.4 i

03 q

0z q

01 q

Figura 2.34: Grafica de contorn de Sp
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Figura 2.31: Grafica de contorn de Sp
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Figura 2.33: Grafica de contorn de S,
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Figura 2.35: Zoom grafica de contorn de Sp
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La dualitat entre t-normes i t-conormes ens permet traduir algunes propietats de
t-normes a t-conormes:

@

(i)

(iii)

18

Cada t-norma és la operaci6 dual d’alguna t-conorma.

Aquest fet ve donat per la Proposici6 4.

Per exemple, podem trobar una relacié de dualitat entre els cinc exemples basics
de t-normes i t-conormes:

Ty ésla t-norma dual de Sy,

Tp éslat-norma dual de Sp

T; ésla t-norma dual de Sy,

Tp ésla t-norma dual de Sp
— T,m éslat-norma dual de S;;,.
Es facil comprovar que totes satisfan la relaci6 (3.1). A més, les grafiques ens

poden donar una idea de que significa que siguin duals: mirant les Figures 2.1 i
2.1862.1312.30, per exemple, es veu clarament que s6n “complementaries”.

Tal i com vam fer amb les t-normes, també podem deduir dues propietats més
per ales t-conormes dels axiomes que les defineixen:

S(1,x)=S8(x,1)=1, (2.13)

S5(0,x) = x, (2.14)

pel que totes les t-normes coincideixen en la frontera del cub [0, 1]2. Es a dir, quan
x 0 y pertanyen a {0, 1}.

Observem el segiient: siguin T i T» t-normes tals que T < T» isiguin S; i Sy les
t-conormes duals de T; i T», respectivament. Aleshores

S1,)=1-T11-x1-y)21-T(1-x1-y)=S2(x,y) = § = S».

Es a dir, la dualitat canvia I'ordre.
Aleshores la t-conorma més petita és la t-conorma maxim Sy, mentre que la més
gran és la suma drastica Sp, i.e, per qualsevol t-conorma S es satisfa

SM<S<Sp. (2.15)

Si ens fixam en la representaci6 d’aquestes t-conormes (Figures 2.18 i 2.8) tot
concorda, ja que la t-conorma maxim té molts pocs punts on valgui 1, mentre que
Tp val 1 en quasi tots els punts; basta fixar-se en ’area de color vermell obscur
(valors més propers a 1) de les superficies.

Tanmateix, vegem-ho explicitament fent Gs de la dualitat:

Demostracio. Com hem dit, la t-conorma Sy, és la dual de la t-norma minim, pel

que podem escriure Sp;(x,y) =max(x,y) =1-Ty(1—-x,1-y).
Sigui S una t-conorma qualsevoli x, y € [0, 1]. Per una banda,

m
S, =1-TA-x1-)21-TyA-x1-y)=Su(x, ),
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(iv)

id’altra banda,

)
S, =1-TA-x1-y)<1-Tp(1-x,1-y)=Sp(x, ),

on (1) i (2) vénen donats de tenir en compte que T és la t-norma més grani Tp
la més petita, respectivament.

Graficament, aixo vol dir que qualsevol representacié d’'una t-conorma sera una
superficie continguda entre les de Sy; i Sp. O

Fixem-nos en la facilitat que ens aporta poder fer ts de la dualitat per a demostrar
propietats de les t-conormes a partir de les t-normes.

Exemple 5. En el cas dels quatre exemples basics de t-conormes, els podem
ordenar de la segiient manera:

1) ) (3)
Sy < Sp <81 <S8p. (2.16)
A més,
4) (5)
Sm < Sum < S;. (2.17)

Per altra banda, Sp i S;;pr no sén comparables.

Demostracié. (1), (3) i (4) es compleixen naturalment perque sabem que Sy, i
Sp s6n les t-conormes més petita i més gran, respectivament, i perque,a més,
podem trobar valors que fan les desigualtats estrictes:

Six=y=0.5 S$1(0.5,0.5) =0.5< Sp(0.5,0.5) =0.75,
Six=0.5y=0.1 S7(0.5,0.1) =min(0.6,1) =0.6 < Sp(0.5,0.1) =1,
Six=0.8,y=0.8 S53/(0.8,0.8) =0.8 < S,(0.8,0.8) =1.

Les desigualtats (2) i (5) es compleixen ja que Tp > Tr i Typr > Tr ila no compara-
bilitat entre Sp i S;) es dedueix igualment del mateix fet entre Tp i Ty p-

Si ho miram des del punt de vista grafic, de nou veim amb facilitat que es com-
pleix: es podrien comparar les t-conormes segons la quantitat de superficie de

color vermell obscur: quanta més zona d’aquest color, més grans son els valors
que pren la t-conorma. O

¢

Es pot fer la mateixa generalitzacié amb les t-conormes que amb les t-normes, ja
que comparteixen la propietat associativa, de manera que

Sl (x) = S(S,'-l:_ll (xi),xn) = S(x1,..., Xn).
De fet, S | (x;)) =1-T/_;(1—x;).
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2.1.3 Continuitat

Recordem que per a una funcié binaria F : [0,1]> — [0, 1] la continuitat com a funcié
de dues variables no és, en general, equivalent a la continuitat en cada variable. Vegem
a continuacié que per a funcions monotones, i per tant per a t-normes i t-conormes, si
que tenim aquesta equivaléncia.

Proposicié 5. Una funcié F : [0,1]> — [0, 1] creixent en cada variable és continua si, i
nomeés si, és continua en cada component. Es a dir, si i només si V xo, Yo € [0,1] tant la
secci6 horitzontal F(xo,.) : [0,1] — [0,1] com la seccio vertical F(., yo) : [0,1] — [0, 1]
son continues.

Demostracié. Siuna funcié F : [0,1]> — [0, 1] és continua, aleshores també ho és en
cada component.

D’altra banda, suposem que F és una funcié continua en cada component, i.e, F(xp,.) i
F(., y0) son continues.

Volem veure que F és continua en un punt generic (xg, yo), és a dir, si {x,} i {y,} s6n
dues successions tals que lim;,_., X, = Xp i lim,— ¥» = o, aleshores, per a qualsevol
€ > 0 existeix un k € N tal que ||F (x5, yn) — F(x0, yo)ll <€ VYn= k.

Fixem-nos en que, com F és una funci6 en [0, 1] podem escriure

|F (X, yn) — F(x0, yo)ll = |F (X, yn) — F(x0, yo)|.

Fixem doncs un € > 0 i un (xo, yo) € [0, 112 Siguin (x)nen 1 (¥n)nen dues successi-
ons en [0, 1] convergents tals que lim .o, X, = Xp i lim;—o0 Y1 = Yo.

Podem construir doncs quatre successions monotones (a;)nen, (Dn)nens (€n)nen i
(dy) nen tals que pera tota n € N tenim

an<xp<bp, on (apnen ./ X0, (bn)nen \ X0

o <Yn<dy on  (Cadnen /Yoo (mdnen \ Yoo (2:19)
F és continua en la segona component, i.e, F(xp,.) és continua, per tant
Ve>0 AN eN : Vn 2= Ny = |F(xp,c,)— F(xo,y0)l <€.
Esadir, Vn > N,
—€ < F(xp,cn) — F(xp,y0) <E€. (2.19)

Fent el mateix raonament per (d;) zen tenim que existeix un N e Ntal que Vi > Np,
—€ < F(xo,dy) — F(xp, yo) <€. (2.20)

Aleshores, Vnn > N = max(Ny, No),

1) (2) 3) 4)
F(x9, y0) —€ < F(xo,cn) < F(x0,yn) < F(xo,dn) < F(x0,Y0) +€, (2.21)

on:

(1) ésgracies a (2.19),que tenim ja que F(xyp,.) és continua,

(2) ésdonajaque y, > cy per (2.18) i que F(xp,.) és monotona creixent,
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2.1. Definicions basiques i propietats

(3) és per monotoniaiper (2.18),
(4) ésgracies a (2.20).

D’altra banda, per ser F continua en la primera component, en particular sabem que
per ala N triada anteriorment, F(.,cy) i F(s, dy) també sén funcions continues. Aixo
implica, per definici6, que

Ve>0 AM; >0 : Vm > M; = |F(a;,, cy) — F(xg, cny)l <€,
en particular per m = Mj:
—e<F(ap,,cn) — F(xp,cn) <€. (2.22)
De la mateixa manera tenim que 3M, > 0 tal que
—€ < F(bp,,dn) — F(xp,dn) <e. (2.23)

Triant M = max(M;, M»), tenimqueVm > Min> N

1) (2) (3) 4)
F(x9,cn) —€ < Flaym, en) < F(xm, yn) < F(by, dn) < F(xo,dn) +e,

on
(1) ésgraciesa (2.22),
(2) ésdonat per que F és monotona creixent en les dues components i (2.18),
(3) és per monotoniai per (2.18),
(4) ésgraciesa (2.23).

Aleshores tenim
F(xg,cn) —€ < F(xm, yn) < F(xg,dn) +e€. (2.24)

Si elegim K = max(M, N), aleshores per a tot k > K tenim, gracies a (2.21) ia (2.24),
F(x9, y0) —€ —€ < F(x0,cN) — € < F(Xm, yn) < F(xo,dn) +€ < F(xo, yo) +€ +E€,

és a dir,

|[F(Xm, yn) — F(x0, yo)| < 2e€.
Aixi, queda demostrat que F és continua en (xo, yp)- O
Ja que podem parlar de continuitat en una variable, en I'ambit de les t-normes es parla

també de la continuitat lateral i es diu, per exemple, que una t-norma T és continua
per 'esquerra si les seves seccions horitzontal i verticals ho s6n.

El minim nilpotent Tj,5s fou la primera t-norma continua per 'esquerra pero no conti-
nua que va aparéixer (veure [2]) i dona lloc a ’esmentat estudi.

Al present treball ens centrarem principalment en les t-normes continues, pero I'estudi

de les t-normes continues per 'esquerra ha estat també molt important en el tema
(veure [2]).
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

2.2 Propietats algebraiques elementals

En aquest apartat estudiarem algunes propietats elementals de les t-normes i, en espe-
cial, d’aquelles que s6n continues. De fet, s’ha duit a terme una simplificacié de molts
resultats considerant t-normes continues.

Presentem en primer lloc algunes definicions importants per poder estudiar aspectes
algebraics de les t-normes.

Definici6 5. Donada T una t-norma, direm que:

* Unelement a € [0,1] és un element idempotent de T si T(a, a) = a. Els elements 0
i1 s’anomenen els elements idempotents trivials de T, ja que ho sén de totes les
t-normes.

* Un element a €]0,1[ és un element nilpotent de T si existeix alguna n € N tal que
agr”) =0.
Fixem-nos en que els extrems 0 i 1 s’exclouen de la definici6é anterior. Notem
que, gracies a la definici6 (2.10) de poténcia enésima, 0 sempre seria un element
nilpotent (ja que a(T") = 0 per a qualsevol n € N), mentre que 1 no seria mai un
element nilpotent.

e Unelement a €]0, 1[ és un divisor de zero de T si existeix algun b €]0, 1[ que satisfa
T(a,b) =0. De nou, els extrems 0 i 1 s’exclouen de la definicié; el 0 sempre seria
un divisor de zero trivial i 1 no ho podria ser mai.

Observaci6 1. (i) Elselements de ]0,1[ no poden ser idempotents i nilpotents a la

vegada.

Vegem-ho: si a €]0,1[ és un element idempotent de T es complira a(f) =ai
per inducci6 tendrem que a(Tn) =a VneN, que mai (per cap n € N) sera zero, pel

que no pot ser un element nilpotent.

(ii) Siun element és nilpotent d'una t-norma 7', aleshores també n’és un divisor de

Zero.

Suposem a €]0, 1[ nilpotent de T. Triam la menor n € N tal que T(a, ", a) =0, i
aixi T(a, a(jfl_l)) =0 amb a(]fl_l) > 0; podrem prendre b = a(]fl_l) €]0,1[1i a sera un
divisor de zero de T.

(iii) Elreciproc no és cert: un element divisor de zero de T no té per que ser nilpotent.
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La t-norma Tjs ens serveix com a contraexemple, ja que tots els elements en
10,1[ s6n divisors de zero mentre que només els elements de ]0,0.5] s6n nilpo-
tents.

Aquestes afirmacions es poden veure facilment: els divisors de zero s6n els
a €]0,1[ ja que sempre podem trobar una b €]0,1[ talque a+ b < 1.



2.2. Propietats algebraiques elementals

Tenint en compte la extensio

0 siyr x <1
TnM(xl;---»xn) =
min(x,...,X,;) encas contrari,

veim que per x €]0, 1],

0 sinx<1
TnM(x; gn); x) =
X encas contrari.

Per tant, sabem que sempre existeix una n € N que satisfaci x < % sempre i quan
€]

x€]o, % [ (tenint en compte que xr

= X per conveni).

Exemple 6. Examinem aquestes propietats en els quatre exemples basics de t-normes
ila t-norma minim nilpotent. La Taula 2.1 resumeix quins elements de ]0, 1[ satisfan les
propietats anteriors per cada t-norma.

Conjunts d’elements no trivials
idempotents | divisors de zero | nilpotents
Tm 10,1( 2 @
Tp @ 10, 1] 10, 1]
T ) 10,1[ 10,1[
Tp @ ? ?
Tnum 10.5,1] 10, 1] 10,0.5]

Taula 2.1: Taula resum del conjunt d’elements idempotents, nilpotents i divisors de
zero d’algunes t-normes.

Considerem les extensions de les t-normes donades a I’Exemple 3.

* En el cas de Ty, sabem per la Proposici6 3 que és la tinica t-norma a la qual tots
els elements de [0, 1] en sén idempotents. Es facil veure, per la propia definici6
de la t-norma, que cap element de ]0, 1[ pot ser element nilpotent ni divisor de
zero de Tyy.

¢ Per la t-norma producte drastic Tp és facil també comprovar que tots els ele-
ments de ]0,1[ en sén elements nilpotents i divisors de zero.
Prenent a €]0,1[ i basant-nos en la definici6é de la forma extesa de Tp, per una
banda Tp(a,™,a) =0 per qualsevol n € N, i per I'altra banda Tp(a, b) = 0 triant
b€]o,1].

També és senzill comprovar que els seus tinics elements idempotents s6n els
trivials en [0,1],jaque Tp(a,a) =a< a=006a=1.

e Ty té tots els elements de ]0,1[ com a elements nilpotents i divisors de zero.
Vegem-ho.
Per a€]0,1],

Ti(a, ", a) = max(z a-(n— 1),0) =max(n(a—1)+1,0).
i=1
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

Donat que a €]0, 1[ i prenent n € N suficientment gran podem tenir
Tr(a,', a) = max(n(a—1) +1,0) = 0, de manera que a és nilpotent de T7.

Per veure que a és divisor de zero, la condici6 és que existeixi un b €]0,1][ tal
que Tr(a,b) =max(a+ b—1,0) =0, pero aquest fet és equivalent a veure que exis-
teixun b €]0,1[ tal que a+ b —1 < 0, i sempre podrem trobar un b que satisfaci
0<b<1-acx<l,pel que aésdivisor de zero de T7.

Aixi mateix podem comprovar que el conjunt d’elements idempotents no tri-
vials de T7 en ]0, 1[ és buit:

Ti(a,a) =max(2a—1,00=a<a=006a=1.
* De la propia definici6 de Tp es dedueix que no té elements idempotents, divisors
de zero o nilpotents en ]0, 11.

* En quant a Ty, ja hem vist els seus conjunts d’elements nilpotents i divisors de
zero a la Observaci6 1 i trobar el seu conjunt d’elements idempotents és trivial.

¢

Vegem ara algunes propietats relatives a les definicions anteriors pel cas en que T sigui
una t-norma continua.
Comencem per caracteritzar els elements idempotents d’'una t-norma continua:

Proposicié 6. Si T és una t-norma continua, aleshores a € [0, 1] és un element idempo-
tent de T si i només si per a tots els x € [0, 1] es satisfa T (a, x) = min(a, x).

Demostracio. Considerant qualsevol x € [0,1] i una a € [0, 1] i suposant que

T(a,x) = min(a, x), en particular tenim T'(a,a) = min(a,a) = a, i per tant a és un
element idempotent de T.

D’altra banda, si a € [0,1] és un element idempotent de T, vegem que es compleix
T(a,x) = min(a, x) per a qualsevol x € [0,1]:

e Si x € [a,1], gracies a la monotonia de les t-normes (T3) tenim
a=T(aa)<Tax)<T(al)=a
I per tant T'(a, x) = a = min(x, a).

e Sixel0,al:

Ja que T(a,0) =01i T(a,a) = a, tenint en compte que T és continua, existeix
una z € [0, a] tal que T'(a, z) = x.
Fent servir la propietat associativa de les t-normes obtenim

T(a,x)=T(a,T(a,z)=T(T(a,a),z)=T(a,z) =x=min(a,x)

I per tant
T(a,x) =min(a,x) Vxe]l0,1].
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O
També podem caracteritzar el conjunt d’elements idempotents de la segiient manera:

Corollari 1. Sigui T una t-norma continua, aleshores el seu conjunt d’'elements idem-
potents és un conjunt tancat de [0, 1].

Demostracio. Diguem [ al conjunt d’elements idempotents d'una t-norma continua T
i I alaseva clausuraen [0,1].
Com sabem, I sera un subconjunt tancat de [0, 1] si i només si es compleix I = I.

I < I es compleix sempre per definici6. Vegem que també es compleix I 2 I:

Prenem x € I. Existira una successio {x,},, n €N, d’elements x,, € I tal que x =lim x,.
Aleshores, tenint en compte que T és una t-norma continuai que els x;, en s6n elements
idempotents:

T(x,x) = T(limx,,limx,) =lim T (x,, x,) =limx, = x.
Per tant, x és un element idempotentde T, i.e, x € I. O

Algunes t-normes tenen propietats algebraiques addicionals com ser arquimedianes o
estrictament monotones. Vegem les definicions d’aquests conceptes.

Definicié 6. Sigui T una t-norma, direm que és

e estrictament monotonasi T(x,y) < T(x,z) per x>0iy < z.
(n)
T

* arquimediana siper cada (x, y) €]0, 1[2 existeix una n € N amb x\ < .

Proposicié 7. Sigui T una t-norma. Si T és estrictament monotona, aleshores només té
elements idempotents trivials i, a més, no té divisors de zero.

Demostracio. Sigui T estrictament monotona, pel que satisfa T(x,y) < T(x,z) per
x>0,y<zamb x,y,z€l0,1].

D’una banda, sabem que 7(0,0) =01i 7'(1,1) = 1, pero per laresta d’elements x €]0, 1]
tenim T'(x,x) < T(x,1) = x, pel que T(x,x) < x, els elements x €]0,1[ no poden ser
idempotents.

D’altra banda, si suposam que existeix algun element a €]0, 1[ divisor de zero de T
tenim que existeix b €]0, 1[ tal que T'(a, b) = 0. Per la monotonia (T3) de T es satisfa

b
0< T a,E < T(ayb) :0’
pel que T (a, IE’) = T(a, b) =0, que contradiu la condici6é de que T sigui estrictament
mondtona. 0

En el cas de t-normes continues la propietat arquimediana es pot caracteritzar mitjan-
cant els elements idempotents de la t-norma.
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Teorema 1. Sigui T una t-norma continua.
Aleshores, T és arquimediana si i només si els tinics elements idempotents de T son els
trivials (01 1).

Demostracio. Suposem que T és una t-norma continua i arquimediana, i que x €]0, 1]
és un element idempotent de T.

Aleshores, x(TZ) = T'(x, x) = x. Suposem cert que x
per n € N per induccio6:

(n-1)

7 =xperneNivegem siés cert

1 _ 2
x(T”) @ T(x(T” D,x) @ T(x,x)=x,
on (1) ve donat per I'associativitat (T2) de T i (2) per la hipotesi d'induccid.

Per tant, Vn € N es satisfa x(T”) = x, fet que contradiu que T sigui arquimediana.

(n)

D’altra banda, sigui (x, y) €]0,1 2, vegem que existeix n € N tal que X

<y, ésadir, que
limy,_ ngl) =0.

Diguem lim,,_.o x(f) = a, aleshores:
T(a,a) = T( lim x(T”), lim x(T"))

n—oo n—oo

@ : (n) _.(n)

S fim (x5

= lim x&"

n—oo T
= aq,

on (1) és gracies ala continuitat de 7.

Com hem vist, T'(a, a) = a, a és un element idempotent de T, perd només podra ser
a =06 a=1donat que T només té elements idempotents trivials. Ja que {xgr")}neN és
decreixent i que x €]0, 1[, podem descartar el cas a = 1 i obtenim el que buscavem. 0O

Exemple 7. Gracies a aquest resultati a la Taula 2.1 podem veure facilment que Ty no
és una t-norma arquimediana, mentre que Tp, T i Tp si ho sén.
A més, Tp éslatinica que és estrictament monotona. &

Si combinam la continuitat amb algunes propietats algebraiques podem obtenir dues
classes molt importants de t-normes:

Definicié 7. Sigui T una t-norma. Deim que és
* estrictasi és continua i estrictament monotona.
* nilpotent si és continua i si cada a €]0, 1[ és un element nilpotent de T

Exemple 8. Amb el que hem vist anteriorment, podem trobar un exemple clar de cada
familia de t-normes: Tp és estricta, mentre que T; és una t-norma nilpotent. &

Finalment, vegem que per a qualsevol subconjunt tancat J de [0,1] que contengui
{0, 1} podem trobar una t-norma continua T de manera que el seu conjunt d’elements
idempotents sigui exactament J.
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Teorema 2. Per cada conjunt J tal que{0,1} < J < [0, 1] existeix una t-norma T continua
tal que ] és el seu subconjunt d'elements idempotents si i només si existeix un conjunt
A format per un nombre numerable d’indexos i, a més, (|aq, ba|) g 4 €S una familia de
subintervals oberts i disjunts dos a dos de [0, 1] tal que

U )aa, bal =10,1]1J.

acA

Demostracio. Sigui T una t-norma continua i J el seu subconjunt d’elements idempo-
tents.

Gracies al Corol-lari 1 sabem que J és un tancat i per tant el seu complementari [0,1]\ J
és un obert. Aleshores, [0, 1]\ J és una uni6 finita o numerable d’intervals oberts disjunts
dos a dos. En aquest cas, perd, podem detallar com s’obtindrien aquests oberts.

Fixam x € [0,1] . J. Com no és un element idempotent de T perd es compleix la
propietat (T3), tenim que T (xg, xg) < Xo.
Anomenam

ax, = max{x € [0, xo[ | T(x,x) = x},

by, = min{x €]xp,1] | T(x,x) = x},

de manera que en ]ay,, by, [ no hi ha elements idempotents de T pero els extrems
ax,, by, sique s6n idempotents gracies a que T és continua.

A més a més, per cada xo, yo € [0, 1]\ J amb xqo # yo els intervals | ay,, by, [ i]lay,, by,[ son
disjunts o iguals. Vegem-ho:

Suposem que xg < o sense perdua de generalitat. Aixi, sempre tendrem que ay, < ay, i
Cas 1: Es clar que si by, < ay, aleshores els intervals son disjunts.
Cas 2: Suposem que ay, < by,. Tendrem dues possibilitats per xo:

Cas 2.1: Siay, < xp < by,.
Suposem que ay, < ay, < Xo, aleshores a,, seria un element idempotent si-
tuat en [0, xo[ i major que el maxim ay,, fet que ens porta a una contradiccié
amb la definici6 de ay,.

Cas 2.2: Si xo < ay, < by, aleshores ay, seria un element idempotent situat en ] xo, 1]
imenor que I'infim by, fet que contradiu la definici6 de by, .

Ales Figures 2.36-2.38 podem veure una petita idea de la situaci6é en cada cas.

g A il N B 17 R
_ I L I L 0 1
0 Gz, T bm[) Gy, Yo Yo 1 Gz Gy Lo bx“ Yo b!/()
Figura 2.36: Cas 1 Figura 2.37: Cas 2.1
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1 r
I N

0 Gzy X0 Ay by, Yo b 1

Figura 2.38: Cas 2.2

A meés, els intervals no sén buits, ja que xg €]ay,, by, [.

Aleshores cada interval conté algun nombre racional, que podem emprar com a index
pel corresponent interval. Com els intervals sén disjunts dos a dos 6 son iguals, el
conjunt A dels indexos tendré com a maxim tants elements com nombres racionals en
[0, 1]. Per tant, A sera un subconjunt numerable o finit de [0,1] \. J.

Anem a demostrar ara ’altra implicacid.
Sigui J un subconjunt de [0, 1] que satisfa

U 1@a, ba[= 10,117,

acA

on A és un conjunt d’indexs finit o numerable i (Jaq, by [) e 4 és una familia de subinter-
vals de [0, 1] oberts i disjunts dos a dos.

Aixi, podem escriure [0,1] \ J =Ugea Ja, On, per cada a € A, J4 =]uq, Vol per

Ug, Vo € 10,111 (Ja)aea és una familia finita o numerable de subintevals oberts de [0, 1]
disjunts dos a dos.

Fixem-nos en que J, U Jg amb a # f no és un interval.

Aleshores, la funcié T: [0,1]2 — [0, 1] definida per

(x—ug) (y—uq) .
Tr,y={ @t veuw SN (2.25)
min(x, y) en altre cas,

és una t-norma tal que el seu subconjunt d’elements idempotents és J per definicié.
Vegem-ho a continuacio:

* El subconjunt d’elements idempotents de T és J:
Sigui B el conjunt d’elements idempotents de 7. Vegem que B = J.
Si prenem x € J, aleshores és clar que (x,x) ¢ Jo x Jo per a cap « i per tant
T(x,x) =min(x, x) = x; és adir, x € B.

Si, pel contrari, prenem un x € B, aleshores T'(x, x) = x:
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- Suposem que x ¢ ], és a dir, x € J, per algun a € A. En aquest cas,

(X —ug)(x—uq)
_ =X
Vg — Ug

Tx,x)=x <= Ug+

X2 — Uy X+ Uy Uy

Vg — Ug
xz—x(ua+va)+uava=0
_Ugt Vgt (Ug — Vq)?
2
X=Ug 0X="Vgq,

po0

el que és una contradicci6, ja que haviem suposat que x € Jo =]ug, Vgl

— T ésuna t-norma: A la segiient seccié veurem que (2.25) és en realitat la
suma ordinal dels sumands ((uq, Vqa, Tp)) per a € A, i per tant és t-norma.

O

2.3 Caracteritzacio de les t-normes continues

En aquest apartat volem veure una caracteritzacié de les t-normes continues. Per
comencar, presentam alguns metodes de construcci6 de t-normes a partir de t-normes
ja existents. Introduirem dues eines fonamentals per la construccio: els generadors
additius i les sumes ordinals.

2.3.1 Construccio de t-normes

Generadors additius

La primera construccié que veurem es fara mitjancant funcions d'una variable anome-
nades habitualment generadors additius.

Definici6é 8. Un generador additiu t : [0,1] — [0,00] d'una t-norma T és una funci6
estrictament decreixent i continua per la dreta en 0, amb #(1) = 0, tal que per qualsevol
(x, ) € [0,1]? satisfa

t(x) + t(y) € Ran(t) U [£(0),00], (2.26)

T(x,y) =tV (x) + t(y), (2.27)

on ¢tV : [0, £(0)] — [0, 1] ve definida per

-1 .
(-1 _ t (x) S1 X § L‘(O),
t (x)—{ 0 si x> t(0).

La condici6 (2.27) també es pot escriure com
T(x,y) =t ! (min(z(0), £(x) + £(3))) . (2.28)
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En el cas en que el generador additiu ¢ sigui una funcié continua, llavors la condicié
(2.26) es satisfa trivialment i la t-norma corresponent T'(x, y) = ¢~ (min(£(0), #(x) + £(3)))
és clarament una t-norma continua.

El segiient teorema basicament ens diu, per una banda, que generadors additius conti-
nus porten a t-normes continues arquimedianes que sempre seran o bé estrictes, o bé
nilpotents (depenent del valor del generador en 0), i d’altra banda, que una t-norma
continua i arquimediana sempre esta generada per un generador additiu continu.

Teorema 3. Sigui T': [0, 112 —[0,1] una funcié. Aleshores, T és una t-norma continua
arquimediana si, i només si, T té un generador additiu continu t : [0,1] — [0, c0].
A mésamés, T és estricta si, i només si, t(0) =oco i T és nilpotent si, i només si, t(0) < co.

Demostracié. Suposem que la funcié T : [0,1]> — [0,1] té un generador additiu con-
tinu ¢ : [0,1] — [0,00], pel que T'(x,y) = t_l(min(t(O), t(x) + t()) per (x,y) € [0,1]2.
Facilment es pot comprovar que T és associativa, commutativa i monotona creixent.
Amés, per y€[0,1], T(1,y) = ! (min(£(0), (1) + £(3))) = ¢~ (min(#(0), ¢(y))) = y, pel
que T és una t-norma.

Clarament, si ¢ és continu, T és continua. Aleshores, gracies al Teorema 1 sera su-
ficient veure que els seus tnics elements idempotents sén els trivials.
Efectivament, sigui x €]0, 1] un element idempotent de T'. Llavors,

1 (min(£(0),2£(x)) = x #0
2t(x) < t(0) i 2t(x) = t(x)
t(x)=0

x=1.

Tx,x)=x

¢ ¢ ¢ ¢

Per tant, els tinics elements idempotents de T sén 0i 1; T és arquimediana.

Vegem que T és estricta suposant que £(0) = oo.
Si £(0) = oo, llavors

T(x,y) =t~ (min(£(0), t(x) + t(3)) = £ (£(x) + t(p)),

i es veu clarament que T és estrictament creixent per ser-ho ti ¢t~ 1.

Demostrem a continuacié que si #(0) < oo aleshores T és nilpotent.
Es pot veure facilment per inducci6 que

T () = £ (min (£0), £(x1) + -+ + £(x))).

En particular,
X = ¢~ (min (£(0), nt(x))). (2.29)

Donades les caracteristiques del generador, si £(0) < oo, aleshores #(x) >0 Vx €]0, 1]
i per la propietat arquimediana dels nombres reals podem trobar una n € N tal que
n-t(x) > t(0). Es adir, 3n € N tal que x(T”) =t~ (£(0)) = 0. Aixi, per cada element x €]0, 1[
(n)
T

podem trobar una n € N tal que x.” =0, i.e T és nilpotent.
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2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

Tenim doncs:
Si t(0) = oco= T és estricta (2.30)

Si £(0) < oo = T és nilpotent (2.31)

Vegem ara els reciprocs per reducci6 a 'absurd.

Suposem que T és nilpotent pero £(0) = co. Si és aixi, per (2.30) T ha de ser estricta i
P =171 (nt(x) #0 Yx€]0,1[iVneN (jaque ¢! (n£(x)) =0 < nt(x) > £(0) = oo, que
és absurd), pel que T no pot ser nilpotent. Es contradiccié.

Analogament podem demostrar el reciproc de (2.30).

Suposem ara que T és una t-norma continua i arquimediana. Per ser arquimedia-
na, satisfa la propietat del limit: Va €]0, 1[, lim;,—o a(jf’) =0.

(n)

7 >0, ales-

Ara bé, vegem que mentre a(T”) # 0, aquest decreixement és estricte, i.e, si a

(n+1)
T

2
all) = al" = (a(T”))T ,pelque T'(a,?m,a)=T(T(a,...,a),T(a,...,a)).

hores a(zf') > a(Tn“) : si fos a(jf’) =a , inductivament veuriem que

Aleshores, a(T”) € {0,1}, i és un element idempotent de T. Com que T és arquimedia-
naicontinua els inics idempotent s6n 0, 1 i per tant, a(jfl) =0, el que és una contradicci6.

Introduim ara la definici6 de potencia racional. Per a € [0,1],

all’™ =sup{ze[0,1] | 2 <a}=sup{ze[0,1] | T(z,™,2) <a}. (2.32)
(n)
Per continuitat, T (a(T”"), ey a(T“")) = (a(T”")) ; S4 pero per definici6 de suprem, en

realitat (a}/ ")(Tn) = a.Amés amés, com T és continua i arquimediana es verifica
lim a’” =1 Va#o. (2.33)
n—oo
Definim aleshores -
(min) _ (/i)
a"™ = (af™) ", (2.34)

que esta ben definit i verifica les regles de poténcies.

Podem donar la funcié

h :0Qn]0,00f — [0,1]
r — h(r):a(Tr).

Per ser T continua i per (2.33) es veu facilment que h és continua. A més,
h(r+s)=al™ = T(a({),a(f)) <al’ =h(),

i per tant & és decreixent. De fet, ho és estrictament a '’antiimatge de ]0, 1], ja que si

h(2)>o0:
_ (a(ﬁ)""q“) 3 (a(;?))mq )

p[22m) <t
T

nq
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

Podem estendre / a [0,00] per continuitat. Definim,

H :[0,00] — [0,1]
X — H(x)=inf{h(r) | reQn][0,x]},

i obtenim una funcié continua i decreixent tal que
+
Hex+ ) =af™ = 7(a?,a) = T (H), Hy).
A més, és estrictament decreixent a I'’antiimatge de ]0, 1].

Sigui ara t = H"V : [0,1] — [0, 00]. Aquesta sera una funcié continua, estrictament
decreixent amb #(1) = 0ital que Ho t = Id|,. Aixi,

T(x,y) =T (H ), H(t(y)) = H(t() + 1) = 17 (2(0) + 1),
pel que ¢ és el generador additiu continu de T. O

Per una altra banda, es pot veure una certa unicitat dels generadors additius llevat
d’'una constant multiplicativa k > 0.

Proposicié 8. Sit) it sén dos generadors additius continus d'una mateixa t-norma T,
llavors existeix k > 0 tal que t, = kt».

Demostracio. Siguin t; i t, dos generadors additius d’'una t-norma T. Llavors, per la
propia definicié de generador additiu tendrem

T,y =tV (a@+u1) =16 (0 + () perx,yelo,1]. (2.35)
Fent el canvi
u=rp(x)
, 2.36
{ v=10(y) } (2:36)

obtenim que Yu, v € [0, £2(0)] que satisfacin u + v € [0, £2(0)] es compleix que
té_l)(u+ v) =t (u+v).
Del canvi (2.36) podem deduir

Ll w=x= (hot; (W) = 1 (%), (2.37)
W) =y= (ot H(v) = t1(y), (2.38)

iper tant, (2.35) queda com
(ot M)+ (ot H(W) =t (w+v). (2.39)
Siu+vel0,(0)[, aleshores podem tenir I’expressio:
t (ot W) + (ot H(W) =t (u+v) £0, (2.40)
i per tant podem escriure
(T (oY) + (ot W) =t (o )™ (W) + (1o 1, ) () (2.41)
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2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

Aplicant la funcié #; obtindrem finalment:
(o ty V(W) + (o ty (W) = (1101, ) (u+v). (2.42)

Gracies a la continuitat de 1 i 7, 1 també es satisfaria (2.42) en el cas en que
u+velo, ).

Aixi, lafuncié ¢ = 10 1, ! verifica 'equaci6 funcional de Cauchy ¢(u + v) = (1) + ¢(v)
i és continua. Amb les condicions de continuitat i monotonia que satisfa la funcié ¢
podem assegurar que la solucié a ’equacié funcional és ¢(x) = kx Vx € [0, £ (0)] per
algun k > 0.
Es a dir,

(10 tz_l)(x) =kx Vxel0,%(0)] peralgun k>0,
ifentel canvi f(y) = x — y = 1; ' (%),

Hh(y)=kt(y) Vyelo,1], per k> 0.

Fixem-nos en que necessariament k > 0, ja que els generadors t; i £, prenen valors en
[0,00] i no tendria sentit considerar k < 0.
O

Aixi, si T és estricta qualsevol generador verificara £(0) = oo, mentre que si T és nilpotent
tots verificaran #(0) < co. A més, amb una k adequada poden aconseguir que #(0) = 1; si
aixo passa, llavors direm que aquest ¢ és un generador normalitzat de T.

Exemple 9. Vegem alguns exemples de generadors additius de t-normes conegudes.

(i) Amb el generador additiu #(x) = 1 — x podem obtenir T; (veure Figura 2.39).

0sF

X

Figura 2.39: Generador additiu de T;.

Podem comprovar facilment que es compleixen les condicions per a que sigui un
generador additiu de T7: és estrictament decreixent, (1) = 0 i considerant que
t~1(x) = t(x), tenim que Vx, y € [0, 1]

¢t~ (min(£(0), £(x) + £(3)) ¢t (min(1,2 - x - y))

1-min(1,2-x-y)

max(0,x+y—1) = Tr(x, ).
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

(i)

Fixem-nos en que, com hem dit, Ty és arquimediana, ja que és generada per un
generador additiu, i que #(0) < co ens indica que és nilpotent, com ja sabiem.

Fixem-nos també en que el generador ¢ és normalitzat i que £ (x) = k(1 — x)
també és un generador additiu de T; per qualsevol k > 0. Es facil comprovar-ho
tenint en compte que f, lw=1- %:

t;!

t; ! (min(£(0), £ (x) + t2(3)) (kmin(1,2 - x - )

1
1- Ekmin(l,Z—x—y)

= Tp(x,p).

La segiient funci6 és un generador additiu de Tp:

sixe[0,1],
six=1.

_ | —log(x)
t(x) = { 0

En aquest cas #(0) = oo, el que ens porta a confirmar el que ja sabiem: Tp és
estricta i arquimediana. Podem veure’'n una representacio6 a la Figura 2.40.

X

Figura 2.40: Generador additiu de Tp.

¢

Exemple 10. A continuaci6 presentam alguns exemples de families interessants de
t-normes. Encara que aquestes families estan definides per distints valors de 1, aqui
només presentam els valors del parametre que fan que les t-normes siguin continues i
arquimedianes. Per exemple:

@)

34

La familia (Tfs) de t-normes Schweizer-Sklar és

Tm(x,y) siA=—o0,
Tp(x,y) sil=0,
SS —

1/

(max(x* +y*—1,0))" siA€]-o00,0[U]0,00],



2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

pero les t-normes d’aquesta familia s6n continues i arquimedianes per
A €] — o0, 0], i venen generades per

1-x* :

= si A €] —00,0[U]0,00[

SS
£5°(x) = A ) (2.44)
A —log(x) sid=0.
En aquest cas, es pot veure que per A €] —oo,0[ sén estrictes i en canvi per A €]0, 0ol
son nilpotents. A les Figures 2.4112.42 es troben representats el generador additiu
ila grafica en 3D de la t-norma estricta TS5, mentre que a les Figures 2.43 { 2.44
apareix el generador additiu i la representaci6 de la t-norma nilpotent TZSS.

Si ens fixam, per A = 1 tenim que T3S = Ty, pel que aquesta familia conté els
quatre exemples basics de t-normes.

100

80 b

7n B

B0 B

a0 1

t(x)

40 B

30 4

20 B

X
Figura 2.41: Generador additiu tfgo Figura 2.42: Grafica 3D de T§§0'
o ]
) X2 « 1 18
Figura 2.43: Generador additiu tZSS Figura 2.44: Grafica 3D de TZSS.

(i) Elconjunt de t-normes continues i arquimedianes de la familia (T} ) Ael0.00) €
t-normes Frank venen donades per:

Tp(x,y) sil=1,
T,y =4 Ttxy) sid=oo, (2.45)
A -HW-1) ;
log, (1+ &=24"0) si 1 €]0, 1ul1,00],
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

Fixem-nos en que aquesta familia inclou les dues t-normes presentades a I'Exem-

ple 9.
Aquestes t-normes estan generades per

—log(x) siA=1,
t/f(x) -] 1—-x sil=o0, (2.46)

log (%) i A€l0,1[u1,00[.

Totes les t-normes continues i arquimedianes Tf amb A €]0,00][ s6n estrictes,
mentre que si A = oo, T = T; és una t-norma nilpotent.
Ales Figures 2.45 1 2.46 es pot trobar el generador i la grafica de TlFoﬁ.

t(x)

X

Figura 2.45: Generador additiu tﬁ)ﬁ Figura 2.46: Grafica 3D de Tﬁ)ﬁ.

(iii) El conjuntde t-normes continues i arquimedianes de la familia (T/{J ) de t-normes
Hamacher venen donades per

=Y si(x,y) #(0,0) 2.47)

TH , — X+y—xy
0 (%57) { 0 si (x,7) = (0,0),

amb generador téq (x) = 1_Tx, i en general, per

Xy .
TH(x,y) = A €10,00], 2.48
2 (6y) A+A-Dx+y—xy) siA€]0,col (2.48)

amb generador
A+10-Vx
— | (2.49)

tf (x) =log

Totes elles son estrictes.
Podem veure'n un exemple a les Figures 2.47 i 2.48.
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2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

X

Figura 2.47: Generador additiu tfé Figura 2.48: Grafica 3D de Tzlg .

Sumes ordinals

Presentam a continuacié un metode per construir noves t-normes a partir de families
d’altres t-normes.

Definici6 9. Sigui (T,)qe4 una familia de t-normes i (Jag, bg() g 4 una familia de subin-
tervals oberts, disjunts dos a dos i no buits de [0, 1].
Aleshores la funcié T : [0,1]?> — [0, 1] definida per

ag + (ba —aq) Ty (I;C_aa Y Ca

o )i (x,)) € [, bal?,
min(x, y) en altre cas,

T(x,y)= { (2.50)

s’anomena la suma ordinal dels sumands {aq, by, Ty) per a € A.
Lescriurem com

T =({aq, bg, Ta)aea-
Proposici6 9. Sigui T = ({aq, bg, Ta)) ge 4 Una suma ordinal de t-normes. Aleshores,
(i) T ésuna t-norma.
(i) T és continua si, i només si T, és continua per cada a € A.
Demostracio. Vegem cada part per separat.

Prova de (i)

Vegem que T donada per (2.50) és efectivament una t-norma. Sabem que T
satisfa les propietats (T1), (T3) i (T4) perque T, i Tas les satisfan.

Vegem la propietat associativa (T2): donades x, , z € [0, 1], aleshores
T(T(x,y),2)=T(x,T(y, 2).

e Six,y,z€[aq, byl peralgun a € A, T és associativa per ser-ho T, Va € A.

e Six<ag <y z< by tenim, d'una banda:
T(T(x,y),2) = T(min(x, y),z) = T(x,z) = min(x, z) = x,
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

idel'altra,
T(x,T(y,2) =min(x, T(y,2)) = x,

ja que per monotonia tenim T'(y,z) = T(aq, aq) = aq > x. Aixi, obtenim
Tx, T(y,2) =T(T(x,Y),2).

e Siay, <y,z< by <x,dun costat
T(T(x,y),z) = T(min(x, y),z) = T(y, 2),

idel’altre
T(x,T(y,2)) =min(x, T(y,2)) =T(y,2),

donada la monotonia en les dues variables: T(y, z) < T(x,1) = x.

e Side x,yiznon'hihados que pertanyin al mateix interval, aleshores
T(T(x,y),2) =min(x, y,z) = T(x,T(y, z)).
La resta de casos es demostrarien de manera analoga.
Prova de (ii)
Considerem la funci6 bijectiva i estrictament creixent

9q:10,1] — [ag, bal

X —  ag+(bg—agy)-x. 2.51)
Aleshores, per cada a € A podem definir' T, com
: 2
Ty :10,1] [0,1] 2.52)

)  — Tax ) =0 (T(pa(0),0a3)).

Si T és continua, donada T, definida per (2.52) i considerant que T i les funcions
®a 1 ¢, s6n continues, aleshores T, també és continua.

Provem a continuaci6 el reciproc. Gracies a la Proposici6 5, sera suficient amb
demostrar que per cada x € [0,1] la funcié T'(xp,.) és continua.
Fixem-nos en que aquesta funcio és

_ . X—dg ] : 2
T(x,4) :{ aq + (bg — aq) Ta(ba—aa’ ba_%) si (x,4) € [aq, bal”, (2.53)

min(x,.) en altre cas,
— Sixp €[0,1]\Ugealaq, by, aleshores T(xg,.) = min(xy,.), que és una funcié
continua.

— Si, pel contrari, xy € [aq, by] per algun a € A, aleshores ens trobam en la
primera part de la funci6 (2.53), que sabem que és continua ja que T, ho és.

1Es demostra que T, definida per (2.52) és una t-norma a la demostracié del Teorema 4 més endavant.
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2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

A més, comprovam la continuitat vegent que en els extrems a, i b, coinci-
deix amb l'altre tros de la funcié. Gracies a les propietats (2.1) i (T4) de les
t-normes, d’'una banda,

“a+(ba—da)-Ta(M M) = 6la:+(ba—aa)-Ta(Zz_—““’0)

bo—ag’ by—ay —Aq

=ag+ (bg —agy) -0 = a, =min(xy, ay).

I del'altra,

Xo—aq by—a Xo—a,
Qo+ (ba — g) - To 155, P2 ) = g + (b — aa) - T (122%,1)

= g + (ba—q) - (jl‘?r;ff) = xo = min(xo, bg).
m

Hem de dir que el concepte de suma ordinal es pot aplicar també a altres operacions
binaries a I'interval unitat com a t-conormes (i la suma ordinal sera una t-conorma) o a
copules’ (donant una copula).

Exemple 11. (i) Cada t-norma es pot veure com una suma ordinal trivial amb un
sol sumand: T = (0,1, T)).

(ii) Vegem un exemple de suma ordinal senzill per entendre les seves caracteristiques.
Consideram T = ({0.2,0.3, T1.),¢0.5,0.8, Tp),(0.8,1, T1)).
Aix0 és

-0

024017, (5%2,2582) s (x,1) € [0.2,031%,

)

0.

o

0.5+0.3Tp (%535, 255%) si(x,p) € (05,0812,

03
T(x,y) = (2.54)
0.8+02T; (558, 2538)  six,p) €081,
min(x, y) en altre cas,

La representaci6 en 3D de la t-norma resultant de la suma ordinal i el seu grafic
de contorn és a la Figura 2.49. Hem eliminat el color per poder donar importancia
ales diferéncies existents en cada part. Com veim, hi ha parts ben diferenciades
amb la forma de Tpi T, ilaresta és Tyy.

Com veim, a partir de les t-normes Ty i Tp hem pogut construir una nova t-norma. <

2.3.2 Representaci6 de t-normes
Fins ara hem vist que generadors additius continus ens proporcionen t-normes conti-

nues i arquimedianes.

A continuacié veurem que tota t-norma continua es pot escriure de forma tinica com
una suma ordinal de t-normes continues i arquimedianes.

2Més endavant s'introduira aquest concepte.
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09
[iR=)

07
06
505
04

03

02

01

Figura 2.49: Suma ordinal ({0.2,0.3, T1),¢0.5,0.8, Tp),<0.8,1, T1)): grafica 3D i de con-
torn.

Teorema 4. Sigui T :[0,1]2 — [0, 1], és una t-norma continua si i només si T és linica-
ment representable com a suma ordinal de t-normes continues arquimedianes.

Nota. que T sigui inicament representable com a suma ordinal de t-normes continues
arquimedianes vol dir que:

e existeix un conjunt A d’'indexs finit o infinit numerable que és tiinicament deter-
minat,

e existeix una familia d’intervals disjunts dos a dos i oberts (Jaq, bg[)qea de [0,1]
Unicament determinada,

* i existeix una familia de t-normes continues i arquimedianes (Ty)4e 4 Unicament
determinada

tals que T = ({ag, ba, Ta)) ge 4. Es a dir, podem expressar T com (2.50).

Demostracio. Sipodem representar 7T com una suma ordinal de t-normes continues,
tal i com hem vist a la Proposicié 9, T sera una t-norma continua.

Sigui T t-norma continua, vegem el reciproc.

Gracies al Teorema 2 sabem que si I és el conjunt dels seus elements idempotents,
aleshores [0,1] \ I és buit o bé es pot escriure com la unié finita o numerable d'una
familia d’intervals oberts disjunts dos a dos de [0, 1].

Sabem gracies ala Proposici6 3 que [0,1]\] = ¢ siinomés si T és la t-norma minim T)y,.

En cas contrari, [0,1] \ I = Ugeal@q, bal, on A és un conjunt d’indexs finit o infinit
numerable i (Jag, bg[) ae 4 és una familia de subintervals no buits i disjunts dos a dos de
[0,1]. Com vam veure a la prova del Teorema 2, a, i b, s6n els tinics elements idempo-
tents de T de [agq, by] per cada a € A.

Considerem la funci6 bijectiva i estrictament creixent definida a (2.51). Aleshores,
per cada a € A, T, definida per (2.52) és una t-norma continua que només té elements

idempotents trivials i és arquimediana.
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2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

Abans de veure cada una de les afirmacions, convé observar alguns aspectes.
Sifixam un «a € A, gracies ala monotonia (T3) de T tenim que per tot (x, y) € [aq, b 1?

ag=T(ag,aq) <T(x,y) < T (bg, bg) = by

i per tant
T(x,¥) € [ag,ba]l V(X,¥) € laq, bal?. (2.55)

D’altra banda, per tot x € [aq, 1]
ag =T(ag,aq) < T(x,aq) <T(1,a4) = ag
pel que
T(x,ay) = ag. (2.56)

Aixi, amb (2.55) i I'associativitat (T2) de T, podem dir que ([@a, bal, Tlj4, p,12) €s un
semigrup. Com indica (2.56), a, actiia com a element absorbent en [ag, 1]. A més, com
hem dit abans, els tinics elements idempotents de T soén els trivials (aq i bg).

Vegem a continuacié que b, és1’element neutre en [0, b,]:
Fixem-nos en que per cada a € A

{T'(2,ba) | z€10,11} = [0, bq] (2.57)

Prova
Prenem zj € [0, 1], gracies a les propietats (T3) i (T4) de T tenim que

0 < T(Z()vb(x) < T(lyba) = ba»

per tant, T'(zg, by) € [0, bg].

D’altra banda, si prenem x € [0, b,], vegem si es compleix que x = T(z, b,) per
algun z € [0,1].
Sabem que:

six=0tenim T(0,by) =0amb z=0

Six=by tenim T(1,by) = bgamb z=1

Aleshores, per continuitat de T sempre existeix un zj € [0, 1] tal que
T(zp,ba) = x €10, bql.

Si tenim en compte (2.57), 'associativitat (T2) de T ila idempotencia de b, :

T(x,ba) = T(T(2,bqa), ba) = T(2, T(Da, ba)) = T(z,bg) =x  Vx€[0,bq]

U
T(x,bg)=x Vxe[0,bg].

Aixi doncs, b, és I'element neutre a [0, b,] (i en particular a [ag, by]). Ara si podem
demostrar cada una de les afirmacions.
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

Prova:
La funcié definida per (2.52):

e ést-norma:
Comprovem els quatre axiomes:

— (T1): Commutativitat
Gracies a que T és t-norma i per tant compleix (T2):

Toa(%,3) = 05" (T (0a(2), 0a)) = 05" (T (9o (1), 9a(x))) = Ta(y, x).

— (T2): Associativitat

To(0.Ta,2) = @7 (T(0a(®),9a(Ta(r2)))
= 0 (T(pa®),0a (903" (T (9a(),9a(2)))))
= 02 (T(pa®), T(Pa), 9a(2)))

0" (T(T (9ax), 9a(1), 9a(2),)))
T(X (Ta(x,)/)» Z))

on (1) ve donada per 'associativitat de T.

— (T3): Monotonia
Ve donada per la monotonia de T i perlade ¢, i ¢, .

— (T4): Condici6 de frontera
Per x € [0, 1], tenint en compte que b, és|’element neutre a [ay, byl

Ta(x,1) = 0" (T (920, 9 D)) = 95" (T (9a(), ba)) = 95" (9a(0) = x.
¢ és continua: ve donat per la Proposici6 9.

e només té elements idempotents trivials:
Prenent a € A, vegem que Ty (x,x)=x<ox=0060x=1.

Ta(x,%) = 05" (T (pa(x),9a(x)) = x

0
Pa(x) =T (Pa(x),pa(x)
0
@q(x) és element idempotent de T
0

ag+ bg—ag) - x=@ux) €1

Aixi, g (x) € [ag, bal 1 @q(x) € I, perd com hem dit abans, els tinics elements
idempotents de T en [ag, b] s6n els extrems. Aleshores

Qa(X)=aq 0bé @u(x)=Dbq
0

x=0 obé x=1
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2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

¢ és arquimediana: ve donat pel Teorema 1.

Aleshores, podem comprovar que per qualsevol & € Ai qualsevol (x, y) € [aq, be]? tenim
que

(2.58)

X—dad —a
T(ny/):aa"‘(ba_aa)'Ta( o« Y a)

ba_aa,ba_aa ‘

Prova:

Tenint en compte (2.51):

aa"‘(ba_aa)’Ta( T e V7 la ):

ba_aa’ba_aa

= (la+(ba_(la)'(l7;l (T((Pa (ﬂ)y(pa( V= ba )))

ba_aa ba_aa

= aq + (b — aa)- 9" (T (x,y))
= pa(pa' (T (%)) = Tx, ).

Ja tenim una part de (2.50).

Si (x,y) €10, 112 no pertany a cap [ag, bgl], suposant sense perdua de generalitat que
x < y, aleshores existeix algun b € [x, y] que és idempotent de T.

Llavors per la Proposici6 6 tenim que T'(x, b) = min(x,b) = xi T'(b, y) = min(b, y) = b.
Per tant,

T(x,y)=T(T(x,b),y) = T(x,T(b,y) = T(x,b) = x=min(x, y). (2.59)

En conclusi6, donat que per (x, y) € [aq, be] tenim (2.58) i que per (x, ¥) & [aq, ba] per
cap a € A tenim (2.59), aleshores T = ({ag, ba, Ta)) gea - O

Nota. Es pot provar un teorema analeg per a t-conormes continues per dualitat. Aixi,
es té que tota t-conorma continua és una suma ordinal de t-conormes arquimedianes
continues, on les t-conormes arquimedianes sén igualment generades per generadors
additius s: [0,1] — [0,00] que, en aquest cas, s6n estrictament creixents i continues
amb s(0) = 0. A més, la t-conorma arquimediana és estricta quan s(1) = co i nilpotent
quan s(1) < oco.

12

Exemple 12. Sigui a €]0, 1] fixe, considerem per (x, y) € [0, 1]- els seglients operadors:

Xy X+y—xy-min(x,y,1-a)
_ Salx,y) =
max(x, y, a) al%.y) max(l-x,1-y,a)

Ta(x,y) =

Vegem que s6n una t-norma i una t-conorma continues respectivament i classifiquem-
les.

Abans de res, com max(1 — x,1-y,a) =1 -min(x, y,1 — a), podem reescriure S, com

1-x)1-y)
max(1-x,1-y,a)

Sd(x)y) =1-
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2. UNA INTRODUCCIO A LES T-NORMES

Aixi, ens fixam en que
Salx,y)=1-T,(1-x,1-y). (2.60)

Bastara veure que T, és una t-norma continua i quina és la seva classificacio, ja que
per (2.60), S, sera la seva t-conorma dual (veure Proposici6 4), i, a més, satisfara les
mateixes propietats algebraiques que la t-norma.

T, satisfa trivialment les condicions (T1) i (T4). Vegem I’associativitat (T2); tenint
en compte que x, y,z € [0,1] i a €]0,1], tenim que

z

Ta(Ta(x,¥),2) Ta(x,y)

max(T,(x,y),z, a)

1
max (xy, zmax(x, y, a), amax(x, y, a))

= xyz

Xyz

max (xy, Xz, yz,az,xa, ya, a?)

= Talx, Ta(y, 2)).

Comprovem també que T, és monotona creixent. Per y < z,

_ Xy Xz
Talx, y) ~ max(x,y,a) > max(x,z,a)

=Ta(x,2)

y < z
max(x,y,a) > max(x,z,a) "’
* Si a =max(x, z, a), aleshores a = max(x, y,a) i % < % es satisfa.
e Si x =max(x, z, a), aleshores x = max(x, y, a) i % < £ es satisfa.
* Siz=max(x, z,a), aleshores y < max(x, y, a) es satisfa.

Per tant, T, és una t-norma.

A més és continua, ja que les seves seccions horitzontal i vertical s6n continues. Fixem-
nos en que el denominador de la funcié T,(x,.) = m no s’anul-la mai donat que
acl0,1].

Classifiquem T,. Facilment, veim que els elements idempotents de T, sén els x € [a, 1]:
%2
Perx€[0,1], Ti(x,x)=—=xomax(x,a)=x< x> a. (2.61)
max(x, a)

D’aquesta manera, recordant el Teorema 1 i la Proposicié 7 podem dir que T, no és una
t-norma arquimediana ni és estricta. A més, segons varem vaure a la Observacio 1 (i),
els elements no poden ser idempotents i nilpotents a la vegada, pel que T, tampoc és
una t-norma nilpotent.

Estudiem quins valors pren la t-norma:

e perx,y<a, T,x,y) =72,
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2.3. Caracteritzacio6 de les t-normes continues

X
s perx,y>a, Ta(x,)) =gty

jaquesix < y, aleshores T,(x,y) =xisino, T,(x,y) =y.

En la Figura 2.50 es poden veure representats els valors que pren T,.

=min(x, y),

Tr(z,y)

Tu(z,y)

T, y)

Figura 2.50: Representaci6 dels valors que pren la t-norma T,.

D’aquesta manera es veu que T, és una suma ordinal amb un tinic sumand arquimedia

i estricte donat per la t-norma producte; és a dir: T, = (0, a, Tp)).

Com sabem, una t-conorma satisfa qualsevol de les propietats algebraiques presentades
si, i només si, les satisfa la seva t-norma dual. Per aix0, S, és una t-conorma continua
que no és arquimediana, continua ni nilpotent.

¢
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Una vegada explicat amb profunditat el concepte de norma triangular, 1'objectiu d’a-
quest capitol és presentar un conjunt d’aplicacions d’aquests operadors en diversos
camps on les t-normes han estat un element crucial pel seu desenvolupament: els
espais meétrics probabilistics, la teoria dels conjunts borrosos, les funcions d’agregaci,
I'estadistica, les probabilitats, les finances i 'economia.

3.1 Lest-normes en la teoria d’espais metrics probabilistics

Aquesta és la primera aplicacié que van tenir les t-normes, ja que, de fet, van néixer
com una generalitzaci6 de la desigualtat triangular, a la que deuen el seu nom, en la
construccié dels espais metrics probabilistics.

Les t-normes han estat fonamentals i es continuen utilitzant en aquest camp. La evo-
lucié de les t-normes i el seu paper en els espais metrics probabilistics es pot trobar a
I’Annex 1 d’aquest treball.

A partir de la introducci6 de les normes triangulars i gracies a la idea d’emprar aquestes

funcions en altres contextes, s’han anat desenvolupant en algunes de les arees que
presentam en aquest capitol.

3.2 Les t-normes en la teoria dels conjunts borrosos

-Professor: En Lluis esta suspés i en Pau esta aprovat.
-Lluis: Pero professor, si només hi ha una decima de diferencia entre ell i jo!

Quantes vegades s’haura donat aquesta discussié entre alumnes i professors. Aquesta
conversacio reflexa clarament un sistema de classificacié que empra la logica crisp: es

defineix la pertenenca d'un element a un conjunt amb una funcié amb valors en {0, 1}:
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3. APLICACIONS DE LES T-NORMES

val 0 si no hi pertany i 1 si hi pertany. Es a dir, o estas aprovat, o estas suspes.

Com aquesta, es donen moltes situacions en la vida diaria que requereixen d'una
mica més de flexibilitat. Per exemple, no és del tot efectiu classificar jugadors de bas-
quet com alts o baixos amb un llindar estricte. Si buscam jugadors alts i deim que un
jugador és alt a partir d'una alcada de 2 metres, estam descartant o deixant fora del
conjunt molts jugadors amb 1.9 metres d’alcada que podrien ser molt adequats pel que
cercam.

Un altre exemple és el temps, quan deim les 15 : 30 hores, en realitat ens estam re-
ferint a un concepte més lax: entorn de les 15 : 30 hores, poden haver passat segons
o ser segons abans, mai o quasi mai sera el moment exacte. El mateix passa amb els
colors. Tots sabem el que és el blau, perd aquest concepte abarca una gran quantitat de
tonalitats distintes. No és exacte.

Conceptes com aquests i altres com "ser jove", "ser un color clar"o "ser intel-ligent"sén
propis del llenguatge huma i la nostra manera de raonar permet admetre aquesta va-
guetat als conceptes.

No obstant, classicament a la ciéncia i a la logica, en particular, la incertesa es consi-
derava inacceptable, allunyada de la matematica i en contradiccié amb la precisio6 i
consistencia que la caracteritzava. Aixo es veia reflectit en el disseny de les maquines
com els ordenadors.

No va ser fins a la meitat del segle XX, amb la introducci6 dels conjunts borrosos,
que es proposa canviar la concepcié de pertinenca a un conjunt. S’introdui aixi un nou
punt de vista tolerant amb la incertesa: a partir d’aquest moment és necessaria tenir-la
en compte, ja que permet expressar o descriure millor la vida quotidiana.

3.2.1 Conjunts borrosos

Recordem que segons la definicié classica, un conjunt A, que ara anomenarem conjunt
crisp, esta associat a una funcio de pertinenca p: X — {0, 1} tal que

(x) = 1 sixe€A,
HY=Y0 sixgA

Lofti Zadeh, investigador i enginyer d’origen irani, va introduir un concepte anomenat
conjunt borros («fuzzy set» en angleés) 'any 1965.

Definici6 10. Un conjunt borrés és un conjunt caracteritzat per la funcié de pertinenca
w: X —[0,1] tal que p(x) és el grau de pertinenca de I'element x € X al conjunt A.

Aquests tipus de conjunts van marcar la evoluci6 definitiva del pensament borrés. A
partir d’aquesta definici6 es va poder desenvolupar la logica borrosa.

3.2.2 Logicaborrosa

La inacceptabilitat de la incertesa també es veia reflexada a la logica classica, pel que

aquesta area esta intimament relacionada amb I'anterior. En la logica classica les pro-
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3.2. Les t-normes en la teoria dels conjunts borrosos

posicions només poden ser certes o falses. Recordem que utilitza relacions logiques
com la negaci6, la conjuncid, la disjunci6 o la implicacié i regles d’inferéncia com el
Modus Ponens o el Modus Tollens.

Amb la introduccié dels conjunts borrosos es va poder desenvolupar la logica bor-
rosa com a cas particular de la logica multivaluada, a la qual les proposicions tenen un
cert grau de certesa i a la qual s’'introdueixen funcions per poder adaptar els operadors
logics iles regles d’inferéncia de la logica classica.

La logica borrosa pren valors en [0,1] i esta basada en les t-normes. Aquestes fun-
cions, precisament, soén les que principalment han permes adaptar les definicions
d’operadors logics per a la logica borrosa.

Depenent de quins connectors es considerin i de les interpretacions que se’ls donin
obtenim diverses logiques. Els connectors més habituals i les seves interpretacions son
els segilients:

Negacio

Representada amb — a la logica Booleana, s’interpreta com una funcié unaria que,
naturalment, ha d’enviar 0 a 1 i 1 a 0. La seva interpretaci6 en logica borrosa es diu
també negacio.

Definicié 11. Una negacié és una funci6 decreixent N : [0,1] — [0,1] tal que N(0) =11
N(1) =0. Amés,

(i) Si N éscontinua i estrictament decreixent, es diu que N és estricta.
(ii) Si NoN = Idjp 1, es diu que N és forta.

Aixi, si A: X — [0,1] és un conjunt borrdés, la seva negacié N(A) és un altre conjunt
borrés N(A) : X — [0,1] donat per N(A)(x) = N(A(x)) peratot xe X,

La negacio, a més de generalitzar el concepte de negacié booleana, també ens per-
met relacionar les t-normes i les t-conormes a través de la dualitat.

Definici6é 12. Donada una t-norma 7T i una negaci6 N estricta, direm que la funci6
S:[0,1]> — [0,1] és la t-conorma N-dual de T si

S(x,y) =N (T (Nx),N®)). 3.1)

Si N és forta, aleshores N™! = N i es pot aplicar (3.1) a S tornant a obtenir de nou la
t-norma 7.

Exemple 13. La negaci6 forta més emprada és la negacio estandard Ns(x) =1 — x.
La Definici6 12 amb Nj és la definicié de dualitat que donarem a la Proposici6 4 en el
Capitol 2.

Altres negacions son, per exemple, N(x) =1— x2, que és estricta pero no és forta.
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3. APLICACIONS DE LES T-NORMES

Intersecci6 o conjunci6

Representada per N en teoria de conjunts i per A a lalogica proposicional classica.
En la logica borrosa aquest operador s’interpreta amb una t-norma. Aixi, si Ai B s6n
conjunts borrosos sobre un X' i T és una t-norma, AN B vendria donat per

T(AB): X —[0,1] tal que T(A,B)(x) = T (A(x),B(x)) per xe X.

Uni6 o disjuncié
Representada per U en teoria de conjunts i per Vv ala logica proposicional.

La seva interpretaci6 sol venir donada per una t-conorma.

De forma analoga, si A i b s6n conjunts borrosos sobre &, la seva unié sera S(A, B) :
X — [0,1] donada per S(A4, B)(x) = S(A(x), B(x)) peratot x € X, on S és unat-conorma.

Implicacié

Representada classicament per —. Es una de les operacions clau en la logica borrosa i
en el raonament aproximat. Si p i g sén proposicions borroses, per representar p — ¢
es sol usar una funcié d’'implicacié que generalitza la implicacié booleana.

Definici6 13. Una funcié d’implicacié borrosa és una aplicaci6 I : [0,1]> — [0,1] de-
creixent en la primera variable i creixent en la segona, tal que
1(0,0) =1(0,1) = 1(1,1) = 1,i I(1,0) = 0, de manera que generalitzap — g=-pV q.

Els quatre exemples més emprats de funcions d'implicacié borroses (especialment els
dos primers) son els segiients. Fixem-nos en que es construeixen a partir de t-normes i
t-conormes. Per x, y € [0, 1],

1. S-implicacions: I(x, y) = S(N(x), ).

2. R-implicacions: I(x, y) =sup{z€ [0,1] | T(x,z) < y}.
3. QL-implicacions: I(x,y) = S(N(x), T(x,)),

4. D-implicacions: I(x,y) = S(T(N(x), N(»), y).

Les R-implicacions es poden definir per t-normes qualsevols, pero en general s'utilitzen
només t-normes continues per ’esquerra, ja que en aquest cas verifiquen la propietat
de residuacio:

Tx,y)<zellx,2) 2y Vx,y,z€]0,1]. (3.2)

Ala Taula 3.1 apareixen els quatre tipus d'implicacions i I’analogia que es pot fer amb
la logica booleana.

Totes les expressions logiques que representen son equivalents quan les consideram
en l'algebra booleana, com es pot veure facilment. Com a exemple, vegem que les
D-implicacions i les S-implicacions coincideixen:

XATIPYVY=CXVIIA(YVY)IEXVY=EX— )

En canvi, a lalogica borrosa totes les aproximacions sé6n diferents i donen lloc a situaci-
ons i propietats diferents.
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Tipus Expressio Analogia
S-implicacions I(x,y)=S(N(x),y) xXVy
R-implicacions | I(x,y)=supiz€[0,1] | T(x,2) <y} | Viz|xAz< Y}

QL-implicacions I(x,y)=S(Nx), T(x,) SXV (XA Y)
D-implicacions I(x,y) =S(T(Nx),N),y) (xAy)Vy

Taula 3.1: Analogia entre les expressions de la implicacié borrosa i la booleana.

Cal comentar que a més dels quatre tipus d’'implicacions comentats, n’hi ha molts més
que estan construits de diverses maneres, algunes de les quals no utilitzen t-normes.
Encara aixi, les més utilitzades sén les introduides aqui, que, depenent del context
en que es treballi, es sol usar una o altra. Aquests tipus d’operadors han estat ampli-
ament estudiats, donant lloc a diversos surveysifins i tot llibres sencers (veure [6] i [15]).

A més de representar implicacions logiques, les funcions d’implicacié s6n especialment
importants també per inferéncia i raonament aproximat, com veurem a continuacio.

3.2.3 Raonament aproximat

El coneixement s’expressa mitjancant el llenguatge perd amb el llenguatge no només
fem afirmacions sobre el que veiem ( "avui fa sol", "el carrer esta mullat") també pro-
curem relacionar aquestes afirmacions ("avui fa sol i el carrer esta mullat") per tal de
poder extreure d’aquesta manera nous coneixements ("per tant, han passat a netejar el
carrer"). El procés que ens permet obtenir conclusions a partir d'informacié coneguda
s’anomena inferéncia.

De fet, el coneixement sovint s’expressa en forma de regles del tipus si A aleshores B
ilainferencia es duu a terme mitjancant les regles del Modus Ponens i el Modus Tollens.

En I'ambit borrés, la inferéncia ens permet fer raonament aproximat. El raonament
aproximat és el que ens permet abordar molts problemes reals en qué la logica mate-
matica classica no és suficient perque les premises s6n vagues o incertes. Per exemple,
la intel-ligéncia artificial necessita raonar a partir de dades o premisses imprecises.

En aquest context, les relacions borroses s6n una eina imprescindible.

Relacions borroses

En la logica booleana, deim que x esta relacionat amb y per la relacié Rsi R(x,y) =11
deim que x no esta relacionat amb y per R si R(x, y) = 0. La relacié R no pot prendre
altres valors. En canvi, a les relacions borroses dos elements poden estar relacionats en
un cert grau entre 0i 1.

Definicié 14. Siguin A7,..., X}, conjuntsi X; x --- x X, el seu producte cartesia.
Anomenam una relacié borrosa R sobre X1, ..., X, aun subconjunt borrés de
Xy X x X
R: Xix---xX, — [0,1]
(x1,...,Xp) — R(x1,...,x5)
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En particular, quan n =21 X = X} = X>, s’lanomena una relacié borrosa binaria sobre X .
Si, amés, X és finit, R es representa com una matriu amb entrades en [0, 1].

A partir d’ara, i si no es diu el contrari, estudiarem el cas n = 2 amb conjunts finits.

Exemple 14. Amb X = {x;,..., x5}, sigui R la segiient relaci6 borrosa sobre X:

1 08 02 06 0.6
0 1 0 0 06
R=|1 0 O 1 0 0.5
0 0 O 1 0.6
0O 0 0 O 1

Fixem-nos en que R(x;,x;) = 1 vol dir que x; esta completament relacionat amb ell
mateix segons la relacié R. Com R(xy, x;) = 0, X2 no esta relacionat amb x; pero x; si
ho esta amb x;, ja que R(x1, x2) =0.8. &

Introduim a continuaci6é una operacié nova per relacions borroses .

Definici6 15. La composicié max-min de dues relacions R: X' x ) — [0,1] i
S:YxZ—10,1] ésunanovarelaci6 RoS: X x Z — [0,1] tal que

(Ro S)(x, z) = max (min(R(x, y), S(y, 2))).
yey

De fet, podem donar una altra definicié més general, en la que no es considera el minim,
sino una t-norma en general.

Definici6 16. Considerant T una t-norma i les dues relacions R i S de la Definici6 15,
una composicio max-T és

(Ror S)(x,2) =max(T (R(x,),S(),2))).
yey

En el cas en que els conjunts no siguin finits, en lloc del maxim considerarem el suprem,
i direm que és una composicio sup-T.

En els casos finits, la composicié de relacions es pot dur a terme fent, amb la ope-
raci6 corresponent max — min, el producte de matrius.

Exemple 15. Siguin els conjunts

X = {x1, x2, x3}

Y={y1,y2, 3}
Z ={z1, 23,23, 24}

i considerem les relacions
R:Xx)Y—][0,1]
S:YxZ—10,1]

donades per les matrius
0.3 05 0.8 09 0 0.7 07

R=] 0 07 1 N 03 02 0 09
04 0 0.5 1 0 05 05
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Llavors, la composicié max-min de les dues relacions es fa, amb la corresponent opera-
ci6, multiplicant files per columnes:

0.8 02 05 0.5
RoS=] 1 02 05 0.7
05 0 05 05

Per exemple,

(RoS)(x1,21) ma)gc(min(R(xl, ¥), S, 21)))

ye
= max(min (R(x1, y1), S(y1,21)), min (R(x1, y2), S(y2, z1)) ,min (R(x1, y3), S(3, 21)))
= max(min(0.3,0.9),min(0.5,0.3), min(0.8,1))
= max(0.3,0.3,0.8) = 0.8.

¢

La composicié és associativa, conserva inclusions i ordres, perd no és commutativa.

Observaci6 2. Notem que el que hem fet amb la composicié Ro S generalitza la com-
posicié habitual de relacions crisp Ri S, on

RoS(x,2)=1e3dye) talqueR(x,y) =11 S(y,2) =1.

Inferéncia

Una proposicié o predicat borrés és una expressié de la forma x és A, on A és un
subconjunt borrés sobre un univers X i x és una variable.

Ara, a diferéncia de la logica classica, les proposicions no son vertaderes o falses, sino
que tenen un valor de veritat.

Exemple 16. Si X’ és1’escala centigrada, i x la temperatura, aleshores x podria prendre
valors lingiiistics com Molt alta, Alta, Més o menys alta, Mitja, Baixa o Molt baixa. Cada
un d’aquests valors lingiiistics esta representat per un conjunt borrés A amb funcié de
pertinenca 4 : X — [0, 1]. Per exemple, podriem representar el conjunt temperatura
Molt alta per la funcié de la Figura 3.1 i Més o menys alta per la de la Figura 3.2.

1. -
0 30 0/ 30 35 40 45
Figura 3.1: Temperatura Molt alta. Figura 3.2: Temperatura Més o menys alta.

&
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3. APLICACIONS DE LES T-NORMES

Podem representar doncs una regla borrosa del tipus si x és A, llavors y és B (per
exemple: sila temperatura és alta llavors la presi6 és baixa).
Aquestes regles es representen a través d’'una relacio:

R: Xx)Y — [0,1]
(x,y) — R, y)=I1(AX),B(),

i s’interpreta (igual que en el cas classic) com un condicional, és a dir, com una implica-

ci6 A— B.

Habitualment, la funcié I utilitzada en els condicionals és una funcié d’implicacié
borrosa i generalitza la implicacié classica, com hem vist.

Realitzam les inferéncies, base del raonament aproximat principalment a través del
Modus Ponens, que, en logica borrosa és:

si x és A, llavors y és B
xés A

yésB

A’ és un altre conjunt borrds que pot ser molt proxim a A, perd normalment no és
igual. De fet, per aixo precisament és important la logica borrosa: ens permet extreure
conclusions a partir de premises amb incertesa.

Generalment, la forma d’aplicar el Modus Ponens és a través de d'una regla de compo-
sicié anomenada Regla d'inferencia de Zadeh, que ens déna

B'(y)=A'(x)or R(x,y) =sup T (A'(x), I(A(x), B(y))), (3.3)
xeX

on estam utilitzant la composicié sup-Ti T és una t-norma.

De nou, és clara la importancia de les t-normes en el raonament aproximat.
Observaci6 3. En general, en el raonament aproximat classic tenim que

si x és A, llavors y és B
Xxés A

yés B,
pero en el raonament aproximat aixo no esta garantit. En general, és fals. Sol esser,

si x és A, llavors y és B
Xxés A

yés B,
on B’ no és necessariament igual a B. De fet, aquesta igualtat es satisfara si

sup T (A(x), I(A(x), B(y)) = B(y),
xeX

que depén de la t-norma i de la funcié d'implicacié que es trii, perd que en general és
falsa.
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3.2. Les t-normes en la teoria dels conjunts borrosos

Exemple 17. Considerem T'=TriI(x,y) =1-x+xy Vx,y €0, 1]. Comprovem amb la
Regla de Zadeh si es verifica B’ = B quan partim de A’ = A.

B'(y) = supTi(Ax),1-A(x)+AX)B(y)
xeX

= sup (max(A(x) +1-Ax) +AX)B(y)—1,0))
xeX

= sup (max(A(x)B(y),0))
xeX
= sup(A(x)B(y)
xeX
()
= B().
(*) Tenint en compte que els conjunts borrosos s’agafen sempre normalitzats, és a dir,
tals que A(x) =1 peralgun x e .
Efectivament, aquest és un dels casos pels que es compleix la igualtat.

Si canviam la funcié d’implicaci6 triada, aixo deixa de ser cert.
Amb I(x,y) =1-max(a,b) per a,b € [0,1], tenim que:

B'(y) sup Ty, (A(x),1 - max (A(x), B(y)))

xeX

= sup(max(A(x) +1-max(A(x,B(y))-1,0))
xeX

= sup(max(A(x) — max(A(x, B(y)),0))
xeX

= sup(max(min (0, A(x) - B(y)),0))
xeX
= 0,

que no té per que complir-se. &

Cal dir que I'tis de les t-normes en I’ambit de la logica borrosa per a generalitzar els
operadors classics com la uni6, la intersecci6 o la implicaci6 va ser un gran pas, ja que
en principi foren introduides per espais metrics probabilistics. Les primeres vegades
que les t-normes varen ser utilitzades en aquest ambit es poden trobara [11] i [12].

Es important comentar, també, que la part que hem estudiat en aquesta secci6 és
la que és principalment teorica, pero el raonament aproximat i la logica borrosa tenen
multiples aplicacions practiques, entre les quals s’ha de destacar el tractament d’imat-
ges.

Un altre dels grans avancos obtinguts gracies a la teoria de conjunts borrosos ha estat
la millora dels ordinadors, que cada vegada poden comportar-se d'una manera més
autonoma, més semblant als humans, no com a simples maquines de calcul.

A més, en el camp de la enginyeria, s’ha estudiat aquest concepte per millorar rentado-
res, cameres de fotos i video, trens d’alta velocitat, plantes de tractament de residus,
etc. Per exemple, el tren automatic de Sendai, a Jap6 té un sistema de control que duu a
terme canvis de velocitat com si fos un conductor huma expert.

Per I'elaboracié d’aquesta seccié ens hem basat principalment en [9].
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3. APLICACIONS DE LES T-NORMES

3.3 Les t-normesiles funcions d’agregaci6

Les t-normes sén un tipus important de funcions binaries per molts motius, perd un
d’ells és que el seu estudi i el de les funcions d’agregacié han anat de la ma durant
molt de temps. Més tard, els conceptes de funcié d’agregaci6 i de t-norma s’anaren
expandint i allunyant i ara conformen camps ampliament desenvolupats.

Les funcions d’agregacid, a més d’«agregar» o fusionar informacié, generalitzen les
normes triangulars. Aixi, I'axiomatica que defineix aquestes funcions és menys restric-
tiva que la de les t-normes.

A Capitol 4 es pot trobar un estudi més complet d’aquestes funcions i la localitzacié de
les t-normes en aquest mén més ampli.

3.4 Les t-normes en probabilitats, estadistica, finances i
economia: copules

Les copules i les quasi-copules son tipus de funcions binaries que han estat importants
en ambits com la probabilitat i I'’estadistica. Prova d’aixo és que les copules satisfan
I’anomenat Teorema de Sklar i aixi ens donen una idea de la dependéncia entre dues
variables aleatories.

En finances i en economia també han tengut el seu paper, ja que s'usen per la si-
mulacid, estimacid i calcul de mesures de risc, entre altres.

La relaci6 entre les copules i les quasi-copules amb les t-normes és estreta, més enca-

ra en el cas de t-normes continues i arquimedianes. Es poden trobar les definicions,
propietats i alguns resultats importants a ’Annex 2.
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L'agregaci6 té com a objectiu, a través de 1'tis simultani de diferents peces d’'informaci6
(proporcionades per diverses fonts), 'obtencié d'una conclusi6 o decisi6. L'agregacié
d’'informaci6 juga un paper fonamental en diversos sectors i es fa a través de les funci-
ons d’agregacio, que sén molt utilitzades en aplicacions com SASS 6 SQL.

En aquest apartat I’objectiu principal és generalitzar el concepte de t-norma i t-conorma
i presentar altres funcions ttils i interessants que les engloben. Restringirem el nostre
estudi a inputs i outputs d’aquestes funcions que siguin valors de I'interval [0, 1].

4.1 Definicio i propietats

Les funcions d’agregaci6 s6n objectes matematics que tenen la funcié de reduir un con-
junt de nombres a un tinic nombre representatiu o significatiu. Exemples d’aquestes
funcions sén les mitjanes aritmetica, geometrica o harmonica, que ja eren conegudes
fa dos milenis.

Quan, en aplicacions, volem agregar dades, és important assignar a cada tupla d’e-
lements en [0, 1] un Gnic nombre en [0, 1]. Per exemple, suposem que les notes d'un
examen de matematiques de 10 alumnes s6n

0 10 91 85 52 43 21 11 05 3.5

Aleshores, la mitjana aritmetica X = 4.43 ens dona una idea de com han anat els resultats
en general. Notem que si tots els alumnes haguessin tret un 10, la mitjana aritmetica
seria 10 i si tots haguessin obtingut un 0, X seria 0 també.

Podem definir aleshores els operadors d’agregacié com funcions de U,cz+[0,1]" en
[0,1]. Aquest és un concepte molt titil, ja que normalment els nombre d’inputs a agregar

no es coneix.
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4. OPERADORS RELACIONATS

Definici6 17. Una funcié d’agregacio ampliada és una funcié A : U,en (0,117 — [0,1]
que satisfa:

i) AXL,..., X)) SAWL...,yn) perx1 < y;ambi€fl,..., n}.
(i) A(x)=xVxel0,1].

(iii) A(,...,0)=0.

(iv) Ad,...,1)=1.

Observaci6 4. El concepte de funcié d’agregacié és molt debil, en el sentit que només
necessita de tres condicions per satisfer-se:

* La condici6 (i) equival ala monotonia creixent respecte de cada variable: si per
qualque i € {1, ..., n} es compleix x; < y;, aleshores

A(xl»---nxl'—l,xl'»xi+lr---yxn) < A(xl;---»xi—l»J/inyl»---»xn)-

Aix0 concorda amb la nostra definici6, ja que s’espera que si un argument creix,
I'agregaci6 final creixi o almenys no decreixi, quedant igual.

* La condici6 (iii) representa el cas en que observem només criteris completament
dolents, no satisfactoris. En aquest cas I’agregaci6 total ha de ser també comple-
tament negativa, falsa, o no satisfactoria.

Per exemple, la mitjana aritmeética de 10 valors totalment nuls ha de ser zero.

* Analogament, 'axioma (iv) es tradueix en observar només criteris vertaders o
completament satisfactoris, cas en el qual I'agregaci6 total ha de ser també verta-
dera o completament satisfactoria.

» L'agregacio o fusié d'un sol input no és una vertadera agregacio, per la qual cosa
es proposa com a convencié que A(x) = x per x € [0, 1].

Loperador A es pot representar per una familia (A;) ,en d’0Operacions n-aries, i.e, funci-
ons Ay :[0,1]" — [0, 1]. D’aquesta manera, tenim que

Pern>1, An(x1,...,x0) = A(xy,...,X5)
Per n= 1, AI(X) = A(X) =X (A1 = l'd[()'l]),

de manera que cada A, satisfaria (i), (iii) i (iv).
D’aquesta manera podem treballar sense perdua de generalitat a un nivell n qualsevol.

Definicié 18. Una funcié d'agregacié n-aria és una funcié A, : [0,1]" — [0,1] que
satisfa

@D An(x1,..o, x0) S A1, ¥0) sixi<y; periefl,..., n}
(ii) A,(0,...,0)=0.

(iii) Ap(1,...,1)=1.
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4.1. Definici6 i propietats

D’aquesta manera, si el nombre d’inputs és fixat, diguem-ne 7, una funcié d’agregaci6
és una funci6 real de n variables.

Exemple 18. Alguns dels exemples més habituals de funcions d’agregacié sén els
seguients.

n

Producte: [(x1,...,Xx,) = i Xi

Mitjana aritmetica: M(xy, ..., Xx,) = %2?21 X;

- s 1/
Mitjana geometrica: G(xi,...,x,) = (1T, x;) "
Minim: Min(xy, ..., Xp) = min(xi,..., Xz) = AI_, X;
Maxim: Max(xy,..., X,) = max(xy,..., X,) = ;’:1 X;

Projeccié sobre la primera coordenada: Pr(xy,...,X,) = X1

Projeccié sobre la darrera coordenada: Py (xy,...,X,) = X,

4.1.1 Propietats

Vegem algunes propietats de les funcions d’agregaci6. Excepte que diguem el con-
trari, totes les propietats algebraiques i analitiques de A es defineixen a partir de les
propietats de les corresponents funcions Aj,.

Definicié 19. Per n > 2, donada una funcié d’agregacié n-aria A,, direm que és

idempotent si A, (x,...,x)=x Vxel0,1].
estrictament monaotona si satisfa

Ap(xX1,..0,X0) < An(y1,..., ¥n)
quan (xy,...,Xp) # (Y1,-., Yy ixi < y; Viel{l,..., n}.
continuasi ho és en el sentit habitual.

simetricasiVo € Sy, iper (x1,...,x,) € [0,1]",

An(x1,...,x,) = Ay (xa(l),---,xa(n))-

Definici6 20. Direm que una funci6 d’agregacié ampliada A és associativa si
Vn,meZ" es satisfa

An+m(x1,-«-;xn,_VI,n-;J/m) = AZ (An(xl,---,xn),Am(_Vl,n-;_Vm)), (4-1)

per (xlr---rxn) € [0;1]n1(y1;,J/m) € [Orl]m
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4. OPERADORS RELACIONATS

Definicié 21. Direm que e € [0, 1] és un element neutre de A si, per cada n > 2,
A(X1, .y Xic1,8, Xit1y-» Xn) =AY, .00, Xi—1Xi+15--» X0, (4.2)

onx;el[0,1]Viefl,..., n}.

Definicié 22. Direm que a € [0, 1] és un element anul-lador de A si, per cada n > 2,

A(X1, .y Xiz1, A, Xjt1,--+,Xpn) = a, (4.3)

onx;€[0,1]Vie{l,...,n}.

Resumim a continuaci6 alguns dels resultats que es deriven de les definicions anteriors.

Proposicié 10. Si A és associativa, aleshores esta completament determinada per A,.

Demostracié. En primer lloc, tenim que V7 > 2 s’Tha de complir
An(x1,..., Xpn) = A2 (Ap—1(x1,..., Xn-1), Xn) gracies a I’associativitati a que A; (x) = x5.
Aleshores, tenim A, definida recursivament a partir d’ A;:

Ap (Az(x1, x2), Xx3)

Az (x1, X2, X3)

Ay (X1, X2, X3, Xa) Ap (A3(x1, X2, X3), X4)

D’altra banda, sigui A, una funcié d’agregacié binaria associativa en el sentit usual, és
a dir, quan satisfa

Az (x,A2(y,2) = A2 (A2(x,9),2) Vx,,2€[0,1].
Aleshores, es pot ampliar a una funci6 d’agregacié ampliada A de la seglient manera:
Ap (X1,...,Xp) = A2 (Ap-1(X1,..., Xp-1), Xn),
iaquesta sera associativa (es pot veure facilment per doble inducci6). O
Proposicié 11. (i) SiA té element neutre, aleshores és tinic.
(ii) SiA té element anul-lador, aleshores és tinic.

Demostracié. Prova de (i):
Suposem que e i e, s6n elements neutres de A. Aleshores, han de satisfer la Definicio
21. En particular per n = 2. D’'una banda,

Aler, e2) = Ax(er, ex) = Aj(ez) = en.

De l'altra,
Alez,e1) = Ax(ez, e1) = Ar(e1) = ey,

pel que han de ser iguals.
Prova de (ii):
Suposem que a; i a, sén elements anul-ladors de A. En particular, per n =2, s’ha de

satisfer que Ay (ay, ax) = a1 i A»(ay, ay) = ap. Han de ser iguals. O
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4.1. Definici6 i propietats

Proposicié 12. Donada una funcié d'agregacié n-aria Ay, tenim que

A, ésidempotent < Min(xy,...,xn) < Ap(x1,...,Xn) < Max(xy,...,Xn), (4.4)
per (x1,...,Xx) € [0,1]".
Demostracié. Anomenem, per simplicitat,

Min(xi,...,x,) = N%, x;,

i=1
Max(x1,...,x,) = V™. x;.

i=1

Sigui A, una funcié d’agregaci6 idempotent. Aleshores, per les seves caracteristiques,
es compleix:

n
N xi=A, <Ap(xy,...,xp) < Ay
i=1

n n
/\xi,...,/\x,-
i=1 i=1

n n n
\/xi,..., \/xi) = in.
i=1 j i=1

i=1

Aixi, satisfa (4.4).

Reciprocament, suposem que una funcié d’agregacio A, satisfa (4.4). En concret,

>=

n
x= N\Nx<Aux,.., 0 <\ x=x,
i=1 i=1

pel que A, (x,...,x) = x per x € [0,1], A, és idempotent.

Notem que per demostrar aquesta implicacié no és necessari que A, sigui una funcié6
d’agregacio; qualsevol funcié entre el minim i el maxim sera idempotent. O

Proposicié 13. Sila funcié A és simetrica i associativa, aleshores A (1,0) és el seu tinic
element anul-lador.

Demostracio. Vegem, en primer lloc, que Ay (A2(1,0),x) = A2(1,0) Vx € [0,1].
D’una banda, tenint en compte que A és associativa, monotona i simeétrica,

Az (A2(1,0),x) = A2 (1, A2(0,x)) < A2 (1, A2(0,1)) = A2 (1, A2(1,0)) = A2 (A2(1,1),0) = A2(1,0),
aixi que tenim Ay (A2(1,0), x) < A2(1,0). D’altra banda,
AZ (AZ(I’O)yx) = AZ (1)A2(0) x)) 2 AZ (lyAZ(O’O)) = AZ(ly 0))

pel que A, (A2(1,0),x) = A2(1,0) i ja tenim la igualtat.

En general, per n > 2, es pot veure per inducci6. Anomenem a = Ay(1,0) per comoditat.
Ja hem vist el cas inicial amb n = 2. La nostra hipotesi d'inducci6 és que es complei-
xi A, (x1,...,Xi-1,4,Xi+1,...,Xn) = a. Vegem-ho per n + 1. Gracies a I'associativitat i
emprant la hipotesi d'induccio,

An+1 (xl)"')xi—li arxi+17---rxl’l) A2 (An(x],...,xi_la, xi+1;---;xn)»A1(xn+l))

As(a, x1) = a.
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4. OPERADORS RELACIONATS

Exemple 19. AlaTaula 4.1 es troben resumides algunes de les propietats que satisfan
les funcions d’agregaci6 presentades a 'Exemple 18. Per cada funci6, es poden provar
facilment les propietats que si es compleixen i es pot trobar un contraexemple per les
que no. Per exemple, [] no és idempotent ja que 7 (%, %) = i # %

Totes s6n continues. ¢
Funci6 d’agregaci6

Propietat [T| M| G| Min | Max | Pr | Py

simetria vVIivivi] Vv Vv - -

idempotencia -V IV Y Vv vV
monotonia estricta | - | / | - - - - -
el. neutre 1| - - 1 0 - -
el. anul-lador 0| -10 0 1 - -

associativitat vVi-]- Vv Vv vV IV

Taula 4.1: Propietats d’algunes de les funcions d’agregacié més conegudes.

4.2 C(Classificacio

Podem classificar les funcions d’agregacié A en quatre classes:
* Conjuntives: s6n les que satisfan A(xy, ..., x,) < Min(xy,...,Xn)
e Mitjanes: satisfan Min(xy,..., xn) <A(x1,...,X5) < Max(xi,...,Xn)

* Disjuntives: les A tals que A(xy,...,x,) = Max(xy,...,Xn)

Mixtes: les que no pertanyen a cap de les tres classes anteriors.

Estudiarem quines caracteristiques tenen les funcions de cada classe i veurem alguns
tipus especials de cada grup.

4.2.1 Funcions d’agregaci6 conjuntives

Aquestes son les funcions d’agregacié que es troben fitades superiorment per Min. Per
aquest motiu, la funcié d’agregacié ampliada més petita possible

Aw :Unez+ 10, 112 — [0, 1] és també la més petita de les conjuntives.

Aquesta ve donada per:

e X)) = 1 si(xg,...,xp)=01,...,1),
WAL )T g altrament.

A més, a = 0 és I'element anul-lador de tota funcié d’agregaci6é conjuntiva, ja que si
x;=0peralgunie{l,..., n}, A(xy,...,x,) < Min(xy,...,x,) =0.

Dins aquest tipus de funcions d’agregacié tenim tres classes importants: les t-normes,
les copules i les quasi-copules.

62



4.2. Classificacio

T-normes

Es tracta de funcions d’agregaci6 associatives, pel que queden determinades completa-
ment pel cas binari. Per aixo, hem estudiat préviament les t-normes com a funcions
T:[0,112 — [0, 1].

Es pot comprovar facilment que qualsevol t-norma satisfa la definici6 de funcié d’agre-
gacié amb 1 com a neutre i el 0 com a element anul-lador; de fet, la definicié de norma
triangular és molt més restrictiva (veure Capitol 2).

Copules i quasi-copules

Les copules foren introduides per A. Sklar I'any 1959 en el context de I'estadistica i s6n
un tipus de funcié d’agregaci6 conjuntiva que ha estat molt ttil en estudis d’economia,
de finances i d’estadistica. El concepte de quasi-copula és més recent (1993) i va ser
introduit al mateix context.

ATAnnex 2 es pot trobar un estudi més ampli d’aquests operadors.

4.2.2 Funcions d’agregacié mitjanes

Les funcions d’agregacié mitjanes sén les que es troben entre les funcions Mini Max
i, gracies a la Proposicio 12, sabem que sempre s6n idempotents. A aquestes funcions
també se les anomena compensatories.

Les funcions d’agregaci6 van créixer especialment en aquest ambit, ja que estaven
inicialment pensades per agregar dades i, en aquest context, és dobviament desitjable
la propietat «compensatoria» i per tant, la d'idempotencia. Tot i aixi, el seu concepte
es va estendre rapidament per tal d’englobar molts altres tipus de funcions, i d’aqui la
classificaci6 donada anteriorment.

La relacié amb les t-normes és evident doncs: I'estudi de les normes triangulars i
el de les funcions d’agregacié han anat de la ma durant molt de temps (i encara ara), de
manera que un ha fet créixer I'altre i viceversa.

Com a exemple, les primeres funcions d’agregaci6 que s'utilitzaren foren les combina-
cions lineals convexes d’'una t-normai d'una t-conorma

F(x1,..0,x) =0 =ANT(x1,...,X5) + AS(x1, ..., Xn),

iles combinacions exponencials

F(x1,...,xp) = T(xl,...,xn)l_’l + S(xl,...,xn)}“.
En ambdés casos la funci6 resultant F és idempotent si, i només si T'i S ho sén. Es a dir,
siprenem 7T t-normai S t-conorma, F és idempotent només en el casen que T = Ty i
S= SM

Dins d’aquesta classe de funcions, la mitjana aritmeética és la més emprada, pero n’hi
ha moltes altres. Entre elles destacam les mitjanes quasi aritmetiques, les mitjanes

aritmetiques ponderades, les quasi aritmetiques ponderades i les OWA'S.
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4. OPERADORS RELACIONATS

Mitjanes quasi aritmétiques

Definici6 23. Sigui funci6 d’agregacio My :Uyez+[0,11" — [0, 1] definida per

1 n
Mg (x1,...,Xn) =f! (;Zf(xi))' (4.5)
i=1

on f:[0,1] — [—o0,00] és una funci6 continua i estrictament monotona amb
{f(0), f(1)} # {—00,00}. Anomenam mitjana quasi aritmeticaa M [

Observaci6 5. Notem que la funcié f podra tenir, com a maxim, un dels dos punts
f(0), f£(1) dins {—o0,00}.

En general, aquestes funcions d’agregaci6 sé6n sempre simetriques, idempotents i con-
tinues. No tenen element neutre i poden tenir, o no, element anul-lador.

Observaci6 6. Per qualsevol a e R—{0}i b€ R, si f és una funcié com les comentades
abans, tenim que My = My f4p.

Com a conseqiiéncia de la observaci6 anterior, si f(1) ¢ {—oo, 00}, aleshores podrem
trobar una funcié ¢ : [0,1] — [0, 00] continua, estrictament decreixent amb #(1) = 0 tal
que My = M;.

També tenim el segiient resultat:
Proposicié 14. f(1) ¢ {—oo,00} © 1 no és element anul-lador de My.

Demostracio. D’'una banda, suposant que f(1) ¢ {—oo,00} i que I'1 si és anul-lador de
Mf, en particular, per n =2, tenim que per x; € [0, 1]

1
M, D=1 = f! (5 (fxn) +f(1))) =1
= flx)=r,

que no pot passar, ja que f ha de ser estrictament monotona.

Reciprocament, suposem que 1 no és element anul-lador i que f(1) = co (analoga-
ment si és —oo). Aleshores, f_l (00) = 11i per tant tendrem que per n =2, M¢(x, 1) =1
per qualsevol x; € [0, 1], de manera que 1 siseria anul-lador, fet que contradiu les nostres
hipotesis. O

D’aixo, se’'n deriva el fet que hi ha una correspondéncia bijectiva entre el conjunt de les
t-normes arquimedianes continues i el conjunt de les mitjanes quasi aritmetiques per
les que I'1 no és anul-lador.

En aquest context, la mitjana aritmetica M correspon a 17, i les dues estan generades
per t(x) = 1 — x, mentre que la mitjana geometrica G seria corresponent a Tp, les dues

generades per t(x) = —In(x).
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Exemple 20. Els operadors arrel-potencia M, : Uyez+ : [0, 1] — [0,1] amb
p €] —o0,0[U]0,00[ s6n un exemple de mitjanes quasi aritmetiques. Estan definits per

1.0 r
M,,(xl,...,x,,): _le%’ .
niz
Notem que f : [0,1] — [~00,00] és tal que f},(x) = xp.

A més,

1 n
Perp=1, M(x1,...,Xpn) = M(x1,...,%) = szi
i=1

Mitjanes aritmétiques ponderades

Definici6 24. Per n € Z*, un triangle de pesos A = (Ay,) n>1 €s una familia de n-tuples
Ap=(Win,..., Wyy) ON Z?:l Wip=1.

Aquest nom es deu a la forma que prendria si ho expressam per cada n € Z* com:

w11
w12 2%}
w13 W»3 w33

on els elements de cada fila sumen 1.

Definicié 25. Donada n € Z* i un triangle de pesos (A,),>, la funcié d’agregaci6
donada per

n
WA(X],...,xn) = Z WinXi, (46)
i=1
es diu mitjana aritmetica ponderada associada a A,,.
A partir d’ara, si es sobreentén qui és A, escriurem simplement W.

Exemple 21. La mitjana aritmeética M = % Y, x; éslatinica funcié d’aquesta classe
que és simetrica. Notem que el seu triangle de pesos és A, = (%, ceey %) Vn>1. O
En general, totes les mitjanes aritmeétiques ponderades s6n continues i idempotents.

Exemple 22. Per n € Z* considerem el triangle de pesos donat per

(0,...,0 11 0,...,0) sinésparell,

IZ) z,
An =
(,...,0,1,0,...,0) si n és senar,
on, si n és parell, w;, = 5 peri € {%,% +1},isinéssenar, w;, =1peri="21.

Aleshores, tenim que la segiient funcié és una mitjana aritmetica ponderada:
x% +Xn

2

5 si n parell,

W(X],...,xn) =
X n+1 si 7 senar.
2
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Mitjanes quasi aritmétiques ponderades

Definici6 26. Sigui n € Z*, A = (Ay),>; un triangle de pesos i f : [0,1] — [—o0,00]
continua, estrictament monotonai{f(0), f(1)} # {—oo,00}. Aleshores, una funcié6 d’a-
gregacio

n
-1
Wi, r(x1,..., X)) = f (Z winf(xi))
i=1
es diu una mitjana quasi aritmetica ponderada.
En general, aquestes funcions sén idempotents i continues.

Exemple 23. En economia, s’empra la mitjana geometrica ponderada:

n
W
Ga(X1,...,xp) = Hxl. m,
i=1

Notem que en aquest cas f(x) = —In(x). Comprovem-ho. Sabem que f~!(x) = e™~, pel
que, seguint la defincio,
Ga(X1,...,X,) = eXWinlnlx)
— ewuln(xl)+-~~+ Whyp In(xy)
= pWnln(x) ,wnpln(x,)
— eln(xl)“’ll . eln(xn)“’""
w w. L w,
— 11 nn — in
= xl e xn —_ H xl .
i=1
¢

OWA'S

Definici6 27. Donat un triangle de pesos A = (A,),,>1 per n € Z*, una funci6 d’agrega-
ci6 W' donada per

n
W (X1,..., Xn) = ) WinX;, 4.7
i=1

U U P L . ). P
on (x,,...,X,) és una permutacio no decreixent de I'input (xy, ..., X,), és un operador
OWA associat a A,.

Observaci6 7. (i) Vegem un exemple de permutaci6 no decreixent: el de
(x1,---,X5) = (0.7,,0.1,0.5,0.1,0.3) és (x],..., X,,) = (0.1,0.1,0.3,0.5,0.7).

(i) OWA vol dir «operador de mitjana ponderada ordenat», i prové de I’angles (orde-
red weighted average operator).

En general, sén funcions simetriques, continues i idempotents.
Exemple 24. Per n€ Z*, alguns exemples de OWA’S s6n els segiients.
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e Minim.
Es una OWA amb triangle A = (A,,) n>1 tal que

I 1 sii=1,
Tl 0 sii#l

7 / N 2
Notem que w;,, és el valor que acompanya a x., pel que w;,, acompanyara al més
in i 1n

petit dels valors de (x3,..., Xz).

e Maxim.

Es defineix a partir del triangle A, tal que

1 sii=mn,
Wip = ..
mn 0 sii#n.

¢ Mediana.

El triangle que la defineix és el mateix que el de 'Exemple 22.

¢ Mitjana aritmetica M.

Resulta ser també un OWA, ja que els pesos s6n iguals per tots els elements
delinput: A, =(1,...,4).
¢

Els OWA’s han estat un dels tipus de funcions d’agregacié compensatories més estudia-
des i han donat lloc a moltes generalitzacions segons les propietats desitjades.

4.2.3 Funcions d’agregacio6 disjuntives

Les t-conormes s6n una classe de les funcions d’agregacié disjuntives. De nou, podem
comprovar que compleixen la definici6 de funci6é d’agregacié amb elements neutre 0 i
anul-lador 1.

Tenim una dualitat entre les funcions d’agregacié conjuntives i disjuntives analoga a
I'existent entre t-normes i t-conormes. Aixi, es poden introduir facilment les co-copules
(duals de les copules), i aixi successivament.

4.2.4 Funcions d’agregacié mixtes

Aquestes funcions s6n aquelles que no podem classificar dins de cap dels grups anteri-
ors.

Tant ’element neutre d’'una t-norma (I'1) com el d’'una t-conorm (que és el 0) sén
elements de la frontera de I'interval [0, 1]. No obstant, hi ha moltes operacions que
tenen com a element neutre un punt interior de I'interval.
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Introduirem dos tipus importants de funcions d’agregacié mixtes: les uninormes i
les nulnormes o t-operadors. Com es tracta de funcions d’agregacié associatives, no-
més tractarem el cas binari.

Uninormes

El fet que els tres primers axiomes de les t-normes i les t-conormes (T1)-(T3) coincidei-
xXin, o el que és el mateix, només es diferenciin en la localitzaci6 de I'element neutre, va
dur aI'estudi d'una nova classe d’operacions binaries que estan molt relacionades amb
les t-normes i les t-conormes.

Definicié 28. Una uninorma és una funci6 d’agregaci6 binaria I/ : [0, 112 —[0,1] tal
que

(i) éssimetrica,
(ii) és associativa,
(iii) té element neutre e €]0,1[.
La estructura de les uninormes fou estudiada per Fodor, Yager i Rybalov al 1977 (veure
[7]), on provaren, entre altres coses, que no hi ha cap uninorma continua en totl'interval

unitat.

Observacié 8. Com una uninorma ¥/ és simetrica i associativa, per la Proposici6 13
sabem que (0, 1) és el seu element anul-lador.

Proposicié 15. Sigui U una uninorma, es verifica:
() U,1) €{0,1}.

(ii) Per x,y€[0,1], si min(x, y) < e < max(x, y), aleshores
min(x, y) <U(x, y) < max(x, y).

Demostracio. Vegem cada part per separat.
Prova de (i)
Diguem a =U(0,1) =4 (1,0) = a isigui e 'element neutre de la uninorma.
* Sia < e, per monotonia es compleix que U (a,0) <U(e,0) =0, pel queld(a,0) = 0.
Aleshores, considerant les caracteristiques de la uninorma,
0=U(a,0)=U 4(1,0),0) = (1,U4/(0,0)) =14(1,0).
Aixi, U(1,0) = 0.
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4.2. Classificacio

e Sia>e, tenimque U(1l,a) >U(,e)=1ipertantld(1,a) =1.

Aleshores,
1=U1,a)=UQ,UQ1,0)=UWU1,1),0)=U(1,0),
iaixil{(1,0) = 1.
Prova de (ii)
¢ Si x < y, aleshores
min(x,y) =x=U(x,e) <U(x,y) <U(e y) = y = max(x, ).
¢ Si x> y el raonament seria analeg.

O

Observaci6 9. e De fet, si U(1,0) =0, U es diu una uninorma conjuntiva. En
aquest cas, és una extensi6 de la interseccié booleana classica que és simeétrica,
associativa i monotona. El seu nom prové de la traduccié d’interseccié en angles
«conjunction»; no s’ha de confondre amb la classe de funcions d’agregaci6 con-
juntives.

Si, pel contrari, ¢(1,0) = 1, es diu que U és una uninorma disjuntiva i extén
la uni6é booleana. De nou, el seu nom prové de 'anglés i no s’ha de confondre
amb la classe de funcions d’agregaci6 disjuntives.

¢ La Proposici6 15 (ii) ens indica que la estructura de qualsevol uninorma amb
element neutre e €]0, 1] sera la que apareix a la Figura 4.1.

Entre
Min i
Max

Entre Min i Max

e

Figura 4.1: Amb la Proposici6é 15 podem assegurar que aquesta és I’estructura d’'una
uninorma amb neutre e €]0, 1[.

Proposicié 16. Sigui U una uninorma amb element neutre e €10, 1. Aleshores,
Ty 110,112 — [0,1] i Sy : [0, 11> — [0, 1] definides per

1
Tutx,y) = —Ulexey), (4.8)
(4.9)
1
Sulx,y) = 1Te(Z/{(e+(1—e)x,e+(1—e)y)—e), (4.10)
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4. OPERADORS RELACIONATS

son una t-norma i una t-conorma, respectivament.

Demostracié. Lacomprovacié de que satisfan els axiomes de les definicions de t-norma
it-conorma és trivial. O

Aquest resultat ens indica que tenim

ul[oye]z = (<0v e, TZ/{)) |[0ye]2)

Z/”[e,l]z = (e, 1, Sy lje12-

Per tant, la estructura d’'una uninorma U/ amb neutre e €]0, 1] té la forma que apareix a
la Figura 4.2.

E/’?_U e. t-conorma
M;‘;’ ({es1, 5))
e
t-norma

((0,e,T1)) Entre Min i Max

e

Figura 4.2: Estructura d'una uninorma amb neutre e €]0, 1[.

Exemple 25. Siguin T una t-norma, S una t-conormai e un element en ]0, 1[. Aleshores,
les funcions U;S .- 10, 112 —1[0,1]i L{?S .- 10, 112 — [0,1] definides per

el (,2) si (x,y) €10, el?,

U () =3 e+1-0S(EL,1=) six,p)elell? (4.11)
min(x, y) altrament,
el (2,1 si (x,y) €0, el?,

ULs 1) =3 e+(1-e)S(52,4=5) si(x,y)€le 112, (4.12)
max(x, y) altrament,

sén una uninorma conjuntiva i una uninorma disjuntiva, respectivament. Les seves
estructures es poden veure a les Figures 4.314.4. O
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Min S Max S
e e
T Min T Max
e e
Figura 4.3: Estructura de U7 . Figura 4.4: Estructura de U;i Ser

Les uninormes amb I'estructura donada a (4.11)(veure Figura 4.3) s'Tanomenen uni-
normes de Unip iles que tenen 'estructura de (4.12) (veure Figura 4.4) s’anomenen
uninormes de Umax.

Dins d’aquestes classes es troben les uninormes (amb neutre fixat e €]0, 1[) més petita i
més gran (respecte de |'ordre puntual). Només cal combinar la t-norma drastica amb la
t-conorma maxim i viceversa.

Proposicié 17. Donat e €]0,1] fixat, U35 , ésla uninorma més petita amb neutre e i
DyOM,€

e ) 5
UL, sp.e €5 la més gran amb neutre e.

Hi ha, pero, molts altres tipus d'uninormes (veure [13]). Podem destacar aqui les uninor-

mes representables per la seva analogia amb les t-normes i t-conormes arquimedianes
(estrictes).

Proposici6 18. Siguie€]0,1[ih:[0,1] — [—oo,00] una aplicacié estrictament creixent
i continua amb h(0) = —oo, h(e) =0 i h(1) = co. Llavors, cada una de les funcions

Jo si(%, ) €10, 1), (1,00},
Utey = { R (h(0) + h(y) i (x,y) € 10, 112\ {0, 1), (1,0)}, (4.13)
i
e si(6, ) €10,1), (1,00},
Utxy)= { WY () + h(y)  si(x,y) € 0,112\ {(0, 1), (1,0}, (419

és sempre una uninorma que s anomena uninorma representable. La funcié h sanomena
generador additiu de la uninorma.

Nota. Les primeres uninormes que van aparéixer foren les compensatives (notem que
les uninormes de Uin i Umax amb T = Ty i S = Spy ho sén perqué sén idempotents) que
varen ser introduides en 'ambit de I’agregacié (veure [7]) pero molt aviat, pel caracter
logic (U4(0,1) =00U(0,1) = 1) van ser tractades com a generalitzacions de t-normes i
t-conormes i utilitzades en totes les aplicacions comentades de les t-normes.

Nulnormes
Les nulnormes s’introduiren amb aquest nom a [14].

Definici6 29. Una nulnorma és una funcié d’agregacié binaria V' : [0,1]> — [0, 1] tal
que
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e ¢éssimetrica,
¢ és associativa,
e té un element a €]0, 1] tal que

V(x,00=x Vx<a,
Vix,1)=x Vx>a.

Observacié 10. Com V és simeétrica i associativa, resulta que V(0,1) és I’anul-lador de
V. Pero com a =V(a,0) =V(0,a) <V(0,1) < V(a,l) = a, tenim que V(0,1) = aiper tant,
a és1’anul-lador de V.

Proposici6 19. Unanulnorma V prenelvalor V(x,y) = a Y (x,y) € [0,112\([0, a[*u[a, 1]?).

Demostracio. Notem primer que del fet V(a,0) =V (a, 1) = aes dedueixque V(a, x) = a
Vxe[0,1].Alcasenque0< x<aia<y<1,tenim

a=V(x,a) <V y <Vay =a,pelqueV(x,y) =a.

Similarmentpelcasa< x<1,0< y<a. O

D’aquest resultat, podem deduir que la estructura d'una nulnorma amb element
anul-lador a =V (0,1) és la que apareix a la Figura 4.5.
Podem veure un resultat similar al que presentavem per les uninormes.

a

Figura 4.5: Estructura d’'una nulnorma amb anul-lador a €]0, 1 que es pot deduir de la
Proposici6 19.

Proposicié 20. Per una nulnorma)) amb anul-lador a €10,1[, les funcions
Ty : 0,112 —[0,1] i Sy : [0, 1] — [0, 1] definides per

1
Ty(x, ) E(V(a+(1—a)x,a+(1—a)y)—a),

1
Sv(x,y) EV(ax, ay),

son una t-norma i una t-conorma, respectivament.

Demostracié. De nou, la comprovacio és trivial. O
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Aixi, tenim

V|[0,a]2 = (0, a, Sv) (0,412,

V|[a,1]2 =(a, 1, Tv) lig152-

Per tant, la estructura d'una nulnorma ¥V amb anul-lador a €]0,1[ té la forma que
apareix a la Figura 4.6. Aixi, per tant, hem vist el segiient resultat.

t-norma
a ( <a9 1, TV))
a
t-conorma
((Oa a, SV) ) a

a

Figura 4.6: Estructura d’'una nulnorma amb anul-lador a €]0, 1.

Proposicié 21. Donada una nulnorma amb anul-lador a =V (0,1), existeix una tinica
t-norma Ty i una tinica t-conorma Sy de manera que ) ve donada per I'expressio:

aSy (%,2) six,y<a,
Vix,y)={ a+1-a)T(£2,=) sixv,y>a, (4.15)
a altrament.

A més, V és continual si, i només si, ho son Ty, i Sy.

Observaci6 11. Conseqiientment, per cada a €]0, 1], existeix una tinica nulnorma V,
idempotent amb anul-lador a. Aquesta, ve donada per

max(x,y) si(x,y)€l0,al?
Va(x,y)={ min(x,y) si(x,y) €la1]?
a altrament.

Ala Figura 4.7 podem trobar I'estructura de la nulnorma idempotent amb anul-lador
a€l0,1].

Ales Figures 4.8-4.11 representam la grafica en tres dimensions de la nulnorma V,, per
distints valors de a. Per suposat, amb a = 0 correspondria a la grafica de Ty, (Figura 2.1)
iamb a =1 seria la grafica de Sy, (Figura 2.18). Es interessant veure la progressi6 de V,
a mesura que creix el valor de a i com passa de tenir la forma d’'una t-norma a la d'una
t-conorma.
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a Min

Max a

a

Figura 4.7: Estructura de V,,.

y X

Figura 4.8: Grafica 3D de V. Figura 4.9: Grafica 3D de Vy 5.

Figura 4.10: Grafica 3D de V7. Figura 4.11: Grafica 3D de V9.

Paral-lelament, s'introduiren els anomenats ¢-operadors (veure [10]) com a funcions
d’agregaci6 V simetriques, associatives i tals que les funcions frontera V(.,0) i V(.,1) s6n
continues. El segiient resultat demostra que t-operadors i nulnormes sén exactament
el mateix.

Proposicié 22. SiguiV un t-operador i sigui a = V(1,0). Llavors, existeix una tinica
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t-norma Ty i una tnica t-conorma Sy de manera que) ve donat per l'expressio (4.15).

Demostracio. En primer lloc, tenim
V(a,0)=V(¥V(1,0),0) =V (1,V(0,0) =V(1,0) =a,

ianalogament V(a,1) = a, pel que V(x,a) =a Vx € [0,1].
De forma idéntica a la Proposicié 19, es veu que V(x,y) = a per a tot (x, y) tal que
min(x, y) < a < max(x, y).

Per una altra banda, tenim que com a =1V (a,0) i V(0,0) = 0, per continuitat de V(.,0)
tenim que Vx € [0,a] 3y € [0, a] tal que V(y,0) = x. Pero llavors,

V(x,0)=V (V(y, 0),0) = V(y,V(0,0)) =V(y,0) =x,
és adir, V(x,0) =x Vxe€ [0, al.

Analogament es veu que V(x,1) = x Vx € [a, 1] i llavors un raonament idéntic al fet a la
Proposici6 20 prova el resultat. O
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5.1 Elsorigens

El concepte d’espai meétric introduit per Maurice Fréchet al 1906 [3] permet descriure
matematicament la distancia entre, per exemple, punts, funcions, o conjunts. Amb
aquest concepte tenim la possibilitat d’associar un nombre real no negatiu que com-
pleixi certes condicions a cada parell d’elements d'un conjunt.

Perd que passa quan, per exemple, mesuram la llargaria d'un material per fer un expe-
riment fisic?. Prenem distintes mesures i anomenam la «distancia» entre dos punts a la
mitjana dels resultats de les mesures. En moltes situacions a les que s’aplica la teoria
dels espais metrics, associar un tinic nombre per cada parell d’elements és, en realitat,
una idealitzacié.

Per aquest motiu, en lloc de considerar la distancia com un concepte determinat,
seria més apropiat considerar-la com un concepte estadistic. Aquesta va ser la idea
del matematic austriac Karl Menger. El seu objectiu va ser construir espais metrics on,
en lloc de descriure la distancia entre dos punts de I'’espai amb un nombre, es definis
amb distribucions de probabilitat. Aix0 permetria donar més flexibilitat al concepte i
admetre aixi la incertesa, que fins aleshores no era acceptada al mén cientific.

Va ser I'’any 1942, quan Menger, en ple estudi dels espais meétrics estadistics,’ publica
I'article Statistical metrics [3]. En ell, es descriu un espai metric estadistic com un con-
junt S al qual els seus elements (anomenats «punts») p i g estan relacionats mitjangant
una funcié de probabilitat [1(x; p, q) creixent, definida per valors no negatius de x i que
pren valors entre 0 i 1, que a més és continua per la dreta, convergeix cap a 1 quan x

1 Avui en dia es diuen espais metrics probabilistics.
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tendeix a infinit i satisfa les segiients condicions:
@ IO;p,p) =1,
(ii) Sip # q,aleshoresII(0;p,q) <1,
(iii) I(x; p, q) = 11(x; 9, p),
(iv) T[Ox;p,q),(y;q,1)] <Ox+y;p,1),
on T'(a, B) és una funci6 definida per 0 < @ <110 < B < 1 que satisfa:
@ 0<T(a,p) <1,
(b) T éscreixent en cada variable,
© T(a,p)=T(p ),
d Ta,1)=1,
(e) Sia>0,aleshores T'(a,1) >0.

La funci6 de probabilitat [1(x; p, g) és anomenada la funcié distanciade p i q i s'inter-
preta com la probabilitat de que els punts p i g es trobin a distancia menor o igual que
x. Per aix0, és logic que II tengui les caracteristiques mencionades, com per exemple
que prengui valors entre 0i 1.

La propietat lim,_. I1(x; p, g) = 1 també té sentit, ja que la probabilitat de que dos
punts p i g estiguin a distancia menor o igual que un nombre x ha de ser més gran a
mesura que creix el nombre x.

Com veim, la manera que va trobar Menger d’expressar el concepte de distancia en
termes estadistics passa per la funcié de probabilitat IT. A la Taula 5.1 podem trobar els
axiomes que han de complir les distancies definides per Fréchet i per Menger. Aixi, es
veu clarament quina és la idea d’introduir els espais meétrics probabilistics.

Espais metrics Espais metrics probabilistics
_ _ IO p,p) =1
dp.=0=p=q Si p # g, aleshores T1(0; p, q) < 1
d(p,q)=d(q,p) (x; p,q) =11(x; g9, p)

dip,r) <d(p,q)+d(g,r) | T[x;p, @), (y;q,1)] <TO(x+y;p,1),

Taula 5.1: Comparacié de conceptes de distancia.

Per exemple, el tercer axioma que compleix I1 es tradueix en que la probabilitat de que
la distancia entre p i g sigui menor o igual que un nombre x > 0 ha de ser la mateixa
que la probabilitat de que g i p es trobin a distancia menor o igual que aquest x.

Laxioma (iv) és una generalitzacié de la desigualtat triangular (tractant-se de probabili-
tats i no de nombres determinats, no tendria sentit emprar-la). Aquesta generalitzaci6

es va poder fer gracies a la introducci6 de la funcié T, que en aquest mateix article rep
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5.2. Comparaci6 amb els axiomes actuals

el nom de norma triangular.

Menger va imposar els axiomes sobre T que necessitava pel seu estudi. Per exem-
ple, amb I'axioma (d) s’assegura de que si les probabilitats I1(x; p, q) i I1(y; g, r) eren
1, aleshores necessariament [1(x + y; p, r) seria 1 també. De la mateixa manera, amb
(c) i (e) assegura que si una de les probabilitats I1(x; p, q) 6 I1(y; g, r) era estrictament
positivail’altra era 1, llavors la probabilitat IT(x + y; p, r) també ho seria; aix0 es tradueix
en que almenys hi haura alguna probabilitat de que p i r estiguin a distancia menor
o igual que x + y quan poguem assegurar amb probabilitat 1 que, per exemple, g ir
son a distancia menor o igual que y i hi ha alguna probabilitat de que p i g es trobin a
distancia menor o igual que x.

No obstant, a partir d’aquest moment I'estudi de les normes triangulars es comen-
¢a a desenvolupar i avui en dia la definicié d’aquestes funcions contempla uns altres
axiomes. En la segiient secci6 es pot trobar un resum de les diferéncies entre els axiomes
originals i els que actualment determinen una norma triangular.

5.2 Comparacié amb els axiomes actuals

Es interessant notar com ha anat evolucionant la definicié axiomatica de les t-normes.
Els axiomes proposats per Menger foren modificats per Berthold Schweizer i Abe Sklar
[4] el 1958, i s6n aquests els que avui en dia es consideren. A la Taula 5.2 trobam els
axiomes que empra Menger i els de la definici6 actual (presentada a la Definici6 1) per
ax,yzel0,1].

Menger 1942 Actualment
Tx, =T x T(x,y)=T(yx)
————— T(x,T(y,2) =T(T(x,y),2)
T creixent en cada variable Tx, )< Tx,2)siy<z
T{a,1)=1
Si x>0 aleshores T'(x,1) >0

Tx,1)=x

Taula 5.2: Comparaci6 de I'axiomatica per t-normes.

Encara que la condici6 de commutativitat es manté invariant, podem observar que
els axiomes originals s6n menys restrictius que els actuals, principalment perque no
exigeixen I'associativitat (T2). A més, les condicions de frontera originals també sén
més febles que (T4).

En quant a la monotonia, els axiomes de Menger exigeixen la monotonia en les dues
variables, mentre que als de la definici6 actual només es requereix en una variable, ja

que se’'n pot deduir la monotonia a I’altra a partir de la commutativitat.
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5. ANNEX 1: EL NAIXEMENT DE LES NORMES TRIANGULARS

5.3 Linici de moltes coses

Com veim, fa 75 anys que el concepte de t-norma es va introduir a la literatura ma-
tematica, i encara que en I'article de Menger es presenten les normes triangulars per
espais metrics probabilistics i que va permetre molts avangos en el procés d’admetre la
incertesa, va significar també la introduccié d'un concepte clau en molts altres camps
que es desenvoluparien posteriorment. Des d’aleshores, moltes persones treballen en
aplicar aquestes funcions en la logica borrosa, la economia, les finances, la teoria de la
presa de decisions o el tractament borrés d’imatges.

Per tant, gracies a la gran idea d’adoptar les normes triangulars per desenvolupar
altres arees, s’ha profunditzat molt en les caracteristiques, propietats i classificacié
d’aquestes funcions. Avui en dia és un camp complet d’'investigacid, i per tant encara
queda per veure tot el que se'n pot derivar.
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Les copules sé6n un concepte relativament modern, pero que en els darrers anys s’ha
anat desenvolupant molt, en part, gracies a les seves aplicacions en estadistica i proba-
bilitats o economia i finances.

Es presenten a continuaci6 les definicions de copula i quasi-copula i alguns resul-
tats relacionats.

6.1 Copules

Definici6 30. Una funci6 binaria C : [0,1]?> — [0, 1] és una copula si satisfa les segiients
propietats:

(i) Es2-creixent, és adir, C(x,y)+C(u,v) > C(x, v) + C(u, y) per x, y, u, v € [0,1] amb
x<u,y<o.

(ii) C(x,0)=C(0,x)=0.
(iii) C(x,1)=C(1,x)=x.

Amb la Figura 6.1 notem que dir que C satisfa la propietat de ser 2-creixent equival a
dir que si la funci6 C pren valors A, B,C i D en els punts corresponents (per exemple,
C(x,y) = A), aleshores es compleix A+ B> C+ D.

Proposicié 23. Tota copula C és creixent en cada variable.

Demostracio. Per ser C una copula és 2-creixent, pel que, en particular, per y=0< v i
x < uamb x, y,u,vel0,1] es satisfa

C(x,0) +C(u,v) = C(x,v)+C(u,0)

i gracies a que 0 és I'element anul-lador de C tenim que C(u, v) > C(x, v). Per tant, C és
creixent en la primera variable.
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6. ANNEX 2: COPULES

C B
___,!)_______? __________ ? _______
_______ B

via D
@ u

Figura 6.1: Representacio6 grafica de la propietat de 2-creixement

Analogament veuriem, triant x =0 < u i y < v el creixement en la segona variable. O

Les copules estan, efectivament, fitades superiorment pel minim i sén, per tant, funci-
ons d’agregaci6 conjuntives.

Proposicié 24. Sigui C una copula. Aleshores, T < C < Min.
Demostracié. D’una banda,

Cx,y) <Clx,1)=x

=>Clx,y) < Min(x,y).
C(x,y)<C(1,y)=y} ) )
D’altra banda, per ser 2-creixent, C(x,y) + C(1,1) > C(x,1) + C(1,y) = x+ y, i aixi,

Cx,y)zx+y-1
Cx,y) 20

} = C(x,y) Z2max(x+y—1,0) = Tr(x, y).
En general, les copules no sé6n simetriques ni associatives.
Exemple 26. (i) [[,Mini Ty sén copules.

(ii) Donat p €]0,1[, C(x,y) = pxy+ (1 — p)min(x, y) és una copula que no és associa-
tiva ni simeétrica.

¢

També existeix en concepte de copula n-dimensional (veure [5]).

Les copules s6n especialment importants perque verifiquen el famos teorema de Sklar.

Teorema 5. (Teorema de Sklar)
Sigui (X,)) un vector aleatori, Fx, Fy : [-00,00] — [0, 1] funcions de distribucié margi-
nals i una funcié Hxy : [—0o0,00]* — [0, 1]. Aleshores, sén equivalents:

(i) Hxy és la funcio de distribucié conjunta de (X,)).
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6.2. Quasi-copules

(ii) Existeix una copula Cxy tal que per a tot (x, y) € [—oo, 00]? tenim
Hxy(x,y) = Cxy (Fx (x), Fy(y)).

A més, si Fx i Fx son continues, aleshores Cxy és unica. Si no, Cyy és tinicament
determinada només a Ran (Fx) x Ran (Fy).

Es pot trobar una demostraci6 a [5].

D’aquesta manera, la copula Cyy dbéna una idea de la dependencia entre les vari-
ables X' i Y. La copula producte correspon a la independéncia de les variables, mentre
que qualsevol altra estableix un determinat grau de dependencia. D’aqui les seves
aplicacions en estadistica i economia principalment.

6.2 Quasi-copules

El concepte de quasi-copula és molt recent, fou introduit el 1993 també en el context
de la estadistica.

Definicié 31. Una funcié binaria Q : [0, 112 —[0,1] és una quasi-copula si satisfa les
seglients propietats:

(i) El seu element neutre és1'1.

(i) Q és 1-Lipschitz, i.e, |Q(x1,x2) — Q(y1, y2)| < |x1 — y1l + X2 — yo| per
X1, X2, Y1, Y2 € [Oy 1]-

El seu nom prové, naturalment, de que compleixen moltes pero no totes les propietats
que satisfan les copules.

Proposici6 25. Tota copula és quasi-copula.

Demostracio. Sigui C una copula. L'objectiu és veure que C és 1-Lipschitz, i.e, que
Vx1, X2, Y1, ¥2 € [0,1] tenim |[C(x1, x2) = C(y1, y2)| < |21 = yil + [x2 = yol.

Es compleix

|C(x1,x2) — C(y1,x2) + C(y1,%x2) — C(y1, ¥2)|

|C(x1,%2) —C(y1,¥2)| =
< |C(x1,x2) = C(y1, x2) | +1C (31, x2) = C(y1, ¥2)I.

(6.1)

D’una banda, tenim que |C(x1, x2) — C(y1, X2)| < |x1 — y1l. Vegem-ho.
e Siy; < x1,tenim que y; < x1 i x2 < 1icom C és una copula és 2-creixent, pel que

C(y1,x2) +C(x1,1)
C(y1,x2) + x1

C(y1, 1)+ C(x1, x2),
y1+C(x1, x2).

VoV

Com C és monotona creixent compleix que
C(x1,x2) = C(y1,%x2) = C(y1,%x2) — C(¥1,x2) =0,
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6. ANNEX 2: COPULES

i per tant ens queda

0< C(xy,x2) —C(y1,x2) < xX1— )12

* Si y; 2 x; analogament tenim x; — y; < C(x1, x2) — C(y1, x2) < 0.

D’altra banda, de forma similar podem veure que |C(y1, x2) — C(y1, y2)| < |X2 — 2.
Aleshores, tornant a (6.1), obtenim el resultat buscat:

[C(x1,x2) = C(y1, y2)I < Ix1 = y1l + [ x2 = y2l.
O

En general, les quasi-copules no s6n simetriques ni associatives, pero si son continues,
ja que vé donat de que siguin 1-Lipschitz. Aixi, tota copula també és continua.

De nou, també existeix el concepte de quasi-copula n-dimensional (veure [5]).

La relaci6 entre copules, quasi-copules i t-normes és molt estreta i ve donada pel
segiient resultat.

Teorema 6. Sigui T una t-norma. Son equivalents:
(i) T éscopula.
(i) T és quasi-copula.
(iii) T és1-Lipschitz.

(iv) T és suma ordinal de t-normes arquimedianes continues amb generadors additius
convexos.!

Es pot trobar una demostracié consultant els Teoremes 9.1019.12, el Corol-lari 9.15i el
Teorema de classificacid de t-normes continues de [1].

Paral-lelament, també tenim:

Teorema 7. Sigui C una copula. Llavors C és associativa si, i només si, C és una t-norma
continua.

Per una prova d’aquest resultat es pot consultar [1].

Observaci6 12. Llavors, les copules associatives també s6n commutatives.

1El concepte de funcié convexa és I'habitual: f és convexa si esta definida sobre un conjunt convex G
iper qualsevols dos punts x,y € Giper t € [0,1] es satisfa f(tx+ (1 - y) < tf(x)+ 1 - f ().
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Alinici d’aquest treball es proposava introduir de manera clara les t-normes i dibuixar
al seu voltant les relacions amb altres operadors i algunes de les seves aplicacions.

Com s’ha pogut comprovar, tots els conceptes que han anat apareixent estan més
0 menys relacionats entre si, i en particular, amb les t-normes.

Per exemple, ara sabem que podem identificar una copula associativa amb una t-norma
continua i arquimediana amb generador additiu convex (o amb una suma ordinal d’a-
questes), que una funcié binaria com la copula pot donar-nos una idea del grau de
dependencia entre dues variabes aleatories, o que amb una t-norma i una t-conorma
podem obtenir una nulnorma o una uninorma.

Mostra d’aquesta relacié entre conceptes és, per exemple, haver definit la dualitat
entre t-normes i t-conormes i després demostrar que les negacions, que en principi
eren operadors logics, hi tenen molt a veure.

Aixi, depenent des d’on mirem, també podem veure el minim com una funcié d’agrega-
ci6, una copula, o una t-norma.

Han resultat interessants, a més, les ampliacions de les propietats algebraiques que ja
coneixiem per adaptar-les a les t-normes (com idempotent, arquimedia, nilpotent o di-
visor de zero), o les ampliacions dels operadors de la logica booleana a la logica borrosa.

Destacam alguns punts també importants que s’han pogut veure en el treball:

* A partir dels seus origens en teoria dels espais meétrics probabilistics, I'tis de la
t-norma ha pogut evolucionar cap a molts altres camps.

¢ Hi ha hagut diversos canvis de pensament que li han donat la volta a conceptes
que es coneixien des de feia molt de temps, com la distancia o la pertinenca a un
conjunt. Aquests canvis anaven en la mateixa linia: descriure millor la realitat.
De fet, pot ser ara ens podriem plantejar no suspendre a un alumne si la seva
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7. CONCLUSIONS

nota és inferior al 5, sino donar-li una nota entre 0i 10 que simbolitzi el grau de
coneixement que ha demostrat haver adquirit al llarg del curs.

Hi ha diversos factors que fan que aquest treball pugui ser una bona introducci6 al
mon de les t-normes tant per alumnes interessats com per qualsevol persona que
vulgui situar les t-normes en un context o utilitzar el treball com un punt de partida
en el coneixement de les t-normes, per posteriorment poder desenvolupar estudis en
enginyeria.

En primer lloc, en el cas dels estudiants, pot ser interessant fer servir molts objec-
tes matematics de la logica, I'algebra, 'analisi i 'estadistica, ja que pot significar, a més
de la introducci6 d’elements nous (com una altra logica distinta a la booleana), una
manera de repassar o aclarir conceptes ja coneguts.

Amb més motiu encara si es té en compte que aquest és un tema que no pertany al
temari del Grau de Matematiques.

En segon lloc, la teoria esta acompanyada d’exemples i de grafiques que ajuden a
clarificar les definicions i les propietats, a més de notes historiques per situar-se millor
en el context matematic. A més, com es comenta a l'inici, un dels objectius principals
és que el lector pugui entendre les relacions que existeixen entre I’element principal, la
t-norma, i la resta d’elements que hi apareixen.

Com hem vist al llarg d’aquest treball, les t-normes s6n un pilar fonamental en moltes
arees i a la vegada conformen una area d’estudi per si mateixes. El mén de les t-normes
és molt ampli i, clarament, totes les idees presentades es poden ampliar molt més.

En el disseny del treball, s’Than intentat triar les parts que han semblat més impor-
tants per poder conformar una lectura interessant i autocontinguda. Per tant, aquest
treball no pretén esser un recull totalment complet que englobi tot el que es coneix de
t-normes, sino que permeti introduir a qualsevol persona en aquest ambit i que pugui
fer-se una idea de la quantitat de coses que s’hi amaguen.

Queden moltes arees obertes a la investigacid. Una d’elles, que és important i que
no apareix en aquest treball, és I'’estudi de les t-normes no continues. En la part més
aplicada, hi ha multitud de possibles vies d’aplicacié dels operadors introduits, com
pot ser la intel-ligencia artificial o la presa de decisions.

Si es vol profunditzar en qualsevol dels temes presentats en aquest treball es pot con-
sultar la bibliografia, on es recullen les fonts consultades.

Per alarealitzacio del present treball s’han consultat diversos llibres i articles. Principal-
ment s’ha seguit [1], perd en cada capitol s’ha complementat amb altres materials més
especifics. Per exemple, al Capitol 3, en la part de conjunts borrosos, la font principal
ha estat [9], mentre que per a I'elaboracié de 'Annex 1 ha fet falta analitzar Iarticle [3].
La restricci6 a t-normes continues al Capitol 2 ha reduit molt algunes demostacions i
teoremes i hem hagut d’adaptar bastants resultats a aquest fet. El maneig de diverses i
tan variades fonts ha permes contrastar definicions, resultats i demostracions.
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En aquest apendix es presenta el codi que ha permes generar els grafics de les funcions.

Tant les grafiques en tres dimensions com les de contorn de les diferents funcions
han estat generades amb Matlab.

Per dibuixar en 3D, farem el mateix procés per guardar els valors de les t-normes Ty, Tp
iTrienelcasde Tpi Ty sera una mica diferent.

En primer lloc definim les variables i crearem dos vectors X i Y de 50 valors en [0, 1];
aquests representen els eixos x i y.

syms x y
X=linspace(0,1,50);
Y=X;

Per les tres primeres, introduirem les t-normes com a funcions de dues variables i
omplirem la matriu Z que represental’eix z amb els valors que ens torni la t-norma.

TM=0(x,y)min(x,y);
TP=0(x,y)x*y;
TL=0(x,y)max (x+y-1,0);

%PER LES TRES PRIMERES T-NORMES:
Z=matriuZ(X,Y,TL);

onmatriuZ és simplement

function[Z] = matriuZ(X,Y,T)
Z=zeros (length(X) ,length(Y));
for i=1:length(X)
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for j=1:length(Y)
Z(i,j)=TX@E),YG)N;
end

end

end

Per les altres dues t-normes, cream una funcié a trossos com aquesta:

function[f]=TD(x,y)

if (0<=x)&&(x<1) && (0<=y)&&(y<1)
f=0;

else
f=min(x,y);

end

Després, omplirem les matrius corresponents entrada a entrada.

%PER LA DRASTICA:
Z=zeros (length(X) ,length(Y));
for i=1:length(X)
for j=1:length(Y)
Z(i,3)=TD(X(1),Y(j));
end
end

Analogament per Ty ;.
Ara podem dibuixar les t-normes en tres dimensions:

%DIBUIXAR TNORMA EN 3D:
s=surf(X,Y,Z, ’EdgeColor’, ’white’)
xlabel(’x’,’Fontsize’,20)
ylabel(’y’,’Fontsize’,20)

, ’FaceAlpha’,0.5

colorbar

Per dibuixar el diagrama de contorn d'una t-norma, senzillament empram la funcié
contour amb la matriu Z transposada.

#Diagrama de contorn per a les T-normes:
% contour (X,Y,transpose(Z),’linewidth’,2)
% xlabel(’x’,’Fontsize’,20)
% ylabel(’y’,’Fontsize’,20)

Per les t-conormes es fa idénticament i per dibuixar una nulnorma simplement la
definim com, per exemple:
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function[f]=Nulnorm(x,y,a)

if (0<=x)&&(x<a) && (0<=y)&&(y<a)
f=max(x,y);

elseif (a<=x)&&(x<=1) && (a<=y)&&(y<=1)
f=min(x,y);

else
f=a;

end

Fixem-nos en que ara demanam també a com a input. Després, de manera analoga
podem generar la superficie en 3D.

Per les sumes ordinals seria el mateix procés, perd demanant com a inputs les t-normes
necessaries i definint la funcié com una a trossos.
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