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Buscamos que el lector entre en profundidad en el mundo de las CC.M.. En particular,
nuestro objetivo serd encontrar condiciones necesarias y suficientes para obtener CC.M.
que converjan a un estado de equilibrio, y mostrar métodos eficientes para poder calcularlo.
Ademads, veremos qué podemos hacer cuando las condiciones suficientes no se cum-
plen, y queremos conseguir informacién relevante de nuestra Cadena de Markov (C.M.).
Por dltimo, como buenos matemadticos que pretendemos ser, ilustraremos con casos
reales esta teoria que presentamos para probar cudn fehaciente y practica es.
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Las CC.M. deben su nombre al ruso matemadtico de finales del siglo XIX, Andrei Andree-
vich Markov. Aunque este hombre estudié diversas areas de las matematicas, destacé
principalmente por su trabajo en la teoria de la probabilidad.

Estos procesos estocdsticos' aparecieron por primera vez en un estudio que hizo Mar-
kov sobre una novela en verso llamada Eugene Onegin, del escritor Alexander Pushkin’s.
En este andlisis, Markov buscaba un patrén de aparicion de las vocales y las consonantes
en el texto de la novela.

A raiz de aqui, la teoria de las CC.M. se ha ido desarrollando con el paso del tiempo,
aplicdndose a diferentes campos. Algunos de los 4mbitos donde han destacado con mayor
repercusion son: fisica, biologia y ciencias sociales.

Los fisicos las han usado para modelar transformaciones radioactivas y detectores
de fisién nuclear. Los astrénomos han estudiado la luminosidad de la Via Ldctea y la
distribucién espacial de las galaxias utilizando CC.M..

Los bidlogos han usado esta teoria para saber mds sobre el crecimiento de la poblacion,
genética molecular, farmacologia y expansion de tumores entre otros...

Y, en el 4mbito de las ciencias sociales, se aplican para estudiar el comportamiento de
los votantes, movilidad geogréfica en un pais, expansién y disminucién de los pueblos,
prediccion de las matriculaciones en colegios y universidades, etc.

Por todo esto, y mucho mas, surge, a dia de hoy, la necesidad de profundizar en esta
teoria y ver sus diversas aplicaciones a la vida real.

En este trabajo encontraremos, primero de todo, una introduccién a las CC.M. y a las
CC.M.HH.. Expondremos definiciones, proposiciones y muchos ejemplos para ilustrar y
verificar la comprensién de esta teorfa.

A continuacidn, en el Capitulo 3, nos centraremos en el tema principal de este trabajo:
la convergencia de las CC.M.HH. a estados de equilibrio.

1Un proceso estocdstico, en la teorfa de la probabilidad, es un concepto matematico que se utiliza para
describir una serie de variables aleatorias (vv.aa.) (ver Definicién A.3.3 del Apéndice A, para més informacién
sobre las vv.aa.), que evolucionan en funcién de otra variable aleatoria (v.a.), generalmente, el tiempo.



1. INTRODUCCION

Por dltimo, pero no menos importante, en el Capitulo 4, estudiaremos tres casos reales
en los que aplicamos la teoria que hemos mostrado.

En el Apéndice A, trataremos de introducir y explicar los términos que facilitardn la
comprension del trabajo. Ademads, encontraremos mds informacion sobre las CC.M.HH.
que no hemos podido introducir en el nudo de este trabajo por temas de espacio. Por otro
lado, en el Apéndice B, mostraremos las demostraciones de teoremas y proposiciones, por
capitulo, que habran quedado pendientes de consulta para el lector, debido a la falta de
espacio, o a la poca relevancia de la demostracién con respecto al tema que tratamos.

Finalmente, en el Apéndice C encontraremos c6digos programados en Octave que
hemos usado para hacer algunos calculos en el Capitulo 4.

Para escribir este trabajo, nos hemos basado principalmente en dos libros de la Biblio-
graffa: [1] y [2]. Y, para ver ejemplos de aplicaciones de la teoria de las CC.M., hemos
consultado la Referencia [3]. Ademads, hemos comprobado algunas demostraciones en la
Referencia [4].



2.1 Introduccion

Las CC.M. son procesos estocdsticos en los que el pasado afecta al futuro solo a través
del presente. Aunque esta frase pueda parecernos sorprendente o incomprensible a priori,
notaremos como, a medida que vayamos leyendo este trabajo, cobrard mas y més sentido.

En este capitulo, nos centraremos en explicar la notacién que usaremos a lo largo del
trabajo, definir las CC.M., y exponer diferentes proposiciones, teoremas y conceptos sobre
ellas, que nos servirdn para abordar mejor el tema principal que trataremos en el capitulo
posterior.

Nos interesa, primero de todo, definir un conjunto S finito o numerable, de tal forma
que:

Definicion 2.1.1. Elvector filax = (x;) jes es un vector indexado por S si sus componentes
son reales y se indexan como hemos denotado.

De igual forma, tendriamos la definicién para las matrices:

Definicién 2.1.2. La matriz P = (P);, jes es una matriz indexada por S si sus componen-
tes son reales y se indexan como hemos denotado.

Denotaremos por Pj, con j € S, ala columna j-ésima de la matriz P. Y, por P, con
i€ S, alafila i-ésima.

Las matrices indexadas por S que nos interesan, son aquellas que tienen una norma
finita:

IPIl = IPlloo = sup{ }_ [P}]} < +oo,
ieS ]ES

donde ||P|| es la norma matricial inducida por la norma £« . A partir de ahora, ser de
estas matrices Unicamente de las que hablaremos.

lvéase Ejemplo A.1.3 del Apéndice A para mds informacién sobre la norma .
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En lo sucesivo, asumiremos que |S| = N, con N € N (donde N denota el conjunto de
los enteros no negativos).

Tenemos la necesidad de definir la siguiente aplicacién lineal asociada a una matriz P.
Debido a que, como veremos en el préximo capitulo, nos har4 falta una aplicacién que
cumple ciertos requisitos para aplicar teoremas de puntos fijos:

Definicion 2.1.3. Sea P € My« N (R) indexada por S. Definimos la aplicacion lineal aso-
ciada a la matriz P como:

P: [1—*[1
x — xP.

(Véase el Ejemplo A.1.1 del Apéndice A para obtener mds informacion sobre ¢1.)

Hemos comprobado, si le interesa al lector, que esta definicién esta bien definida en la
Demostraciéon B.1.1 del Apéndice B.

Veamos, con las siguientes definiciones y ejemplos, el tipo de vectores y matrices que
trataremos:

Definicion 2.1.4. Sea RY,||-|l1) un espacio vectorial normado >, donde | - ||, : RN — R
viene dada por x|l = Z X;.
ieS
El vector fila x = (x;)jcs € RN es un vector estocdstico si cumple las siguientes condi-
ciones:

a) xiZO,ViES,

b) lIxlly =1,
Denotamos por I, al conjunto de los vectores estocdsticos en RY.

A continuacion, introduciremos un ejemplo que ilustra la definicion anterior:

Le2 ... eNeRV, componentes de la base candnica de RN,

Ejemplo 2.1.1. Los vectores e
son vectores estocdsticos.
Ya que, sea e = ((e/);) = (0,...,0, 1 ,0,...,0) un componente de la base canonica
J
arbitrario pero fijado:
e (e));20,Vi€eS.

s el =Y (e);=0++0+_ 1 +0+---+0=1.
i€eS ]'.

Definicion 2.1.5. La matriz P = (Pj.)i, jes € Mxn es una matriz estocdstica si cada
una de las filas de la matriz es un vector estocdstico. O sea, si cumple las siguientes

condiciones:

a) P;'.zo,w,jes.

2ygase la Definicién A.1.1 del Apéndice A para mds informacion.
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b) ZP;'.:Lvl'es.
Jj€S

El siguiente es un ejemplo de matrices estocdsticas:

Ejemplo 2.1.2.
1 0 O
P=(1/2 0 1/2
0O 1 O

Cada una de las entradas (o valores) de la matriz P son mayores o iguales que 0y, para
cada fila, la suma de sus valores es 1.

Observacion 2.1.1. Si P es una matriz estocdstica indexada por S, tenemos que
1) |P;|=P;yaqueP;20,Vi,j€S.

2) ij.zl,\ﬁes.
JjeS

Por tanto:

IPIl =sup{}_ [Pl} =sup{} P} =sup{l}=1.
i€S jeS i€S jeS ieS

Y, como P; =0, Vi, jeS, tendriamos que

Pi<1,VijeS.

Una vez contamos con estas definiciones, pasaremos a ver una proposicioén y un par
de propiedades que estdn relacionadas con las matrices estocdsticas y sus respectivas
aplicaciones lineales. Nos servirdn para aclarar unas propiedades con las que cuentan este
tipo de matrices y que nos harén falta en secciones posteriores y en el Capitulo 3:

Proposicion 2.1.1. Sea P una matriz indexada por S tal que (t.q.) |P|| < +oo y sea P
su aplicacion lineal asociada. Entonces P es una matriz estocdstica si 'y solo si (sii)
PI)cT.

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.2 del Apéndice B.

Una de las consecuencias de esta proposicion es que el producto de matrices estocas-
ticas indexadas por S, es también estocdstica, y, en particular, las potencias de matrices
estocdsticas también lo son. Veamos porqué:

Proposicion 2.1.2. Sean P y Q matrices estocdsticas indexadas por S, y P 'y Q las aplica-
ciones lineales asociadas a las matrices P y Q respectivamente. Sea

(QOP)I 51 — 41
x — x(PQ)

la composicion de las respectivas aplicaciones Q y P. Entonces la matriz PQ es una matriz
estocdstica.

(En la Demostracion B.1.3 del Apéndice B podemos comprobar porqué esta composi-
cion estd bien definida).
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Demostracion. Queremos ver que (QoP)(J) < I . Por ser P una matriz estocdstica,
tenemos que, por la Proposicion 2.1.1, P(J) c . Por tanto:

(QeP)(T) =Q(P(IT)) cQI),

y por ser la matriz Q también estocdstica, tenemos que Q(J ) € T, y asi nos queda que:

QeP)(I) T,

tal y como queriamos ver. Ahora, por la Proposicion 2.1.1 de nuevo, tendriamos que PQ
seria una matriz estocdstica.
O

De aqui deducimos que si P es una matriz estocéstica, entonces (P”) (la potencia
n-ésima de la matriz P) es una matriz estocéstica para cualquier n € NuU {0}.

La otra propiedad interesante que cumplen las matrices estocdsticas es que cualquier
combinacion convexa de ellas, es también una matriz estocastica. Veamos:

Proposicion 2.1.3. Sea

M
P=3 1Py
k=1
una combinacion convexa de matrices estocdsticas indexadas por S. Donde (P}) denota
la matriz k-ésima, con ke {1,..., M}, M eN, y los coeficientes t; cumplen lo siguiente:

a) t=0,Vke{l,...,M}.

M
b) Ztk=l.

k=1
Entonces P es una matriz estocdstica.
Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.4 del Apéndice B.

Con el fin de tratar las matrices estocasticas de una forma mas intuitiva, podemos
representarlas mediante grafos dirigidos.>

Las interpretaciones que hagamos de las entradas de P serdn mds precisas si contamos
con estas representaciones.

Para obtener dicha representacion, lo que debemos hacer es:

Sea P una matriz estocéstica indexada por S t.q. P = (p;;);, jes. Asociamos un grafo
dirigido con pesos a la matriz t.q.: si p;; > 0, dibujamos un arco dirigido del nodo i al
nodo j y asociamos el peso p;; al arco, y si p;;j = 0 no dibujamos nada.

Con el siguiente ejemplo lo veremos mds sencillo:

3 Dejamos a interés del lector, una pequefia introduccién y notacién sobre grafos dirigidos en la Seccién
A.2 del Apéndice A.

6
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Ejemplo 2.1.3. Sea

219 0 7/9
P=|1/2 0 1/2
1/7 6/7 0

la matriz estocdstica. Notemos que en este caso tenemos 3 filas y 3 columnas, por tanto
podemos definir S = {1,2,3} como el conjunto de nodos del grafo para representar cada
una de ellas:

719

2/9
6/7

1/2
1/2

1/7

Figura 2.1: Grafo dirigido asociado a P del Ejemplo 2.1.3.

Observamos que desde el nodo 1, podemos ir al nodo 1 (él mismo) con probabilidad
219, al nodo 2 con probabilidad 0 (o sea, no podemos ir en un paso o arco) y al nodo 3
con probabilidad 7/19. Esto lo hemos podido representar gracias a la informacion que nos
proporciona la primera fila de la matriz P. Las demads filas nos ayudarian a completar el
grafo.

También vemos que, por ser todos los elementos de la primera columna de la matriz P
diferentes de 0, tenemos que podemos llegar al nodo 1 desde cualquier otro nodo (incluido
él mismo) mediante un tinico arco (en un paso).

Solo con la matriz P, no hubiéramos visto que hay un camino dirigido del nodo 1 al
nodo 2, ya que p12 = 0. Pero con el grafo dirigido, vemos claramente que si lo hay, yendo
del nodo 1 al nodo 3 primero, y del nodo 3 al nodo 2 después.

Definicion 2.1.6. Sea P una matriz estocdstica indexada por St.q. i,j € S.
SidneNtg. px.’) =(P") ; > 0, decimos que i conduce a j, o que j es accesible desde
i, y lo denotamos como i — j.

Sii— jyj—1i, entonces iy j estdn comunicados, y escribimos i — j.

Observacion 2.1.2. Lo que quiere decir la definicion anterior es que si existe algin
camino del nodo i al nodo j, entonces i conduce a j. Y, que si existe dicho camino y
ademds otro que vaya del nodo j al i, entonces j e i estdn comunicados.

Una vez contamos con esta definicién, podemos introducir un concepto muy importante
en este trabajo debido a que lo usaremos en el Capitulo 3:

Definicion 2.1.7 (Matriz irreducible). Sea P una matriz estocdstica indexada por S t.q.
i,jes.
Sii—— j, Vi, jeS, entonces decimos que P es irreducible.

En el siguiente ejemplo ilustraremos la definicion anterior:
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Ejemplo 2.1.4. Sea

=1 o

una matriz estocdstica indexada por S ={1,2}. El grafo dirigido asociado a esta matriz

es.
(D——=(2)
1

Figura 2.2: Grafo dirigido asociado a P del Ejemplo 2.1.4.

Como pilz) > 0, tenemos que el nodo 1 conduce al nodo 2 por un camino dirigido com-

puesto vunicamente de un arco (en un paso). De igual manera, como péll) > 0, tendriamos

que 2 conduce a 1. Por tanto, 1 — 2, y como S = {1,2}, tendriamos que P es irreducible.

Proposicion 2.1.4. La relacion i — j es una relacion de equivalencia del conjunto de
indices S.

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.5 del Apéndice B.

Gracias a esta proposicién, podemos dividir el conjunto S en clases de equivalencia de
indices que se comunican entre si. Esta propiedad nos serd de gran ayuda en la Seccién
2.4 posterior.

La siguiente proposicion establece un modo para determinar cuando 2 nodos estan
comunicados en funcién de la Definicién 2.1.6 anterior:

Proposicion 2.1.5. Sea P la matriz estocdstica indexada por un S. Un camino dirigido
del nodo i al nodo j existe sii existe al menos un camino formado por no mds de N arcos.
Ast, un camino de i a j existe sii

B§=(P+P2+~--+PN‘1+PN);Z>0. 2.1

En particular, para cada nodo i € S, el conjunto

{j€S/B;>0) 2.2)

es el conjunto de nodos que son accesibles, por al menos un camino dirigido, desde i.
Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.6 del Apéndice B.

Antes de explicar lo que quiere decir esta proposicién, queremos aclarar que: P;.
representa los caminos dirigidos de i a j compuestos por un arco tnicamente, (P?) ;

representa los de 2 arcos, y asf sucesivamente hasta (P"V ); que representa los de N arcos
exactamente.

Abhora bien, al definir B; como una suma de las diferentes potencias de P, lo que nos
quiere decir la proposicion es que si existe al menos un camino de 1,2,3,..., o N arcos
exactamente, entonces existe al menos un camino de i a j.
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Esto es debido a que, como las potencias de las matrices estocésticas son también
estocasticas, tenemos que (Pk);. =0Vi,je Sy kef{l,.., N}. Ahora, sabemos por la

Definicién 2.1.6 que si pgljc.) = (PY) ; > 0, entonces hay un camino dirigidode i a j en k

pasos (o arcos). Por lo que si existe un k € {1,..., N} t.q. Pk > 0, tendremos que Bj. >0
y, por tanto, existird un camino dirigido de i a j por dicha definicién.
El siguiente ejemplo ilustra la Proposicién 2.1.5:

Ejemplo 2.1.5. Sea

0 1 O
P=|1/2 0 1/2
1 0 0

la matriz estocdstica indexada por S = {1,2,3}. El grafo dirigido asociado a P es:

Figura 2.3: Grafo dirigido asociado a P del Ejemplo 2.1.5.

Calculemos P> y P3:

0 1 0 0 1 0 172 0 1/2 1/2 1/2 0
P2=|1/2 0 1/2|{1/2 0o 1/2|=|1/2 172 o |, P’=|1/4 1/2 1/4|.
1 0 0 1 0 0 0 1 0 172 0 1/2

Ahora calcularemos Bj. para detectar los caminos entre los nodos del grafo:

0O 1 O 172 0 1/2 172 1/72 0 1 3/2 1/2
B}: 1/2 0 1/2)+|1/2 1/2 O |+|1/4 1/2 1/4|=|5/4 1 5/4].
1 0 O 0 1 0 172 0 1/2 3/2 1 1/2

Por tanto, tenemos que existen caminos de cualquier nodo a cualquier nodo del grafo, ya
que todas las entradas de B son mayores que 0.

Una vez contamos con esta introduccion, estamos en disposicién de definir y aclarar
lo que son las CC.M..

2.2 Cadenas de Markov

A continuacién, mostraremos una de las definiciones mds importantes de este trabajo e
introduciremos gran parte de la notacién relacionada con la misma:
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Definicion 2.2.1 (Cadena de Markov). Sea (Q,8,P) un espacio de probabilidad 4 y
sean 1,2,...,1r € & los sucesos posibles del experimento aleatorio Q. A estos sucesos los
llamaremos estados y S =1{1,2,...,1} serd el espacio de estados.

Dicho experimento es repetido un niimero N de veces. Sea {%,}, con n€{0,1,...,N},
la sucesion de vv.aa. en este espacio de probabilidad, de tal forma que:

X, Q — S
x — 1.
Entonces {Zn} es una C.M. si existe un conjunto {p;j(n+1)}; jes 1.q. la probabilidad

condicionada de que ocurra el suceso j en el momento (n+1) €{0,1,..., N}, dado que el
resultado en la repeticion anterior ha sido el suceso i, es p;j(n+1):

pij(n+1)=P(jen el experimenton+1/ien el experimenton) =P(Xy+1 = j/ Xn=1),

Vi, jeSyne{0,1,...,N}.
Los valores p;j(n+ 1) son conocidos como probabilidades de transicion.

Observacion 2.2.1. Fijémonos que para cada x € Q, la secuencia de estados {%n(x)}n < S
define un camino en S.

Si Zn(x) = j, decimos que el camino definido por x visita a j en el paso n. El
conjunto {x € QO Z,(x) = j} es el conjunto de caminos que visitan j en el paso n'y
P(Z, = j! Zo=1) es la probabilidad de que un camino que empieza en i, esté en j en el
paso n.

El conjunto de las probabilidades {p; j(n + 1)} pueden ser representadas por una matriz:

punr+1) pipnr+1l) - p;r(n+1)
. | parn+1l) ppn+1) - par(n+1)

P(n+ l);- = . . . .
prin+1) prpn+l) - prn+l)

conocida como la matriz de transicién de la C.M. {Z,}, del paso n al paso n+ 1. Veamos
con mds detenimiento este concepto a continuacion:

Definicion 2.2.2 (Matriz de transicion). Sea {X,} un proceso estocdstico con un espacio
de estados S. Para cada n e NU {0}, sea

 P@ 1= I X =1) siP@n=i)>0
1 _ .
Pln+1);= { 5 siP(%,=i)=0
Donde
L (1 sii=
Id_af_{O Sii#]

Llamamos a P(n+ 1) la matriz de probabilidades de transicion o matriz de transicion
del proceso {Z,}, del paso n al paso n+ 1.

4Véase la Definicién A.3.2 del Apéndice A para mds informacién sobre lo que es un espacio de
probabilidad.
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2.2. Cadenas de Markov

Observacion 2.2.2. Como las entradas de la matriz de transicion son probabilidades
condicionadas, es necesario que el suceso que condiciona ({%;, = i}) tenga probabilidad
estrictamente positiva. Es muy extraiio que P(Z,, = i) sea 0, de echo, en todos los ejemplos
y casos reales que consideraremos en este capitulo y en el Capitulo 4, P(¥X, = i) serd
mayor que 0.

Pero en la Definicion 2.2.2, que es la definicion general, se debe considerar la posibi-
lidad de que P(%;, = i) también puede valer 0. Y para poder realizar la demostracion de
la Proposicion 2.2.1 con éxito, definimos P(n + l)j. = 5;'. en el caso en que P(Z,, =1i) =0.

Los grafos dirigidos que hemos visto en la introduccidn, tienen nombre propio en las
CC.M.:

Definicion 2.2.3. El grafo dirigido asociado a la matriz de transicion P, se conoce como
diagrama de estados.

La siguiente proposicién, aunque parece simple, es muy importante, debido a que
todos los resultados posteriores de este capitulo y del Capitulo 3 se basarédn en ella:

Proposicion 2.2.1. Las matrices de transicion son matrices estocdsticas.

Demostracion. Sea n e Nu {0} fijado pero arbitrario, y sea P(n + 1)3. =p;j(n+1) para
cada i, j € S. Para ver que P(n + 1) es una matriz estocdstica, veamos que cumple las dos
condiciones para serlo:

a) Por ser P una medida de probabilidad 3, tenemos que p;j(n+1) =0, Vi, jeS por
la Definicion 2.2.2 anterior.

b) Sea i€ S arbitrario pero fijado, queremos ver que Z pij(n+1)=1. Tenemos dos
Jj€S
casos:
* SiP(&n=1) =0, tenemos que p;j(n+1) = 6;. por la Definicion 2.2.2 de nuevo,
por lo que:

Y pijln+1)=3 85 =1
Jj€S Jj€S

* SiP(Xy, =1) >0, entonces p;j(n+1) =P(Xy+1 = j/ Xn=1) y, por la formula
de las probabilidades condicionadas °, tendriamos que:

Y PUE i1 =IN{Zn =1}
jes

S pijn+ D) =Y PFp1=j 1 X =i) =

jes jes P(Xn=1)

Ahora, sea Ej = {¥ 41 = jJ} para cada j € S. Notemos que los sucesos Ej
forman una particion sobre Q.

1) Los Ej son disjuntos dos a dos.

3Contamos con la Definicién A.3.1 en el Apéndice A, por si le interesa al lector.
Consultar la Definicién A.3.9 del Apéndice A para ver la férmula.
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2. CADENAS DE MARKOV

2) UEj=q.
Jj€S

Por ser P una medida de probabilidad, la suma de probabilidades de una serie
de sucesos es igual a la probabilidad de la union de dichos sucesos, por tanto:

Y PE N, =i}) P
jes

UEniZ,= i}))
B jes
P(%X, = i) B P(%, =)

Por teoria de conjuntos, sabemos que la union de intersecciones de conjuntos
es igual a la interseccion de uniones de éstos, por lo que:

P U(Ejm{%n:i})) P {UEj}n{%nzi})
jes 3 jes _PQN{Xy=i) P&Ep=1)
P(Z, =i B P(%X, =) O P@,=0)  P@,=0)

Esto quiere decir que para cualquiera de los dos casos hemos visto que
Y pij(n+1) = 1. En definitiva:
J€Ss

Y pijin+1)=1,Vi€s.
JjeS

O

A continuacién, expondremos un concepto que nos ayudard a ver la relacién que existe
entre las distribuciones de las vv.aa. & y & mediante la matriz de transicién P. Para
ello, necesitamos el concepto de densidad de masa:

Definicion 2.2.4. Sea n € Nu {0} arbitrario pero fijado, definimos n(n) como el vector
fila t.q. cada componente cumple que:

(m(n);) =P(Xp =1),
para cada i € S. Llamaremos a este vector densidad de masa de Py, .

Proposicion 2.2.2. La siguiente igualdad se verifica:

an+k)=Pn+k)---P2+kPQ1+knr(k), Vn,keNu{0}.
Demostracion. Consiiltese en la Demostracion B.1.7 del Apéndice B.

Esta propiedad que acabamos de enunciar establece que dada la C.M. {%},}, la distri-
bucién de las vv.aa. depende inicamente de la distribucion de la v.a. inicial y de la matriz
de transicién P.

La siguiente propiedad es de gran relevancia en la teoria de las CC.M.. Por consiguien-
te, no podia faltar su presencia en este trabajo:
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2.3. Cadenas de Markov Homogéneas

Propiedad 2.2.1 (Propiedad de Markov). Un proceso estocdstico {%y,} con S un conjunto
finito o numerable, se dice que tiene la propiedad de Markov si para cada k,n e NuU {0}
tales que (tt.q.) k < n, y para cualquier eleccion de estados iy, ...,in+1 € S, tenemos que:

I]:D(c%'n_}.] = ll’H—l/% = in,...,%k+] = ik+],(%'k = lk) = I]:D(c%'n_}.] = ll’l+1/% = ln)

La Propiedad 2.2.1 motiva la definicién siguiente. Después de anunciarla, veremos
porqué es equivalente a la Definicién 2.2.1 que hemos introducido al inicio de esta seccién:

Definicion 2.2.5. Todo proceso estocdstico {%,,} que cumple la propiedad de Markov, es
una C.M. con S su espacio de estados.

La Definicién 2.2.1 nos ha servido para definir las CC.M., para introducir notacion y
para hablar sobre las matrices de transicién.

La Propiedad 2.2.1 y Definicion 2.2.5 que acabamos de ver, estdn totalmente relaciona-
das con la Definicién 2.2.1 inicial. En la Propiedad de Markov se resume con una ecuacién
que, en cada paso n € NU {0} (cada vez que repetimos el experimento), la probabilidad
de que ocurra &+, solo se ve influida por la de que ocurra &, sin importar los valores
tomados por las anteriores vv.aa.. Estas probabilidades condicionadas se representan me-
diante la matriz de transicién. De ahi que, en la definicién inicial, se muestren las CC.M.
como la existencia del conjunto de valores {p;j(n + 1)} que representan esta misma matriz
de transicién.

Notemos cémo la frase inicial de la introduccién’ de este capitulo va cobrando
sentido...

2.3 Cadenas de Markov Homogéneas

En esta seccidén veremos un tipo concreto de CC.M. que serdn la base de todo lo que
mostraremos en los Capitulos 3 y 4. Veamos la definicién primero de todo:

Definicion 2.3.1. Una C.M., con S un espacio de estados finito o numerable (e.e.f-n.), es
homogénea si su matriz de transicion cumple que:

P=P(n), VneNu{0}.
Observacion 2.3.1. En este caso, para cada n, k € NU{0} tendriamos que las densidades

de masa n(k) y n(n+k), de &y y X+ respectivamente, estarian relacionadas por la
siguiente igualdad.:

an+k)=PYHr(k),

debido a la Proposicion 2.2.2.

TVéase el primer pardgrafo de la Seccidn 2.1 para recordar la frase.
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2. CADENAS DE MARKOV

2.4 Representacion candnica de P

En esta seccién vamos a caracterizar un subconjunto de estados, los recurrentes y los
transitorios, del espacio de estados S, que resultard de gran interés y necesidad para la
representacion de P que usaremos en el Capitulo 4 (forma canénica de P).

Gracias a esta clase de estados, podremos escribir nuestra matriz de transicién de
forma que se podré extraer de ella informacion mucho més relevante, en algunos casos,
que de la matriz P original.

De ahora en adelante (a no ser que digamos lo contrario en la definicién de algtin
pardmetro) supondremos lo siguiente:

* La sucesién de vv.aa. {%},} es una Cadena de Markov Homogénea (C.M.H.).
 El espacio de probabilidad sobre el que estaran definidas sera (Q2,&,P).
* Denotamos por S al espacio de estados.

* Sea C c S, si es un conjunto unitario, o sea, C = {j}, por abuso de notacién usaremos
j directamente.

* P=(p;j) es la matriz de transicion de la C.M.H..

* Si en algiin momento no especificamos el camino definido por el suceso x (véase la
Observacion 2.2.1), se sobreentiende que las vv.aa. &}, se aplican a sucesos x € Q.

Para alcanzar el objetivo fijado, empecemos con la definicion de clase cerrada o clase
absorbente de estados:

Definicion 2.4.1. Sea C # @ t.q. C < S. Decimos que C es una clase cerrada o clase
absorbente para P si para cualquier i € C y para cualquier j ¢ C, j no es accesible desde
i(i—j).

Equivalentemente, tenemos que C es una clase cerrada sii i € Cy i — j implica que
jecC.

En otras palabras, C es una clase cerrada si no hay caminos que empiecen desde
cualquier estado de C y lleguen a un estado que no esté en C. Notemos que los estados de
C no tienen porque estar conectados dos a dos, podrian ser cuatro estados que se conectan
entre si por caminos pero sin conectarse dos a dos.

La manera mas simple de encontrar las clases cerradas de S es considerar, para cada
i € S, el conjunto de estados accesibles desde i:

{jeS/Ii— j}.
Estos conjuntos serfan clases cerradas. Veamos esto mejor con un ejemplo:

Ejemplo 2.4.1. Sea

1/2 1/2 0
P=|1 0 O
0 0 1

14



2.4. Representacion canénica de P

1/2 1 1
1/2 @

Figura 2.4: Diagrama de estados de la matriz de transicion P del Ejemplo 2.4.1.

una matriz de transicion de una C.M.H. con S = {1,2,3} su conjunto de estados. El
diagrama de estados para P seria el dado en la Figura 2.4.
Veamos qué clases serian absorbentes:

Sea Cy ={1}. No seria una clase cerrada porque 1€ C1, 1 — 2y 2¢ Cy.

Sea Cy =1{1,2}. S seria una clase cerrada porque el estado 3 ¢ Cy no es accesible
desde los estados 1,2 € C, .

Sea Cs = {3}. Si seria una clase cerrada porque los estados 1,2 ¢ C3 no son accesi-
bles desde 3 € Cs.

e Sea Cy = S. Seria una clase cerrada de forma trivial ya que no existe un estado
i¢Cy.

En general, S siempre serd una clase cerrada para P. La siguiente proposicién es
crucial para introducir una clase cerrada de estados especial, la denominada minimal.

Proposicion 2.4.1. Sean C y D clases cerradas. Entonces CU D y Cn D también lo son.
Esto quiere decir que las clases cerradas son un conjunto parcialmente ordenado®
(poset) con la inclusion, denotada por S, como orden parcial.’

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.8 del Apéndice B.
Gracias a que las clases cerradas son un poset, contamos con la siguiente definicién:

Definicion 2.4.2. Sea C < S una clase cerrada. Decimos que C es una clase cerrada
minimal si

DcC=C=D, VDcSclase cerrada.

Como consecuencia de esta definicidn, tenemos que las clases cerradas minimales de
S son disjuntas dos a dos.

Ejemplo 2.4.2. En el Ejemplo 2.4.1 anterior, las clases cerradas minimales serian {1,2}
y {3}

Para detectar las clases cerradas minimales de una forma m4s practica y no tan intuitiva,
contamos con la siguiente proposicion:

8Véase la Definicién A.5.4 del Apéndice A, si al lector le interesa.
9Véase la Definicién A.5.3 del Apéndice A.
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2. CADENAS DE MARKOV

Proposicion 2.4.2. Una clase cerrada C es minimal sii todos sus elementos estdn comu-
nicados dos a dos (o0 sea, si i, j € C, entonces i — j, Vi, je C).

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.9 en el Apéndice B.

Con esta caracterizacion de las clases cerradas minimales, tenemos que si P es una
matriz irreducible (véase la Definicién 2.1.7), entonces S es una clase cerrada minimal.
El siguiente ejemplo ilustra el concepto de clase cerrada minimal:

Ejemplo 2.4.3. Sea
1 00
P=]1 0 O
0 01

una matriz de transicion de una C.M.H. con S = {1,2,3} su conjunto de estados. El
diagrama de estados para P seria el dado en la Figura 2.5.

1 1
O——06 ©
Figura 2.5: Diagrama de estados de la matriz de transicién P del Ejemplo 2.4.3.

Identificaremos las clases cerradas y veremos cudles son minimales:

* Por la Proposicion 2.4.1, S es una clase cerrada trivialmente.

» Sea i =1, el conjunto de estados accesibles desde i es C, = {1}. Por tanto C; es una
clase cerrada.

» Sea i =2, el conjunto de estados accesibles desde i es C; = {1}.

* Sea i =3, el conjunto de estados accesibles desde i es Cy = {3}. Por tanto C, es una
clase cerrada.

* También tendriamos que Cs = {1,3} seria una clase cerrada, debido a que Vi€ Cs y
j ¢ Cs, 0sea, j=2, jno es accesible desde i.

En definitiva, una vez tenemos identificadas las clases cerradas, tendriamos el siguien-
te drbol con raiz el conjunto Sy hojas las que serian las clases cerradas minimales:

{1,2,3}
7 N
{1} {1,3}
N
{3}

Esto quiere decir que Cy y Cy son clases cerradas minimales.
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2.4. Representacion canénica de P

Otra forma de detectar las clases cerradas minimales es a través de la matriz B (véase
la Ecuacion 2.1). Veamoslo:

Proposicion 2.4.3. El estado i € S pertenece a una clase cerrada minimal sii para
. . i 7]
cualquier j€ S 1.q. Bj >0, tenemos que B; > 0.

Demostracion. Obvio gracias a la Proposicion 2.4.2. Debido a que, por esta proposicion,
una clase cerrada C=1{je S/ B;. > 0} que contenga a i es minimal sii todos los elementos
de C estdn comunicados dos a dos, en particular para este i:

C=1{jeS/B.>0}={jeS/B;>0,B] >0}
O

Una vez tenemos bien claro cémo podemos encontrar una clase cerrada minimal,
vayamos con un tipo de C.M. que es sobre la cudl nos interesard profundizar para poder
desarrollar una de las aplicaciones en el Capitulo 4:

Definicion 2.4.3 (Cadena de Markov absorbente). Diremos que una C.M. es absorbente
si cuenta con al menos una clase cerrada minimal y t.q. desde cualquier estado de S es
posible llegar a alguna de las clases cerradas minimales de la cadena en un niimero finito
de pasos.

Ejemplo 2.4.4. La matriz de transicion del Ejemplo 2.4.3 proviene de una Cadena de
Markov Absorbente (C.M.A.). Ya que los estados 1y 3 forman las dos clases cerradas
minimales Cy y Cy respectivamente, y desde el estado 2 podemos llegar a Cy en solo 1
paso.

En el resto de esta seccion supondremos que {Z,;} es una C.M.A.. La notacién seguird
como hasta ahora, solo afiadimos esta nueva condicién sobre la sucesion {%},}.

Al principio de esta seccion hemos expuesto que podriamos encontrar una represen-
tacién de la matriz P. Gracias a las definiciones y proposiciones con las que ahora ya
contamos, veamos a qué representacion nos estdbamos refiriendo con el siguiente teorema:

Teorema 2.4.1 (Representacion canénica). Sean Cj,...,C, las clases cerradas minimales
para P. Sea kj el cardinal de C; para cada l € {1,...,r}, C={C,U---UC;}y T=S8\C.
Definimos K = kj + -+ + ky.

Entonces la matriz estocdstica P tiene la forma canonica o representacion canonica
siguiente:

B) O |
0 @By
P=| - - N R 2.3)
0 v - 0 By O
R v NxN
donde (B1),...,B;) son matrices estocdsticas irreducibles de dimension k; x ki,..., ky x k;

respectivamente it.q. (B;) = (pij)i jec,, VI €11,...,r} y Ry V son las submatrices de P de
dimensiones (N — K) x Ky (N — K) x (N — K) respectivamente.
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2. CADENAS DE MARKOV

Para obtener la representacion canénica de la matriz P debemos identificar las clases
cerradas minimales. Una vez las tenemos, reetiquetamos (cambiar filas y columnas) los
estados para que nos quede una matriz con la forma (2.3). Cada (B;) representard una
clase cerrada minimal C;, con [ € {1,...,r}.

La informacién que transmite la matriz P original y su respectiva forma canénica es
la misma. La diferencia es que si P estd expresada en forma candnica, nos es mas facil
identificar los tipos de estados y asi podremos analizar mejor los estados de P.

A continuacién, mostraremos las definiciones de los diferentes tipos de estados: los
estados recurrentes y los estados transitorios.

Definicion 2.4.4. Sea j € S un estado:

* Diremos que j es un estado recurrente si

+00

Y pl" = +oo.
P

n=1

Esto nos vendria a decir que habiendo visitado el estado j en &y, es muy probable
que lo volvamos a visitar en posteriores pasos n € N.

* Por lo contrario, diremos que j es un estado transitorio si

La siguiente proposicién nos ayudard a identificar qué estados son recurrentes y cudles
son transitorios dependiendo de si los estados son de C (definido en el enunciado del
Teorema 2.4.1 anterior) o no:

Proposicion 2.4.4. Sean C,,...,C; las clases cerradas minimales en S, T=S\C e i,j€S.
Entonces se cumple:

i) Si jeC, entonces j es recurrente.

(k) _

+00
Y, por la Proposicion A.10.5, tendriamos que si i — j, entonces Z p;j = +oo.

k=1
ii) Si je T, entonces j es transitorio.

Mas precisamente, Vi,j € T, pg.];.) converge a 0 tan rdpido como k — +00'’. Por

+o0 ®)
tanto 1;1 p;; <+oo.

Demostracion. Constiltese la Demostracion B.1.10 del Apéndice B.

1OExplicalmos esto en detalle en la Nota A.10.2 del Apéndice A.
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2.4. Representacion canénica de P

Gracias a esta proposicion, podemos asegurar que los primeros K estados de la forma
candnica de P son recurrentes, o sea, los correspondientes a las filas y columnas de la
matriz diagonal por bloques:

B) O - - 0
0 (By)
: ) .0
0 ce e 0 (By)

KxK

Y los N — K restantes son transitorios.

Si al lector le interesa, tenemos un ejemplo de calculo de la representacion canénica
de una matriz estocdstica P en la Seccioén A.11 del Apéndice A.

A la luz de lo expuesto, el siguiente resultado permite establecer el comportamiento a
lo largo del tiempo de los distintos estados, tal y como ilustraremos en el Capitulo 4:

Teorema 2.4.2. Sean Cy,...,C; las clases cerradas minimales en S para la matriz esto-
cdastica Py la representacion candnica dada por (2.3). Para cada 1 €11,...,r}, sea k; el
cardinal de C;. Tenemos que

(B))" 0 0
0 B2)"
P" =
0 o0 BY" 0
Ry) (\%0]

NxN

donde: (B1)",...,(B:)"" y (V") son las potencias n-ésimas de las matrices (B1),...,([B;) y
V del Teorema 2.4.1 respectivamente, (Rn)11 es una matriz (N—K) x K.

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.11 del Apéndice B.

+00

A continuacién, calcularemos Z (P™) para relacionar los valores resultantes con los
n=1
estados recurrentes y transitorios. Por lo que acabamos de ver, esta serie se corresponde
con:

1No confundir (R™) con (Ry). Véase la Demostracién B.1.11 del Apéndice B.
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2. CADENAS DE MARKOV

+00
Z(Bl)n 0 0
n=1

+00
0 Y By)"
n=1

donde:

+00
Y ®P" =
n=1 .
+00
0 0 Z(B,)” 0
n=1 .
(Roo) Y v
n=1 NxN
i +00 si l—’]
Roo)j = { 0 en otro caso

Ya que como j € C, por el apartado i) de la Proposicién 2.4.4, tenemos que j es

(n)

+00
recurrente, y si i — j, entonces ) _ p;; = +oo. Por otro lado, si i - j entonces el

n=1

valor de (Rso) ; sera 0.

+00
Y (B)") =+o0
n=1

paracada le{l,...,r}.

Debido a que los estados i, j correspondientes a las filas y columnas de los elementos

+00

de las matrices (B;), cumplen que je C e i — j, por lo que Z pg;” = +o0 por el
n=1

apartado i) de la Proposicion 2.4.4 de nuevo.

+00
Y VH=@-v, (2.4)
n=1

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.12 del Apéndice B.

En definitiva:

+oo 0 cee cee cee 0
0 +00
+00 : .. .. .. .. :
Y ®eh=| - : : S : . (2.5)
n=1 : ‘. ‘. o :
0 w0 +oo 0
(Roo) Id-v)lv

NxN
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+00

Ahora, por la Ecuacién (A.26), tenemos que el elemento Z pg;’) (o sea, el elemento en la
n=0

posicién (i, j) de la matriz dada por (2.5)) es el nimero esperado de veces que, en total,

visitaremos el estado j empezando desde el estado i.

Sea N = (Id—V)~'V!2, por esto que acabamos de explicar, la suma de los elementos
de la fila i-ésima de N nos diria el nimero esperado de veces, en total, que estaremos en
un estado transitorio j cualquiera, si empezamos desde el estado transitorio i. En otras

palabras, Z N;. nos dice el nimero esperado de pasos totales antes de llegar a un estado
JeT
recurrente si empezamos en el estado transitorio i.

Con la notacién que hemos utilizado hasta ahora, exponemos el siguiente teorema que
+00

trata sobre la informacién que nos proporciona la matriz Z P"):
n=1
Teorema 2.4.3. Sea P = (p;})i jes la matriz de transicion en su forma candnica.
Sea ajj la probabilidad de que el camino definido por x visite el estado recurrente j
si hemos empezado en el estado transitorio i. Entonces a;j es el elemento en la posicion
(i,]) de la matriz A =NR.

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.1.13 del Apéndice B.

En definitiva, la forma canoénica de la matriz de transicién de una C.M.H. nos da mucha
informacién relevante sobre el comportamiento de los diferentes sucesos del experimento
que tratamos. Pero, para poder encontrarla, debemos identificar primero las clases cerradas
minimales para asi saber qué estados son recurrentes y qué estados son transitorios. Para
asegurar la existencia de al menos una clase cerrada minimal debemos considerar Cadenas
de Markov Absorbentes (CC.M.AA.), de ahi que las hayamos introducido en esta seccion.

Esta tarea, la de identificar las clases cerradas minimales, puede ser asequible si la
matriz estocdstica es finita, debido a que podemos calcular B (utilizando un programa
como Octave) y usar la Proposicion 2.4.3. Una vez tenemos identificados qué estados
pertenecen a clases cerradas minimales y qué estados no, gracias a la Proposicién 2.4.4
averiguamos los que son recurrentes y transitorios para finalmente construir nuestra forma
candnica reetiquetando los estados si hace falta. De ahi que en esta seccién hayamos
trabajado con matrices estocdsticas finitas.

Veremos la aplicacién de esta teoria en el Caso Real 4.2 del Capitulo 4.

12Conocida como la matriz fundamental de la C.M..
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En este capitulo nos centraremos en averiguar si las potencias de la matriz de transicién
P convergen a algin vector, y, si lo hacen, a qué convergen exactamente y bajo qué
condiciones.

Seguiremos utilizando las suposiciones y notaciones que ya hemos introducido y
explicado en el capitulo anterior (a no ser que se exponga lo contrario en algtin apartado
concreto del capitulo).

Antes de seguir con la lectura de este capitulo, recomendamos al lector que consulte
la Seccién A.7 del Apéndice A en la que hacemos una breve introduccién a la teoria de
las aplicaciones iteradas y exponemos una serie de condiciones y teoremas famosos sobre
la existencia de puntos fijos. Igualmente, iremos haciendo referencia a cada uno de ellos
por si no se consulta dicho apéndice.

3.1 Existencia de puntos fijos

Primero veamos una descripcién del conjunto 9~ < RY de los vectores estocdsticos (ver
Definicion 2.1.4):

Proposicion 3.1.1. El conjunto I es convexo y compacto.

Demostracion. Es convexo debido a la Proposicion 2.1.3. La demostracion de que es
compacto la podemos encontrar en la Seccion B.2 del Apéndice B (Demostracion B.2.1).

A partir de ahora, consideraremos (J, | - ||;) como el espacio normado en RN,
El siguiente teorema nos asegura la existencia de un punto fijo para P:

Teorema 3.1.1 (Teorema de Perron-Frobenius). Existe al menos un vector estocdstico w
t.qg. w=wP.
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3. CONVERGENCIA DE LAS MATRICES REGULARES ESTOCASTICAS

Demostracion. Veamos primero de todo que P es continua:

Recordemos que P(x) =xP. Por ser x€ I y P una matriz estocdstica finita, tenemos
que P es una aplicacion lineal entre espacios normados con X y XP acotados. Esto quiere
decir que P es una aplicacion continua.

Ahora, como P es continuay I es compacto y convexo, podemos aplicar el Teorema
de Brouwer! y tenemos que existe un punto fijo w para P, o sea:

w=wP.

El siguiente ejemplo ilustra el teorema precedente:

Ejemplo 3.1.1. Sea

01
P=
1 0
la matriz de transicion de una C.M.H.. Queremos encontrar un punto fijo para esta matriz,
que ya hemos visto que debe existir. Para hacerlo resolveremos este sistema:

01

(a b)(l 0)=(a ).

Obtenemos que a=b, y como (a,b) € I, tenemos que a = b =1/2. Por tanto, el vector
w = (1/2,1/2) es el punto fijo para la aplicacion P.

Ademds, como esta matriz es muy simple, podemos calcular (P"), con ne NuU {0}, y
tenemos que:

Id si n es par
P sinesimpar.

(P") = {

Esto significa que para X € I arbitrario pero fijado, P" (x) = x(P™) no convergird nunca a
W a no ser que X =W. Por tanto W no es un punto fijo atractivo® para P.

A la luz del ejemplo anterior, introducimos la nocién de equilibrio:

Definicion 3.1.1 (Cadenas de Markov en equilibrio). Decimos que una C.M. estd en
equilibrio si existe un punto fijo para la aplicacion P.

Fijémonos que cada vez vamos precisando mds y mads el tipo de CC.M. que estamos
buscando para poder llegar a nuestro principal objetivo. Con la notacién y suposiciones que
llevamos hechas hasta el momento, podemos asegurar, por el Teorema 3.1.1 que acabamos
de ver, que siempre existird un punto fijo para P, y, por tanto, estamos considerando una
C.M. en equilibrio.

véase el Teorema A.7.1 del Apéndice A.
2ygase la Definicién A.7.4 del Apéndice A.
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3.2 Convergencia de las potencias de P

En esta seccion nos centraremos en ver bajo qué condiciones podemos encontrar un punto
fijo atractivo para P. Ya hemos visto en el ejemplo de la seccidn anterior que no siempre
tiene porqué existir.

La siguiente definicion es de las mas importantes de este trabajo:

Definicion 3.2.1 (Cadena de Markov Regular). La matriz estocdstica finita P es regular
si existe kg € N 1.q.

(P’CO);'. £0,Vi,j€S.

Decimos que la sucesion {Zy} es una Cadena de Markov Regular (C.M.R.) si la matriz de
transicion P es regular.

Observacion 3.2.1. Si la matriz P es regular, obviamente es irreducible, debido a que
si hay una potencia de la matriz para la cual todos los valores son diferentes de 0, esto
quiere decir que todos los estados estdn comunicados dos a dos.

Al final de esta seccién veremos que la condicién necesaria y suficiente para que P
tenga un punto fijo atractivo es que la matriz P sea regular. Pero para poder demostrar

esto, debemos enunciar y demostrar la siguiente proposicién primero:

Proposicion 3.2.1. Sean RY,..., RN las filas de P, K c RN la envoltura convexa ° del
conjunto de estos vectores y

1 . i i
C = - max{|R"' - R/||1}.
2 1,jeS
Entonces:

i) C<1.
ii) Si todos los valores de P son diferentes de 0, entonces C < 1.

iii) diam(K) = sup {|x-vyl1} =2C.
x,yeK

w) IP&) -PWIh <C-lx-yl, Vx,yeJ.

Demostracion. Esta demostracion es muy interesante, pero por temas de espacio, hemos
tenido que reubicarla en la Seccion B.2 del Apéndice B (Demostracion B.2.2).

Antes de mostrar el teorema principal de este trabajo, debemos mostrar la siguiente
proposicion, que nos ayudard a asegurar que las componentes del vector w son todas
positivas:

3Véase la Definicién A.1.6 del Apéndice A si al lector le interesa.
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3. CONVERGENCIA DE LAS MATRICES REGULARES ESTOCASTICAS

Proposicion 3.2.2. Sea P irreducible y j € S. Entonces,

1 & W
— s A => A>0.
nkzz“lp]]

En particular,
(n) _,
Pjj A=>A1>0.
Demostracion. Consiiltese en la Demostracion B.2.3 del Apéndice B.

Ahora si, vayamos con uno de los teoremas mas relevantes de este trabajo debido a que
proporciona las condiciones suficiente para asegurar la existencia de un vector estocastico
atractivo de la C.M..:

Teorema 3.2.1. Los siguientes apartados son equivalentes:

i) Pes regular.

ii) P es irreducible y la aplicacion P tiene un punto fijo atractivo w € 9 al que
llamaremos estado de equilibrio.

iii) AneNt.q. Vn =7 todos los valores de P" no son cero.
Ademds, si se cumple uno de estos apartados, tenemos que:
a) w es el vinico punto fijo de la aplicacion P.
b) Todas las componentes de w son diferentes de 0.
c) Por ser P regular; existe ko € N 1.q. P tiene todos sus valores mayores que 0. Sean
RY,...,.RY las filas de esta matriz P%_ Entonces:
1
C=-max{|R'-R/[1} <1,
2 i,jes

Y, para cualquier x€ I :

IxP" —w; < 2C"%) v > ko (3.1)

Esta desigualdad denota la velocidad de convergencia. Notemos que converge a 0
exponencialmente a medida que n crece, ya que C < 1.

Demostracion. Primero demostraremos las equivalencias entre los tres apartados, y
después veremos que se cumplen las tres propiedades sobre w:

e Vamos primero a demostrar que i) = ii):

Ya hemos explicado anteriormente (en la Observacion 3.2.1), que si una matriz es
regular, entonces es irreducible. Sea Pk Ia potencia de P con todos sus valores
mayores que 0. Queremos ver que P tiene un vinico punto fijo atractivo.
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3.2. Convergencia de las potencias de P

Por ser P estocdstica, (P*0) es también estocdstica.* Ahora, por los apartados ii) y
iv) de la Proposicion 3.2.1 anterior, tenemos que Pk es una contraccion. Ademds,
sabemos que (RN, d1)5 es un espacio métrico complel‘o,6 ycomo I C RN es cerrado,
porque es compacto, tenemos que (9 ,d1) es también un espacio métrico completo.

Sabiendo esto, podemos aplicar el teorema del punto fijo de Banach,” y asi tenemos
que PXo tiene un vinico punto fijo atractivo, w, en 9. Ahora, por el apartado vi) de
la Proposicion A.7.1, tenemos que W es el tinico punto fijo atractivo para P.

Veamos que ii) = iii):

Al ser w el punto fijo atractivo de P, tenemos que x(P"*) — w, Vx€ J . En particular,
para los vectores e € I que componen la base canénica de RV :

e!P") —w,VieS=> P" —w,VieSs.

Esto quiere decir que cada una de las filas de (P") converge a w. Ahora, por la
propiedad b) de este teorema, tenemos que las componentes de W son todas mayores
que 0. Esto quiere decir que para un n suficientemente grande, las filas de (P")
son w, y como las componentes de w son todas mayores que 0, tenemos que las
componentes de las filas de (P") son todas mayores que 0. Esto significa que

IneN, rq. (P")j. >0,Vi,jeSyVn=T.

Por iiltimo, queremos ver que iii) = i), pero esta implicacion es obvia por propia
definicion de matriz regular.

Veamos ahora que si se cumple uno de los tres apartados anteriores, entonces se
cumplen las tres propiedades sobre W que mostraremos a continuacion:

a) Si se cumple el apartado ii) de este teorema, tenemos que W es un punto fijo
atractivo para P, y por el apartado iv) de la Proposicion A.7.1, tendriamos que w
es el tinico punto fijo de P.

b) En la demostracion de que el apartado ii) implica el apartado iii) de este teorema,
hemos visto que las filas de la matriz (P") convergen todas al vector w. Esto quiere
decir que (P") — W.% Entonces tenemos, en particular, que p;.’]l.) - wj, VjeSs.
Ahora, si se cumple el apartado ii) de este teorema, tenemos que P es irreducible, y
por la Proposicion 3.2.2, tendriamos que wj >0,V j € S. De esta forma quedaria
demostrado que el vector w tiene todas sus componentes estrictamente positivas.

c) Si se cumple el apartado i) del teorema, tenemos que P es regular y por tanto
JkoeNt.q. (Pko);. >0,Vi,jeS. Como I esun conjunto convexo, I es su propia

4Por la Proposicién 2.1.2 ya vista.

SVéase el Ejemplo A.1.4 del Apéndice A para mds informacién sobre la distancia dj .
6Véase el Ejemplo A.4.2 del Apéndice A.

Tvéase el Teorema A.7.2 del Apéndice A para ver el enunciado.

8En la Subseccion 3.2.1 hablaremos de la matriz W en profundidad.
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3. CONVERGENCIA DE LAS MATRICES REGULARES ESTOCASTICAS

envoltura convexa. Sean RY,...,RYN las filas de la matriz (Pkoy, por el apartado ii)
de la Proposicion 3.2.1, tenemos que C < 1, donde C es:

1,
C=—-max{|R" -R/|;}.
2i,jes

Por otro lado, de la demostracion de que el apartado i) implica el apartado ii)
de este teorema, hemos visto que (9 ,d,) es un espacio métrico completo y que
P es una contraccion. Ademds, P es continua. Por todo esto, podemos aplicar el
Corolario A.7.1, y como I estd también acotado, para n = ky, se cumple que:

IP"(x) —wl < diam(T) - C" kol

Ahora, como I es compacto:

diam(J7) = max {|x-yli} = max {Ixl +[lyll;} = max 2 =2.
x,yeg x,yeg X, yeg
Aplicando esto a la desigualdad anterior obtenemos que:

diam(T)-ckl < o. cln/kl

En definitiva:

IP" (x) —wljy <2-Clk),
tal y como nos quedaba por ver.

O

En la Seccién A.13 del Apéndice A encontraremos un ejemplo de cdlculo de un punto
fijo para una aplicacién P y su respectiva interpretacion posterior. Como en el siguiente
capitulo vamos a mostrar varios casos reales, dejamos este ejemplo para consulta al lector
interesado.

Una vez hemos visto este dltimo teorema se nos puede plantear la siguiente pregunta:
(, de qué nos sirve asegurar la existencia de un estado de equilibrio w para una aplicacién
P de una C.M.H. {&,,}?

Pues bien, sea j € S arbitrario pero fijado y n € NU{0} cualquiera, aplicamos el teorema
de la Probabilidad Total® a P(Z), = j) y obtenemos que:

P&y =)= Y P@o=DPFn=jlFo=1)=) PXo=DP")—w;. =
i€S i€S
P(Xn = j) — w;.

Esto significa que, sea cual sea la distribucion de la v.a. inicial %j, la densidad de masa
(véase la Definicion 2.2.4) de los &, converge al vector estocdstico w. De ahi la relevancia
de asegurar su existencia.

9Véase el Teorema A.3.1 del Apéndice A.

28
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3.2.1 LamatrizW

En lo que resta de este capitulo supondremos que la matriz P es regular para asegurar que
P converge a un estado de equilibrio.

Como ya habiamos planteado en la demostracién de ii) = iii) en el Teorema 3.2.1,
cada una de las filas de (P"*) convergen al vector w. Por ello, en esta seccién, vamos a
introducir la matriz W definida como sigue:

W =w |, paracadai€S.
1

O sea, todas las filas de W son iguales al vector w. Esto quiere decir que W es una matriz
N x N estocdstica.

Con esta nueva notacién, nos serd mas sencillo explicar las proposiciones y teoremas
que veremos a continuacién. Para empezar, podemos reescribir algunas afirmaciones del
Teorema 3.2.1 como sigue:

i) x(P") —-w,VxeTJ < (P") - W.

ii) La Desigualdad (3.1) quedaria asi:

P —W| <2Ck) vi > k.

i) wP=woWP=W.

Y, como todas las filas de W son iguales a wy WP =W, se cumple lo siguiente:

W = (W?) = WP = PW. (3.2)

La demostracion de que estas igualdades se mantienen, la podemos encontrar en la
Seccién B.2 del Apéndice B (Demostracion B.2.4).

3.3 Calculo del estado de equilibrio

Aunque ya hemos adelantado un par de formas de calcular el vector w,'” en este apartado

vamos a averiguar un nuevo método para saber a qué convergen las potencias de P.

La necesidad de explicar este método surge del hecho de que si P es de dimension
elevada, calcular el punto fijo o las potencias de P para ver a qué convergen, puede ser una
ardua tarea.

Con esta nueva técnica, basada en la descomposicién de Jordan'', podremos facilitar
el calculo de las potencias de P. Vedmosla:

10Una forma es calculando las potencias de P para un n suficientemente grande, y la otra manera seria
calculando el punto fijo para la aplicacién P.
Hv¢ase 1a Definicién A.1.11 del Apéndice A.
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3. CONVERGENCIA DE LAS MATRICES REGULARES ESTOCASTICAS

3.3.1 Descomposicion de Jordan

Para poder encontrar la descomposicién de Jordan, primero debemos intentar averiguar
algo sobre los vectores propios'> de P. Veamos:

Proposicion 3.3.1. El vectorv=(1,...,1) es un vector propio para la matriz P, con valor
propio A, =1.

Ademds, para cualquier valor propio A € C de P, tenemos que A <1, donde || es el
médulo del niimero complejo A."3

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.2.5 del Apéndice B.

Teorema 3.3.1. El dnico valor propio de P con modulo 1 es 1. Sus multiplicidades
algebraicas y geométricas'* son 1 ambas. Consecuentemente, todos los valores propios
de P, excepto el propio 1, tienen médulo estrictamente menor que 1.

Demostracion. Consiiltese la Demostracion B.2.6 del Apéndice B.

Una vez contamos con estos dos resultados, podemos calcular las potencias de P y su
limite facilmente. Veamos por qué:

El Teorema 3.3.1 que acabamos de ver, implica que P tiene una descomposicién de
Jordan, P = SJS~!, donde la primera columna de S, es el vector propio de P asociado al
valor propio 1, o sea, (1,...,1). La primera columna es exactamente este vector propio
debido a que S es la matriz de cambio de base y, en este caso, cambiamos de la base
canénica de RV a una base de vectores propios linealmente independientes y de la misma
dimensién que RV,

Si los vectores propios no generaran todo RY, buscarfamos vectores linealmente
independientes a ellos que lo generen y que cumplan ademds que P = SJS™1.

Asi pues,
1 0 .- 0
1 S12 SIN 0 (]1)
S: y ]: *
1 Snz vt SNN Lo Oy 0
0 - .- 0 Jp)
con (Ji), ke{1,..., p}, un bloque de Jordan t.q.
Adg 10 -+ 0
0 A
do=|: . . . 0
: . A 1
0 - - 0 A i

donde nj es la multiplicidad algebraica del valor propio Ag.

12v¢ase 1a Definicién A.1.8 del Apéndice A para mds informacidn sobre los vectores propios.
13ygase 1a Definicién A.6.2 del Apéndice A para mds informacion.
l4vgase 1a Definicién A.1.9 del Apéndice A.
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3.3. Cilculo del estado de equilibrio

Ahora, por cumplirse que P = SJS™1, se tiene que:
(P?) =SJS7!SIS™! = §JIdJS ' =S(J*)S !

(ORI ORI

(Podriamos comprobar facilmente, con un argumento de induccién, que esta igualdad se
cumple V7 e N). Y, la matriz (J”), como J es diagonal por bloques, tiene la forma:

1 0 0
0 dp”

= -
: Jp-) 0
0 o0 .. 0 a,"

En el Teorema 3.3.1 hemos visto que todos los valores propios tienen médulo menor
estrictamente que 1, esto quiere decir que la matriz (J*) converge a la matriz

1 0 0
0 0
K= :
o
0 0 0

cuando 1 — +00.1?

De aqui tenemos que:

P") ——SKS™! =
n—oo

1 O 0 ) ) )
1 S12 SIN ST s, e s
. . 11 12 IN
0o 0 . _
1 sy2 - swnJl2 ¢ L L v T e S
N1 °N2 NN
1.0 1 1 1
S1 ST ST
11 12 IN
0 0 ) ) e
ofl 21 1 -1
s S s
N1 °N2 NN
0 --- 0
-1 -1 -1
S11 Si2 SN
-1 -1 -1
St S12 0 SN

Por otro lado, de la Subseccién 3.2.1 sabemos que:

15Consiltese la Demostracién B.2.7 del Apéndice B.
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Esto quiere decir que:

O sea:

P —— W.
n—oo
1 -1 -1
St S22 o SN wy w3
11 -1
St S22 o SN wy wz

wj:sl_jl,VjES.

wWN

wN

(3.3)

Ademis, podemos asegurar que (P") converge a W con una velocidad exponencial.'®

16ygase 1a Demostracion B.2.8 del Apéndice B.
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4.1 Caso real: Futbol

4.1.1 Introduccion

En la LFP (Liga de Futbol Profesional) participan 20 equipos de fiitbol. Cada temporada,
que va de Agosto del afio X a Mayo del afio X + 1!, estd compuesta por 38 jornadas,
correspondientes a los 38 partidos que deberd disputar cada equipo.

En cada jornada se juegan 10 partidos, y cada partido tiene un resultado por el cudl se
conoce si un equipo ha: ganado (G), empatado (E) o perdido (P). A mitad de temporada,
cada equipo ha conseguido 19 resultados.

4.1.2 Construccion de la matriz de transicion

En esta Subseccion explicaremos cémo hemos obtenido la matriz de transicién P:

03 03 04
04 03 03],
04 03 0,3

que empleamos en la Subseccién 4.1.3 posterior.

La matriz P se corresponde con el redondeo al primer decimal de los valores que se
encuentran en las columnas BD, BE 'y BF, y filas 32,33 y 34 de la hoja Total Equipos del
archivo Excel adjunto: Estadisticas futbol.

Para obtenerla, hemos considerado el acumulado, de entre todos los equipos, de
probabilidades condicionadas en las 19 primeras jornadas (mitad de temporada).

A continuacién, explicaremos paso a paso cémo hemos obtenido la matriz de transicion
P. Pero primero de todo, debemos aclarar que en esta subseccién cuando nos refiramos a

IDonde 1983 < X <2017 t.q. X eN.
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filas y columnas, nos estaremos refiriendo a las filas y columnas de la hoja Total Equipos
del archivo Excel adjunto: Estadisticas futbol, a no ser que se especifique que estamos
hablando de la matriz de transicién.

* Cada uno de los 20 equipos de la LFP 2016/2017 esta representado en la primera

columna entre las filas 3 y 22. Para cada una de estas filas, tenemos 19-3 = 57
columnas que se corresponden con los 3 estados posibles que pueden obtenerse en
cada una de las 19 jornadas.

Sea {P E,G} — {1,2,3} una biyeccion entre los posibles resultados de un partido
para un equipo, y los tres primeros nimeros naturales.

Para cada fila k € {3,...,22}, si en la jornada n € {1,...,19} ha obtenido el estado
i € {PE,G})?, entonces escribimos un 1 en la columna correspondiente al estado i, y
dejamos en blanco las casillas correspondientes a los otros dos estados de la jornada
n de la fila k.

Repetimos este proceso para cada jornada n y cada equipo k, y asi obtenemos las
casillas en blanco o con un 1 que estdn comprendidas entre las filas 3 y 22, y las
columnas By BF.

En la fila 23 sumamos las veces que se ha dado cada estado en cada jornada. De tal
forma que, por ejemplo, en la jornada 1 vemos que ha habido 7 equipos que han
perdido (P), 6 que han empatado (E) y 7 que han ganado (G). Notemos que, en cada
jornada, habra el mismo ntimero de ganados que de perdidos.

De las filas 28 a la 30, lo que hacemos es calcular el acumulado de P, E 0o G
respectivamente, hasta la jornada n — 1. Asi pues, en la jornada 2, solo habr4 los
datos de la jornada 1, pero, a partir de la jornada 3, debemos sumar los datos de la
fila 23 de la jornada anterior, con los valores de las filas 28,29 y 30 (también de la
jornada anterior) correspondientes a cada estado, con tal de tener siempre el niimero
total de P, E o G hasta la jornada n —1.

Para cada jornada n y para cada fila comprendida entre la 35 y la 54, si un equipo
ha perdido (P) en la jornada n — 1, escribimos un 1 en la columna correspondiente
al estado P, E o G obtenido en la jornada 7, y un 0 en las demds columnas.

Para cada jornada n y para cada fila comprendida entre la 55 y la 74, si un equipo
ha empatado (E) en la jornada n — 1, escribimos un 1 en la columna correspondiente
al estado P, E o G obtenido en la jornada n, y un 0 en las demds columnas.

Y, de las filas 75 a la 94, hacemos lo mismo pero para los que han ganado (G) en la
jornada n—1.

En Ia fila 96, sumamos las casillas con un 1 de las filas 35 a la 54, junto con el valor
correspondiente en la jornada n — 1 de la misma fila 96. De esta forma, obtenemos
el acumulado de equipos que han perdido (P) en la jornada n — 1 y han perdido (P),
empatado (E) o ganado (G) en la jornada n, hasta la jornada n.

En la fila 97, sumamos las casillas con un 1 de las filas 55 a la 74, junto con el valor
correspondiente en la jornada n — 1 de la misma fila 97. De esta forma, obtenemos

34

2Los resultados han sido extraidos de la Referencia [5].
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el acumulado de equipos que han empatado (E) en la jornada n — 1 y han perdido
(P), empatado (E) o ganado (G) en la jornada n, hasta la jornada n.

Y, en la fila 98, sumamos las casillas con un 1 de las filas 75 a la 94, junto con
el valor correspondiente en la jornada n —1 de la misma fila 98. De esta forma,
obtenemos el acumulado de equipos que han ganado (G) en la jornada n—1 y han
perdido (P), empatado (E) o ganado (G) en la jornada n, hasta la jornada n.

* Por dltimo, denotamos por P, al acumulado de equipos que han perdido, hasta la
jornada n incluida. De forma semejante, denotamos Ej; y G,. Entonces, para cada
jornada n, en la fila 32 calculamos:

P,NnP, E,NnP, G,NP,
Pn—l ' Pn—l ' Pn—l

’

que se corresponderia con:

P(Pn/Pn—l); P(En/Pn—l), I]:D(Gn/Pn—l)-

De esta forma, obtendriamos los valores correspondientes a la primera fila de nuestra
matriz de transicion hasta la jornada n. De manera andloga, en la fila 33 obtenemos
los valores de la segunda fila de la matriz de transicion hasta la jornada n, y en la
34, los de la tercera fila de la matriz de transicion.

» Las demds filas que no hemos explicado, las hemos usado simplemente para auto-
matizar los calculos y no tener que repetirlos en cada jornada. Asi ha bastado con
hacerlos en la jornada 2 y 3 Gnicamente.

* Finalmente, en las columnas BD,BE y BF vy filas 32,33 y 34, se encuentran los
valores de la matriz de transicién que estdbamos buscando.

4.1.3 Calculos

Caso general

Sean: Q el conjunto de los 20 equipos de la LFP 2016/2017 y S ={1,2,3} el espacio de
estados. Definimos {Z,,} como la sucesién de vv.aa. que nos dicen el estado de cada
equipo en la jornada n e {1,...,38}.

Como ya hemos explicado en la Subseccién 4.1.2 anterior, la matriz de transicién de
{X ) es:

03 03 04
P=|04 03 03].
04 03 0,3

Queremos averiguar, si es posible, las probabilidades que tendria cualquier equipo de
ganar, empatar o perder, en el tramo final de la liga.

Supondremos que {Z},} es una C.M.H.. Al ser P obviamente regular, por el Teorema
3.2.1, podemos encontrar un estado de equilibrio.

Para encontrarlo, vamos a ver si podemos diagonalizar la matriz P:
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4. CASOS REALES EN LOS QUE APLICAMOS LA TEORIA

* Primero vamos a calcular el polinomio caracteristico *:

03-x 03 0,4
detP-xId)=| 04 03-x 03 |=0,1-x+0,9-x>—x>.
0,4 03 03-x

Ahora, por la Proposicion 3.3.1 sabemos que A; =1 es un valor propio de P, asi que
para encontrar los otros dos valores propios, dividiremos este polinomio por (x —1):

0,1-x+0,9-x%—x3

= —x2—0,1~x.
(x-1)

Los otros dos valores propios son las raices del polinomio —x? —0,1- x, que son: 0y
-0,1.

Esto quiere decir que el polinomio caracteristico de P, que es de grado 3, tiene 3

valores propios diferentes entre si, por lo tanto P es diagonalizable.

* Vamos a encontrar los vectores propios asociados a cada uno de los 3 valores propios
usando la ecuacién que sabemos que cumplen:* Pv? = Av’.

* Sea A; =1 el valor propio, por la misma Proposicién 3.3.1 ya sabemos que el
vector propio asociado es v; = (1,1,1).
* Sea A, =0 el valor propio,
03 03 04\ [x

0
P-AId)x'=0"= (04 03 03||x2]|=(0] >
04 03 03/ \x3 0

0,3x1+0,3x2+0,4x3=0
0,4x1+0,3x2+0,3x3=0 >

{0,3)61 +0,3x2+0,4x3=0
0,4x1+0,3x2+0,3x3=0

0,4x; +0,3x2+0,3x3=0
Claramente es un sistema compatible indeterminado. Sea x3 = a, entonces:

0,3x; +0,3x, = -0,4x
0,4x; +0,3x2, = -0,3a

Le restamos la primera fila a la segunda fila y nos queda:

0,1x;=0,1a = x; =a.
Solo nos falta por saber qué vale x,. Por sustitucién en la primera ecuacion:

0,7 7
0,3a¢+0,3x, =-0,4a = 0,3x, = —-0,7a = x» = —ﬁa = —ga.

En definitiva, el vector propio asociado al valor propio A, es vo = (1, —%, 1).

3Véase la Definicién A.1.10 del Apéndice A.
4Véase la Definicién A.1.8 del Apéndice A.
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* Por dltimo, sea A3 = —0,1 el valor propio:

04 0,3 04)(x 0
P-AId)x'=0"= (04 04 03||x]|=(0]=>
04 03 04)\x3 0

0,4x1+0,3x2+0,4x3=0
0,4x1+0,4x2,+0,3x3=0 > {
0,4x1+0,3x2+0,4x3=0

0,4x1+0,3x2+0,4x3=0
0,4x1 +0,4x,+0,3x3=0

Este es otro sistema compatible indeterminado. Sea x3 = 8, entonces:

0,41 +0,3x2 = —0,4f
0,4x1+0,4xp = —0,3ﬁ

Le restamos la primera fila a la segunda fila y nos queda:
0,1x2=0,18 = x, = .
Solo nos falta por saber qué vale x;. Por sustitucién en la primera ecuacion:
0,7 7
0,4x; +0,3,3 = —0,4ﬁ = 0,4x; = —0,7,3 = X1 = —aﬁ = _4_1'6
En definitiva, el vector propio asociado al valor propio A3 es vz = (—%, 1,1).

» Una vez conocemos los vectores propios asociados a cada valor propio, ya podemos
escribir nuestra matriz P como sigue:

P=UDU ' >
03 0,3 0,4 1 1  -7/4

1
04 03 03|=|1 -7/3 1 0
0,4 03 03 1 1 1 0

0 0,36364 0,3 0,33636
0 0 -0,3 0,3
-0,1)\-0,36364 0 0,36364

S O O

Finalmente, por la técnica expuesta en la Subseccién 3.3.1, tenemos que el estado de
equilibrio w que buscabamos es el vector estocdastico:

(ur), uiy, ups) = (0,36364,0,3,0,33636).

Esto quiere decir que, suponiendo que {Z,} es una C.M.H., en el tramo final de
la temporada, cualquier equipo tiene un 36,36 % de probabilidad de perder, un 30% de
empatar y un 33,63 % de ganar.

Como comprobacién de que la teoria que hemos mostrado es veridica, vamos a calcular
el estado de equilibrio mediante el resto de técnicas que hemos expuesto en la Seccién 3.3.

A continuacién, vamos a calcular el punto fijo de P:
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4. CASOS REALES EN LOS QUE APLICAMOS LA TEORIA

03 03 04 0,3wy +0,4w, +0,4ws3 = wy
(wy,we,w3)|0,4 0,3 0,3]|=(wy, wy,ws)=><0,3w;+0,3ws+0,3ws=wp =
04 03 0,3 0,4wq +0,3w. +0,3w3 = ws

-0,7w1+0,4wy +0,4w3 =0
0,3w; —-0,7w»,+0,3w3 =0
0,4wq +0,3w, —0,7w3 =0

El determinante de la matriz de este sistema es 0. Como existen determinantes 2 x 2 de la
matriz que son diferentes a 0, sabemos con certeza que este sistema tiene una solucién
compatible indeterminada. Sea w3 =y, por el método de Gauss® nos resulta el siguiente
sistema® a resolver:

-0,7w; +0,4w, +0,4y =0
-0,52857w, +0,47143y =0

De la segunda ecuacién, nos queda que w-, = g'gégyf =0,8919y. Y, sustituyendo en la

primera ecuacion, nos resulta:

—0,7w; +0,4-0,8919y + 0,4y =0 = —0,7w, = —0,75676y = w; = 1,0811y.

Ahora bien, sabemos que el estado de equilibrio es un vector estocastico, asi que w; +
w» + w3 = 1. Anadiendo esta condicién a lo que hemos obtenido:

wy+we,+ws=1= 10811y +0,8919y +y=1 = y =0,33636.

Por tanto, el punto fijo (habiendo redondeado algunos valores) es:

w = (w1, wo, w3) = (1,0811y,0,8919y,y) = (0,36364,0,3,0,33636),

que es tal cual lo que nos debfa salir.
Por tltimo, como P es de pequefia dimensién, vamos a computar las potencias de P,
usando Octave, para ver como las filas convergen al vector estocdstico w encontrado:

03 03 04 0,37 0,3 0,33 0,363 0,3 0,337
P={04 03 0,3 P> =(0,36 03 0,34 P =(0,364 0,3 0,336
04 03 03 0,36 0,3 0,34 0,364 0,3 0,336

0,36370 0,3 0,3363 0,36363 0,3 0,33637
P =]0,36360 0,3 0,3364 (P>)=10,36364 0,3 0,33636 | ~W
0,36360 0,3 0,3364 0,36364 0,3 0,33636

Notemos que, en (P°), cada fila se aproxima al valor de w hasta casi el quinto decimal.
Es increible ver lo rapido que converge (P") a W. Aunque, por otro lado, ya habiamos
adelantado en el Capitulo 3 que (P") converge a W con velocidad exponencial.

SVéase el enunciado del método en la Definicién A.1.7 del Apéndice A.
SPara averiguar la matriz de este sistema, hemos utilizado una funcién programada con Octave, que el
lector podra consultar en el Apéndice C.
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Equipos ganadores

En este caso vamos a realizar un experimento similar al anterior pero con un subconjunto
de Q al que llamaremos Q;.

Este nuevo subconjunto estard formado inicamente por equipos que nosotros hemos
considerado, segtin estadisticas pasadas, ganadores. A saber: Real Madrid, Barcelona 'y
Sevilla.

Para esta aplicacion utilizaremos: el mismo espacio de probabilidad que en el caso
general anterior (lo tnico que ahora tendremos Q, en lugar de Q2), el mismo espacio de
estados y la misma sucesién de vv.aa..

En este caso, el método de calculo de la matriz de transicion ha sido similar al del
caso general anterior, pero considerando los equipos de Q; en lugar de los de Q. Asi pues,

la matriz de transicién’ es:

0 0 1
P=|01 03 06].
02 02 0,6

De nuevo, supondremos que {Z,} es una C.M.H..

El procedimiento para encontrar el estado de equilibrio serd semejante al del apartado
anterior. Por ello, no explicaremos porqué hacemos lo que hacemos en cada paso como
antes.

Primero de todo debemos ver si P es regular:

02 02 06
P> =015 0,21 0,64
0,14 0,18 0,68

Como (P?) tiene todos sus valores mayores que 0, tenemos que P es regular.
Ahora obtendremos el estado de equilibrio calculando el punto fijo para P:

0 0 1 0,1wy +0,2w3 = w;
(wlv wp, WS) 0’1 0)3 0)6 = (w1! wy, W3) = 0)3 wy + O,ng = w2 =
0,2 0,2 0,6 wy +0,6w, +0,6ws =ws

—w;+0,1wy +0,2w3 =0
-0,7w2 +0,2w3 =0
w;+0,6w;—-0,4w3 =0

El determinante de la matriz de este sistema es 0. Como en el caso anterior, consideramos
w3 =7. Por el método de Gauss, obtenemos el siguiente sistema a resolver:

-w1+0,1lwy+0,2y=0
0,7w,-0,2y=0

. S 02 2
De la segunda ecuacién nos resulta que: wp = g7y = 5.
Sustituimos este valor en la primera ecuacién y el resultado es:

7Esta matriz es el resultado de redondear al primer decimal los valores que se encuentran en las columnas
BD,BEy BF y filas 15,16 y 17 de la hoja Equipos ganadores del archivo Excel adjunto: Estadisticas futbol.
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4. CASOS REALES EN LOS QUE APLICAMOS LA TEORIA

w +012 +02y=0=> w —16
1 )7Y :Y— 1_70Y-

Finalmente, como sabemos que w es un vector estocdstico, tenemos que w; + wp + ws = 1.
Asi pues:

w1+ wor +w —1:16 +2 + —1:53 =1=> —35—06604
e s 707 TFYTYE 357 7 T VT 53 TP

En definitiva, el estado de equilibrio w es:

16 2
w=(wy, W, w3) = (% -0,6604, - 0,6604,0,6604) = (0,1510,0,1886,0,6604),

donde hemos tenido que redondear al cuarto decimal (teniendo en cuenta que el vector es
estocastico).

Este resultado implica que, en el tramo final de la liga, es muy probable que los equipos
ganadores ganen, como era de esperar.

Equipos perdedores

En este otro caso vamos a definir el experimento Q, < Q como los equipos que nosotros
hemos considerado, segun estadisticas pasadas, perdedores. A saber: Sporting, Granada y
Osasuna.

Como en la Subsubseccién 4.1.3 anterior, utilizaremos: el mismo espacio de probabili-
dad que en el caso general (lo dnico que ahora tendremos Q, en lugar de Q), el mismo
espacio de estados y la misma sucesidén de vv.aa..

En este caso, el método de calculo de la matriz de transicién ha sido similar al del caso
general anterior (al igual que en el caso de los Equipos ganadores), pero considerando los

equipos de Q en lugar de los de Q. Asf pues, la matriz de transicién® es:

0,6 03 0,1
P={(0,7 02 0,1
06 04 O

Supondremos, de nuevo, que {Z};} es una C.M.H..
Primero de todo, debemos ver si P es regular:

0,63 0,28 0,09
P> =(0,62 0,29 0,09].
0,64 026 0,1

Como (P?) tiene todos sus valores mayores que 0, tenemos que P es regular.

Esta vez, como la dimensién de P es pequeiia, vamos a encontrar una aproximacion
del vector estocastico w mediante el calculo de las potencias de P. Ya hemos visto, en
el caso general, que para n =5 la aproximacién ya era muy buena. Como ya sabemos el
valor de (P?), vamos a calcular, dnicamente, (P°) y (P19):

8Esta matriz es el resultado de redondear al primer decimal los valores que se encuentran en las columnas
BD,BEy BF y filas 15,16 y 17 de la hoja Equipos perdedores del archivo Excel adjunto: Estadisticas futbol.
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0,6281 0,28099 0,09091 0,628099173 0,280991735 0,0909090908
P%) =10,62811 0,28098 0,09091| (P =]0,628099173 0,280991735 0,0909090908
0,62806 0,28104 0,0909 0,628099174 0,280991734 0,0909090909

Notemos que, hasta el octavo decimal, los valores de cada fila son iguales. De nuevo,
hemos comprobado lo rdpido que converge la matriz de transicién al estado de equilibrio.

En definitiva, podemos afirmar, redondeando hasta el cuarto decimal y teniendo en
cuenta que w es estocdstico, que:

w = (w1, wr, w3) = (0,6281,0,2810,0,0909).

Este resultado nos asegura que, en el tramo final de la liga, es muy probable que los
equipos perdedores pierdan, como era también de esperar.

Concluimos que, si nos interesan las apuestas deportivas (que ahora estdn muy de
moda), en el dltimo tramo de liga deberiamos apostar fuerte porque los equipos ganadores
ganen y porque los equipos perdedores pierdan. Debido a que hemos comprobado mate-
madticamente (aunque hemos debido hacer algunas suposiciones y aproximaciones), que
las probabilidades de que ocurran estos sucesos son altas.

En este ejercicio, ademds, podemos comprobar cudn cerca estaban nuestras expectati-
vas con respecto a la realidad. Debido a que, a dia de hoy (11/05/2017), se han jugado 36
jornadas ya. Esto implica que, el conjunto de los equipos ganadores y el de perdedores,
han obtenido 51 resultados nuevos cada uno, con respecto a la primera mitad de la tempo-
rada. Veamos, por separado, los resultados para los equipos ganadores y para los equipos
perdedores:

* Del conjunto de equipos ganadores, se han obtenido 34 nuevas victorias, 9 empates
y 8 derrotas.” Esto da como resultado un vector de proporciones, que equivaldria a
las probabilidades que han tenido estos equipos de perder, empatar o ganar en estas
36 jornadas de liga:

8 9 34

z=(—,—,—)=(0,155,0,175,0,670).
51751 51

Recordemos que en el caso de los equipos ganadores, el estado de equilibrio era

w=(0,1510,0,1886,0,6604).

Notemos cdmo ambos vectores son practicamente iguales. Difieren, inicamente, en
un par de centésimas unas componentes de otras.

* Del conjunto de equipos perdedores, se han obtenido 8 nuevas victorias, 10 empates
y 33 derrotas.'” Esto da como resultado un vector de proporciones:

33 10 8
t=(—,—,—)=1(0,647,0,196,0,157).
51 51 51
9Estos datos pueden ser consultados en la Referencia [5].
10Et0s datos también pueden ser consultados en la Referencia [5].
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Recordemos que en el caso de los equipos perdedores, el estado de equilibrio era

w = (0,6281,0,2810,0,0909).

En este caso, los vectores no son tan semejantes. Aun asi, son muy préximos los
valores de un vector respecto a los del otro.

Suponemos que no son tan préximos como en el otro caso, debido a que en la
segunda mitad de la temporada, por miedo a no descender de categoria, los equipos
perdedores tienden a mejorar su % de partidos ganados, y eso provoca que las demds
probabilidades se reajusten en consecuencia.

4.2 Caso real: Poquer

4.2.1 Introduccion

El Texas hold’em es 1a modalidad de pdquer mds conocida y practicada del mundo. Aunque
muchas personas lo traten de juego de azar, el Texas hold’em es un juego en el que influyen
las probabilidades y la estadistica mas de lo que muchos suponen.

Normalmente, juegan entre 9 y 10 personas en una mesa. Se reparten 2 cartas por
jugador. Cada jugador mira sus cartas sin dejar que los compafieros miren sus cartas.

Una vez se han repartido las cartas a cada jugador, nos encontramos en el pre-flop.
Se trata de la ronda anterior al flop (de ahi el nombre). Lo que hacen ahora los jugadores
es, por orden, apostar fichas o no, dependiendo de las cartas que les hayan tocado. Cada
jugador tiene tres posibles acciones: apostar (raise en inglés: R), pasar (check en inglés: C
) o abandonar (fold en inglés: F).

Cuando se acaban las rondas de apuestas en el pre-flop, si 2 0 més jugadores no han
abandonado, se ponen 3 cartas boca arriba en medio de la mesa donde todos puedan
verlas. En este momento nos encontramos en el flop. Cada jugador, de nuevo por orden,
habla diciendo si R, C o F. Cuando se acaban las rondas de apuestas y siguen jugando
un minimo de 2 jugadores, se muestra otra carta boca arriba y se coloca al lado de las 3
anteriores. Ahora nos encontramos en el furn.

Vuelve a hablar cada jugador, elige la accién que prefiera y al acabar las rondas de
apuestas, si siguen 2 jugadores como minimo jugando, se muestra la dltima carta boca
arriba. Esta fase se conoce como river.

Una vez que estan las 5 cartas boca arriba sobre la mesa, cada jugador debe realizar,
mentalmente, la combinacién de cartas que mds le convenga, entre las dos que posee y las
que se encuentran encima de la mesa. De tal forma que, de entre las 7 cartas en total que
puede combinar, debe elegir las 5 que mejor resultado le de para intentar llevarse el bote
contra los oponentes. Se producen de nuevo una serie de apuestas, o no, entre los jugadores
que siguen jugando. Cuando se acaban las apuestas, si siguen jugando un minimo de 2
personas, se muestran las 2 cartas que posee cada uno y se ve quién ha conseguido la
mejor combinacion de cartas.

El que tiene la mejor combinacidn, gana el bote total apostado.

Durante una partida de péquer normal, se juegan muchas manos. Lo que hemos
descrito ahora es una tinica mano. Se juegan tantas como fichas les quede por apostar a
los jugadores. Y, en cada mano, se producen muchas rondas de apuestas.
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Cada una de las dos cartas que se reparten al inicio de la mano, por orden de mejor
valorada a peor, puede ser: A,K,Q,/,10,9,8,7,6,5,4,3 o 2. Ademads, para cada uno de
estos valores posibles, hay 4 palos. A saber: corazones, diamantes, tréboles y picas. Por
tanto, en total, la baraja cuenta con 52 cartas distintas.

Gracias a un compaiiero que es profesional del poquer, hemos podido recopilar mu-
chos datos precisos sobre sus partidas y saber mds sobre este mundo. Para ello, las dos
herramientas que €l mas utiliza son: el programa Hold’ em Manager y la app Poker Equity
Calculator:

* El Hold’em Manager es un programa que utilizan los jugadores profesionales de
péquer online. Es una base de datos donde se almacenan todas las manos que has
jugado. De cada mano, tiene un registro de cada una de las acciones que has tomado
td y tus adversarios, ademads de los beneficios obtenidos al final de la mano.

Cuando se tiene una muestra suficiente de manos, este programa te proporciona una
gran cantidad de porcentajes relevantes. Desde qué probabilidad hay de que si tu
adversario hace R en la ronda x, haga C en la siguiente ronda, hasta la probabilidad
que tiene un adversario de hacer F, si yo he hecho previamente R en la misma ronda
de apuestas. Ademas, estas probabilidades las conoces mientras juegas la partida
con ellos, de forma que tienes una cierta ventaja mientras juegas.

También lleva un control de cudnto dinero has ganado o perdido, para saber si tienes
beneficios o pérdidas desde que empezaste a jugar.

Estas estadisticas también las tiene sobre tu propio juego, asi podrds evaluarte y
mejorar con el tiempo.

Este programa puede descargarse libremente sin ningtin cargo. Una vez descargado,
puedes acceder a los datos de alglin compafiero que te pase su Id, pero no puedes
jugar partidas con él tu mismo hasta que pagues una licencia. Por tanto, yo puedo
consultar los datos de mi compafiero gratis desde mi ordenador, pero si quisiera
jugar usando este programa, deberia pagar.

» La app Poker Equity Calculator nos ayuda a saber las probabilidades que tenemos
de ganar o perder en una mano, dependiendo de la posicién que ocupemos en la
mesa, los jugadores a los que nos enfrentemos en las rondas de apuestas y, por
supuesto, de las 2 cartas iniciales que nos hayan tocado.

La ventaja de esta app respecto al programa Hold em Manager, es que podemos
consultar las probabilidades en nuestro mévil en cualquier momento, incluso mien-
tras estamos jugando una partida en vivo en un casino. Aunque, lo normal, no es
utilizarla mientras juegas, debido a que las manos se juegan muy rdpido, y no da
tiempo a consultar estas probabilidades en cada mano.

Los profesionales, como mi amigo, se suelen saber estas probabilidades de memoria.
Para lo que les sirve esta aplicacion en el dia a dia, principalmente, es para comprobar
si lo que pensaban era cierto o no, y asi ir repasando las probabilidades para seguir
memorizdndolas.

4.2.2 Construccion de la matriz de transicion del caso: Rondas de apuestas

En esta seccion explicaremos coémo hemos obtenido la matriz de transicién P:
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0,3 06 0,1
0 07 03],
0 0 1

que usamos en la Subsubseccién 4.2.4 de este caso real.

Para cada estado, hemos obtenido una muestra de manos gracias al programa Hold em

Manager'' de un amigo. No hemos descargado el programa en nuestro ordenador, nos
ha bastado con consultar los datos en su propio ordenador, y apuntar los resultados en
una hoja a mano, debido a que queriamos una muestra relevante pero no muy grande. Si
hubiéramos querido, podriamos haber afinado las probabilidades todo lo que hubiéramos
deseado, ya que mi amigo contaba con una base de datos de mas de 3608 manos.

Otra causa por la que lo hemos hecho asi, es porque nosotros necesitibamos unos

valores especificos para nuestra matriz, y hemos tenido que ir consultando a ojo cada
mano para poder contabilizar los datos que realmente nos interesaban.

En definitiva, para obtener la matriz, lo que hemos hecho ha sido:

* En las manos que mi amigo ha llegado al flop, he apuntado las veces que mi amigo

ha hecho R, C o F en la ronda de apuestas n, si en la ronda n—1 ha hecho R, C o F.

Sea {1,2,3} — {R, C, F} una biyeccién entre los tres primeros nimeros naturales y
las diferentes acciones que puede tomar mi amigo en cada ronda de apuestas.

En total, he apuntado 32 manos en las que se ha hecho Renlarondan—1y R,C o
F en la ronda n. Las probabilidades han sido:

9 19 4
—=0,28, —=0,59, —=0,13,
32 32 32

para R, C y F respectivamente. Por ello, redondeando, tenemos que la primera fila
de la matriz es (0,3,0,6,0,1).

En total, he apuntado 39 manos en las que se ha hecho Cenlarondan—1y R,Co
F en la ronda n. Las probabilidades han sido:

1 28 10
—=0,026, —=0,72, — =0,26,
39 39 39

para R, C y F respectivamente. Por ello, redondeando, tenemos que la segunda fila
de la matriz es (0,0,7,0,3).

Por dltimo, la tercera fila de la matriz es (0,0,1). Esto es debido a que si en la
ronda de apuestas n —1 mi amigo ha abandonado (F), entonces en la ronda n y
en posteriores también abandonard seguro. Esto se entiende como que si haces F,
entonces hards F el resto de rondas seguro (porque ya no las juegas).
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4.2. Caso real: Péquer

4.2.3 Construccion de la matriz de transicion del caso: Cartas buenas o
malas

En esta seccién explicaremos cémo hemos obtenido la matriz de transicién P

0,36 0,64
0,24 0,76)’

que hemos usado en la Subsubseccién 4.2.4 de este caso real.
Sea

T ={AsAa, AgKy, Ko Ag, AgQy, QuAg, ..., 2024},

(donde los subindices &, #, $ v © representan los diferentes palos que puede tener una carta
de la baraja) el conjunto formado por las combinaciones posibles de 2 cartas que podemos
obtener inicialmente en una mano. Este conjunto tiene un total de (52-51)/2 = 1326
elementos (ya que queremos saber el numero de subconjuntos de 2 elementos escogidos
de un conjunto de 52 elementos), o sea | T'| = 1326. Dividiremos este conjunto de cartas en
dos: buenas (B) y malas (M). Asi:

T=BUM,

con:

B ={AA,,KK,,...,22,,AK,, AQ., ..., A2;,KQs,K ], ..., K5},

donde X X, representa las diferentes combinaciones de X X con los 4 palos existentes.

Consultaremos, una por una, las manos de mi amigo en la base de datos del Hold’em
Manager y las clasificaremos dependiendo de si son buenas o malas.

Sea {B, M} — {1,2} una biyeccién entre los 2 tipos de cartas que hemos considerado
y los dos primeros nimeros naturales.

Hemos clasificado si eran buenas o malas en la mano n, sabiendo que son buenas en
la mano n — 1, un total de 67 manos. Las probabilidades resultantes han sido:

24 43

— =0,36, — =0,64,

67 67
para cartas buenas y malas respectivamente. Por ello, la primera fila de la matriz de
transicion es (0,36, 0,64).

Y, por otro lado, hemos seleccionado si eran buenas o malas en la mano 7, sabiendo

que son malas en la mano zn — 1, un total de 34 manos. Las probabilidades resultantes han
sido:

8 26
— =024, — =0,76,
34 34

para cartas buenas y malas respectivamente. Por ello, la segunda fila de la matriz de
transicion es (0,24,0,76).
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4. CASOS REALES EN LOS QUE APLICAMOS LA TEORIA

4.2.4 Calculos
Rondas de apuestas

Sea Q el conjunto formado por cada una de las manos que ha jugado mi compafiero
durante una partida de poquer. Sea S = {1,2, 3} el espacio de estados y {Z},} la sucesién de
vv.aa. que nos dice, una vez en el flop, la accién que ha tomado mi compaiiero en la ronda
de apuestas n € N.

Como ya hemos visto en la Subseccion 4.2.2, la matriz de transicién es:

03 06 0,1
P=|10 07 03
0 0 1

Lo que nos gustaria averiguar ahora, son las probabilidades que tendria mi compafiero de
apostar, pasar o abandonar, en las tltimas rondas de apuesta de una mano. De esta forma,
podra hacerse una idea de cudnto puede llegar a apostar o si va a abandonar, por ejemplo.
Supondremos que {%,;} es una C.M.H. con matriz de transicién P.

Primero de todo, veremos que esta matriz no es irreducible. Con el diagrama de estados
asociado a P en la Figura 4.1 lo comprobaremos mejor.

0,1
0,3 1

0,6 0,3
0,7

Figura 4.1: Diagrama de estados asociado a P

Como podemos ver, los estados 1 y 3, por ejemplo, no estan comunicados (véase la
Figura 4.1). El estado 1 conduce a 3, pero 3 no conduce al 1. Notemos, ademas, que es
claramente una C.M.A..

Por tanto, no podemos asegurar que exista un estado de equilibrio. Pero no nos
quedaremos de brazos cruzados, vamos a encontrar la representacioén canénica de P para
intentar extraer algo de informacién relevante de esta matriz.

Para encontrarla, primero debemos identificar las clases cerradas minimales. Por ello,
vamos a calcular la matriz B con la ayuda de Octave:

3 042 1,67 09
B=) ®P")=( 0 153 147
n=1 o o0 3

Por la Proposicién 2.4.3, los estados 1 y 2 no pertenecen a ninguna clase cerrada
minimal. Debido a que B} >0 pero B} = 0, y B2 > 0 pero B3 = 0. En cambio, el estado 3 si
pertenece a una clase cerrada minimal que llamaremos C; = {3}. La Proposicién 2.4.4 nos
asegura que 3 es un estado recurrente y los estados 1 y 2 son transitorios.

Para obtener la representacion candnica, debemos reetiquetar los estados. Haremos
los siguientes cambios de filas y columnas:
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4.2. Caso real: Péquer

Pl - Py P, —Ps.

Asi, la matriz P nos quedard de la siguiente forma:

1 0 0
P=|03 0,7 0
01 0,6 0,3

Y, gracias al Teorema 2.4.1, podemos asegurar que:

0,3 (0,7 0
B =1, R_(O,l)’ yv_(o,(s 0,3)'

Ahora, con la ayuda de Octave, calcularemos la matriz fundamental N = (Id -V lv para
posteriormente poder calcular la matriz A = NR:

N = (2,33 0 ) A= (3,33 0 ) (0,3) _ (0,7)
2,86 0,43)’ 2,86 1,43)10,1 0,9/
El Teorema 2.4.3 aplicado a nuestro caso, nos dice que Aj. representa la probabilidad de
hacer F, si he empezado haciendo C o R. Entonces, mi amigo tiene una probabilidad de
0,9 de hacer F si ha empezado haciendo R, y tiene una probabilidad de 0,7 de hacer F si
ha empezado haciendo C.

En otras palabras, si mi amigo empieza haciendo C es menos probable que acabe
haciendo F que si empieza haciendo R.

Por otro lado, la matriz N también puede darnos informacién muy valiosa. Recordemos
que después de la demostracién del Teorema 2.4.2, hablamos sobre esta matriz. La suma
de los valores de cada fila de la matriz N por separado, serd una estimacion de las rondas
de apuestas que faltardn para hacer F si hemos empezado haciendo C o R.

Hay que tener en cuenta que en la representaciéon candnica hemos intercambiado las
etiquetas de los estados R y F. Por ello, la primera fila de N representa el estado C (este
estado no ha sido reetiquetado, sigue igual), y la segunda fila representa el estado R.

Calculemos las sumas:

1 2
];TN j=233 ];N % =2,86+0,43 =3,29.
Esto quiere decir que la esperanza de rondas que habra desde el principio hasta llegar a F,
es mayor si empezamos haciendo R que si empezamos haciendo C.

Este resultado es interesante y ldgico a la vez en este juego. Debido a que, por lo
general, si en la primera ronda de apuestas (recordemos que hemos considerado la primera
ronda de apuestas empezando desde el flop) haces R, suele implicar que tienes una buena
combinacién de cartas, y, por lo tanto, es mas probable que llegues hasta el final de la mano
para ver si puedes llevarte el bote. En cambio, si haces C en la primera ronda, entonces tu

mano no es tan buena, y estds expectante de ver cémo evolucionan las rondas de apuestas
para ver si sigues jugando la mano o abandonas (F).
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4. CASOS REALES EN LOS QUE APLICAMOS LA TEORIA

Cartas buenas o malas

Sea ahora Q el experimento formado por todas las manos que ha jugado mi amigo en una
partida. Sea {Z},} la sucesion de vv.aa. que asigna a cada mano el estado B (cartas buenas),
o el estado M (cartas malas). Definimos el espacio de estados S como S = {1, 2}.

Como ya hemos visto en la Subseccién 4.2.3, la matriz de transicién para este caso es:

P 0,36 0,64
~10,24 0,76)°

Supondremos, como en las demds ocasiones, que {Z,} es una C.M.H. con matriz de
transicion P.

Como la matriz es obviamente regular, vamos a calcular el estado de equilibrio. Para
calcularlo, vamos a ver si es diagonalizable:

* Primero calculamos el polinomio caracteristico:

y - )4’
0,36-x 06 =x*-1,12x+0,12

det®—xId) =", 76— x|~

Abhora, por la Proposicién 3.3.1 de nuevo, sabemos que 1; =1 es un valor propio
de P (sustituyendo x = 1 podemos comprobar facilmente que el resultado es 0),
asf que para encontrar el otro valor propio, dividimos este polinomio por (x—1) y
encontramos la raiz del polinomio caracteristico restante:

x%2-1,12x+0,12
=x-0,12.

x-1
Por tanto, el otro valor propio de P es 0,12.

Esto quiere decir que el polinomio caracteristico de P, que es de grado 2, tiene 2
valores propios diferentes entre si, por lo tanto P es diagonalizable.

* Hallaremos los vectores propios asociados a cada uno de los 2 valores propios:

* Sea A; =1 el valor propio, por la misma Proposicion 3.3.1 ya sabemos que el
vector propio asociado es vy = (1,1).

* Sea 1, =0,12 el valor propio,

0,24 0,64 0
P-Idx'=0" > (0 01 0 64) (;Cl) = (0) = 0,24x; +0,64x, =0
) ) 2

Claramente es un sistema compatible indeterminado. Sea x, = A, entonces:

0,64 8
0,24x1+0,641=0=> x=——A > x1=——A.
0,24 3

Por tanto, el vector propio asociado al valor propio A es v, = (—%, 1).

48



4.3. Caso real: Google Adwords

» Una vez conocemos los vectores propios asociados a cada valor propio, ya podemos
escribir nuestra matriz P como sigue:

P=UDU ' >

0,36 0,64\ (1 -8/3 1 0 0,2727272727  0,7272727272
0,24 0,76) |1 1 0 0,12)\-0,2727272727 0,2727272727

Finalmente, el estado de equilibrio w que buscdbamos es el vector estocdstico:

(uy}, ups) = (0,272727272727,0,727272727272).

Notemos, suponiendo que {%,;} es una C.M.H., que estos valores se acercan a un 30 %
de cartas buenas y un 70% de cartas malas. Gracias a la app Poker Equity Calculator
sabemos que el subconjunto de cartas buenas (B) elegido al inicio, representa un 30 % del
total (T') de combinaciones posibles, y el subconjunto de cartas malas (M) representa un
70%. Por tanto, el resultado obtenido tiene sentido.

Veamos ahora, al igual que en el caso del futbol, con qué velocidad converge (P”) a
W:

_ (0,36 0,64 P?) = 0,2832 0,7168
~ 10,24 0,76 ~ 10,2688 0,7312

~
~

o) (027274 072725 Ly (0272727273 0,727272726
~10,27272  0,72727 ~10,272727272  0,727272727

Podemos comprobar que, al igual que en el caso del fiitbol, para n = 10 acertamos hasta 8
decimales.

Por dltimo, decir que otra fuente que hemos tomado para la documentacidn sobre este
juego es la Referencia [6].

4.3 Caso real: Google Adwords

4.3.1 Introduccion

La herramienta Google Adwords, es un servicio de Google destinado a aquellos usuarios
que quieren realizar posicionamiento web de pago en las paginas de resultados de bisqueda
de Google, o en la red de Display.

Posicionamiento web es, basicamente, conseguir que los anuncios que enlazan a tu
pégina web estén posicionados lo mds arriba posible en un motor de bisqueda. En este
caso, el motor de bisqueda es Google (véase la Figura 4.2).

La red de Display son todas las paginas web que cuentan con slots (espacios), donde
puedas poner tu anuncio.

Para este ejemplo, nos centraremos tnicamente en las paginas de resultados de bus-
queda de Google.
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4. CASOS REALES EN LOS QUE APLICAMOS LA TEORIA

Hay dos tipos de posicionamiento: el posicionamiento de pago, o SEM (Search Engine
Marketing), y el posicionamiento gratuito, o SEO (Search Engine Optimization).

Para que nos hagamos una idea, aqui tenemos un ejemplo de una biisqueda en el motor
de busqueda Google:

chanclas en mallorca = J O
Google ’

Totes Imatges Shopping Videos Maps Més Configuracio Eines

Aproximadament 192000 resultats (0,61 segons)

Encuentra tus Chanclas en ASOS - Entrega Gratuita - asos.com
www.asos.com/Moda/Chanclas ~

Descubre las Chanclas mas Chic en ASOS y Elige entre mas de 350 Marcas.

Tipos: Vestidos, Zapatos, Camisetas, Bolsos, Vaqueros, Chalecos, Accesorios, Bafiadores

Marcas: Public Desire, Nike, adidas, Hollister, ASOS Matemity, Good for Nothing, Menki, Jack & Jon. ..

Sandalias Rojas en Amazon.es - Compra Zapatos a precios bajos
wWww.amazon.es/sandalias+rojas v

Envio gratis con Amazon Premium

Zapatos para mujer - Zapatos para nifias - Zapatos para nifies - Zapatos para hembre

Chanclas Rider en Palma De Mallorca. Listado de empresas de ...
empresite eleconomista.es » Chanclas Rider » Baleares v Tradueix aguesta pagina
Listado de empresas relacionadas con Chanclas Rider en Palma De Mallorca. Seleccione la
infornacién de la empresa de Chanclas Rider de Palma De ...

SEGUNDAMANO ahora es vibbo: anuncios de Chanclas. todas las ...
www.vibbo com/anuncios-baleares/chanclas.htm - Tradueix aguesta pc‘agina

Anuncios segunda mano de Chanclas en Baleares - Balears . Las mejores ofertas en Chanclas de
segunda mane y de ocasién en ... Palma de Mallorca.

Figura 4.2: Resultado de la busqueda chanclas en mallorca en Google.

Los anuncios del primer recuadro que hemos marcado en la Figura 4.2, pertenecen al
posicionamiento de pago, es decir, un cliente que utiliza Google Adwords ha pagado una
cantidad especifica para que su anuncio aparezca entre los primeros para esta bisqueda.
Los anuncios del segundo recuadro de la Figura 4.2, son de SEO, o sea, gracias a la
relevancia que tienen estas paginas con la busqueda realizada, Google ha premiado a estos
anunciantes colocando sus anuncios en las partes altas del posicionamiento gratuito, sin
coste alguno.

Cada tipo de posicionamiento tiene sus ventajas y desventajas, pero ahora no nos
adentraremos en estos detalles.

La cuestién es, que si te dedicas al Marketing Digital hoy en dia, debes saber usar
este servicio. En mi caso, he tenido la oportunidad de trabajar optimizando campaiias de
Marketing en Google Adwords para diferentes paginas web.

Actualmente, llevo las campafas de una tnica pagina web, que es de donde sacaré los
datos que analizaremos a continuacion.

Mediante Google Adwords, puedes controlar qué anuncios muestras a las personas que
te interesa que los vean, y conducirlos a la seccién de tu padgina web que més les pueda

50



4.3. Caso real: Google Adwords

interesar, con el objetivo de que realicen una conversion.

Una conversion, es aquello que te proporciona un beneficio. Para cada pagina web
puede ser diferente. Una web sobre venta de zapatos puede tener como conversion, que un
usuario compre con su tarjeta unos zapatos. Otra web, puede definir su conversiéon como
una suscripcién a un boletin informativo. Y como estos, muchos tipos de conversiones
diferentes més.

Por lo tanto, es vital que la relacién entre lo que busca la persona en Google, y el
anuncio y la web a la que lo envias, sea lo mds estrecha posible, para conseguir el mdximo
nimero de conversiones.

Pero hay que ir con cuidado, porque cada vez que un usuario hace click en tu anuncio,
pagas una determinada puja a Google. Por lo que debes optimizar al maximo qué anuncios
muestras, y a quién se los muestras. Eh aqui la optimizacién necesaria de la que habldbamos
antes.

Una de las principales métricas que se deben tener en cuenta cuando manejas esta
herramienta, es el CTR (click through rate). Este valor se calcula como sigue:

clicks
CTR=——.
impresiones

Cuando el nimero de impresiones (veces que tu anuncio ha sido mostrado a un usuario) es
suficientemente grande, esta métrica es relevante. Debido a que nos dice cudn relevantes
son nuestros anuncios para los usuarios a los que se los mostramos.

4.3.2 Construccion de la matriz de transicion

En esta seccion explicaremos cémo hemos obtenido la matriz de transicién P

0,65 0,35
0,42 0,58)’

que hemos usado en la Subseccién 4.3 de este caso real, paso por paso:

» De la cuenta de Google Adwords'> descargamos los datos entre las fechas 25/11/2016
y 23/03/2017 en el Excel adjunto que hemos llamado Estadisticas Adwords.

* En las 4 primeras columnas de este Excel adjunto, de la fila 2 a la 120 tenemos: la
fecha, clics/dia, impresiones/dia y CTR/d{a respectivamente.

» Latécnica utilizada para obtener la matriz de transicion es semejante a la que hemos
usado para la del caso real de fitbol:

La columna F de Estadisticas Adwords, vale 1 si el valor de la columna CTR de
la misma fila es mayor que 0,07. Vale 0 en caso contrario. Gracias a esta columna
sabremos qué dias ha habido un CTR alto.

Por otro lado, la columna G vale 1 si el valor de la columna C7TR de la misma fila
es menor o igual que 0,07. Vale 0 en caso contrario. Gracias a esta otra columna
sabremos qué dias ha habido un CTR bajo.

12E] 1d de 1a cuenta de Google Adwords de donde sacaremos los datos es: 621-264-2962. Mi 1d de cliente
para administrarla es: 349-513-8519.
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4. CASOS REALES EN LOS QUE APLICAMOS LA TEORIA

e Para cada fila n (con n € {3,...,120}) de la columna H, escribimos un 1 si en la fila
n—1y ndelacolumna F hay un 1. Esto quiere decir que ha habido un C7R alto en
el dia nyenel n—1. En otro caso ponemos un 0.

Por otro lado, para cada fila n de la columna I, escribimos un 1 si en la fila n—1 de
la columna F hay un 1, y en la fila n hay un 0. Esto quiere decir que ha habido un
CTR bajoenel dia ny en el n—1 ha habido un CTR alto. En otro caso escribimos
un 0.

¢ Para cada fila n de la columna J, escribimos un 1 si en la fila n — 1 de 1la columna G
hay un 1, y en la fila n hay un 0. Esto quiere decir que ha habido un C7R alto en el
dia n y bajo en el n— 1. En otro caso ponemos un 0.

Por otro lado, para cada fila n de la columna K, escribimosun 1sienlafilan—1y
n de la columna G hay un 1. Esto quiere decir que ha habido un CTR bajo en el dia
nyenel n—1. En otro caso escribimos un 0.

* Sea {A, B} — {1,2} una biyeccié6n entre el conjunto de CTR’s altos y bajos (Ay B
respectivamente) y los dos primeros valores del conjunto de los naturales.

* En la fila 121 sumamos las casillas que valen 1 de las columnas F,G,H,I,] y
K, para saber el total en cada caso. En particular, en las casillas de la fila 121
correspondientes a las columnas H e I, tendremos el total de dias que ha habido
CTR alto en n—1 y alto o bajo en el dia n, respectivamente. Estos valores son 41 y
22 que suman un total de 63 dias con CTR alto en n— 1. De esta forma, ya podemos
obtener los valores de la primera fila de la matriz de transicién:

41 22
—=0,65, — =0,35.
63 63

* De manera andloga a cémo hemos calculado los valores de las columnas H e I, en
las casillas de la fila 121 correspondientes a las columnas J y K, tendremos el total
de dias que ha habido CTR bajo en n—1 y alto o bajo en el dia n respectivamente.

Estos valores son 23 y 32 que suman un total de 55 dias con CTR bajo en n—1. As{
pues, ya podemos obtener también los valores de la segunda fila de la matriz de
transicion:

Por tltimo, afiadir que estos CTR’s que hemos considerado son precisos y fiables
porque cada dia nuestros anuncios se han mostrado cientos de veces. Esto quiere decir
que han obtenido cientos de impresiones, y por tanto el CTR es relevante.'?

Bro podemos comprobar consultando los valores de la columna C del archivo Excel adjunto: Estadisticas
Adwords.
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4.3. Caso real: Google Adwords

4.3.3 Calculos

Consideramos €, el conjunto formado por cada uno de los dias comprendidos entre las
fechas 25/11/2016 y 23/03/2017. Sea {%,} 1a sucesion de vv.aa., donde cada una de ellas
asigna a cada elemento de Q un estado del espacio de estados S, con S ={1,2}.

Como ya hemos visto en la Subseccién 4.3.2 anterior, la matriz de transicion de {¥,}
es:

_ (0,65 0,35
~ 10,42 0,58)°

Supondremos que {%;} es una C.M.H..
Obviamente, la matriz P es regular, asi que existe un estado de equilibrio. En esta
ocasién, vamos a encontrar w buscando el punto fijo para P:

0,65 0,35

0,42 0,58

) = (wy, w) = {0,65 w1 +0,42w, = w; {—0,35“]1 +0,42w, =0

(wl; wZ) ( 0,35w; +0,58w, = w, 0,35w1 —0,42w, =0

-0,35w; +0,42w, =0.
Ahora, sea w, =y. Entonces:

0,42 6

Y=:v.

-0,35w; +0,42w2 =0 = wy; = ——
0,35 5

Y, como w es un vector estocastico:

6 5
wituwr=1= -y+y=1=>y=—.
1 2 5Y Y Y 11

Por tanto, el estado de equilibrio viene dado por:

5
w=(wy, wy) = (—, —
(wr, wo) (11 11

Esto quiere decir que en el futuro, si todo sigue igual, tendré mds dias de CTR alto que de
CTR bajo.

) =(0,545454,0,454545).
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Hemos tratado de ilustrar con la aplicacién de la teoria expuesta a los casos reales
(Fuatbol, Péquer y Google Adwords), 1a importancia y utilidad de las C.M.H. (absorbentes
y regulares). Independientemente de cdmo sea la matriz de transicién P (regular o no),
si hemos planteado un espacio de probabilidad y una sucesién de vv.aa. adecuadamente,
siempre podemos obtener informacién relevante para sacar nuestras conclusiones.

En el caso de que P no sea regular, podemos saber qué estados son transitorios y qué
estados son recurrentes identificando las clases cerradas minimales. Con ellas, obtenemos
la representacién candnica de P y podemos calcular la matriz fundamental N y la matriz
A =NR, que nos dardn informacién interesante sobre el proceso estocdstico definido.

Si P es regular, entonces podemos encontrar el estado de equilibrio w. Ademds,
tenemos varias formas de obtenerlo: diagonalizando o encontrando la descomposicién
de Jordan, calculando el punto fijo, o calculando las potencias de la matriz P para un n
suficientemente grande. El estado de equilibrio es vital si queremos saber a qué convergen
las probabilidades de que ocurran cada uno de los estados de la C.M. en un futuro.

Por otro lado, notemos que si P es regular, entonces es irreducible. Y, al estar todos
los estados comunicados entre si, tenemos que la tnica clase cerrada minimal es el propio
espacio de estados S. No se hace una distincion de estados recurrentes y transitorios. Este
es el caso en que podemos encontrar un estado de equilibrio. En cambio, si P no es regular,
habra una o mads clases cerradas minimales diferentes de S. En este caso no podemos
encontrar un estado de equilibrio, pero si una representacién canénica de la matriz P y
hacer una distincién de qué estados son transitorios y qué estados son recurrentes.

Los diagramas de estados nos han sido muy dtiles para hacer una mejor interpretacion
de los valores de P. Gracias a ellos incluso hemos podido identificar los estados recurrentes
y transitorios de forma intuitiva.

Este trabajo también me ha servido para autoevaluar los conocimientos que he apren-
dido durante los estudios de Grado. Muchos de ellos los tenia claros y los recordaba,
pero otros he tenido que refrescarlos consultando apuntes de asignaturas. De echo, como
podemos comprobar en la bibliografia, hay varios apuntes de asignaturas que he necesitado
repasar para aclarar conceptos que he usado aqui ( [7], [8], [O], [10], [1 1], [12], [13], [14D).
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5. CONCLUSION

Ademds, he consultado en repetidas ocasiones la enciclopedia online [15] que, aunque no
debe ser la tnica fuente de informacion, me ha servido para aclarar algunos detalles sobre
definiciones que no me habian quedado del todo claras.

He pecado al haber hecho este trabajo demasiado extenso. Pero ha sido debido a
que me gusta aclarar todos los términos que utilizo y creo que no tienen porque ser del
conocimiento del lector. Aunque este trabajo esté orientado a cualquier estudiante del
Grado de Matematicas, dependiendo del afio en el que se encuentre, no tienen porqué
saber seglin que cosas.

A parte de esto, he creado un extenso apéndice debido a que, personalmente, me
gusta dejar claro al lector que he entendido todo lo que he explicado en este trabajo. Por
ello, me preocupo por definir conceptos, dar detalles de cada paso que se sigue en las
demostraciones de las proposiciones y/o teoremas (aunque algunas ya estén hechas en
los libros que he consultado, procuro revisar y entender cémo se han hecho) y mostrar
ejemplos claros y concisos.

Estas dos razones tienen como objetivo comtin la mejor comprensién posible, por
parte del lector, de este trabajo.

Finalmente, las principales aportaciones por mi parte a este trabajo se pueden resumir
en los siguientes puntos:

* Extraccion, organizacion y estudio de la informacién proporcionada por mi tutor.

* Realizacién de los casos reales que no se encontraban en ninguna de las referencias
empleadas y extraccion de conclusiones basadas en dichos casos reales.

* Mostrar ejemplos cuyos célculos no se encontraban en las referencias empleadas.

* Demostracion de resultados que tampoco se encontraban en las referencias utiliza-
das.
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Expondremos una serie de conocimientos (con sus respectivas demostraciones si es
necesario) de diferentes ramas de las matematicas que utilizamos en varias secciones de
nuestro trabajo, pero que son de menor relevancia (con respecto al tema que tratamos)
como para explicarlas en él.

A.1 Conceptos relacionados con Algebra lineal

Si no decimos lo contrario en las definiciones, consideraremos el R-espacio vectorial RV
por defecto.

Definicién A.1.1. Sea |- || : RN — R una aplicacion que satisfaga:

o x|l =0, Vxe RN vy x| =0 © x=0 (donde este 0 es el vector de RN con todas sus
componentes igual a 0).

o lax|| = alx|, Vxe RN y VaeR.

o Ix+yll < lIxll +lyl, vx,ye RN

Entonces | - || es una norma en RN y RN, |- es un espacio normado.

Definicion A.1.2. Sea S un conjunto numerable y 1 < p < +oo un valor fijado. Denota-
remos por Uy al espacio {y, que es el conjunto de los vectores X = (x;) indexados por S
it.q.:

Y 1xj1P < +oo.
j€S

Ademds, € es un subespacio vectorial de RNy
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A. CONOCIMIENTOS ADICIONALES

|~

Ixll, = (Z |x,~|”) §

Jj€S
conxX€ lp, es una norma en ¢ .

Ejemplo A.1.1. En particular, para p =1, tenemos que si X € ¢, entonces:

Ixlly =) 1x;l.

Jjes
Trivialmente, I c ¢;.

Ejemplo A.1.2. Para p = oo, tenemos que si X € o, entonces:
X[loo = max{|x;l}.
1%/l oo he {lx;1}

Definicion A.1.3. Sea ||l : Myxn([R) — R, donde Mpyxn(R) es el conjunto de las
matrices N x N con valores en R, una aplicacion que satisfaga:

* |Al =0, VA€ Mnxn(R) v [|All =0 < A =0 (donde este 0 denota la matriz N x N
con todos los valores igual a 0).

e |laAll = allAll, VAe Myxn([R) y Va € R.

* A+ Bl < [|All +IBll, VA,B € My« N(R).

* [|A-Bll = [|All-IBIl, VA,B € Myxn(R).

Entonces || - || es una norma matricial en My n(R).

Ejemplo A.1.3. Sea S un conjunto finito t.q. |S| = N y A€ My« n(R) una matriz indexada
por S. Entonces:

IAllco = sup{_ 11},
ieS ]ES

es una norma matricial y se conoce como la norma matricial inducida por la norma ..
Definicion A.1.4. Sea X # @ un conjuntoy d: X x X — R una aplicacion que satisfaga:
* dx,¥)=20,Vx,yeX ydx,y)=0x=y.
* d(x,y)=d(y,x), Vx,y € X (simetria).
* d(x,2)=d(x,y)+d(y,2),Vx,y,z€ X (desigualdad triangular).
Entonces d es una distancia en X y (X, d) un espacio métrico.
Ejemplo A.1.4. Sea d; la distancia en RN definida como sigue:

di(x,y) = Ix-yl1 = |x1 = y1|+---+xy — ynl, VX, y € RV,

Sean x,y,z € RN arbitrarios pero fijados, veamos que dy es distancia:
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A.1. Conceptos relacionados con Algebra lineal

* Obviamente d; (x,y) = 0. Por otro lado, si x =y entonces xy = y1,...,XN = YN, Y esto
quiere decir que dy(x,y) =0. Y, si d;(x,y) =0, entonces |x; —y;|=0,Vi=1,...,N.
Ya que, como la funcion valor absoluto es mayor o igual a 0 en todo su dominio,
para que una suma de valores absolutos sea 0, cada uno de los sumandos debe
valer 0.

Por lo tanto, si |x;—yi|=0,Vi=1,...,N, esto quiere decir que x; = y;¥i=1,...,N,
Y, en conclusion, X =Y.

* Por propiedades de la funcion valor absoluto sabemos que |x; — y;| = |y; — x;l, Vi =
1,...,N. Por tanto d; (x,y) = d; (y,X).

* Por propiedades de la funcion valor absoluto de nuevo, tenemos que |x; — zj| <
|x; — yil +yi — zil, Vi=1,..., N. Por tanto d; (x,2) < d (X,y) + d; (y, 2).

Definicion A.1.5. Un conjunto X es convexo si el segmento de extremos x e y estd
totalmente contenido dentro de X, Vx,y € X.

Definicion A.1.6. La envoltura convexa de un conjunto X es el conjunto convexo mds
pequeiio que contiene a X. Se puede obtener haciendo la interseccion de todos los
conjuntos convexos que contienen a X.

Definicion A.1.7. El método de Gauss consiste en transformar un sistema de ecuacio-
nes en otro equivalente, mediante una serie de operaciones, para conseguir un sistema
escalonado y asi facilitar su resolucion.

La idea es interpretar los coeficientes de las variables del sistema como una matriz
m x n. Una vez tenemos esto, solo debemos ir multiplicando niimeros por filas (una fila
de la matriz equivale a una igualdad entera del sistema) y sumarlas o restarlas a otras
filas para procurar obtener una matriz triangular superior, como vemos aqui:

apnxyt+apex;+---+aymn-1)Xn = din apnxyt+apx;+---+ayp-1)Xn = ain
a1 X1+ A Xp + -+ + Ax(n-1)Xn = A2p 0  +bxxo+-+Dban-1)Xn = boy
=
Am1 X1+ AmaX2 + -+ Amn-1)Xn = AGmn 0 +------ +0+bm(n_1)xn=bmn

Los coeficientes b;j son los obtenidos después de realizar las operaciones entre filas que
hemos explicado antes.

Dependiendo de cudntas ecuaciones y variables haya, la solucion del sistema serd
incompatible (no hay solucion), compatible determinada (soluciones tinicas) o compatible
indeterminada (soluciones infinitas).

Definicion A.1.8. Sea RN el espacio vectorial y C' el cuerpo donde habitan los escalares.
Sea P una matriz N x N.

Entonces decimos que veRY, t.q. v# 0, es un vector propio para P si se cumple lo
siguiente:

Pvi = Av/,

véase la Definicion A.6.1 del Apéndice A para mds informacién sobre C.
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A. CONOCIMIENTOS ADICIONALES

con A€ C y V! el vector traspuesto de v (vector columna). O sea, la direccién del vector
no varia cuando le aplicamos P.
Al escalar A se le conoce por valor propio asociado al vector propio v.

Definicion A.1.9. Sea A, un valor propio asociado a un vector propio v de la matriz
P. Definimos la multiplicidad geométrica del valor propio A,, como la dimension del
espacio generado por la base necesaria para obtener el vector asociado v, y la denotamos
por mg(Ay).

Por otro lado, la multiplicidad algebraica de A, es el orden de A, como raiz del
polinomio caracteristico de P, y la denotamos por mg(A,).

Estas multiplicidades cumplen la siguiente desigualdad:

mg(lv) < mg(Ay).

Definicion A.1.10. Sea P la matriz cuadrada N x N sobre R. El polinomio caracteristico
de P es el polinomio calculado como sigue:

det(P - x;1d),

donde x = (x1,...,xn) € RN, x;Id denota la matriz diagonal:

X1 0 e 0
0 X2

indZ
. XN-1 0
0 e e 0 XN

y det(P — x;Id) es el determinante de la matriz P — x;1d.
Este polinomio es de grado N y sus raices son los valores propios de la matriz P y,
con ellos, podemos averiguar también los vectores propios asociados.

Definicion A.1.11. Supongamos que el polinomio caracteristico de la matriz P factoriza
completamente sobre R (o sea, todas las raices del polinomio pertenecen a R). Sean
A1,..., Ak los valores propios, diferentes entre si, asociados a los vectores propios vy, ..., Uk
de P. Entonces existe una base para la cudl P se transforma en una matriz diagonal por
bloques. Esta descomposicion se conoce como descomposicion de Jordan, y se obtiene
de la siguiente forma:

P=SJS7!,

donde J es la matriz diagonal por bloques:

A; 0 - e 0
0 A,
J= )
Ai.r 0
0 0 A
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A.2. Introduccion a los Grafos Dirigidos

conA;, ei€{l,..., k}, un bloque de Jordan t.q.

A 1 0 - 0

0 A :
Ai=|: = 0 )

: . A1

0 - - 0 A .

donde n; es la multiplicidad algebraica del valor propio A;. Y Sy S™! son las matrices
k

del cambio de base y su inversa, respectivamente. Notemos que Z n; =N.
i=1
Por otro lado, si se cumpliera:

entonces P es diagonalizable. Esto significaria que existe una base para la cudl P se
transforma en una matriz diagonal:

P=UDU ',

con U y U™! las matrices del cambio de base y su inversa, respectivamente y D la matriz
diagonal:

Aj, 0 -+ - 0
0 A :
D=|: - :
Apg O
0 0 Ag
con A; una matriz diagonal t.q.
Ai 0 - o 0
0 A
A= -
Ai 0
0 0 i) pxn;

Viell,..., k}.

A.2 Introduccion a los Grafos Dirigidos

Vamos a realizar una pequefia introduccién sobre grafos dirigidos definiendo una serie
de conceptos. La notaciéon que expondremos a continuacion serd la usada a lo largo del
trabajo.

61



A. CONOCIMIENTOS ADICIONALES

Definicion A.2.1. Un Grafo Dirigido estd definido por un par de conjuntos (S, E), donde S
es un conjunto finito o numerable de puntos llamados nodos, y E es un conjunto ordenado
de pares de nodos tt.q.

E={(i,j)/i,jes}
llamados arcos. Cuando escribimos (i, j) decimos que el arco (i, j) vade i a j.

Definicion A.2.2. Un camino dirigido de i a j es una union finita de arcos de la forma:

(l) ll)(lly 12) (lk)])-

Definicion A.2.3. Un grafo dirigido puede ser representado por una matriz A indexada
por S, llamada matriz de incidencia del grafo, y definida como sigue:

Al =

{1 si(i,j)€E
]

0 sino
Nota A.2.1. A raiz de esta definicion, para cada i, j € S tenemos que:
2\i _ i Ak i Ak _
(A%); = k;SA;CAj >0 3keStg AjAj =1.

Esto quiere decir que si la posicion (i, j) de la matriz A% es mayor que 0, entonces existe
al menos un camino dirigido que va de i a j en mdximo 2 pasos (o 2 aristas). Podria ser
que A;. >0, o que exista un camino dirigido de la forma

(G, k) (k, ),

con keS.
Mediante el método de induccion podriamos demostrar esto para n. Este caso era
para n=2.

Definicion A.2.4. Un Grafo Dirigido con pesos es un grafo dirigido t.q. existe un peso
pij adjunto a cada arco (i, j) del grafo. La matriz A, de la Definicion A.2.3 anterior, nos
quedaria de la siguiente forma:

Ai- _ pl—j Si(i,j) eE
J 0 sino

Asti tendriamos un grafo dirigido con pesos representado por una matriz.

A.3 Probabilidad y Estadistica

Todo lo que vamos a definir en esta seccidn es importante que se entienda, debido a que
nuestro trabajo trata fundamentalmente sobre la probabilidad.

Definicién A.3.1. Sea Q un espacio muestral y & una o-dlgebra’ sobre Q. Una medida
de probabilidad, que le llamaremos P, es una medida que le asigna a cada subconjunto
de & un valor perteneciente al intervalo [0,1] y cumple con las siguientes condiciones:

2Consiltese la Definicién A.4.2 del Apéndice A para mds informacion.
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A.3. Probabilidad y Estadistica

1) A cada suceso E € & le corresponde un niimero real P(E) t.q. 0 <[P(E) < 1.
2) PQ) =1

3) Sean Ey, Es,--- € & tt.q. los subindices pertenecen a un conjunto I finito o numerable
y que los sucesos son disjuntos dos a dos (E;NEj = @, Vi, j € I). Entonces

=Y P(E)).

iel

IP(UE,-

iel

Definicion A.3.2. Un espacio de probabilidad (Q,&,P) estd compuesto por 3 componen-
tes: Q, el espacio muestral, que es el conjunto de los posibles resultados del experimento
que llevamos a cabo, &, la o-dlgebra sobre Q, y P, que es la medida de probabilidad.

Al par (Q, &) se le conoce como espacio medible.

A partir de ahora, a no ser que se defina de manera diferente, todos los conceptos
estaran definidos sobre el espacio de probabilidad (Q2,&,[P) y esta serd la notacién que
utilizaremos.

Definicion A.3.3. Sea S un conjunto. Una variable aleatoria (v.a.) es una aplicacion

xXr. Q — S
X — Xx)=i

t.q. a cada resultado, x € Q, posible del experimento, se le asigna un valor i € S.
Se dice que & es discreta si S es finito o numerable, sino es continua.

Definicion A.3.4. Sea & una v.a. discreta’y S un conjunto donde toma los valores X .
Una funcion de probabilidad p, asocia a cada elemento de Q la probabilidad de que
ocurra. Lo denotaremos por p(i) =P(¥ (x) =1i), con xeQyi€S.
La funcion de distribucion F, describe la probabilidad de que & (x) sea menor o
igual que i € S para un x € Q concreto. Esta funcion la podemos definir gracias a la
funcion de probabilidad:

F(i)=) P& x) =j.
i€s
J=<i

Definicion A.3.5. Sea & una v.a. continua y S un conjunto donde toma los valores X .
Una densidad f, describe las probabilidades de que la v.a. tome ciertos valores en
diferentes intervalos de S.
En este caso, la funcion de distribucion F, es una funcion de los valores i:

F(i)=P& <1i).

Una densidad y la funcion de distribucion estdn estrechamente relacionadas:

i 0
F(i) = f fode y i) =5 F).

Por ello, si conocemos una de las dos funciones, conoceremos la otra.
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A. CONOCIMIENTOS ADICIONALES

Definicion A.3.6. Sea Q = {xg, x1} el espacio muestral y & una v.a. que toma valores en
un espacio finito S = {0, 1} de tal forma que, por abuso de notacion, escribiremos X = a
en lugar de & (x;) = a, con a€ S.

Con esta notacion, sea p =P(¥ =0)y q=P(X =1) =1- p. Entonces, la funcion de
probabilidad siguiente:

se conoce como la funcion de probabilidad de Bernoulli o ley de Bernoulli con pardme-
tro p, y se denota por B(1, p). O sea, la v.a. & sigue una B(1, p).
El experimento es conocido como prueba de Bernoulli.

Definicion A.3.7. Sea & una v.a. que toma valores en R con densidad dada por:

1 .
_|p=a sixelabl
1@ { 0 six¢labl
y funcion de distribucion
x 0 six<a
F(x)=/ fdt={3=% siasx<b
e 1 six=bh

Entonces & tiene una distribucion uniforme continua en [a,b] y se denota por U([a, b]).
O sea, lav.a. & sigue una U([a, b]).

Definicion A.3.8. Sean X1 y &, dos vv.aa. y S un e.e.f.n.. Diremos que son independien-
tes si:

PEZ1(x0) = i1 n{X2(x) = jH) =P{Z1(x) = iHP{X2(x) = j}),
para cualquier i, j € S. Donde x € Q y {%>(x) = jHL{Z1(x) =i} €é.

Teorema A.3.1 (Teorema de la Probabilidad Total). Sea A;, Ay,..., A, una particion
sobre el espacio muestral Q. Sea B € & un suceso cualquiera t.q. las probabilidades
condicionales P(B/ A;) son conocidas. Entonces:

n
P(B) = ) P(B/A)P(A)).
i=1
Definicion A.3.9. Sean A, B dos sucesos de & cualesquiera con P(B) > 0. La probabilidad
condicional de A dado B, es la probabilidad de que ocurra A sabiendo que también ha
sucedido B. Se denota por P(A/B) y se calcula con la siguiente formula:

P(ANB
p(a/B) = DANB). (A1)
P(B)
Si Ay B son independientes, entonces:
P(A/B)=P(A) y P(B/A)=P(B). (A.2)
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A.4. Conceptos de Topologia

Definicion A.3.10. La esperanza de una v.a. & se denota por E[X'] y representaria su
valor medio. Dependiendo de si la v.a. es discreta o continua se define de una manera u
otra:

e Sea & :Q)— S la v.a. discreta, entonces si se cumple que:

+00
Y il -P(X = i) < +oo,
i=1

coni€S, o sea, que tiene esperanza finita, tenemos que:

+00
E(X]=) i-P(& =1i)<+oo.
i=1

e Sea & lav.a. continua y f (i) su densidad, con i € S (S en este caso es infinito y no
numerable). Si se cumple que:

+00
f lil- f(D)di < +o0,
—00
tenemos que:

+00
E[%] =f i-fG)di.

(e o]

Propiedad A.3.1. Sean &, % vv.aa. con esperanza finita y a, b € R. Aqui tenemos algunas
de las propiedades de la esperanza matemdtica:

1) a% + b% tiene esperanza finitay Ela%¥ + b | = ak[¥] + bE[¥].
2) Ela% + bl = aE[Z]+b.

3) [E[X] <E[X].

4) PX=b=1=>E[X]=h.

A.4 Conceptos de Topologia

Definicion A.4.1. Sea X # @ un conjunto y ¥ una familia de subconjuntos de X que
satisface:

1) $,Xe%.
2) AnBe%, VA Be%X.

3) U A €T ,YA; €T con i€l donde I es un conjunto de indices.
iel

Entonces T es la topologia en X y el par (X, %) es conocido como espacio topologico.
Los elementos de T se conocen como conjuntos abiertos del espacio, o sea:

U abiertoen (X,2) o Uc%.
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A. CONOCIMIENTOS ADICIONALES

Definicion A.4.2. Una familia de subconjuntos de Q, que llamaremos &, es una o-dlgebra
sobre Q si cumple con las condiciones siguientes:

1) peé.
2) Si E€ &, entonces Q\E€&.

3) Sean Ey, E»,--- € & tt.q. los subindices pertenecen a un conjunto I finito o numerable,
entonces

UEiEg.

iel

Definicion A.4.3. La o-dlgebra de Borel sobre un espacio topoldgico (X,%), es una
o-dlgebra de subconjuntos de X, digdmosle 9B, generada por los elementos de .
Al par (X,9B) se le conoce como espacio de Borel.

Ejemplo A.4.1. Sea X =Ry (R,%) un espacio topologico. Una a-dlgebra de Borel, 2,
sobre R seria la o-dlgebra generada por los elementos de ‘T, o sea, los subconjuntos
abiertos de R.

Esta 9B también se puede generar mediante: los intervalos abiertos de R, los intervalos
cerrados, los intervalos semiabiertos de la forma (a, b, con a,beR, tt.q. a < b, etc.

Definicion A.4.4. Sea (Q,8) un espacio medible. Decimos que f :(Q,8) — (Q,8) es

una funcion &-medible si preserva la estructura entre dos espacios medibles. O sea, si la
anti-imagen de cualquier conjunto medible es medible:

f 1A <cB, VABeé&.

Definicion A.4.5. Sean (X, %) y (Y, %)) espacios de Borel. Si f:(X,%B,) — (Y,%2) es
una funcion medible, entonces f es una funcion de Borel.

Teorema A.4.1 (Teorema de Beppo Levi). Sea (Q,8) un espacio medible y {f} una
sucesion de funciones no-decrecientes &-medibles no-negativas donde:

fi:Q—Re y  f)= lim fi(x).

Entonces f es integrable y se cumple la siguiente igualdad:

ff(x)lP(dx)= lim ffk(x)IP(dx).
Q k—+00JQ

Teorema A.4.2 (Férmula de Cavalieri). Sea f:Q — Ry una funcién no-negativa &-
medible. Entonces tenemos que:

+00
ff(x)P(x):f P(f(x)>ndr.
Q 0
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Definicion A.4.6. Sea {x,} una sucesion. El limite superior y el limite inferior de {x,}
son el mayor y menor limite convergente de las sub-sucesiones® de {x,} respectivamente.
El limite inferior de {x,} se calcula de la siguiente forma:

liminfx, = lim (inf xk).
n—+oo n—+oo\k=n
Por otro lado, el limite superior de {x,} se calcula como sigue:
limsupx, = lim (sup xk) .
n—+00 =400\ kzn

Si los limites superior e inferior existen, entonces se cumple que:

liminfx; <limsup x;.
n—+00 n—+00

Ademds, si el limite de la sucesion existe, entonces:

lim x, =liminfx, =limsup x;,.
n—-+oo n—-+0oo N—+00

Lema A.4.1 (Lema de Fatou). Sea (&,P) una medida en Q y sea {fi} una sucesion de
funciones no-negativas &-medibles. Entonces:

f liminf fi. (x)P(dx) < liminff fr(x)P(dx).
Q k—+oo k—+o00 JQ

Demostracion A.4.1. Sea g,(x) = ]gnf fx(x). Entonces {g,(x)} es una sucesion creciente
>n

de funciones no-negativas &-medibles. Es una sucesion creciente debido a que si ny > ny
tt.q. ni,np €N, entonces el infimo de los fi.(x) con k = ny, serd menor o igual que el
infimo de los fix(x) con k = ny, ya que hay mds posibilidades de encontrar un valor mds
pequeno.

Ademds, al ser gp(x) = Igl’rfl fr(x), tenemos que:

a) 0= gp(x) < frx(x), Yk =n.

b Ymint o) = i ) = i o

c) Pora)yb):

fgn(x)lP(dx)s inff fr(x)P(dx).
Q k=nJQ

Ahora si estamos en disposicion de demostrar la desigualdad del lema:

fliminffk(x)ﬂl’(dx):f lim g, (x)P(dx),
Q k—+o0 Qn—+oo

aplicamos el Teorema de Beppo Levi * y nos queda:

3Véase la Definicién A.4.11 del Apéndice A .
4Véase el Teorema A.4.1 del Apéndice A para consultar el enunciado.
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A. CONOCIMIENTOS ADICIONALES

LHEIPOOgn(x)P(dX) = nETng”(x)P(dx)'

aplicamos c):

nlirfoofgg"(x)"m(dx)Snlirl‘oo(,gflfgfk(x)"m(d”):l,iij}ofofk(x)P(dx)-

Por tanto:

f llgminffk(x)[P’(dx) <liminf | fi(x)P(dx),
Q oo Jo

—+ k—+

tal y como queriamos ver.

A.4.1 Conjuntos compactos

Definicion A.4.7. Sea X un conjunto 'y A< X un subconjunto. Una familia {U;}ier de
subconjuntos de X (con I un conjunto numerable de indices) se conoce como cubrimiento
deAsi Ac|JU..

iel

Definicion A.4.8. Con la misma notacion de la definicion anterior, un subcubrimiento
de un cubrimiento {U;}icr de A es una subfamilia {Uj}jey, para algtin subconjunto J < I,
t.q. {Uj} jey sea atin un cubrimiento de A. Si ] es finito, le llamaremos subcubrimiento
Jfinito a la subfamilia {U}} je;.

Definicion A.4.9. Consideramos un espacio topoldgico (X,T) y un subconjunto A< X.
Si U =1{U;}ier es un cubrimiento de Ay U; € ¥, Vi € I, entonces % es un cubrimiento

abierto de A.

Definicion A.4.10. Un subconjunto A de un espacio topologico (X,%) es compacto si
todo cubrimiento abierto de A tiene un subcubrimiento finito.

Propiedad A.4.1. Todo subconjunto compacto de RY estd acotado y es cerrado en RV,

Definicion A.4.11. Sea (x,) una sucesion en un conjunto X y ny < n<--- < 0, und
sucesion creciente de niimeros enteros positivos. La sucesion (y;) dada por:

J’r = xnr
se conoce como sub-sucesion de la sucesion (xy).

Definicion A.4.12. Un subconjunto S < R es secuencialmente compacto si toda sucesion
en S tiene al menos una sub-sucesion que converge a un punto de S.

Teorema A.4.3. Todo espacio métrico X compacto es secuencialmente compacto.
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A.4.2 Espacios métricos completos

Definicion A.4.13. Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy en
X converge a un punto de X.

Ejemplo A.4.2. El espacio métrico (R",d), con d la distancia de la Definicion A.1.4, es
completo ¥n € N.

Definicion A.4.14. Una aplicacion contractiva o contraccion en el espacio métrico
(X, d), con d la distancia A.1.4, es una aplicacion f: X — X que reduce distancias
uniformemente, o sea, analiticamente seria:

Una aplicacion para la cual existe una constante L, con 0< L< 1, t.q.

d(f(x)—fy)<L-dx-y),Vx,y€X.

Decimos que L es el factor de contraccion de f.
Propiedad A.4.2. Si f es una aplicacion contractiva en X, entonces es continua en X.

Demostracion A.4.2. Sea ¢ >0y xg € X arbitrarios pero fijados y 6 = €. Queremos ver
que si d(x— xp) < 8 entonces d(f(x) — f(x9)) <€ para ver asi que f es continua:
Por ser f contractiva 'y d(x — xp) <0:

d(f(x)—f(xp))<L-d(x—xp) <d(x—xg) <6 =€.

Por tanto f es continua.

A.5 Teoria del Orden

Definicion A.5.1. Una relacion matemadtica, denotada por R, de los conjuntos Ay,..., Ay
es un subconjunto del producto cartesiano:

RS A x-x Ay

Definicion A.5.2. Una relacion binaria, denotada por %, es una relacion matemdtica
definida entre los elementos de dos conjuntos Ay B.

Esta relacion se puede representar con pares ordenados (a, b) tt.q. (a,b) € Ax B, para
los cuales se cumple una propiedad 2P:

Z={(a,b)e AxB/|Z(a,b)}.

Definicion A.5.3. Un orden parcial sobre un conjunto X es una relacion binaria £ que
es reflexiva, anti-simétrica y transitiva. O sea, para cualesquiera a,b,c € X:

1) Si aZRa, entonces X es reflexiva.
2) Si aZ%Zby bZa implica que a = b, entonces X es anti-simétrica.
3) Si aZ%by bZc implica que aZc, entonces X es transitiva.

Definicion A.5.4. Un conjunto parcialmente ordenado o poset es un conjunto que cuenta
con un orden parcial para relacionar sus elementos.
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A.6 Pequena introduccion a los nimeros complejos

Definicion A.6.1. Los niimeros complejos son una extension de los niimeros reales. Sea
z un ndmero complejo arbitrario pero fijado, se puede representar mediante la suma de
dos valores: un valor real, llamado Re(z) y un valor imaginario, llamado Im(z).

La parte imaginaria es un miiltiplo real de la unidad imaginaria i = v/—1. De esta
forma, el complejo z anterior quedaria representado como sigue:

z=a+Dbi, tqg. a,beR,

donde a = Re(z) y b= Im(z). Al conjunto de los niimeros complejos lo denotamos por C.
Obviamente R c C.

Definicion A.6.2. Sea z€ C t.q. z = a+ bi. Se define el médulo de z o valor absoluto de
z como sigue:

lz| =V a® + b2.

Este modulo, ademds, cumple las siguientes propiedades:

a) |zl =0 2z=0.
b) lz+w|<|z|+|wl.
c) lzw| =|zllwl.

d) lz—w|z||z| - wll.

Donde z,w € C. Notemos que estas propiedades son semejantes a las propiedades que
cumple el valor absoluto para los niimeros reales.

A.7 Aplicaciones iteradas y puntos fijos

En esta seccion se cumplird siempre lo siguiente:

Sea (X, d) un espacio métrico’ y f: X — X una aplicacién lineal continua de X en
s{ misma.

Cada vez que expongamos una definicién, proposicién o teorema nuevo en esta seccion,
tendremos en cuenta las condiciones y notaciones que habremos usado hasta la definicién,
proposicion o teorema justo anterior a éste, junto con las nuevas condiciones o notaciones
que expliquemos en el mismo.

Definicién A.7.1. La funcion f*: X — X es la iteracién k-ésima de £, o sea:

fE=foforof.
S———
k veces

Por conveniencia, denotaremos por f 0(x) = x a la iteracion 0-ésima, que se corresponde-
ria con la funcion identidad.

SVéase la Definicién A.1.4 del Apéndice A.
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Definicion A.7.2. Para cada x € X, la sucesion {f ko keN Se conoce como el camino de
x definido por f.

Definicion A.7.3. Decimos que p € X es un punto fijo para f si cumple:

fp)=p.

Definicion A.7.4. Si para cada x € X se cumple:

JAle)

k—o0 p-

Entonces p es un punto fijo atractivo de f.

Proposicion A.7.1. Las siguientes afirmaciones se mantienen ciertas:

i) Si p es un punto fijo para f, entonces para cada k € NU{0} se tiene que f*(p) = p.
O sea, p es punto fijo de f*, para cada k.

ii) Sea ne Ny p un punto fijo de ", entonces p,f(p),...,f"_l(p) son puntos fijos de
f" también.
En particular, si f" tiene un tinico punto fijo, para algiin n, entonces p es el tinico

punto fijo de f.

iii) Si para algiin x € X se tiene que

e

entonces p es un punto fijo de f.
iv) Si p es el punto fijo atractivo de f, entonces p es el tinico punto fijo de f.
v) Existen aplicaciones que tienen puntos fijos pero no puntos fijos atractivos.

vi) Sea n €N, entonces p es el punto fijo atractivo de f sii p es el punto fijo atractivo

de f™.

A continuacién realizaremos la demostracion de cada una de las afirmaciones que
hemos expuesto en esta proposicion:

Demostracion A.7.1. Realizaremos las demostraciones por orden:
i) Realizaremos la demostracion por induccion sobre k:

* Como caso base, sea k = 1. Por hipdtesis sabemos que p es punto fijo de f,
por tanto

i =rp)=p.
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* Paso de induccion: supongamos que la implicacion es cierta para k y veamos
si se cumple para k+ 1:

o) = o (Fo),

por hipotesis f(p) = p, entonces:

Fo(f(p) = fEp).

Ahora, por hipétesis de induccion tenemos que f*(p) = p, por tanto:

fk+l (p) =p,

tal y como queriamos ver.

En definitiva, por induccion hemos demostrado que para cada k € NU {0} se tiene
que f*(p) = p.

ii) Sea p un punto fijo de f™ con n> 1 un entero positivo. Realizaremos la demostra-
cion por induccion como en el caso anterior. Lo que demostraremos por induccion,
concretamente, serd:

(*p) = ffp),vo<k<n-1.
Vedmoslo:

* Caso base: sea k = 0. Por la Definicion A.7.1, sabemos que f°(p) = p y, por
hipdtesis, p es punto fijo de f", por tanto:

e =rp=p=r'mp.

* Paso de induccion: supongamos que la implicacion es ciertaparak<n—1y
veamos si se cumple para k+1<n—1:

) = FAL ),

por hipétesis f"(p) = p, entonces:

Y ) = 1 ),

tal y como queriamos ver.

En definitiva, por induccion hemos demostrado que para cada 0 < k < n—1 se tiene
que f"(f*(p) = f*(p).

Ahora, si f" tiene un tnico punto fijo, digdmosle p, entonces p = f(p) =--- =
fY(p) por lo que acabamos de ver, y p seria, en particular, el iinico punto fijo de
f. Esto es debido a que si existiera otro punto fijo, digdmosle q, entonces por el

apartado i) anterior tendriamos que f"(q) = q, y esto implicaria que f" no tendria
un tinico punto fijo.
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iii)

iv)

Vi)

Por hipotesis tenemos que klim f k(x) = p, por tanto:
—+00
lim f*'(x) =p.
k—+oo

Por otro lado, fk“(x) = f(fk(x)) y como fk(x) tiende a py f es continua, tenemos
que f(f*(x)) tiende a f(p). En definitiva:

lim M w=py lim ff'x)=Ffp)=fp =p
k—+o00 k—+o0

ya que el limite de una funcion, si existe, es uinico. Esto quiere decir que p es punto
fijo para f, tal y como queriamos ver.

Realizaremos la demostracion por reduccion al absurdo. Supongamos que p no es
el tinico punto fijo para f. O sea, 3g#p tq. ge Xy f(q) =q.

Por el apartado i), tenemos que fk(q) =g, Vk e NU{0}, por lo que kETmfk(q) =q.
Ahora bien, por hipétesis sabemos que kl_lgl@ f kx) = p, Vx € X, por lo que, en par-
ticular lim f k(q) = p. Esto significa que p = q y tendriamos una contradiccion,
ya que P:’:(Z;

Por tanto p es el iinico punto fijo de f, tal y como queriamos ver.

Consideremos el conjunto X = [-1,1] y la aplicacion lineal continua f: X — X
t.q. f(x) =—x, Vx € X. Notemos que el punto 0 € X es un punto fijo para f, ya que
f0)=0.

Pero, para x € X 1.q. x # 0, tenemos que:

f)=-x, f2(x) = f(f(x) = f(=x0) = x,..., fFx) = (~DFx.

Esto quiere decir que f*(x) no converge a un valor concreto (que exista), por ello
no tiene limite y por tanto f no tiene punto fijo atractivo.

Empecemos con la implicacion hacia la derecha (= ):

Si p € X es el punto fijo atractivo de f, entonces f*(x) p,Vxe Xy, en

k—o0
particular, para un n € N entero fijado, se cumple que ™ (x)

p, Vx e X. Por
k—o0
tanto:

F* @) = ")

p, Vxe X.

k—o0
Asi pues, p es un punto fijo atractivo para f".
Veamos ahora la implicacion hacia la izquierda (<):

Por ser p un punto fijo atractivo de f" tenemos que, por el apartado iv), p es el
tinico punto fijo de f" y, por el apartado ii), p es el iinico punto fijo de f.

Ahora, por ser p el punto fijo atractivo de ™ tenemos que f™"(x) p,VxeX

—00

y para n € N entero fijado.
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Para cada j e NU{0}, por lo que acabamos de explicar y por la continuidad de f:

fj+h"(x):fj(fhn(x)) fj(p), VxeX,

h—o0
y por el apartado i), al ser p punto fijo de f, tenemos que p es punto fijo de iy

por ello:

FIHn(x) — P VxeX.
—00

Podemos escribir cualquier k entero positivo como k = hn+ j, con j € NU{0} (resto
de la division de k por n). Por lo que acabamos de ver tendriamos, sustituyendo,
que f*(x) p, VYx € X, y asi p seria el punto fijo atractivo de f.

k—o0
]

A continuacién expondremos dos famosos teoremas sobre la existencia de puntos
fijos. Notaremos que la existencia de dichos puntos, puede ser garantizada bajo ciertas
condiciones generales:

Teorema A.7.1 (Teorema de Brouwer). Sea X un conjunto compacto® y convexo’ en RN,
Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion A.7.2. Como hemos expuesto en el Ejemplo A.4.2, tenemos que (RN, dy)
es un espacio métrico completo.
Sea x € X c RN, consideramos el camino { [ (x)} de x. Para cada n, consideramos:

1 n
n= Y e,

n+1,=

que es una combinacion convexa de fO(x), fx), f2 (x),..., f(x). Como X es convexo,
tenemos que wy € X, Vn € N. Esto quiere decir que la sucesion {wy} estd totalmente
contenida en X. Por ser X compacto, tenemos que X es secuencialmente compacto, por
el Teorema A.4.3, esto quiere decir que existe una sub-sucesion de {wy}, digamosle {wy,},
Lq. Wy, nkToJ w € X. Veamos que f(w) = w:

Por como hemos definido w,, por ser f lineal y por definicion de la distancia d
tenemos que:

! ff’c“()#ff’c( ) =
x'n+1k:0 W=

n+1;5

1 n n

di (f (W), W) = di ( di(Y M@, Y o =
n+l k=0
Llfl(x) teet FT 0 = (P20 + e D)+ +

n+1 1 1 1 1

AN+ + " N = (PPN + - RN =

5Consiltese la Subseccion A.4.1 del Apéndice A para mas informacion.
7Véase la Definicién A.1.5 del Apéndice A.
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1
mlf””(xh — Pl ++ I N - PN =

1 1 diam(X)
n+1d1(f (x),x) < EPYSER

donde diam(X) = mégi( di (x,y). Aplicando limites a cada lado de la desigualdad obtene-
X, Y€

1 n+1 0 _
P di(f7(x), [T () =

mos lo siguiente:

diam(X)

nkhﬂloo di(f(wp), wy,) < nklggoo Yl nkll»IEoo di(f(wp,), wy,) <0.

Ahora, como wy, —— wy f es continua, tenemos que f(wy,) —— f(w). Sustituyen-
Np—00 Np—00

do en la desigualdad anterior y por ser d distancia:

nklin;loodl(f(wnk), wp,) <0=>dy (f(w), w) <0=>di(f(w),w)=0= f(w) =w.

O]

Teorema A.7.2 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico

completo, con d la distancia de la Definicion A.1.4, y f: X — X una contraccion con

factor de contraccion 0 < L < 1. Entonces f tiene un tinico punto fijo atractivo p € X.
Ademds, para cada x € X, {f"(x)} converge a p al menos exponencialmente:

n

d(f"(x),p) <

1_Ld(f(x),x),Vnel\l. (A.3)

Demostracion A.7.3. Esta demostracion constard de dos partes: la unicidad y la existen-
cia del punto fijo atractivo:

e Empezaremos demostrando la unicidad:
Supongamos que existen dos puntos fijos atractivos para f, py q, tt.q. p # q.

Recordemos por el apartado iv) de la Proposicion A.7.1 que si p 'y q son puntos
fijos atractivos de f, entonces son puntos fijos de f. por tanto p y q son puntos fijos

de f.

Ahora, como f es contractiva tenemos que:

dip,q)=d(f(p), f(@) =Ld(p,q) = d(p,q) < Ld(p,q),

que es una contradiccion, debido a que 0 < L < 1. Por tanto, si existe, solo puede
haber un tnico punto fijo atractivo.

» Vayamos ahora a demostrar la existencia:

Sea x € X arbitrario pero fijado. Definimos el camino de x como xi = f¥(x), VkeN,
donde:
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x0=f0(x)=x
x1 = f(x)
X2 = f2(%) = f(f (X)) = fx1)

= R0 = FUFEN ) = fle)
Sea ahora k € N arbitrario pero fijado. Por ser f contractiva tenemos lo siguiente:
d(Xps1,xK) = d(f(xp), f(xk-1)) < Ld (xXg, X—1) = Ld (f (1), f (Xk_2)) < L(Ld (Xp_1, Xk—_2)) =

L2d(xp_1, Xp—) < -+ < LFd(x1,x0) = L*¥d (f (x), x),

o0 sea que:
d (X1, x5) < LFd(f(x), %), Vk eN. (A.4)
Sean r,s eNtt.q. s=r = 1. Por ser d distancia, se cumple la desigualdad triangular,
y por ello:
s—=1
d(xr,xs) < ) d(xg, Xg41),
k=r

por la desigualdad A.4:

s—1 s—1 s=1
Y dxg,xer) = Y LRd(x, f(0) = d(x, f(x0) Y LF.
k=r k=r

k=r
s=1
Ahora, Z LF es una serie geométrica de razon L, por lo que:
k=r
s—1 LTS L’
d(x, fx) Y L =d(x, f(x)) <d(x, f(x)) .
k:r ]. - L ]. - L
Por tanto,
Lr
d(xr, xs) < d(x, f(x)) ,Vr,seN tq. s=zr=1. (A.S5)

1-L

Notemos que a medida que r — +oo la ecuacion de la derecha de la desigualdad
tiende a 0, ya que 0 < L < 1. Esto quiere decir que la sucesion {x,}nen es de Cauchy,
vedmoslo:

Lo que debemos ver es que Ye >0, AN € N t.q. si n,m > N, entonces d(Xy,, X,) <E€.

Sean m,neN t.q. m=n =1, por la Desigualdad (A.5) tenemos que
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n

L
(e, xn) < A, ()

n

Por otro lado, sabemos que nHIP d(f(x),x) =0. Esto quiere decir que Ve >
— 400

1-L
0,3ng N £.q. £ d(f(x), %) <€, ¥Yn > ny.

Sea € > 0 arbitrario pero fijado y N = ny (donde este ny es el de la definicion de
limite que acabamos de ver). Tenemos que:

n

L
a(xm, xn) < d(x, f(x))

<€, Vn>N.
1-L

Y, como m = n, esto se cumple Ym,n > N, y por tanto:

d(xXm,, xn) <€,VYm,n> N,

tal y como queriamos ver.

Por ser X un espacio métrico completo, tenemos que toda sucesion de Cauchy
es convergente en X, por tanto {x,} converge a un valor p € X. Recordemos que
X = fk(x), VkeN, asi que por el apartado iii) de la Proposicion A.7.1 tenemos
que p es un punto fijo de f. Ahora, el x elegido inicialmente era arbitrario pero
fijado, asi que si elegimos otro y € X t.q. x # y también llegariamos a tener que
existe un punto fijo para f, pero hemos visto antes en la demostracion de la unicidad
que solo existe un tinico punto fijo. Esto significa que:

fk(x) p,VxeX,

k—o0

y por tanto p es un punto fijo atractivo de f.

Sea n € N arbitrario pero fijado, la Desigualdad (A.3) se deduce igual que como
hemos deducido la Desigualdad (A.5), vedmoslo:

n +00 n

+00 _ L
d(f"(x),p)=dxnp) < ), L*d(x, f(x0) = d(x, f(x) = d(x,f(x))ﬁ,

k=n 1-L

tal y como queriamos ver.

O]

Combinando este Teorema A.7.2 con el apartado vi) de la Proposicién A.7.1, tenemos
el siguiente corolario:

Corolario A.7.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo, con d la distancia de la
Definicion A.1.4. Si para algiin neN, f" es una contraccion con factor de contraccion
0< L< 1, entonces f tiene un tinico punto fijo atractivo p € X y para cada x € X:

i
k 4 M) xs
a(f*x),p) = 1—Lo?jasxnd(f (xj),xj), VReN, (A.6)
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donde xj = fj(x), Vj=0,...,n—1. Ademds, si X estd acotado, o sea: diam(X) < +oo,
tenemos que:

d(f*), p) <diamX)-L¥'™ Vi = n.

Demostracion A.7.4. Por el Teorema A.7.2, f™ tiene un punto fijo atractivo p€ X y se
cumple, por la Desigualdad (A.3), para cualquier x € X que:

kn
d(f* ), p) <

] _Ld(f (x),x), Vkn e N.

Sea m = kn, entonces la desigualdad anterior nos quedaria:

m

d(f™(x),p) < lL_—Ld(f"(x),x), VmeN.

Y, por el apartado vi) de la Proposicion A.7.1, tenemos que p es un punto fijo atractivo
de f.

Vamos ahora a probar la Desigualdad (A.6):

Sean k,neN t.q. k = n. Dividimos k por ny, por la division euclidea, tenemos que
k=q-n+j,cond<j<nyq= L%J. Sea ahora x € X arbitrario pero fijado y definimos el
camino de x en f como x = f k(x),VkeN (tal y como lo hemos hecho en la demostracion
del teorema anterior). Asi pues:

qn

. L
d(f*w), p) = d(fI" (7 (x)), p) <

1_Ld(fn(xj),xj)) <

L—qd( "(x;) '))<L—q ax d(f"(x7),x;)
1-L Fo 0] _1—Loréljg Fg %)),

tal y como queriamos ver.

Ahora demostraremos la segunda parte del corolario suponiendo que diam(X) <
+00:

Mantenemos la igualdad k = q - n+ j para cualquier par de enteros ky n tt.q. k= n.
Asi pues:

d(f*x), p) = d(fI (1 (x)), p).

Por el apartado iv) de la Proposicion A.7.1 como p es un punto fijo atractivo de f,
tenemos que p es el tinico punto fijo de f y por ello f(p) = p:

d(f (1), p) = d(fI"(f (x)), f(p)),

¥, por el apartado i) de la misma Proposicion A.7.1, se tiene que p es también punto fijo
de f", con neN, por lo que:

d(fI"(f1(x), f(p) = d(FI(f (%)), f(p)).

Ahora, xj es el paso j-ésimo del camino marcado por f partiendo desde x, ya que
xj=f J(x). Pero, por otro lado, podemos empezar un nuevo camino partiendo desde x s
mediante la aplicacion f", de tal forma que
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xj = (xp)o = fOxj),
(xj) = f"(x)),

(xj)g-1=fU9V"(x)) = f(x}) g2,
(x))g=f1"(xj) = f*(xj)g-1,

Aplicando esto a la igualdad anterior nos queda:

a1 (7 ), () = d(f" (F () g-1), £ (P)),

por ser f" contractiva y aplicando lo que hemos visto antes reiteradas veces, obtenemos:

A(f"(f () g-1, ") < L-d(fI(x)g-1,p) = L-d(f"(f (X)g-2), f" () <

L-(L-d(f! (X) g2, p)) = L*-d(f) (X) g-2, p) < --- = LT-d(f (x)o, p) = L7-d(x}, p) < L"-diam(X),

va que diam(X) < +oo. En definitiva:

d(f*), p) < L9-diam(X),

conqzléjykzn.

A.8 Curiosidades

Definicion A.8.1. El tridngulo de Pascal es una representacion ordenada mediante un
tridngulo, de los coeficientes que aparecen en las potencias del binomio (a+ b)".

Triangulo de Pascal

1 5 10 10 5 1
1 & 15 20 15 &6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 & Z8 56 7 56 283 8 1
1 9 36 84 126126 84 36 & 1
1 10 45 120 210 252 210120 45 10 1

Figura A.1: Imagen de las 11 primeras filas del tridngulo de Pascal.
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Fijada una fila i € {0,...,10} del tridngulo de la Figura A.1 (van del 0 al 10 en lugar
del 1 al 11 para que se correspondan los coeficientes de las potencias del binomio con los
valores de las filas del tridngulo de la imagen), los valores de i se corresponden con los
coeficientes de los términos del binomio (a+ b)’, con a, b € N.

Los valores de la fila i + 1 se obtienen sumando los dos valores de justo encima que se
encuentran en la fila i, Vi e N.

Por ejemplo, si nos fijamos en la Figura A.1, el tercer valor, empezando por la izquierda,
de la fila 4 (donde la primera fila es la 0) es un 6, que se obtiene sumando el segundo y
tercer valor de la fila 3.

A.9 Mas sobre las CC.M.

En esta seccién explicaremos un concepto y un teorema sobre las CC.M. que, por espacio,
no hemos podido introducir en el nudo de este trabajo. Este teorema es de vital importancia
para realizar las demostraciones (de las proposiciones y teoremas del nudo del trabajo)
que se encuentran en el Apéndice A y B:

Primero necesitamos definir un concepto que nos hard falta para entender mejor el
teorema:

Definicion A.9.1. Sea (Q,&,P) un espacio de probabilidad, {%;} un proceso estocdstico
con valores en Sy A€ & un suceso. Decimos que A estd identificado por las vv.aa.
Xo,..., X1 si es la union disjunta de sucesos del siguiente tipo:

xeQ/Xy1(x)=iy-1,..., Z1(x) = i1, Zo(x) = i},
con iy,...,ip—1 € S.

Teorema A.9.1. Sea {%,;} un proceso estocdstico.

La sucesion {Z,} es una C.M. sii para cualesquiera 3 enteros r,ny kcon0<r<n<
n+ k y para cualesquiera 3 sucesos: G identificado por Xy, ..., %y, F identificado por
Xri1,...,%n y E identificado por X 41, ..., Xn+k, tenemos que

P(E/{FNG}) =P(E/F). (A.7)
Ademds, si P(F N G) > 0 entonces:
PUENF}G)=P(E/F)P(F/G). (A.8)

Demostracion A.9.1. Primero veremos la implicacion de izquierda a derecha (=), y
luego la implicacion de derecha a izquierda (<):

* Realizaremos la demostracion por induccion sobre el entero k:

* Caso base: para k = 1 hay que ver que para 0 <r < n < n+1 con los
sucesos definidos como: G identificado por %y, ..., %, F identificado por
i1, Xn y E identificado por 41, se tiene que P(E/{F N G}) =P(E/F).

Sea {i,} una sucesion de valores de S y
Ap={xeQ /X, (x)=i,l €8,
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para cada n € NU{0}. Fijemos un n € N arbitrario (mayor o igual que 1
porque 0<r <nyry nson enteros). Para este n, sea A, B =FnG, donde
B € & estd identificado por las vv.aa. &y, ...,%n-1. Definimos pues B como:

B=JCi, CinCj=@, Vijeltq i#],

iel

con I un conjunto de indices numerable y los C; sucesos de la forma

Ci={xeQ/ Xy 1(x)=ip-1,...,%o(x) = ip}.

Sea F = A;, G=BYy E = Aut1. Consideramos r = n—1. Tenemos que:

P(EHFNGY =P(Ap1/{AnnB}) =

P

An+1/{AnmUCi}) =P

iel

An+1/{U(An N Ci)}) ’

iel

suponiendo que P(A,NB) > 0:

P An+1ﬂ{U(AnﬂCi)}) P U({AnﬂﬂAn}mCi)
P An+1/{U(Annci)} = & == :
el P(U(Annc,-) P U(Anncl-))
iel iel

por ser P una medida de probabilidad tenemos que la probabilidad de la
union de conjuntos es la suma de probabilidades de cada conjunto de la union.
Y, por la formula de las probabilidades condicionadas, tenemos que:

iel _ el i€l
P(A,NC;) P(A /CHPC)
P U(Anmci) 1%‘} %
iel

ahora, por la Propiedad de Markov 2.2.1, tenemos que P({A;+1 N An}/Ci) =
P{An+1N AR}/ Di) y P(An/Ci) =P(An/Dj) con D; = {x € QI Xp_1(X) = in-1}.
Hemos podido aplicarla por hipotesis, ya que estamos demostrando la impli-
cacion de izquierda a derecha y {%,} es una C.M.. Aplicando estas igualdades
obtenemos:

Y PUAp1 NABICHPC) Y P({Ans1 N An}/D)P(Cy)
iel _iel

Y P(A/COPC) Y. P(An/DYP(CY)

iel iel

por la formula de las probabilidades condicionadas de nuevo, aplicada un
par de veces, nos queda:
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P(Ap+1N AN Dy)

P{An+1 0 Apt/ D)P(C;) P(C))
;I n+l1 i i _ ;1 [P’(D,') i B
Y P(A,/D)P(Cy) PAn D)
iet > ~pon TC

P(Ap+1/{AnnD;}) P(A,ND;)
ZI P P(A,NDH)P(C;) ) %P(Am/{AnnDl})WP(CJ
P(A, N D;) - P(A,ND;)
%—P DD P(C)) ; Py P(Cy)

Aplicamos de nuevo la Propiedad de Markov a P(A,+1/{A, N D;}) y tenemos
que: P(Ap1/{An N D;i}) =P(An+1/ Ap). Asi pues:

P(A,ND;)
P(Api1/An) Y ——2—P(C))
! ZI P(D;)

|]:D(AnﬁDi)

———P(C;
ig} P(D;) ()

=P(Ays1/Ay) =P(E/F).

Como el n inicial fijado era arbitrario, vale para cualquier n. Por tanto, la
Igualdad (A.7) se cumple siempre que P(FNG) =P(A,NB) >0, tal y como
queriamos ver.

* Paso de induccion: Supongamos que es cierto para k y veamos si sigue siendo
cierto para k+1:

Hay que ver que para 0 <r <n<n+k+1 con los sucesos definidos como: G
identificado por &y, ..., %, F identificado por Xy+1,...,%, y E identificado
por X1, Enik+1 Se tiene que P(E/{F N G}) =P(E/F).

Sea n € N arbitrario pero fijado (como en la demostracion del caso base
anterior). Sean A, N B = FN G, definidos como en el caso base (F = A,
yG=B),yE=Ayks1N---NAps1. Consideramos r = n—1y suponemos
de nuevo que P(F N G) = P(A, N B) > 0. Entonces, por la formula de las
probabilidades condicionadas aplicada dos veces:

|]:D({An+k+1 NN An+1} N {An N B}) _

P(ENHFNG}) = P(A.NB)
n

PAyiks1/{Apsk N NA,NBYP(Aekn---NA,NB)
P(A,, N B) ’

por la Propiedad de Markov aplicada a P(Ay4x+1/{Ap+iN---N AN BY) te-
nemos que: P(Apsxs1/{AnsiN---NA,NBY) =P(Apiis1! Ansi). Asi pues:

P(Ap+k+1/ An+i)P(ApikN---N Ay N B)
P(A,NB)

Sea E' = Apy NN Apyr (notemos que E = E' 0 Ay ky1). Aplicamos la hi-
potesis de induccion y tenemos que P(E'[{A,NB}) = P(E'/{FNG}) =P(E'/F).
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Asi pues, sustituyendo en la formula de la derecha de la igualdad anterior y
aplicando la formula de la probabilidad condicionada nos queda:

P(An+k+1/Ans)P(E'NF)
P(F)

P(An+k+1/ Ansi)P(E'/F) =

’

de nuevo, por la Propiedad de Markov aplicada al revés, tenemos que P(Ap+x+1/ Apnsk) =
P(A;+x+1/{E' N F}) y asi obtenemos:

P(Apsk1 NE'NF)
P(Apskn1 {E'NFHP(E'NF) P(E'NF)
P(F) B P(F)

P(E'NF)

P(Ayik1NE'NF)
P(F)

=P({Ay k+1 NE}YF)=P(E/F).

Por tanto, por induccion, tenemos que para cualquier n'y para cualquier k
enteros positivos tt.q. 0 < r <n<n+ k, con r también entero positivo, los 3
sucesos G,F y E (definidos como en el enunciado del teorema) cumplen la
Igualdad (A.7) para P(FNG) > 0.

Para acabar la demostracion de la implicacion hacia la derecha, nos queda ver
que PUEN F}/G) =P(E/F)P(F/G). Las igualdades que veremos a continuacion se
basan en aplicar repetidas veces la formula de las probabilidades condicionadas:

PUENF}/G) =

P(ENFNG) PENFNG) PENG)
PG  PENG PG

=P(E/H{FNGHP(F/G),

por la Igualdad (A.7), que ya hemos demostrado, tenemos que P(E/{F N G}) =
P(E/F), por tanto:

P(EHFNGHP(F/G) =P(E/F)P(F/G),

y, en definitiva:

PH{ENF}/G)=P(E/F)P(F/G),

siempre y cuando P(FNG) >0y P(G) > 0.

Veamos ahora la implicacion hacia la izquierda. Queremos, por tanto, demostrar
que {Xy} cumple la Propiedad de Markov 2.2.1, o sea, ver que para r,ntt.q. r <n
y io,...,in+1 €S,

P(Apr/{Apn--N A =P(Ap1/ Ap).

Donde los A, para cada n € NU{0}, son los definidos al inicio de esta demostracion
del teorema.
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Sea n € N arbitrario pero fijadoy E = Ap+1, F=A,y G=A,-1n---NA; con
r < n—1. Entonces:

P(Ap1/{Apn---NnA D) =PENFNGY.

Ahora, por hipotesis, se cumple la Igualdad (A.7): P(E/{F N G}) =P(E/F) (siempre
y cuando P(FNG) >0). Asi pues:

P(EHFNGY) =P(E/F) =P(An+1/ An).

Por tanto, Y1, n enteros positivos tt.q. r < n, y ig,...,in+1 € S, se tiene que

P(Ap1/{ApN---N A} = P(Api1/ Ap).

Ast {%X ) cumple la Propiedad de Markov 2.2.1 y es, por tanto, una C.M. por la
Definicion 2.2.5.

O

A raiz de este teorema, podemos deducir la Igualdad (A.9) que nos serd muy util en
demostraciones del Apéndice A y B posteriores. Sea {%,;} una C.M., y sean los enteros
r,k'y ny los sucesos E, G definidos como en el Teorema A.9.1. Sea {F;};c; una familia

de sucesos de & disjuntos dos a dos e identificados por las vv.aa. Zyy1,...,%n, F = U F;,
iel
donde I es un conjunto de indices numerable.
Entonces, aplicando que la interseccién de un conjunto con una unién de conjuntos es
la unién de la interseccion del conjunto con cada uno de los conjuntos de la unién, y la

férmula de las probabilidades condicionadas, obtenemos:

el

P Gm{U(EnF,-)}
iel
EnF)}/IG|= -
{g( . )} ) .

P(U(EnF,-nG)

iel

P

P(G)
Ahora, por ser P una medida de probabilidad y los sucesos disjuntos:

P

UENFn G)) Y P(ENFNG) Y. PUENF}/GP(G)

iel iel iel
= = =) PH{ENF;}/G).
P(G) P(G) P(G) % ( e

Finalmente, por el Teorema A.9.1 tenemos que:

Y PUENF;}/G) =) P(EIF)P(F;/G). (A.9)

iel iel
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A.10 Mas sobre las CC.M.HH.

En esta seccién explicaremos mds conceptos sobre este tipo de cadenas, que pueden ser
del interés del lector.

Primero de todo, veamos una propiedad muy interesante con la que cuentan las
CC.M.HH.:

Proposicion A.10.1 (Propiedad renovadora de las CC.M.HH.). Sea {¥}} una C.M.H.,
con S un espacio de estados, y iyik,...,in € S. Entonces

P& sk = intkreror Xl = ine1 [ Xn = 1) =P( Xk = lnskr oo X1 = in1/ Xo = in)
para cualesquiera k, n € NU {0} enteros.

Demostracion A.10.1. Sea Aj={xe Q/X;(x)=ij} con ip,i1,---€ Sy je I, donde I es
un conjunto numerable de indices. Sean E = Ayy2, F = Apt+1, G= A, y P la matriz de
transicion para {%,}.

Como {Z,} es una C.M.H., en particular, es un C.M., y por ello podemos aplicar la
lgualdad (A.8) del Teorema A.9.1 y tenemos que:

P{Ani2NAntlAp) =PU{ENF}/G) =P(E/F)P(F/G) =
P(Ap+2/ Ap+1)P(Ap+1/ Ap),
ahora, por ser {%y} una C.M.H.:

P(Apso2/ Aps)P(Aps1/ Ayp) = P(n+2)§ZEP(n + 1)23“ — piripin

Int2 In+1’

Esto que acabamos de ver, lo podriamos aplicar de manera iterada para calcular

P(Apsk- e Ans1l Ap).

Para hacerlo, en lugar de tener el E definido de antes, definiriamos un E; 12 = Ay N
~-NApt2, Fne1 = Ant1 y Gy = Ay para cada iteracion en la que calculamos:

P{En+2 N Fpl/ Gp) =P(Epy2/ Fpi1)P(Fus1/ Gp) = P(Epy2/ Fpi)P(Api1/ Ay) =

P(Ens2/ Fus)P(n+ 1)) =P(Ensal Fpy))PY .

Asi pues, para P(Ep12/ Fyi1), definimos Epv3 = Apsk N---NApts, Frni2 = Ani2 ¥y Gpi1 =
Apn+1 Yy tendremos que:

P(Ens2 0 a1} Gn) = PEnsal s )P =P By 0 Fysa Guy)PP =

P(Bnes! Fns2)PFnszl Guen)P] | =PEBuisl Fpi2)P(Anszl Anr))P] =
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P(Ep+3/ Fs2) PP

n+2 Ins”
De esta forma, acabariamos obteniendo:
P(Znsk = instreror Ens1 = ins1/ Xy = in) = P71 plripln (A.10)
In+k In+2  In+
Ahora, también tendriamos que
P&k =inikr.r X1 = ine1/ Xy = i) =PIt plreipln
Itk ny2 Inp+l
CONn inik,---,in €8S. Ya que la matriz de transicion es independiente de n en una C.M.H..
Por tanto, igualando las dos ecuaciones anteriores obtenemos que:

P(%}zp{.k = in+k,...,%n+1 = in+]/%n = ln) = P(%k = in+k,...,%1 = in+]/%0 = ln),

para cualesquiera k,n € NU {0} enteros.
O

Esta propiedad es conocida por el nombre de renovadora, debido a que si tuviéramos
que P(X, = i,) = P(Xy = i) (en general, para que se cumpla para cualquier i, € S,
deberiamos tener que 7(0) = 7 (n)), entonces:

P(X sk = inskr-o o Eni1 = lni1t [ En = in) =P( Xk = ipsiro ., F1 = i1 [ X = in) ©

P(%n =iy) p(%o =1iy)
y si P(X, =i,) = P(%y = i,), tenemos que

’

P(Zn = in) P(Zo = in)

PUZ ik = inek} N N X0 = in}) =PUZk = insk N N 1% = in}).

Por ello, si {%,} es una C.M.H., la Proposicién A.10.1 establece que la distribucién
conjunta de las k vv.aa. siguientes a &, seria la misma que la de las k primeras vv.aa.
(con k < n donde ke NU {0} y n € N) como acabamos de ver. De ahi que se diga que &,
reinicia o renueva la cadena.

A continuacidén, veremos un teorema relevante en este apartado que se conoce como
propiedad fuerte de Markov.

Pero antes, debemos definir un concepto que nos hara falta:

Definicion A.10.1. Sea {¥,,} una C.M. en el espacio de probabilidad (Q,&,P) con un
espacio de estados S.
Unav.a. T definida como sigue

T: O — Nu{0}
x — n
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es un tiempo de parada para {Z,}, si para cualquier n € NU {0} el conjunto
{xeQ/Tx)=n}
estd identificado por las vv.aa. Xy, ..., Zn.

Sea x € Q, C < S un subconjunto de estados y n € NuU {0}. Tenemos los dos ejemplos
siguientes para ilustrar este concepto:

Ejemplo A.10.1. La primera vez de paso de x por C, denotado por tc(x)®.

Ejemplo A.10.2. El niimero total de visitas de x a C en los primeros n pasos, denotado
por VC(")(x)g.

Estos ejemplos los veremos en la Subseccion A.10.1 en profundidad. A continuacidn,
el teorema:

Teorema A.10.1 (Propiedad fuerte de Markov). Sea {Z,} una C.M.H., con valores en un
espacio de estados S, definida en un espacio de probabilidad (Q,&,P), T un tiempo de
parada para {%,} y P la matriz de transicion de {%,}.

Entonces, para cualquier i, j € Sy n€ NU {0}, tenemos que:

P(&rsn=jIT<+o0, Xr=0)=P(F,=jlXo=1i)=P

Demostracion A.10.2. Sea T=he Z" t.q. h < +oo arbitrario pero fijado. Entonces:

P&Zren=J, T=h Zr=0)=P(Zpin=j, T=h Zp=1)=

P& hin=j!/T=h XZp=0DP(T=h, Zp=1).

Sabemos que T = h Yy, por definicion de tiempo de parada, que estd identificado por
las vv.aa. Xy, ..., Zy (en Xy, sabemos que vale i € S, ya que, para un x € Q, una v.a. no
puede tener dos estados en el mismo paso). Por ello, como {Z,} es una C.M. en particular,
aplicamos la Igualdad (A.7) del Teorema A.9.1, y tenemos que:

P&nin=j/T=h Zpn=0DP(T=h, Zp=10)=P(Zpsn=j!Zp=0P(T=h,X,=1).

Al ser {Z,} una C.M.H., por la Proposicion A.10.1: P(Xpin =l X =1) =P(&Z, =
j ! %y =1i). Por tanto:

P(&rsn=j, T=h Xp=0)=P&n=jl%=0DP(T=h X,=i) e

P(%ren=j, T=h, %=1
P(T=h Zn=1)

—PXy=jl %=1 o

P& ren=jI T=hXp=0)=P&n=jlZo=1).

8Véase la Subseccion A.10.1 del Apéndice A para mds informacion.
9Consiiltese la Subseccién A.10.1 del Apéndice A para mas informacion.
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Como el h inicial elegido era arbitrario, esto se cumple para cualquier h€ Z* t.q. h < +oo.
En general, por la ecuacion anterior, tendriamos que:
P& rin=jlT<+0c0, Zr=0D=P(&p=j! % =1i).
O

Lo que este teorema nos viene a decir es que las vv.aa. {%,}, definidas como %}, (x) =
Xr(x)+n(X) y restringidas al suceso {x € Q/ T < +oo} < Q, forman una C.M.H. con la
misma matriz de transicién que la cadena {%}}.

A.10.1 Parametros caracteristicos

En esta subseccion del apéndice mostraremos una serie de conceptos o pardmetros carac-
teristicos de las CC.M.HH.. Algunos de ellos nos serdn necesarios para realizar demostra-
ciones del nudo de este trabajo.

Con el fin de no repetir lo mismo para cada concepto, de ahora en adelante (a no
ser que digamos lo contrario en la definicién de cada pardmetro) estas suposiciones se
conservaran a lo largo de esta subseccion:

* Consideramos el espacio de probabilidad (Q2,&,P).
e {Xy} serd una C.M.H. con P = (p;;) su matriz de transicion.
* Ses el espacio de estados.

* Sea C c S. Si C es un conjunto unitario, o sea, C = {j}, como notacion en los
conceptos que describiremos no usaremos {j}, sino j directamente.

* Si en algin momento no especificamos el suceso x € Q, lo hacemos por abuso
de notacién. Pero se sobreentiende que todos los conceptos estdn definidos para
SUCesos X.

Pasos hasta la primera visita:

Recordemos que si x visita C en el momento (o paso) n, quiere decir que ¥, (x) € C.
También decimos que x visita C si &}, € C para algin n e N.

Definicion A.10.2. Sea

tc(x) =min{ne N/ X, (x) € C},

el minimo niimero de pasos, en el camino x, hasta visitar C. Entonces tc se conoce como
1Z vez de paso o tiempo de espera hasta llegar a C.
Si tc(x) = +o0 es debido a que Xy (x) ¢ C, Vn.

Este pardmetro, t¢, es una v.a. en el espacio de probabilidad en el que nos encontramos,
debido a que asigna a cada resultado del experimento Q un valor 7 € N:

tc: Q — N
X — n
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Su densidad de masa, P, la obtendriamos calculando P(fc(x) = n) para cada n €N, que
equivaldria verbalmente a calcular la probabilidad de que la primera vez de paso por C se
de en el paso n para cada n.

Probabilidad de visitar C en el paso n desdeic S:

Definicion A.10.3. Sea i € S. La probabilidad de que el camino x visite C en el paso n
empezando en el estado i se define como:

FO 00 = Plic(x) = n/ o) = 1) = P(Xn(x) € C, X1 () € C, ..., %01 € C1 Xy = i)

Si i = j, entonces fj(;?) se conoce como la probabilidad de retorno al estado j en el paso
n.

Observacion A.10.1. Sea B; = {Zy = i}. El conjunto de sucesos {Bi}ies, forma una
particion de Q. Por ello, podemos aplicar el teorema de la probabilidad total y obtenemos
la siguiente ecuacion:

P(tc=n) =) Pltc=n/B;)PB)) =Y fi'P(Zo=i).
ieS ieS

Fijémonos que el conjunto de sucesos {tc = n}pen forma también una particion de Q.

Una vez conocemos fl.(g), podemos definir el siguiente concepto que esta estrechamente
relacionado:

Definicion A.10.4. Definimos la probabilidad de visitar C (al menos una vez) empezan-
do en i como sigue:

[e.e] o0
fic=Pltc<+ool Xy=i)=Y Pltc=nlZy=i)= Y f. (A.11)
n=1

1
n=1
Como en la definicion anterior: si i = j, entonces fjj es conocido como la probabilidad
de retorno al estado j.

La siguiente proposicion establece una forma practica de calcular las probabilidades
que hemos definido.

Proposicion A.10.2. La probabilidad fl.("), con n €N, satisface la igualdad recurrente:

Z pil sin=1

Yopu- Y sinz2

l¢C
Donde pi;=p') =P(&1 =11 2% = ).
Demostracion A.10.3. Primero realizaremos la demostracion para el caso n=1y luego
para el caso n=2:
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* Sin=1 tenemos que fi((lj) es la probabilidad de visitar C desde i en un paso:

(1) =) P =112=0)=) pi.
leC leC

e Sean=2,1€8Sy
El={xeQ/Z1(x)¢C,...,Zn1(x) € C,Zn(x) e C={x€Q/ tc(x) = n},

={xeQ/Xi(x)=1}, conl¢C.

Por como hemos definido estos conceptos, tenemos que

Eg=Em{UFl}.

leC

Ahora, aplicando la Igualdad (A.9), con E=E, F = U F;y G ={%y = i}, obtenemos
1¢C
lo siguiente:

fP=PEL X=1)=PEn { U F,} | %y =1)= Y PEIF)PE/ X = 1) =

leC leC
2 =Y PEIF)PEIX=1) (A.12)
l¢C

Identificaremos por separado a P(E/F;) y P(F;/ %o =i):

PE/F)=P(X¢C,...,. Xy 1¢C, X €ClZ1=1),
por ser {%,} una C.M.H.:

P(Z2¢C,.... Zn-1€CZn€CIA =) =P(X1¢C,...,%n2¢C,Zn1€CIXy=1=fin "

Por otro lado,

[P)(Fl/e%'o = l) = P(%l = l/%‘o = l) = Ppil-
En definitiva, la Igualdad (A.12) anterior resulta ser:
0=y PEFRPEIZ=0=) [ pu

leC leC

tal y como queriamos ver.
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Niimero de visitas de x a C en los primeros n pasos:

SeaneN, E, ={xeQ/Z,(x) € C}y 1g, su funcién caracteristica. O sea, 1g, =1 si x
visita a C en el paso n, y 1g, = 0 sino.

Definicion A.10.5. Definimos el niimero de visitas de x a C en los primeros n pasos
como:

n
VP (x) =Y 1. (A.13)
k=1
Asi pues,

v = Y VP .
jeC
También contamos con la definicién para n = +oo:

Definicion A.10.6. El niimero total de visitas de x a C viene dado por la siguiente
ecuacion:

+00
Vex) =) 1g,. (A.14)
k=1
Notemos, también aqui, que

Vex) =) Vj(x),
jecC
y que V¢ (x) puede llegar a valer +oo0.

Observacion A.10.2. Gracias a estas tiltimas definiciones, contamos con las siguientes
igualdades que relacionan los conceptos ya vistos:

xeQ/ VP @zl ={xeQltc(x) < n},

xeQ/Ve(x)=1}={xeQ/ tc(x) < +o0}. (A.15)

Demostracion A.10.4. Primero demostraremos la primera igualdad de la Observacion
A.10.2 y después la Igualdad A.15:

e Demostraremos la igualdad:

xeQ/ VP @zl ={xeQ/tc(x) < nl.

Antes de nada, sea A={xeQ/ Vé") (x) =1}y B={xe€Q/ tc(x) < n} para abreviar
la escritura de ahora en adelante.

Para demostrarla, veremos las dos inclusiones. Empecemos con la inclusion de
izquierda a derecha (o sea: <):
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n
xeA=>VP 0212 Y 1521,
k=1

n
ahora, si Z 1g, = 1, significa que x visita C al menos una vez en los primeros n
k=1
pasos. Por tanto:

n
lg,z1>tc(x)=n=>x€eB.
k=1

Veamos ahora la inclusion de derecha a izquierda (2) y asi ya tendremos la igualdad
de los conjuntos:

xXeB=tc(x)<n,
entonces x visita C por primera vez en el paso n o antes. Recordemos que si

tc(x) =1, entonces i =inf{n e N/ Z,,(x) € C}. Sea 1 <i < n el paso en que x visita
a C por primera vez. Entonces

n
I=1=) I 21>V @) =21>xecA
k=1

Por tanto, A = B.

Ahora demostraremos la Igualdad A.15. Sean D ={xe Q/Vc(x) =1}y H={x¢€
Q/ tc(x) < +o0}.

Empecemos con la inclusion de izquierda a derecha:

xeD=>Vs(x)=21,

entonces An e N t.q. x visita C en el paso n. Por tanto

Vex)=21=tc(x) <+o0o=>x€ H.

Vayamos ahora con la inclusion de derecha a izquierda:

x€ H= tc(x) < +oo,

dneN t.q. x visita C por primera vez en el paso n. Por tanto

lc(x)<+too=>1Tg, =1=>Ve(x)=z1=>x€eD.

Asi D= H.
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Una vez contamos con estos pardmetros, podemos definir la siguiente probabilidad a
la que haremos alusion en el préximo teorema:

Definicion A.10.7. Sean i,j € Sy r € N. La probabilidad de visitar j al menos r veces
empezando desde el estado i se calcula como sigue:

P(Vj21/% =1).

Teorema A.10.2. Para cualquier entero positivo r y para cualquier par de estados i, j € S
tenemos que:

PVi=ri%=1=fi;f;"

Y, en particular, la probabilidad de visitar r veces j desde j es:

P(V;2riZy=))=f]; (A.16)

Demostracion A.10.5. Realizaremos la demostracion para r =1y para r =2 por sepa-
rado:

e Sea r =1. Por la Igualdad (A.15) y por la Definicion A.10.3 tenemos que:

[]:D(VjZ1/%():l'):ﬂ:')(tj<+oo/<%'o=i)=fl'j.
Por lo que la primera ecuacion que anuncia el teorema se cumpliria.

e Sear =2y heN. Definimos

+00
En={xeQ/Zy,x)=j} y Rpx)= ) 1gx).
k=h+1

Vamos, primero de todo, a demostrar la siguiente igualdad:

+00

xeQ/Vix)zrt= U{x(—:Q/Rh(x) 2r-1,tj(x)=h}, Vr=z=2. (A.17)
h=1

Veremos que se cumplen las dos inclusiones. Para abreviar escritura en la de-

mostracion llamaremos a los conjuntos de la igualdad: A={xeQ/Vi(x)=r}y
+00

B=|J{xeQ/Ry(x)=r—1, tj(x) = h}
h=1

Empecemos con la inclusion de izquierda a derecha (<):

Sea x € A. Por ser de A, x visita j al menos r veces, o sea que

+00
Vix)=) g x)=r.
k=1

Por ser Vi(x) 2 =2, existe heN 1.q. tj(x) = h (por la Igualdad A.15). Por tanto,
el primer paso en que visitamos j seria en Xy (x) = j. Esto quiere decir que
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+00 +00 +00 +00
Y@ =r=> ) 1@+l =r=> Y Tp@+lzr=> ) lg@)=r-1=
k=1 k=h+1 k=h+1 k=h+1

Ry(x)=r—-1.

Como tj(x) =hy Ry(x) = r—1 para el x € A que habiamos elegido, entonces x € B
y se cumple la inclusion.

Vamos ahora con la inclusion de derecha a izquierda (2):

Sea x € B arbitrario pero fijado. Por ser de B, existe un h € N t.q. tj(x) = hy
Ry, (x) = r—1 (notemos que si x € B entonces x solo pertenece a uno de los conjuntos
de la union, no puede pertenecer a mds de uno ya que la variable aleatoria t; tiene
un valor tinico para cada x). Por tanto:

+00 +00
tjx)=hyRy(x)zr-1=>1g,x) =1y Y lgp@=z=r-1= ) 1l @)+ x =T,
k=h+1 k=h+1

como tj(x) = h, la tinica vez que x estd en j entre los pasos 1y h es en h, por lo

que:
+00 +00
Y M @W+1g,@=r=>) lg@zr=>Vjx)=r=>xcA.
k=h+1 k=1

Por tanto la Igualdad (A.17) se mantiene cierta.

Una vez tenemos demostrada esta ecuacion, continuemos con la demostracion
original. Sea

E={xeQ/Ry(x)=r—-1},

F={xeQ/t;(x)=hj,

G={xeQ/Zy(x)=1i}.
Notemos que E estd identificada por las vv.aa. de h+1 en adelante y F estd

identificada por las vv.aa. de 1 a h. Exigimos que P(F N G) >0 y asi cumplimos las
hipotesis para aplicar la Igualdad (A.S) del Teorema A.9.1:

P(Rpzr—1,tj=h/Zy=i)=PU{ENF}/G) =P(E/F)P(FI/G) =

P(Ry=r—-1/t;=hP(tj=hl %=1 (A.18)
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Veamos ahora qué es exactamente P(R, =1 —1/ tj= h): como {%,} es una C.M.
en particular, y F estd identificada por las vv.aa. de 1 a h tenemos que:

[P’(har—lltj:h):P(har—ll%h:j)

por la propiedad de Markov. Ahora, por ser {X,} una C.M.H., podemos aplicar la
Proposicion A.10.1, y sabemos que E estd identificada por las vv.aa. de h+1 en
adelante, por ello:

PRy, =r—1/%,=j)=P(Vj2r—1/%=j).
Por otro lado, claramente P(t; = h| Zo = i) = fl.(]h). Sustituyendo estos valores en la
Igualdad (A.18) nos queda:
P(Ry=r—1/t;=nP(tj=h/Zy=0)=P(V;2r-1/Z=Df].  (A19)

Aplicaremos ahora las Igualdades (A.17) y (A.19) respectivamente para obtener:

+00 +00
P(Vizr/% ==Y PR,=r-1,t;=h/%=i)= ( PPV 2r-1/% = j) =
=1

h=1 h J

fij PVj=r=11% = ). (A.20)

Pasemos finalmente a demostrar por induccion que P(V; = /%o = i) = f;; fjr]._l, Vr=
2:

» Sea r = 2. Por la Igualdad (A.20) que acabamos de ver, y por la primera
parte de esta demostracion (hemos visto que para r = 1 se cumple que P(V; =
1/ %y = i) = fij) tenemos que:
P(Vj22/%=1)=fij-P(V; 21/ %= ) = fij- fj;= fi; {7
* Supongamos que se cumple para r 'y veamos si se cumple para r + 1. Por la
Igualdad (A.20) de nuevo:
[FD(V]'Zr+1/%0=l')Zfij'P(VjET/%o:j),

ahora, por hipétesis de induccion:

P(Vi=r/%Z=]) :fj]..fjfj—l :fj’j,

Por tanto:

fii PWVj=r%=))=fij

tal y como queriamos ver.

r
JJy’
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Niimero esperado de visitas al estado j empezando desde el estado i:

Sea V;(x) el nimero total de visitas de x a j. Este pardmetro es una v.a. debido a que
asigna un valor numérico a los resultados del experimento Q. Podemos calcular el valor
esperado de una v.a., como es Vj, de la siguiente manera:

1
E[V;] = mfﬂvj(x)uw(dx),

Esta notacién puede sorprendernos, por ello realizaremos una demostracién para ver de
donde sale:

Demostracion A.10.6. Vamos a ver qué es

f Z (x)P(dx).
Q

Sea & : Q — R una funcion &-medible 10 con valores discretos dados por {aitiez+,
un conjunto numerable de valores no-negativos, y {Ey}xez+ un conjunto de sucesos tt.q.
Ep={xe Q/ %X (x) = ai} para cada k € Z*. Notemos que los sucesos Ey. son disjuntos dos
a dos.

Podemos definir la funcion de la siguiente manera:

+00
Z(x)=) aj-1g(x),
j=1

ya que, al ser los sucesos Ey disjuntos dos a dos, si x € Ey, (con p € Z*) tenemos que:

XZxX)=a1-0+---ap-1-0+ap-1+aps1-0+api2-0--- > X (x) = ap,

que es lo que deberia valer. Por tanto la definicion estd bien construida. Distinguiremos
dos casos: cuando & tiene rango finito y cuando no lo tiene:

* Supongamos que & tiene rango finito, o sea, que +oo ¢ X (x), Vx € Q.

Entonces & es una funcion simple definida de la siguiente manera:

k
Z(x)=) aj-1g(x), (A.21)
j=1

donde k€ Z* (este valor k viene determinado por el camino x y el suceso Ey al que
pertenece) y 1 E; (x) es la funcion caracteristica, que vale 1 cuando & (x) = a iy0
sino (para cada j €11,...,k}). O sea, es una combinacion lineal finita de funciones
caracteristicas.

Ahora, por definicion de las integrales con respecto a las medidas tenemos que:

k k
fQ%(x)[P(dx) =) ajP(E) =) ajP(Z(x) = aj). (A.22)
j=1 j=1

10ygase 1a Definicién A.4.4 del Apéndice A para més detalle.
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Como % (Q) = {ay} es un conjunto numerable, uniendo las Igualdades (A.21) y
(A.22), obtenemos:

k k
fQ Y aj- 15, (0Pdx) = ) ajP(Z (x) = a)), (A.23)
j=1 j=1

para cualquier k € N.

Sea {fi} una sucesion de funciones tt.q.

k
filx) =) ajlg (x),
j=1

para cada k€ Z* . Notemos 2 cosas:

e Por la Igualdad (A.21):

X (x) = fr(x),VkeZ*.
Por ello los fi.(x) son funciones no-negativas &-medibles.
* La sucesion {fi} es no-decreciente. O sea:
fi(x) < frr1(x), VhkeZ*

para x € Q. Debido a que, para cada k:

e Sixe€ EyU---UEy, entonces fi(x) es igual a fi+1(x).

* Six € Egy1, entonces fi(x) =0, ysi axsq > 0, tenemos que fi.(x) < ag1 =
fk+1(x)-

e Si x€EgypUEgs3U--+, entonces fi(x) =0= fii1(x).

Fijémonos que también se cumple lo siguiente:

k +00
lim ) ajlg(x) =) a;lg(x) =% (x).
k—>+ooj:1 i=1

Por tanto, cumplimos las hipdtesis del teorema de Beppo Levi ' para poder apli-
carlo, siendo f(x) = ¥ (x), y, por lo que acabamos de ver:

k k
fﬂ%(x)u»(dx):LkETm;ajﬂEj(x)P(dx):kgrfoofgj;a,-ﬂ,gj(x)nw(dx).

Ahora, por la Igualdad (A.23) tenemos que:

Hv¢ase el Teorema A 4.1 del Apéndice A para consultar el enunciado.
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k k +00
lim | ) ajlg (0)P(dx) = Jim Y aP(X(x)=aj) =) ajP(Z(x)=ay),
—+00

k—+o0 Qj=1 j=1 j=1
y asi:
+00
L%(x)[lj’(dx) = Z ajP(&X (x) = aj). (A.24)
j=1

* Supongamos ahora que el rango de & no tiene porque ser finito. O sea, +oo € & (Q).

Sea {aj} U {+oo} el rango de & (con {ay} definido como antes). En este caso nos
conviene definir la integral que queremos ver lo que vale como:

f%(x)P(dx)=f %(x)l]l’(dx)+f X (x)P(dx),
Q {X <+o0} {X =+o0}

y calcular cada sumando por separado:

» El primer sumando lo conocemos por la Igualdad (A.24) ya que es el caso en
que el rango de & es finito: {% < +o0}.

» El segundo sumando debemos calcularlo:

0 siP(X =+00)=0

f{%:mo}%(x)l])(dx) = kEka-P(% =+400) = {+Oo 5i P(Z = +00) > 0

En definitiva:

+00

0+ ) ajPX(x)=aj) siP(& =+00)=0

f.%(x)P(dx): I -
o Y aiP(X (x)=aj)+oo  si P& =+00)>0

j=1
+00
Y aiP(&x)=aj) siP(Z =+00)=0
j=1
+00 si P(Z =400) >0

Definimos P;[A] como

Pi;[Al=P(A/ Zy=1),

paraieSy Aeé&.

Lo que estamos calculando aqui es el nimero esperado de visitas que haremos a j en
particular (aunque podria ser a un conjunto de estados C c S en general), de entre todos
los caminos x que empiezan en el estado i.

A continuacién expondremos un teorema que nos proporcionard una serie de igualda-
des que se mantienen ciertas y que nos serdn de gran ayuda en las Subsecciones siguientes:
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Teorema A.10.3. Las siguientes igualdades se mantienen ciertas:

+00 SiP(Vi=+40c0/Xy=1)>0
(1. — ) +oo
E:[Vj) = Z k-P(Vi=klZ=1i) siP(Vj=+o0o/Zy=1)=0 (A.25)
k=0
+00
EilVil= ) pi} (A.26)
n=0
+00  Si fjj =1
E;[V;] = 1 . (A.27)
P {—15]1% Sl fjj<1
En particular, juntando las dos ecuaciones anteriores:
+00 +oo sifii=1
(n) 1]
= - ) (A.28)
n;opl] {lf]j”jj sifjj<1
Demostracion A.10.7. Veamos cudl es el valor de:
E;[Vi] ! Vi(x)P(dx)
i[Vi] = —— (x X).
TP =0 Jia=n !
+00
Recordemos que Vi(x) = Z 1g, (%), con Ex, = {x € Q/ Xy (x) = j}, esunava. t.q. X : Q —
k=1

S es una funcion &-medible no negativa y con rango S. Por tanto, podemos aplicar lo
explicado en la Demostracion A.10.6 anterior y asi:

+00
f Vi (x)P(dx) = Z k-P(Vi(x)=k,Zy=1) siP(Vj=+00,%y=1)=0
J =\ k=1
{Xo=1i}

+00 siP(Vj=+00,%y=1)>0
- . 1
Multiplicado en ambas partes de la igualdad por ——— obtenemos:
P(%o = l)
+00 kﬂ:b(‘/](x) = k,e%'o = l) si P(Vj:+oo,3?f0=i) —0
EVj]l= ——r Vi(0P(dx) =3 i3 P(%o = 10) P(Zo=i)
P(Xo = 1) Jian=i)  PV=too2o=i) _
+00 Si —pm=n — >

+00
k-P(Vjx)=k/Zo=1) siP(V;=+oo/Xy=1i)=0
k=1
+00 siP(Vi=+0c0/Xy=1)>0
Y asi resulta la Igualdad (A.25). Vamos ahora a demostrar la Igualdad (A.26):
Por definicién de V; y propiedades de la esperanza matemdtica 12 tenemos que:

+00 +00
Ei(Vi]1=Ei[) 15,01 =Y Ei[lg, (xX)].
n=0

n=0

12véase la Propiedad A.3.1 del Apéndice A para mds informacién sobre las propiedades de la esperanza.
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Ahora, 1, (x) es la funcion caracteristica del suceso Ey, € &. Esta funcion seria nuestra
v.a. discreta. Si aplicamos la formula expuesta al principio de esta seccion a Ey, junto
con la definicién de esperanza de una v.a. discreta '3, obtenemos:

Ei[lg, ()] =1-P(Xn=j/ Zo=0)+0-P(Xn#j| Xo=10)=P(X=j/ Xo=1).

Asi pues:

oo +oo +00

Y Eillg, (0= Y P&n=j/Z=i=) pi}
n=0 n=0 n=0

y por tanto:

+00
EiVil=) pi7,
n=0

tal y como queriamos ver. Por tltimo, veamos la Igualdad (A.27):

Sabemos que V;(x) es una funcion no negativa &-medible y que toma valores en
S cRy. Por ello, podemos aplicar la férmula de Cavalieri '* a Vi(x) (que es una v.a.
discreta) y sobre {¥y = i}, en lugar de Q, y nos queda:

1
[E,'[Vj] =— Vj(x)[p(dx) =

+00 +00
= . P(Vi>kXy=i)=> P(Vi>k/Zy=1i) =
P (%o = i) Jizy=i} L P 0 L P 0

P(Zo =1) = k=0

+00
Y P(Vizk/Zy=1),

k=1
por el Teorema A.10.2:
+00 si fijj=1
Py L _ p 0 si fii=0
Y PWVizkiZy=0=) fij-f =fii X I = o i
k=1 k=1 k=1 fii ) fjk].‘1 si0< fjj<1
k=1

+00
Ahora, en el caso en que 0 < fjj <1 tenemos que Z fjkj_1 es una progresion geométrica
k=1

de razon f;. Por ello

fi 3 it = =
ij i —Jij =T
=l 1=fij 1=fjj

En definitiva, aplicando esto a la igualdad anterior nos queda:

+00 SifijI

fij

Ei[Vjil=4 0 si fjj=0 = o< fy<
—Jii

fij ; .
7, si0< fjj<1
tal y como queriamos demostrar.

+00 si fijj=1 {

13y¢ase 1a Definicién A.3.10 del Apéndice A para mds informacién sobre la esperanza de una v.a..
14M4s informacion sobre esta formula en el Teorema A.4.2 del Apéndice A.
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Estados recurrentes y transitorios:

En esta seccion hablaremos sobre unas proposiciones estrechamente relacionados con los
estados recurrentes y transitorios definidos en el nudo de este trabajo.

Proposicion A.10.3. Son equivalentes:

i) j es un estado recurrente.
i) Los caminos desde j visitan j casi seguro, o sea: fjj=1.

iii) Los caminos desde j visitan j un niimero infinito de veces casi seguro.

Demostracion A.10.8. Por la Igualdad (A.27), tenemos que i) y ii) son equivalentes.
Ademds, iii) implica obviamente ii). Veamos si ii) implica iii):

Si ii) se cumple, tenemos que fjj = 1. Queremos comprobar siP(V; = +oo/ %y = j) =1
para ver que se cumple iii). Veamos:

[P’(Vj:+oo/3?f()=]')=r1_1’gloolp(vjZr/‘%ozj)’

por el Teorema A.10.2:

i P =1 Z0= )= lim ff;= lim 1=

O]

Nota A.10.1. Si se cumple esta proposicion, entonces los caminos que empiezan en i
visitan j un nimero infinito de veces con probabilidad f;; ya que:

P(Vj=+oo/ Xy =i)= lim P(V;zr/X=i)= lim fi; ]Tj—l = lim fi;= fij,

debido a que fjj=1.
Esta probabilidad, ademds, es la misma que la de visitar j al menos una vez (desde i).

Veamos la proposicién equivalente para los estados transitorios:

Proposicion A.10.4. Son equivalentes:

i) j es un estado transitorio.
ii) La probabilidad de que los caminos visiten j desde j es menor que 1, o sea: fjj <1.

iii) La probabilidad de que los caminos desde j visiten j un niimero infinito de veces es
0.

iv) Los caminos desde j visitan j un niimero finito de veces casi seguro.
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Demostracion A.10.9. De nuevo, por la Igualdad (A.27), tenemos que i) y ii) son equi-
valentes.

Por otro lado, de manera semejante a como hemos realizado la demostracion de la
propiedad anterior, tenemos que:

P(Vj=+00/ Xy =j) = rgllle(Vj >rl/%y=j)= rl_liriloofj’j.

Asi que 11i) se mantendrd cierto sii fjj <1, o sea, sii ii) es cierto.
Por dltimo, iii) y iv) son equivalentes ya que uno es el contra-reciproco del otro.

Nota A.10.2. Notemos que si esta proposicion se cumple, entonces los caminos desde i
visitan j un niimero infinito de veces con probabilidad 0 ya que:

L o , . o , . r—1 _
P(V; _+m/‘%0_l)_rllglmp(vf zr/%o—z)—rgglooﬁ] i =0,
debido a que, en este caso, fj; <1.

La siguiente proposicion nos da una serie de resultados interesantes sobre los dos tipos
de estados y qué ocurre si otros estados estan comunicados con ellos:

Proposicion A.10.5. Lo siguiente se mantiene cierto:

i) Sii— jy jes recurrente, entonces

+00

Y p® = +oo.
tj
k=1
O sea, sii— jy fjj =1, entonces f;j=1.
ii) Sii+<—— j, entonces o iy j son transitorios, 0 iy j son recurrentes.

O sea, si i — j, entonces fij=1< fjj=1.

Demostracion A.10.10. Veamos las demostraciones de cada apartado por orden:

i) Como i — j tenemos que existe k e N t.q. pgljf)

Por otro lado, contamos con la siguiente desigualdad:

> 0.

(k+n) _ k) _,(m) (k) _,(m)
Pij = Zspia Paj = Pij Pjj>
ac

para cada n € NU{0}. Para demostrarla basta que cojamos & = j en particular. Por
lo que

(k) ,(n) (k+n)
PijPjj =Pij

con k fijado y para cada n € NU{0}.

Por tanto:

102
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ii)

Pt < (k+n)
Z Zn.

+00
Ahora, por ser j recurrente, sabemos que Z p;.']l.) = +o00. Aplicando esto a la
n=1

desigualdad anterior nos queda que:

+o0 = Z pl] p(n) < Z p(k+n) = Z p(k+n) = +oo0.

Y, como {%,} es una C.M.H., tenemos que p(k+") = pg.?). Asi pues,

+00
Z k+n) Z p(n) = +o0,
n=1

tal y como queriamos ver.

Si i — j, entonces existen h'y k enteros positivos tt.q.

#m>0ypm>0

De manera andloga a lo que hemos hecho antes, la siguiente desigualdad se man-
tiene cierta:

(h+n+k) (h) ,(m) (k) (n)
Z ptapaﬁpﬁz >p11 p]]p]z’

B,acS

con k, h fijados y para n e NU{0}. En este caso, basta coger a = 3 = j en particular.
Por lo que:

Z (h) (n) (k)< Z p(h+n+k)

(h+n+k)

y por ser {%,} una C.M.H., tenemos que P;; = pg’;), por ello:

+00
h
e (A.29)
n=1
De manera similar podriamos obtener la siguiente desigualdad:

W 0 ()

Y pipipl < Z py; (A.30)
n=1

para los mismos k, h enteros positivos y n € NU {0}.

Finalmente, veamos lo que queriamos demostrar:
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+00
* Si j es recurrente entonces Z p}']l.) = 400, y si aplicamos la Desigualdad
n=1

+00
(A.29) obtenemos que Z pﬁ?) = +o00 y por tanto i también seria recurrente.
n=1

Si, por lo contrario, fuera i recurrente, con un argumento simétrico al que aca-
bamos de hacer, aplicando la Desigualdad (A.30) en lugar de la Desigualdad
(A.29), obtendriamos que j también seria recurrente.

(h

+00
» Si j es transitorio entonces Z p;']Z.) < +o0o, y como p;; > 0, p}’? >0, por la
n=1

+00
Desigualdad (A.30) obtendriamos que Z pg?) < +o00, y asi i seria transitorio.
n=1

De manera simétrica, usando la Desigualdad (A.29) en lugar de la Desigual-
dad (A.30), tendriamos que si i es transitorio, entonces j también lo es

En definitiva, si se cumple la hipotesis de este apartado de la proposicion, tenemos
que si j es recurrente entonces i también, y si j es transitorio i también lo es, tal y
como queriamos demostrar.

A.11 Ejemplo de una representacion candnica

Sea

0 0 0 0 0O 005 0 05 O
0 03 0 07 0 0 O 0 0 0
0 0 0 0 05 0 0 05 O 0
0 0 0 1 0O 0 O 0 0 0

p= o o1 01 01 0,1 0 0 0 0 0,6
0,1 0 0 0 09 0 0 0 0 0|
0,2 0 0 0 0O 0 O 0 08 0
0 0 1 0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 0 0O 0 06 0 04 O
0 0 0 0 0 0 O 0 0 1

una matriz de transicién de una C.M.H. con §={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} como conjunto de
estados.

Primero debemos identificar las clases cerradas minimales. Para hacerlo, calcularemos
primero la matriz B, o sea:

10
B=) (P").
n=1

Para hacer este cdlculo hemos utilizado el programa Octave que es idéneo para realizar
operaciones con matrices. El resultado ha sido el siguiente:
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0,68 0 0 0 0
0O 043 0 957 O
o 017 1,18 1,48 1,18
0 0 0 10 0
0 018 0,24 2,17 0,24

0,16 0,16 0,2 1,74 1,11

0,82 0 0 0 0
0o 016 2,13 1,25 1,18

0,7 0 0 0 0
0 0 0 0 0

3,799 0 553 0
0 0 0 0
0 1,06 0 4,93
0 0 0 0
0o o012 0 7,05

0,34 01 0,5 5,68

3,47 0 571 O
0 1,06 0 4,22

386 0 545 O
0 0 0 10

SO O OO O o o oo

(=)

Abhora aplicaremos la Proposicién 2.4.3 para cada estado i € S e identificaremos las
diferentes clases cerradas minimales:

* Sea i = 1. Tenemos que B; >0y Bé > 0. Ahora debemos comprobar si BZ y B? son
también mayores que 0. Como B} = 0,82 >0y B = 0,7 >0, podemos concluir por
la proposicién que i = 1 € Cy, donde C; es una clase cerrada minimal.

* Sea i =7. Ya sabemos que estd conjuntamente comunicado con el estado 1, veamos
si lo estd con el estado 9. Tenemos que Bsi) >0y, ademas, B? > 0. Esto quiere decir
que i =7 también estd conjuntamente comunicado con 9, y por lo tanto concluimos
que la clase cerrada minimal C; estd formada por los estados 1,7 y 9.

» Sea i =2. Tenemos que Bi > 0, pero B‘l.l = 0. Esto quiere decir que el estado i =2 no
pertenece a ninguna clase cerrada minimal.

» Sea i = 3. El valor Bé > 0, pero B? = 0. Esto quiere decir que el estado i = 3 no
pertenece a ninguna clase cerrada minimal tampoco.

* Sea i = 4. El dnico valor diferente de 0 de B’ (fila i-ésima de la matriz B) es el Bi
Esto significa que el estado i = 4 pertenece a una clase cerrada minimal de la que es
él el tnico elemento del conjunto: C, = {4}.

* Sea i =5. El valor Bé > 0, pero B? = 0. Esto quiere decir que el estado i =5 no
pertenece a ninguna clase cerrada minimal.

» Sea i =6. El valor Bi > 0, pero B} = 0. Esto quiere decir que el estado i = 6 tampoco
pertenece a ninguna clase cerrada minimal.

* Sea i =8. El valor Bé > 0, pero B‘?t = 0. Esto quiere decir que el estado i = 8 tampoco
pertenece a ninguna clase cerrada minimal.

* Sea i = 10. El tinico valor diferente de 0 de B’ es el propio Bi Esto significa, al
igual que ha ocurrido con el estado 4, que el estado i = 10 pertenece a una clase
cerrada minimal de la que es €l el Unico elemento del conjunto: Cs = {10}.

Por tanto tenemos 3 clases cerradas minimales: C; ={1,7,9}, C» = {4} y C3 = {10} de
cardinales k; =3, k» =1y k3 =1 respectivamente. Sea ahora C=C,UC,UC3y T =S\C,
por la Proposicién 2.4.4 tenemos que los estados 1,4,7,9 y 10 son recurrentes y los estados
2,3,5,6 y 8 transitorios.
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Para obtener la forma canénica lo que hacemos es re-etiquetar algunos estados en P,
de forma que los primeros sean los estados recurrentes, agrupandolos con sus respectivas
clases cerradas minimales, y los tltimos sean los transitorios. Los intercambios de filas y
columnas que haremos seran: !>

P, -P; y PP P/, P3—PyyP P’ P;—PyP <Pl

Es decir, hemos reetiquetado 3 estados. Los estados que tenian la etiqueta 2,3 y 5 en la
matriz original P, ahora tendrdn la etiqueta 7,9 y 10 respectivamente en la representacion
canonica de P. De esta forma, la matriz P en su forma canénica serfa:

0 05 05 0 0O 0 o 0 0 0

02 0 08 0 0 0 O 0 0 0

0 06 04 O 0O 0 o 0 0 0

0 0 0 1 0O 0 O 0 0 0
p= 0 0 0 0 1 0 O 0 0 0

01 O 0 0 0O 0 o 0 0 09]

0 0 o o7 0 O0 03 0 0 0

0 0 0 0 0O 0 o 0 1 0

0 0 0 0 o o o 05 0 05

0 0 o o1 06 0 01 0 01 0,1

Notemos que la estructura de la matriz es semejante a la que exponemos en el Teorema
2.4.1, con:

0 05 0,5
B)=(02 0 08|, Bzx=1y B3z)=1,
0 06 04

las respectivas matrices irreducibles.

A.12 Mas sobre la convergencia de las potencias de P

En esta seccion mostraremos mds lemas y proposiciones que deberian estar en el Capitulo
3, pero, por espacio, las hemos trasladado aqui.

N
Proposicion A.12.1. Sean: p1,...,pn>0con Y pi=1, z1,...,z2a € C con |z1],...,|zn| <
i=1

N
ry| Z pizil=r. Entonces z1 = --- = zy.
i=1

N
Demostracion A.12.1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 1 =1 = Z DiZi.

i=1
Ahora, si se cumpliera esta implicacion que pretendemos demostrar, tendriamos que
zy =+ =2zN Y, por tanto, |z;| =1, Vi€ {l,...,N}. Ya que, sea ij € {1,..., N}, arbitrario
pero fijado, se cumple lo siguiente:

15Recordemos que denotamos por P! ala fila i-ésima de la matriz P, y por P ala columna j-ésima.
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N N
1> pizil=lzi, Y_ pil = lzi,| = 1.
i=1 i=1

Realizaremos la demostracion por reduccion al absurdo. Supondremos que |z; | # 1y
llegaremos a contradiccion.

Por ser |z;)| #1y |z;,| =7 =1 (por hipdtesis), tenemos que el moédulo de z;, es como
mucho 1—¢, con € >0. Ahora,

N N
1Y pizil =|pizi + Y pizil,
i=1 i=1

i#i)

por la propiedad b) de la Definicion A.6.2, tenemos que:

N N
\pi zi, + Y pizil <|pizi)|+1 ) pizil,
i=1 i=1

sabemos que p;, >0 por hipdtesis, asi pues:

N N
\pi,zi, | +1 Y. pizil = pilzi | +1 ) pizil,
i=1 i=1
N
como | Z pizil = =1, también por hipotesis, nos queda:
i=1
N
pilzi, | +1 Y pizil < pilzi | +1-pilzi|,
i=1
i#i

Y, por ser |z; | <1 —€ <1, finalmente nos resulta:

pilzil+1=-pilzi|l<p;Q-€)+1-p;=1-p;e<l.

N
Esto quiere decir que | Z pizil <1=r, que es una contradiccion.
i=1
En definitiva, la implicacion se cumple.

A.13 Ejemplo de cilculo de un punto fijo de P
Sea

0,5 0,45 0,05
P={025 05 0,25
03 03 04

la matriz de transicién de una C.M.H. con espacio de estados finito S = {1,2,3}. Queremos
encontrar el punto fijo atractivo para la aplicacién P(x) = xP con x € 9. Sabemos que existe
por el Teorema 3.2.1, debido a que P es obviamente regular. Con el punto fijo atractivo
averiguaremos las distribuciones a largo plazo de las vv.aa.. Sea w = (w;, w», ws) el punto
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fijo, vamos a resolver el siguiente sistema para encontrar el valor de las componentes de
w:

05 045 0,05
(wl) w», w3) 0v25 0)5 0r25 = (wb w», w3) =
03 03 04

0,5w; +0,25w, +0,3ws = w;
0,45w7 +0,5w, +0,3w3 =w, =
0,05w; +0,25w, +0,4w3 = ws

-0,5w; +0,25w, +0,3w3 =0
0,45w, - 0,5w, +0,3w3 =0 =
0,05w, +0,25w, — 0,6 w3 =0
Si resolvemos por el método de Gauss (ver Definicién A.1.7) este sistema de ecuaciones,
obtenemos lo siguiente:

I U £ U
1_55 3 2_55 3-

Abhora, sabemos que

weg =>|wlhi=1, w;=20,VieS=>w;+w,+wz=1.

Anadiendo esta condicion a las igualdades anteriores, el resultado final es:

90 114 55
Wy =—, Wy=-——, W3=_—.
259 259 259
Asi que:
90 114 55
W= (_) en? _) = (0,35,0,44, 0,21).
259 259 259

Esto quiere decir que, a partir de un paso n suficientemente grande, independientemente
del estado i € S inicial, la probabilidad de, en el paso m = n, estar en el estado 1 es 0,35,
en el estado 2 es 0,44 y en el estado 3 es 0,21.
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En este apéndice vamos a realizar las demostraciones que no han podido ser incluidos en
el nudo del trabajo. Dividiremos las demostraciones por las diferentes secciones donde se
encuentran los enunciados de las mismas en el nudo.

B.1 Cadenas de Markov

B.1.1 Introduccion

Demostracion B.1.1. Queremos ver que la aplicacion estd bien definida. Sea x € €,
arbitrario pero fijado. Para ver que estd bien definida, comprobaremos si el vector
Px)=xP=()_ x;P},)_ xiP},...)
ieS ieS
pertenece al conjunto €. Para ello, debemos ver si la suma de las componentes del vector

anterior es absolutamente convergente.
Tenemos que:

DY Xl = [xPy +XPy + -],
JESIES

aplicando la desigualdad triangular:

[XP; +xPy +---| < [XP1 [+ [xPy| +---,

realizamos el producto de dentro de los valores absolutos de cada sumando:

1 2 1 2
XPi|+[xPo| +--- = [x1P] + XoP] + -+ |+ [x1P5 + XoP5 + -+ | + -+,

de nuevo, por la desigualdad triangular:

109
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|1 P] + xoPF + -+ |+ X Py + XoP5 + oo [+ - < |1 P+ [P | + -+ + | X Py | + | P3| + -+ =

1 2 1 2
[x1 [Py + [x2][P]] + - + [x1[|P5| + | 2] |P5 [ + -+,
sacando factor comiin, obtenemos:
1 2 1 2 i
|1 [P1]+ 2] [PY] + -+ + X1 [Py + |2l [Py ]+ = 3~ 3 | [P
JESIES
Ahora, como hemos comprobado en la Igualdad (B.4) de la Demostracion B.1.2, sumare-

mos esta doble serie de otra manera, siendo el resultado el mismo, para poder aplicar
nuestras hipotesis:

PIpELAEDNETDII A} (B.1)
JjeSiesS €S J€S
Por hipétesis sabemos que x€ €1 y |P|| < +oo, 0 sea que
2 lxjl<+oo y sup{} [Pjl}<+oo.
jes i€S je§

Aplicando esto a la Ecuacién B.1, nos queda que:

> 1xil YIRS <[P Y |xi] < +oo.

i€eS Jj€S i€eS
En definitiva:
— p!
22 IP®I= )} IxiPjl < +oo.
JjeSieS JeSieS
Por lo que

P(X)E[l, VXE[l,

ya que el x inicial elegido era arbitrario pero fijado.
O

Demostracion B.1.2. Primero veremos la implicacion de izquierda a derecha (=) y
después de derecha a izquierda (<):

e Sean P una matriz estocdstica y X€ I arbitrarios pero fijados. Lo que queremos
probar es que al aplicar P a x obtenemos un vector estocdstico. Por tanto, veamos
si P(x) cumple las condiciones para ser un vector estocdstico:

a) Elvector P(X) tiene la siguiente forma:

P =xP=(} xP, Y xPh,.... Y xPh). (B.2)
ieS ieS ieS

Sea j € S arbitrario pero fijado. La componente j-ésima es:
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inP;:le}+--~+xNP§V. (B.3)

ieS

Por ser P una matriz estocdstica y x€ 9 (lo sabemos por hipdtesis) tenemos
que

x20 y Pi=z0,VijeS.

Por tanto, en particular, tendriamos que cada sumando de la Igualdad (B.3)
seria igual o mayor que 0. Asi que:

Zx,-Pj. > 0.
ieS

Como el j elegido era arbitrario pero fijado, esto se cumple para todo j€ S, o
sea, todas las componentes del Vector (B.2) son mayores o iguales que 0.

b) Vamos a comprobar si las componentes del Vector (B.2) suman 1.

Notemos que es igual sumar los componentes de esta forma:

lei +-t xNP{V
leé + .. +.X'NP§V
lele+ +xNP%
que de esta otra, sacando factor comin:
1 1
xl(Pl + .- +xNPN)
X (P]+-+-+ xnP3)
NP+ + xyPR).
Por ello tenemos la siguiente igualdad:
i_ ) i
ZZx,-Pj—Z(x,ZPJ.). (B.4)
JjeSieS i€S Jj€S
Como P es una matriz estocdstica, tenemos que Z P;. =1 para cada i € S.

j€S
Por tanto:

Z inpj- = Z(XIZP;) = in.
JjeSies i€eS Jj€S i€eS

Y, por ser xe I, tenemos que Z x; = 1. En definitiva:
ieS

xPL=1.
> > xiP)

JjeSiesS
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Como hemos completado la demostracion para una matriz estocdstica P y X €
9 arbitrarios pero fijados, tenemos que esto se cumple para cualquier matriz
estocdstica y cualquier vector estocdstico. Y, por tanto, tenemos que:

PI)cT.

* Por otro lado, supongamos que P(J ) € I . Queremos demostrar que la matriz P
es estocdstica. Para hacerlo, veremos que cada una de las filas de la matriz P es
estocdstica:

Sea i € S arbitrario pero fijado y sea €' € RN el vector i-ésimo de la base candnica
de RN, Claramente el vector e € I (ver Ejemplo 2.1.1) y, por tanto, tenemos que:

PeEe) e T, (B.5)

por hipotesis. Ahora bien:

P(e') = e'P = (P, Pi,...,P).

O sea, P(€') es la fila i-ésima de la matriz P. Entonces, por la Relacion (B.5),
tenemos que la fila i-ésima de P es un vector estocdstico.

Como el i elegido era arbitrario pero fijado, tenemos que lo demostrado se cumple
para cualquier i € S, lo que implica que la matriz P sea estocdstica.

O]

Demostracion B.1.3. Sean P y Q dos matrices indexadas por S. Entonces definimos las
aplicaciones lineales asociadas a estas matrices:

P: 01 — 0 Q: &1 — 4
x — xP x — xQ

Ambas aplicaciones estdn bien definidas y ademds cumplen que:

(QoP)(®) = Q(PX)) = Q(xP),
y por serXPe l;:

Q(xP) = xP)Q =x(PQ).

Por tanto:

(QoP)(x) =x(PQ).

De esta forma definiriamos la composicion de las aplicaciones Q y P respectivamente.
Esta composicion estd bien definida, asi como el producto de matrices

(PQ)} = Y P;Qj.

keS
Y x(PQ) € ¢, ya que sabemos que ||P||,||Q|l < +oo, por tanto:
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IPQIl < IPI[QIl < +oo.

(Continuariamos la demostracion de que x(PQ) € ¢1 de manera andloga a como lo hemos
hecho en la Demostracion B.1.1).

Por dltimo, decir que podriamos definir de igual manera, a como hemos definido esta
composicion de aplicaciones, la aplicacion (Po Q).

Demostracion B.1.4. Para ver que P es una matriz estocdstica, demostraremos que
cumple con las dos condiciones para serlo:

a) Como t =0y Py es matriz estocdstica Vk € {1,..., M}, tenemos que:

. M .
Pi=) n(Ppi=0  Vijes,
k=1

b) Sea i€ S arbitrario pero fijado, queremos ver si Z Pj. =1

J€S
BEE - Py i
ZPJ = Z Z tk(Pk)j_ Z th(Pk)j-
jes jeSk=1 k=1 jeS

Ahora, con i fijado, tenemos que Z (Pk)§~ =1 para cada k € {1,..., M}. Por tanto:

Jj€S
M M
1 _

> ) P);=) b

k=1 jeS k=1
M

y como Z ty = 1 por hipotesis, obtenemos finalmente que:

k=1

2 Pi=1

JjeS
Como i € S era arbitrario pero fijado, esto se cumple Vi € S.

O]

Demostracion B.1.5. Para ver que i < j es una relacion de equivalencia debo ver
que cumple las propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva Vi, j€S. Sean i, j, ke S t.q.
i#j,j#kei#k arbitrarios pero fijados:

1) Se cumple por la Observacion 2.1.2. (Propiedad reflexiva).

2) Veamos que si i — j, entonces j «— 1i.

Como i — j tenemos que i — jy j — i, por tanto, j — i e i — j, lo que
quiere decir que j — i. (Propiedad simétrica).
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3) Queremos ver que si i —— jy j —— k, entonces i — k.

Como i —— j y j —— k tenemos que, en particular, i — jy j — k, por tanto,
existe un camino de i a j y de j a k. Si unimos ambos caminos obtenemos un
camino de i a k y, en definitiva, i — k.

De manera andloga veriamos que k — 1. Por tanto, i — k.(Propiedad transitiva).

O]

Demostracion B.1.6. Lo gue queremos demostrar es que todo camino de i€ Sa j€ S,
estd formado por minimo 1 paso (1 arco) y mdximo N pasos.
Supongamos que existe un camino dirigido de i a j de N + 1 arcos:

(@, 1) (01, 12) - (in-1, IN) (iN, J)-

Ahora bien, cada 2 nodos tenemos 1 arco, y cada 3 nodos 2 arcos, y asi sucesivamente.
Por lo que si tenemos N +1 arcos en este camino dirigido, significaria que hay N +2
nodos en el camino. Como solo hay N nodos (|S| = N) en el grafo, tenemos que al menos
hay un ciclo en este camino.

Por hipotesis, sabemos que el camino de i a j existe, por lo que debemos poder
identificar los nodos que se repiten. Tenemos dos casos:

* Si se repite uno de los nodos intermedios del camino ({iy,...,in}), al estar conside-
rando caminos dirigidos simples, debemos poder quitar al menos 2 aristas del ciclo
que se forme para evitar este ciclo. De este modo, nos quedard un camino de N — 1
arcos mdximo.

* Sitinicamente se repiten el nodo inicial (i) con el nodo final (j) y no se repite ningtin
nodo intermedio, entonces tenemos que el camino entero es un ciclo, y tendriamos
N aristas en total, lo cual es una contradiccion.

Por lo que tinicamente puede darse el primer caso.

Si el camino inicial hubiera sido de mds de N arcos, para realizar la demostracion
hubiéramos aplicado este razonamiento de forma iterada hasta obtener un camino de
mdximo N —1 arcos.

]

B.1.2 Cadenas de Markov

Demostracion B.1.7. Primero de todo, veamos a qué es igual el vector fila m(n+ 1)
componente a componente:
Sea j € S arbitrario pero fijado:

nn+1); =P(&Xyw1 = ).

Definimos E; = {%,, = i} para cada i € S. El conjunto de los E; forma una particién sobre
Q. Por el teorema de la probabilidad total, ' tenemos que:

lyéase el Teorema A.3.1 del Apéndice A para consultar qué dice el teorema.
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P( @1 = ) = Y. P@ns1 = jIEDP(E)).

ieS

Ahora, para los sumandos tt.q. P(E;) > 0, tenemos que P(E;) =P(X;, = i) =n(n); y, por
otro lado, P(¥X 41 = jlE;) =P(n+ 1);-.

Nota B.1.1. Notemos que no todos los sumandos P(E;) pueden valer 0, ya que los E;
forman una particion de Q y P es una medida de probabilidad, por ello

1=P(Q)=P

U Ei

i€eS

=Y P(E).

i€S

Siguiendo con la demostracion:

Y P&y = jIENPE) = Y P(n+Djm(n),;.
ieS ieS

En definitiva,

nn+1)j= ZP(n+ 1);.n(n),-, Vjes.
ieS
Como j era arbitrario pero fijado, tenemos que:
nn+l)=Pn+1)n(n),

para cada n e NU{0}. En particular, si vamos sustituyendo para cada valor de n, desde
n =0, obtendremos lo siguiente:

(1) =P(1)r(0)
7(2) =P2)r(1) = P2)P(1)7(0)

n(n)=Pn)P(n-1)---P(1)n(0)
nn+1)=Pn+1)Pn)---P(1)x(0).

(Fdcilmente podriamos demostrar esta formula, para n, mediante el método de induccion).
Por lo que:

n(n)=Pn)P(n-1)---P(1)m(0), Vn e NU {0}.

Ahora queremos ver que para cualquier k € NU {0}:

an+k)=Pn+k)---P2+ P+ k)n(k).

Veremos esto por induccion (esta induccion seria similar a la que no hemos hecho antes):

e Caso base: para k =0 acabamos de ver que se cumple.

e Paso de induccion: Supongamos que es cierto para k y veamos si sigue siendo
cierto para k+1:

Sabemos que:

115



B. DEMOSTRACIONES PENDIENTES DE LOS CAPITULOS

an+k+1)=Pn+k+Dann+k).

Por hipotesis de induccion tenemos que:

an+k)=Pn+k)---P2+PA+kr(k).

Y sustituyendo en la ecuacion anterior:

an+k+1D)=Pn+k+Dan+k)=Pn+k+1)Pn+k)---P2+kPQ+k)x(k).
Por tanto, por induccion hemos acabado de demostrar que

nn+k)=Pn+k)---P2+kPQ+k)n(k), Vn, ke Nu{0},

tal y como queriamos ver.

B.1.3 Representacion candnica de P

Demostracion B.1.8. Vamos a demostrar que si C y D son clases cerradas del conjunto
de estados S, entonces CU Dy Cn D también lo son:

* Veamos si CU D es una clase cerrada. Sea i € CU D un estado arbitrario pero
fijado. Vamos a realizar la demostracion por reduccion al absurdo. Supongamos
que j ¢ CuD t.q. i — j. Tenemos 2 subcasos, ya que i € C p i € D (el caso en
que i € Cn D lo obviamos porque es un caso particular de cualquiera de los dos
anteriores):

* Sea i€ C. Como j¢& CuUD, entonces j & Cy sabemos que i — j, por lo tanto
C no seria clase cerrada, que es una contradiccion.

* Sea i € D. De manera similar al subcaso anterior tendriamos que D no seria
clase cerrada, que seria también una contradiccion.

Por lo que C U D seria una clase cerrada.

* Ahora comprobaremos que CND es clase cerrada. Sea i € CND un estado arbitrario
pero fijadoy jeStq. i — j:

ieC,i—j=>jeC

’eC“D:'{ieD,i—»j:jeD

}:jECﬂD.

Por tanto, por definicion de clase cerrada, C N D seria una clase cerrada.
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Demostracion B.1.9. Empecemos con la implicacion de derecha a izquierda (<):

Sea C una clase cerrada con todos sus elementos conjuntamente comunicados dos a
dos. Supongamos que C no es minimal y lleguemos a contradiccion. Al no ser C minimal,
existe una clase cerrada D t.q. D<Cy D #C.

Si C contuviera solo 1 tinico elemento tendriamos que D = C y por tanto ya tendriamos
la contradiccion. Supongamos que C tiene al menos 2 elementos. Como D< Cy D # C,
dieCtq. i¢D. Sea je D (este j existe porque D tiene al menos 1 elemento), como
C tiene todos sus elementos comunicados dos a dos por hipétesis, tenemos que i — j,
portanto j — i, j€ D e i ¢ D. Esto seria una contradiccion, debido a que D era clase
cerrada.

La contradiccion proviene de suponer que C no era clase cerrada minimal, por lo que
C es clase cerrada minimal.

Vayamos ahora con la implicacion de izquierda a derecha (= ):

Sea C una clase cerrada minimal y j € C. Definimos los conjuntos de estados D =
{ie Cli—» jh. Queremos ver que Dj = @, de esta forma todos los estados estarian
conjuntamente comunicados dos a dos ya que no habria ningiin estado i € C t.q. i » j.

Primero de todo, tenemos que j ¢ Dj, debido a que sabemos que j <~ j, YV j€S. Por
tanto Dj < C. Lo que haremos ahora serd suponer que D # @ y como D; < C, tendriamos
que, por como estd definida, seria clase cerrada y ademds C no seria minimal, lo que nos
llevaria a una contradiccion.

Entonces suponemos que Dj # @. Veremos que es clase cerrada. Para probarlo
debemos ver que si k€ Dj e i € D entonces i —+ k. Distinguimos dos casos:

* Si k¢ C tenemos que i + k ya que C es clase cerrada e i € C.

* Si k€ C\ Dj entonces k — j por definicion de D;. Si i — k, tendriamos un
camino de i a j, pero es una contradiccion porque i € D ;. Por lo que i -+ k.

Por lo que D seria clase cerraday D ; < C, entonces C no seria clase cerrada minimal,
que es una contradiccion.

Esta contradiccion proviene de suponer que D # @, por lo que Dj= @ para jeCy
esto implica (ya lo hemos explicado antes) que todos los estados de C estdn comunicados
dos a dos.

O
Demostracion B.1.10. Haremos las demostraciones de los apartados por orden.
e Empecemos primero demostrando i):
Sea j € Cg para algiin s € {1,...,r}. Lo que queremos ver ahora es que j es recu-

rrente.

Al ser Cg una clase cerrada, tenemos que p}';l) = 0 para cualquier h ¢ Cs y cualquier

n € N. Esto quiere decir que, por ser la matriz P estocdstica, Z pﬁ';l) =1 para cada

heCys
n € N. Por tanto:

o o -
> Zpﬂﬁz ijlzl:"'oo'

heCs;n=1 n=1heC;
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+00
En particular existe un jg € Cs t.q. Z pyjl; = +o00. Como Cs es minimal tenemos
n=1

que por la Proposicion 2.4.2 jo < j, por ello existe un k € N t.q. pyoc} > 0. Asi
pues:

+00
pULR = 3 0 5 () (0 () 5 3 00 (0 L §Y k)
Z P p]]o p]o] Z P Z p]]o Joj nX::l pjf +00,

como {%,} es una C.M.H. tenemos que p(’”k) = pg.']%). Por lo que:

oo
Z (n) = +00,

que significa que | es recurrente, tal y como queriamos ver.

e Veamos ahora ii):

Sea i € T. Definimos el conjunto D ={j € S| i — j} que es una clase cerrada.”> Por
ser una clase cerrada, tenemos que alguna clase cerrada minimal estard contenida

en D o serd igual a D, por lo que CND # @.

Por otro lado, sabemos que p(") > p(n) ycomo CND# @, 3joe CnD rgq.
jeC

pEJ > 0 para algiin n € N. Sea k = k(i) € N este n que hemos nombrado, o sea:

p(’g > 0 (lo denotamos asi, k(i), porque existe uno para cada i € T y pueden ser

diferentes entre si).
Vamos a ver que { pglg} es una sucesion monotona no-decreciente con respecto a k:

Primero de todo, para cualquier a € C tenemos que pgj =0,V j ¢ C ya que C es una
clase cerrada al ser unién de clases cerradas.® Por tanto, como P es estocdstica,

tenemos que 1 = Z Paj+ Z Paj= Z Paj-
jeCc jeC jeC

Una vez sabemos esto, sea k € N arbitrario pero fijado:

pie =Y piit = ZZPS’ZBP]—ZP (Zp) ZP(’“)I—ZPW—PZC

jeC jeCa=1 jeC

Por lo que p(k+1) p(k) VkeN.

(k)

lCZp(k)>0szk>k

Esto quiere decir que para cualquier i € T, se cumple que p

(que p(’g > 0 lo hemos visto antes).

(k) :
Lo que veremos ahora es que, para cada k € N, podemos acotar p;;, superiormente
por un valor entre 0 y 1:

2Véase la explicacion justo posterior a la Definicién 2.4.1 para saber porqué.
3Por la Proposicién 2.4.1.
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Al ser T finito (ya que C y S lo son) y por lo que acabamos de ver, para cada i € T,
existen pg >0 (po€ (0,1))y kg e N 1z.q. p(k) = po, Yk = ko. En particular:

(ko) Z p(ko ,

y como P es una matriz estocdsticay T =S\C = CU T =S, tenemos que:

(ko) _ (ko) (ko) (ko) (ko)

1=2 pi" = L pij + L P =pic + L pij
Jj€S jeC JeT JeT
por tanto:
(ko) (ko) _ (ko)
2 pi =pip =1-pid <1-po,
jeT

ya que p(c") po. En definitiva:

2
P <1-py.
(kaln)

Veamos ahora si podemos acotar p;;
veremos de donde surge este ki):

, con kmin =min{ky, k1} y k1 €N (ahora

pngkmm) Z pZkatn) Z Z p(kmm) (kmm Z p(kmm) Z p(kmm),
JjeT jeTa=1 JjeT

) _

como hemos visto ya antes en esta misma demostracion, Paj OparaacCy j¢C.

Por ello, basta que en el sumatorio Z p(k””") sumemos los a & C, o sea, los a € T,
a=1

va que los demds valdrdn 0. Asi pues:

N
Z (kmm) Z p mtn) Z p(kmm Z (kmm) _ plezn) pajr:un) < (1 _ pO)(l _ pl)v

1)

donde este p, surge de que para a € T también existe un p; >0 (p1 € (0,1)) y

k1 eNrt.q. p(ké = p1, Vk = ky. Sea pmin =min{py, p1}, entonces:

1-po)A=p1) < A= pmin).

En definitiva:
2kmin
pEmin) < (1= ppin)?.

Y, con un argumento de induccion, veriamos fdcilmente que:
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( 'kmin)
pic} <(1-pmin)? VgeN.

(Considerando el pmin y kmin de entre los q diferentes posibles).

Recordemos que hemos visto esto porque queriamos demostrar que para cada k € N,
podiamos acotar pgl;) superiormente por un valor entre 0y 1. Ahora, para cada
entero positivo k, dividimos por kmin (que recordemos que existe y es menor o igual
que k)y obtenemos: k= q-kyin+71, para0<r < kpyin y q entero positivo (este q
puede cambiar dependiendo del entero k, al igual que el valor r).

Por otro lado, recordemos que hemos visto que { p(k)} es una sucesion monétona

no-decreciente con respecto a k y que pg =1- p ; C Esto quiere decir que { p }
es mondotona no-creciente. Por tanto:

ya que { pgl;)} es mondtona no-creciente y k = kyin. Y, por ser 0 < r < kjyin, tenemos
que kmin €N (porque r es un entero positivo) y por ello:

+00

( kmm) kmtn)
Z pq <kmln+kmznzpq <kmin+kminZ(1_pmin)q-
q=1
+00
La serie Z (1= pmin)¥ es una serie geométrica con (1 — pmin) € (0,1) como razén,
q=1

asi que el valor de la serie es

1= pmin _ 1= pmin
1- (1= pmin) Pmin

’

ya que (1= pmin) ™ = 0. Aplicando esto a la desigualdad anterior tenemos que:

sy q 1—- Pmin ko
kmin + Kmin Z(l_pmin) < Kmin + kmin = .
g=1 Pmin Pmin

En definitiva,

-'—Z kmln’

Pmin

para cualquier i € T. Esto quiere decir que, en particular:

Z p(k) < +00.

Por tanto i es transitorio, tal y como queriamos ver.
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Demostracion B.1.11. Primero explicaremos porque las matrices de la diagonal de la
potencia n-ésima de P son la potencia n-ésima de las matrices de la diagonal de la matriz
P y luego explicaremos porque hemos denotado por (Ry,) a los valores de R en (P"):

e Sea (B;) con le€{l,...,r} una de las matrices de la diagonal de P y sean i, j € C;
1t.q. i # j arbitrarios pero fijados. Definimos L= ky +---+k;_;. Lo que haremos
serd calcular (Pz);. y ver si se corresponde con ((Bl)z);..'

El valor (PZ); se obtiene de multiplicar la fila i-ésima de P:

(0,...,0,piL+1,...,pl'j,...,piL_,.kl,O,...,O)

por la columna j-ésima de P:

Pr+1j
Pij

pL+klj

PK+1j

PNj

donde L+1,...,L+k; son los estados de S reetiquetados de esta forma debido a que
son recurrentes y forman la clase cerrada minimal Cy;: {L+1,...,L+k;} = Cy. Las
probabilidades pk+1j,..., Pnj se corresponden con los elementos de la columna
j-ésima de R.

El resultado de este producto es:

ki

2
Pir+1-Pr+1jt -+ Pijt+ Pilvk, " PL+kj = Z PiL+1" PL+1j
I=1

que es exactamente el valor de multiplicar la fila i-ésima de (B;) con su columna
j-ésima. Ya que (B)) es:
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PrL+1L+1  PL+1L+2 *° PL+1j - PL+1L+k
PrL+2r+1  Pr+21+2 - PL+2j °°  PL+2L+k
By =
PiL+1 PiL+2 - pij PiL+k
PL+kiL+1  PNK+2 *°° PL+kj *°° PL+kL+k

Por lo tanto (PZ);'. = ((Bl)z);. Como esto lo hemos comprobado para 1,1, j arbitra-
rios pero fijados, se cumple que (Pz)i,jecl = ((Bl)z), VYie{l,...,r}.

Y, con un argumento de induccion simple, veriamos que (Pn)i,jecl =(Bp", Vie
{1,...,rhL

* La matriz V tiene la siguiente forma:

PK+1K+1 PK+1K+2 *°* PK+1IN-1 PK+1IN
PK+2K+1 PK+2K+2 *°° PK+2N-1 PK+2N
V= . . .
PN-1K+1 PN-1K+2 °** PN-1N-1 PN-1N
PNK+1 PNK+2 -°©  PNN-1 PNN

Sean i, j€{K+1,...,N}. La fila i-ésima, columna j-ésima de la matriz V2 vendria
dada por:

N-K

Z, Pik+1 PK+1j-

=1
Como antes, lo que queremos ver ahora es si (P?) ; =(V?) ; Para ello calcularemos
(Pz)é.. Multiplicaremos la fila i-ésima de P:

(Pi1s+--» Pik> PiK+1>--+» PiN)

por la columna j-ésima:

PK+1j

PNj

donde pi1,..., pix son los valores de la fila i-ésima de R. El resultado del producto
seria:
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N-K
Pik+1° PKk+1jt "t PiN-PNj = Z Pik+1° PK+1j-
I=1

Por tanto, (P?) ; = (V%) ; tal y como queriamos ver. Como i, j eran arbitrarios pero
. (2) _ 2 . .

fijados, tenemos que (pij )=(V*),Vi,je{K+1,...,N}L

Con un argumento de induccién similar al que hubiéramos hecho antes, veriamos

que (p{7) = (V"), Vi, j € (K+1,..., N}.

e Por iltimo, la matriz R vale:

Pk+11  Pk+12 °° PK+1K-1 PK+1K
PKk+21 PK+22 °° PK+2K-1 PK+2K
R= . . . . .
PN-11 PN-12 - PN-1K-1 PN-1K
PN pnN2 -+ PNK-1 PNK

Notemos que es la tinica matriz no-cuadrada de las que hemos analizado hasta
ahora. Sean i e {K+1,...,N}y je{l,...,K} arbitrarios pero fijados. Vamos a ver
que (P*)’, # (R?):

Para obtener (P%), como hemos hecho ya en los dos casos anteriores, debemos
multiplicar la fila i-ésima de P

(Pi1,--» Pik> PiKk+1s---» PiN)

por la columna j-ésima

PM+1j

pM+klj

PK+1j

PNj

donde las probabilidades de transicion pix+1,-.., PiN Son elementos de la matriz V,
Y PM+1j»--+» PM+k;j Son las de la matriz By), con M =ky+---+kj-y yle{l,...,r}
El producto de estos dos vectores seria:
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PiM+1 - PM+1jt+t PiM+k,  PM+k;j + Pik+1 PK+1j t -+ PiN-PNj =

N-K

ki
ZPiM+t'pM+tj+ Z Pik+1" PK+1j-
t=1 =1

Por otro lado, el producto de la fila i-ésima de R con la columna j-ésima resulta:

pPi1* Pk+1j+ -+ Pik* PNj,
que es diferente, en general, al resultado del producto anterior. Por ello podemos
concluir que (P?) ; # (R?). Por tanto, en general, tendriamos que (p%.)) #(R%),Vie
{K+1,...,N}y je{l,...,K} y por ello (con un argumento de induccion): (pg;l)) #
R",Vie{K+1,...,N}y jefl,..., K}

Por esto denotamos por (Ry), y no por (R™), a la matriz que ocupa las posiciones
de los elementos de R en (P").

m
Demostracion B.1.12. Consideremos la siguiente igualdad:
Ad—V)(V+-+ (V") = (V- + (V) = (VP) + -+ (V) =
(Ad=V)(V+---+ (V") = V- (V] (B.6)

Los estados i, j correspondientes a las filas y columnas de los elementos de V son de T,
por ello, los elementos tt.q. i — j, tienden a 0 asi como n — +oo, debido al apartado ii)
de la Proposicion 2.4.4. Esto significa que

lim (p")=0= lim (V") =0.
n—+oo ' 1J n—+o00

Ahora, sabiendo esto, si aplicamos limites cuando n — +oo a cada lado de la Igualdad
(B.6) obtenemos:

n +00
@d-V) lim Y Vb =v- lim v*"*)=>ad-v) ) vH=v-0=
n—+oo =1 n—+oo =1

+00 +00
Wd-v) Y vhH=v=vliad-v) Y v5H=1d
k=1 k=1

+00
Por lo que Z (V¥) tiene inversa y vale V-2 (1d — V). Por tanto,
k=1

+00
> Vh=ad-v)'y,
n=0

tal y como queriamos ver.
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Demostracion B.1.13. Sea i un estado transitorio y x € Q un camino t.q. Zy(x) = i,
arbitrarios pero fijados,y definimos K = ky + -+ + k;.
Este camino estard en un estado recurrente j concreto (al ser recurrente, j €1{1,...,K})

en el primer paso (o sea, en &) con probabilidad p;;, o en mds de un paso, yendo por
N-K
otros estados transitorios, con probabilidad Z Pik+1'Pk+1j- Recordemos que los estados
=1
K+1,...,N de la matriz P son transitorios.

Por tanto, la probabilidad de que x esté en j vendria dada por:

N-K N-K
aij=Ppij+ ) Dik+l Pk+1j = Pij+ ) Pik+1"alj- (B.7)
=1 =1

Notar que si los estados K +1,..., N son transitorios, entonces tenemos N — K estados
transitorios en total, por ello la probabilidad py,;j es igual a a;j, con l€{l,...,N-K}y
J recurrente fijado, identificando las N — K filas de la matriz A con las iltimas N — K filas
de la matriz P, ya que ambos valores representan lo mismo.

Ahora, fijémonos que p;j se corresponde con el elemento (i — K, j) de la matriz R
(con i transitorio y j recurrente)y que pig+j, con l€{l,...,N—K}, se corresponde con el
valor en la posicion (i — K, 1) de la matriz V.

Como la Ecuacion B.7 se cumple para cualquier estado transitorio i y cualquier
estado recurrente j, tenemos que su forma matricial viene dada por:

A=R+VA=>A-VA=R= (Id-VVA=R=>A=(Id-V) 'R=>A=NR,

tal y como queriamos ver.

B.2 Convergencia de las Matrices regulares estocasticas

Demostracion B.2.1. Sea (7,¢1) el espacio normado. Considerando la distancia d,
del Ejemplo A.1.4, tenemos que (9, d) es un espacio métrico. Vamos a ver que I estd
acotado y que es cerrado:

* Recordemos que si xe€ I, entonces |x|ly =1 (ver Definicion 2.1.4). Por tanto:

diam(9) = sup {Ix—-yll1} < sup {[xll1 + lyli} =2 < +oo,
X, yeg X, yeg

que quiere decir que I estd acotado.

* Podemos demostrar que I es cerrado gracias a que I < RN con N un entero
positivo finito. O sea, gracias a que los vectores de I tienen un niimero finito de
componentes. Porque si no fuera asi, 9 no tiene porque ser cerrado. Vedmoslo:

Sea x" = {x;.")} c [0,1]%°. Esta notacion quiere decir que tenemos n € N vectores,
con infinitas componentes cada uno, y cada componente j pertenece al intervalo
[0,1].

Sea x™ =§. ,, el vector n-ésimo 'y x;.n) =08 n la componente j-ésima del vector n.
Definimos este vector como sigue:
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Py 1 sij=n
P00 sij#n

Claramente 6., € 9, Vn. Ahora:

lim 6.,=0={5.,} —0,
n—+oo
donde 0 es el vector de infinitas componentes que valen 0. Y, obviamente 0 ¢ .

Esto querria decir que I no seria cerrado.

Pero, como hemos dicho al principio, & < RN con N un entero positivo finito. En
este caso si se cumple lo siguiente:

Sea {X,,} €9 una sucesion de elementos de I~ que converge a un vector X, entonces
xeg.

Y esto demuestra que I es cerrado.

La idea que demuestra esto se basa en la definicion de limite de una sucesion, que
dice asi:

Si {x,} — X, entonces Ve >0,AmeN t.q. X, € B(x,€), Vn=m.

Donde B(x,€) es la bola de centro x y radio € que se define asi:

Bx,e) ={yeRY /d;(x,y) <e}.

Esta definicion de limite lo que nos quiere decir es que sea cual sea el valor de
€ que elijamos (todo lo pequeiio que queramos), siempre existirdn vectores de la
sucesion que se encuentren dentro de la bola de centro X y radio el € elegido.

Por lo que, suponiendo que x¢ Iy utilizando esta definicion de limite, podriamos
ver que siempre existen vectores de la sucesion que estdn en esta bola, y que
no serian de I, y esto seria una contradiccion porque X} < 9, Vn (seria una
demostracion por reduccion al absurdo).

Ahora, como 9 es cerrado y es un subespacio de (RN, dy), que es completoA, tenemos
que I es también completo, y, como I es también acotado, tenemos que es compacto.
O

Demostracion B.2.2. Demostraremos cada uno de los apartados de la proposicion por
orden:

i) Tenemos que Rieg , Vies, y que || -1 es una norma.” Por tanto:

IR' =R/} < IR} +IR/|l; =2, Vi, je S = me’%({nR"—anl}sz =>2C<2>C<],
i,je

tal y como queriamos ver.

4Véase el Ejemplo A.4.2 del Apéndice A.
SVéase la Definicién A.1.1 del Apéndice A.

126



B.2. Convergencia de las Matrices regulares estocdsticas

ii) Vamos a realizar la demostracion por contrarreciproco, o sea, veremos que si C =1,
entonces hay valores de P que son 0:

Si C =1 tenemos que mé)g{llRi —Rj||1} =2. Sean i, j € S las filas correspondientes
i,je

al mdximo y R =x y R/ =y los vectores estocdsticos que componen dichas filas.
Asi pues, tenemos que |x—yll; = 2.

Y, por otro lado, como se cumple la desigualdad |x—yll, < |xll1 + 1yl yX,y€T,
tenemos que:

2=xl+ 1yl = Ix=yl. (B.8)
Recordemos que x = (x1,...,xN) e y= (J1,.--,YN). Sean A={i €S/ x;>yi}y
B =S\ A dos conjuntos de indices.
Vamos a ver que ni A ni B pueden ser vacios:
* Supongamos que A = @. Por definicion, B = S y esto quiere decir que y; =

Xi, Vi € S. Supongamos ahora que existe algiin j € St.q. y;j > xj. Esto significa
que

Z Yi> Z Xi,
ieS ieS
pero por ser X,y J tenemos que
Y yi=) xi=1,
ieS ieS

por lo que tendriamos que 1 < 1, que es una contradiccion. Entonces y; =
xi, Vi €S. Pero, si este fuera el caso, tendriamos que |x—yl, =0 que es otra
contradiccion, ya que |x—yll; = 2.

Por tanto A # @.

» Supongamos ahora que B = ¢:

yi<xp,VieS=>1=)yi<) xj=1=>1<1,
i€eS i€eS

que seria de nuevo una contradiccion.
Por tanto, B # @.

Entonces A,B # @. Veamos ahora que hay componentes de X e 'y que valen 0y
habremos acabado:

Yoxi+ ) xi+ Y yi+Y yi=> xi+y yi=2=lx-yli=)_lxi—yil. (B.9)
i€A ieB i€eA ieB ieS ieS ieS
Ahora, por como estdn definidos los conjuntos de indices tenemos que

127



B. DEMOSTRACIONES PENDIENTES DE LOS CAPITULOS

iii)
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Yolxi—yil =) (xi—y)+ > (yi—x1),

i€S icA i€eB
debido a que i € Ao i€ B,Yie€S. Entonces, si i € A, tenemos que x; > y; y por
ello |x; — yil = (x; — y;). Por otro lado, si i € B, se tiene que y; = x; y por ello
lyi — xil = (yi — x5).

Asi pues, aplicando esto tltimo a la Igualdad (B.9) anterior, nos queda que:

DX+ ) X+ ) yi+ ) yi=) |xi—yil=) (xi—y)+ ) i—x) =

i€A i€B i€A i€eB ieS i€A i€B

in+2xi+2yi+2y,~: in—Zyi+Zy,~—Zx,-:>22y,-+22xi:0:>

icA ieB i€cA ieB icA i€eA ieB ieB icA ieB

Zyi+le'=0,

icA i€B

Y, como X,y € I, tenemos que x; =20 e y; =20, Vi € S, por lo que para que la
suma anterior sea 0, todos los sumandos deben valer 0. Entonces x; =0,Vi€ B e
¥i =0, Vi€ A. Esto prueba la existencia de valores de P que son iguales a 0.

En definitiva, hemos demostrado el apartado ii) por contrarreciproco.

Sea R el conjunto formado por los vectores RY,...,RN y 6 = diam(K). Claramente,
R c 9 y, de manera andloga a como hemos demostrado que I era cerrado,
podriamos demostrar que R es también cerrado. Ahora, como I es compacto y

Rc 9 cerrado, tenemos que R es también compacto. Por tanto K es la envoltura
convexa de un compacto, esto quiere decir que K es también compacto y por ello:

6=diam() = sup {|x— y||1}_max{||x ylhit=2C,
x,yeK

tal y como queriamos ver.

Vamos a demostrar que si a= (ay,...,ay) es L.q. Z a; =0, entonces:
ieS

IP@)Ih = Clal, (B.10)

y asi habremos demostrado el apartado iv). Debido a que si consideramos X,y € 9~
entonces

M=

yi=0= ) (xi—yi)=0

||M2

||M2

=1

Y, 8t a; = x; — yi, Vi € S, aplicamos la Desigualdad (B.10) y por ser P lineal ya
tenemos demostrado el apartado iv).
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Por tanto, vamos a demostrar primero la Desigualdad (B.10):

Asumamos, sin pérdida de generalidad, que ||all, = 2 (no estd mal considerado ya
que si luego queremos hacer el cambio a =Xx-Yy, sabemos que |x—yl < X[} +
lylly =2 por ser x,y€ I ). Para cualquier x € RN, definimos los conjuntos A= {i €
S/xi>0yB={i€eS/x;<0}1tq.:

le-: in+2xi.
i€S €A ieB
Ahora,
Zai+Zai=Zai=0,
i€eA ieB i€S
por hipotesis, y
lally =) lail=2= ) lail=) lail+ ) lajl=2= ) aj—) a;=2.
i€eS i€eS i€A i€B ieA i€B
Sea f=) a;yg=)_ aj Porlas igualdades que acabamos de ver, se plantea el

icA i€eB
siguiente sistema a resolver:

A

donde la solucion es f =1y g = —1. Esto significa que

Zai:—Zaizl.

ieA i€B
Definimosx' =Y a;R' yx"=-)" a;R’, que son combinaciones convexas de los
i€eA ieB

vectores de R. © Como K es la envoltura convexa de R, tenemos que x',x" € K.

Denotamos por Z a;R! al vector que se obtiene de la siguiente forma:
ieS

aP= () a;(R)1,...., Y a;i(R)n).

ieS ieS

Asi pues:

[ | | ! "
IP@li=1) aR'li=1) aR' +) aR'[1=lx"-x"|1,
ieS icA i€eB

como X', X" € K, por el apartado iii) tenemos que |xX' —x"||; < 2C, por tanto:

IP@]l =2C=Clall,

Debido a que Yai=-Y a;=1
icA ieB
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tal y como queriamos ver.

Notemos que si hubiéramos elegido |all, = d, con d € (0,2), el resultado hubiera
sido el mismo. Debido a que en el sistema de ecuaciones hubiéramos obtenido f=

yg:—g,porellox’:%ZaiRiyx”———ZalR’ con %y a; —1———Za,
i€A i€eB ieA 1€B
De esta forma, xX',X" € K igual que antes, y:

d d d
1y a;R" + > aiR'|; = ||—x - X'l =-Ix' -x"|1 = -2C=dC=C|al|,.
i€eA i€eB 2 2 2

En definitiva, al demostrar la Desigualdad (B.10), si elegimos a=x-y, conX,ye I
tenemos que:

IPx-y)h = Clx-yl,

y por ser P una funcion lineal: P(x—y) = P(x) — P(y). Por tanto:

IPx) -P(y)h = Clx—-ylh.
U

Demostracion B.2.3. Vamos a realizar la demostracion por reduccion al absurdo. Su-
pongamos que A =0. Sea j € S arbitrario pero fijado:

Por ser P irreducible, tenemos que para cada i € S existe un ko€ {1,2,..., N—1}, al
que llamaremos ky(i), tal que pgljc."(l)) >0.” Ahora,

(k+ko(D) (k) ko (@) 5 (k) (Ko ()
pu mepw pjlpl] ’

para cada i € S. Por hipotesis, por la suposicion que hemos hecho y por la desigualdad
que acabamos de ver, tenemos lo siguiente:

n—+oon n—+oo n =1

lim — (Z P] )py]co(l)) < lim Z p]I;+ko @) -0 >

n—+oon

n
lim —(Z (k)) (ko(l))_o

y como p(k()(l)) 0:

Iim — Z p(k)

n—>+oonk 1

Pero para que el limite de esta suma sea 0, cada sumando debe valer 0 ya que todos los
sumandos son mayores o iguales a 0. Por ello tenemos que p(k) = 0. Esto se cumple para

7Esto es debido a que por ser P irreducible, tenemos que B’ >0, Vi, j€S. Esto implica que para cada

(ko)

i, j € S fijados, existe al menos un kg € {1,2,..., N—1} tal que pi; > 0, porque sino Bj. no serfa mayor que 0.
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cada i € S, por ello p;]lf) =0, Vi€ S. Pero esto es una contradiccion, debido a que para un

(k)
ji
Esta contradiccion proviene de haber supuesto que A = 0. Asi que

N
j €S fijado, sabemos que Z p:. =1, por ser P estocdstica.
i=1

1 n
- K _1=>21>0,VjeS
nk;”u v ’

Y, en particular:

pj}—=A=21>0,vjes.
O

Demostracion B.2.4. Como ya sabemos que W = WP, basta que demostremos las igual-
dades W = (W?) y WP = PW:

e Veamos primero la igualdad W = (W3):

wlzwi wNZ Wi

wy - wWn\(wp - WN i€S i€S
W9 =1 : o : I : :
wl e wN w]. e wN wlzwi Y wNZ wi
i€S i€S

Ahora, por ser W un vector estocdstico, tenemos que Z w; = 1. Por tanto:

ieS
w w. oo w w‘
liez‘é i N;g i w, o wy
wlzwi wNZwi wy - WN

ieS ieS
En definitiva, (W2) =W tal Yy como queriamos ver.

e A continuacion, demostraremos que WP = PW:

Sabemos que WP = W. Por ello bastard que veamos que PW =W para que la
igualdad quede demostrada:

wlzpli WNZPU

puu -+ piN\ (w1 - WN i€s ies
PW=| @ ol = . :
PNt -+ PNNJ\W1 - WN w1 Z PNi WNZ PnNi
ieS i€eS

Por ser P una matriz estocdstica, tenemos que todas las filas de la matriz son

vectores estocdsticos 'y por ello Z pji=1,VjeS. Portanto:
i€S
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wlzpli WNZPU

i€S i€S wiy -+ WN
: : =1 : =W
WlZPNi WNZPNL' wy - WN
ieS ieS

Esto quiere decir que PW =W = WP,

La conclusion es:

W? =W =PW = WP.
O

Demostracion B.2.5. Primero veremos que v = (1,...,1) es un vector propio para la
matriz P, y A, =1 el valor propio asociado:

ZPU

pu - piv\ (1 i€s
Pvi=| : = s |
pn1 -+ pPNn) \1 Y PN

ieS

Como P es una matriz estocdstica, tenemos que todas las filas de la matriz son vectores
estocdsticos y por ello Z pji =1,V je€S. Portanto:

ieS
Z pii
ieS 1
: =1: :vt.
Y PN 1
i€S

Esto significa que Pv! =v'. Asi pues, v=(1,...,1) es un vector propio para la matriz P, y
Ay =1 el valor propio asociado.
Ahora veremos que dado A € C, un valor propio asociado al vector propio

de P, se cumple que |A| < 1: .
Sea ige Stq. |z"| = mé}gx{lzll}. Notemos que |z| > 0, debido a que z#0y |z"| es el
1€

modulo del mdximo de los médulos de las componentes de z.
Entonces, por ser z vector propio de P, tenemos que:

IAlI2"] = 112" = |(P2)" = | ) (@)} 2.
Jj€Ss
Ahora, por ser P estocdstica, sabemos que Pj.“ >0,VjeS. Porello IPj.OI = Pj.o, VjeS. Y

como |z+w|<|z|+|w|, Vz,wEe C,S nos queda que:

8Consiltese la Definicién A.6.2 para mds informacién sobre las propiedades de este conjunto.
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o j i j
|2 PP =) PPIZ|,
Jj€S Jj€S

y por ser |z| = max{|z'|}:
ieS
Pzl | < |z o,
2 P7lelI=12"1 ) P
Jj€S Jj€S

como P es estocdstica: Z P;." = 1. Por lo que:
Jj€S
io o _ o
z 0 = )
201 Y P = |2%|
Jj€S
En definitiva, IAllz"]| < |z%|. Y, al ser |z™| > 0, resulta que

|z%0]

| zio]

Al = =>|Al=1.

O]

Demostracion B.2.6. Por ser P una matriz regular, kg € N t.q. (Pk°)§ >0,Vi,jeS. Sea
A eCt.q. |Al =1 es un valor propio para P. Queremos ver que A = 1.

* Supongamos, primero de todo, que no solo (P%) tiene todas sus componentes
estrictamente positivas, sino que P también las tiene.

Sea x el vector propio asociado a A (asi que X#0)y ip € S t.q. |x| = mé}SX{lxiH-
1€
Entonces |x"| > 0.

La fila iy-ésima de Px' = Ax"° seria:

1 N
Pig1 X"+ PignX" = AXjp,
con Z Pi,j = 1 por ser P estocdstica. Al suponer que P tiene todas sus componentes

JjeSs
positivas, tenemos que pj,1,...pi,n > 0. Por otro lado,

, 1 N . S
IS pigjxd 1= pigct + - pion x| = [Ax] = |A11x%] = x| > 0,

JES
Y, por como hemos elegido xo:x, ... 12N < |xP). Por tanto, cumplimos las hipo-
tesis para poder aplicar la Proposicion A.12.1, y asi resulta que x" = --- = xV. Esto

quiere decir que:

X' =x" Z pio] = Z piojx] =Ax" = A= L,
Jj€eSs J€S

ya que IxiOI > 0.

9Esta igualdad se cumple por ser A el valor propio de P y x su vector propio asociado.
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» Veamos ahora el caso general, o sea, P no tiene porque tener todos sus elementos
PpoOsitivos.

Pero, por ser regular, ya hemos dicho al principio de esta demostracion que ko € N
t.q. (Pk‘)); >0, Vi,j€S. Ademds, por ser X vector propio de P con valor propio
asociado A, tenemos que:

Pr)x! = PR Hpx! = PR HAx! = AP Hx! = AP Px! = AP Ax! =

A2 PR x! = = Aoy,

Con un argumento similar al que hemos hecho para el caso particular anterior,
obtenemos, de nuevo, que xt=-.=xN aplicando la Proposicion A.12.1. Ademds,
Ak =1,

Pero, tinicamente con este resultado, no podemos asegurar que A = 1. Debido a que
si por ejemplo ko =4y A =1i,'" entonces Ao =1y A #1.

Por lo que nos hace falta algiin resultado mds para asegurar que A = 1.

Sabemos que P es regular, esto quiere decir que no tiene ninguna columna de 0’s.
Veamos por qué:

Supongamos que la columna jo € S es 1.q. pij, =0, Vi€ S. Sea iy € S arbitrario
pero fijado. Entonces:

. N . N .
(Pko);(:) — kZl(Pko—l);CoPﬁ) — kZl(PkO_l);co .0=0.

Por tanto, (Pko)}‘:} =0 qgue es una contradiccion. Debido a que por ser P regular,
sabiamos que (Pko) tiene todos sus elementos Ppositivos.

Entonces P no tiene ninguna columna toda de 0’s, y, por ello, Pk*Yy también tiene
todos sus elementos positivos. Como también se cumple que (PRo+1)x! = A fo+1x?

con un argumento similar al que hemos hecho en el caso particular, acabariamos
obteniendo que A%+ =1.

Ahora si, como A% =1, AR+l =1 yiAl=1=> [AKo| =1 (por hipdtesis), tenemos que:

ko
Ao = pko+l - i—kzﬂtz 1=2,
0

tal y como queriamos ver.

10ygase 1a Definicién A.6.1 del Apéndice A para mas informacion sobre la unidad imaginaria.
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Demostracion B.2.7. Sea (Ji) uno de los blogues de Jordan de la matriz J con k €

{1,..., p} arbitrario pero fijado. Entonces

A 1
0 Ax

Jo=1|: -
0

0

0
0
A 1
0 A

N XN

donde ny es la multiplicidad algebraica del valor propio Ay. Sabemos que |Ar| < 1 por el

Teorema 3.3.1.

Calculemos ((]k)z) y ((Ik)?’) para ver qué podria valer ((J;)™):

Ak 10 0\ (A 1
0 A : 0 A
apd=: - -~ - 0 :
A 1
0 0 AgfJlo
A% 20 1 0
. .
(PRE
0 0
A)® 342 3
0 .
0

A? 24 1 0
0 0 ,
0
O =
A 1 )
0 A -
0 0
0
A 1 0 0
Ak
0 .
0 =
1
Ae 1
ZA]C O A’k
(Ak)?
0 0
0
1
3k
3(Ap)?
0 (A3

Si nos fijamos, los elementos que van surgiendo en el tridngulo superior de (Ji)") a
medida que n aumenta, se corresponden con las diferentes filas del tridngulo de Pascal."!
De hecho, en general, tenemos que ¥Vje{l,...,nitei€fl,..., ng}:

v¢ase 1a Definicién A.8.1 del Apéndice A para mas informacion.
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" neGei) o
00"} = (J'—i)mk) VD siisj=n+l

0 en otro caso

Ahora bien, como || < 1 tenemos que:

lim A)"=0= lim a-(Ax)" =0, con az( " )
n—+oo n—+oo Jj—1

j—i
converge mucho mds rdpido a 0, que a a +oo, tenemos que a-(A)" converge a 0.
Como consecuencia de esto, cuando n — +oo, obtenemos que ((Jx)") converge a la
matriz de 0’s de dimension ny x n.

n
Notemos que cuando n — +oo, ( . ) puede hacerse muy grande, pero como (Ai)"

Como esto lo hemos visto para un k €{1,..., p} arbitrario pero fijado, se cumple para
cualquier k y, por tanto:

lim J" =K
n—+oo

Demostracion B.2.8. Vamos a ver si podemos acotar ||(J") —K||:

177" = Kl = max{| 0™ =K' I} r?easx{j;sl(l ); —Kjl}
ahora, como la primera fila de (J™) y de K es la misma, podemos considerar desde i = 2.
Como a partir de la fila 2, la matriz K es toda de 0’s, la igualdad anterior nos queda:

1

dx()_ 10™; - Kjl = max 51071

jes N jes

Sea Ay, con k €{1,...,p}, el valor propio de P, de entre todos los valores propios, con
mayor modulo. Entonces:

. Tk . Tk .
max {3 [0l = méx (3 1(0™M;l = méx {3 1((Akld +Q™)jl,

i=2,..,.N jes =1,...,nk j=1 i=1,...,nk j=1

donde Q es la matriz nilpotente:

0 1 0 0

0
: . . o1
0 o+ v o 0

En la matriz A 1d + Q, la primera fila es la que tendrd, de entre todas las filas, suma
mayor. Esto es debido a que esta matriz es triangular superior con el mismo valor en cada
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una de las posiciones de la diagonal, y la secuencia de valores, para cada fila, se repite
desde el valor de la diagonal, hasta la tltima columna. Ademds, todos los valores son
mayores o iguales a 0, por ello, como acabamos de explicar:

Ny 1433 1 103 1
2 @M= @M == Y (00"

j=1 j=1 j=1
Por tanto:
g ] Tk
max (Y [((Ald+ QM=) (AId+Q™)],
i=1,..,nk j=1 j=1

Y, como ya hemos visto en la Demostracion B.2.7 anterior, tenemos que:

173 n 3
Z A" VY sing<n

N =1 j—l

$uarony={ :

j=1 > ( _)(Ak)"‘f Si ng>n
j=o0\J

CcAp+e)™ sing<n
A +D)" sing>n

donde € > 0 y C (constante que depende de €) surgen de que en el caso ny < n, no
tenemos todos los elementos del binomio (A + 1)", solo tenemos hasta el término ny.
Como |Ag| < 1, podemos acotar el resultado de este binomio con €, que dependerd del
valor de ny. obviamente, y la constante Ce.

Este cdlculo lo estamos haciendo para averiguar la velocidad de convergencia de (J")
hacia K, por lo que, a priori, el n serd lo suficientemente grande como para tinicamente
considerar el caso ny < n. En definitiva:

10 =Kl < Cc(Ar +€)".

De aqui deducimos que la velocidad de convergencia es exponencial. Al haber visto esto,
también tendriamos que:

IP™") —W| < Cc(Ar+€)".
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APENDICE

CODIGOS DE LOS PROGRAMAS
UTILIZADOS

Como herramienta de célculo se ha utilizado el programa Octave. Este programa es muy
practico si trabajamos con vectores y matrices.

Lo hemos usado principalmente para calcular potencias de matrices, inversas, determi-
nantes... y para averiguar los resultados de aplicar el método de Gauss en el Capitulo 4 del
trabajo.

A continuacién, mostramos los c6digos para encontrar el vector solucién de un sistema
compatible determinado mediante el método de Gauss:

function y = Gauss(A,b)
p = 0;
q=0;
n = length(b);
X = zeros(n,l);
for i=1:n-1
if A(i,i)!=0
for j=i+1:n
p = AL i)/AGLi);
A(j,i:n) = A(j,i:n)—p=xA(i,i:n);
b(j) = b(j)-p*b(1);
endfor
else
printf (" Error,_");
A(i,i);
printf("_vale_0.");
return
endif
endfor
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for i=n:-1:1
if i!=n
for j=i+1:n
q=q + x(j)*A(i,]j);
endfor
x(1) = (b(1)—-q)/A(i,1);
q = 0;
else
x(i)=b(i)/A(i,i);
endif
endfor
y = X3
endfunction

Y para encontrar la matriz del sistema compatible indeterminado aplicando el mismo

método:

function y = Gauss2(A,b)
p = 0
n length (b);
for i=1:n-1
if A(i,i)!=0
for j=i+1:n
p = AL i)/AGL,1);
A(j,i:n) = A(j,1:n)—-p*A(i,i:n);
b(j) = b(j)-pxb(i);
endfor
else
printf ("Error,_");
A(i,i);
printf (" _vale_0.");
return
endif
endfor
b
y = A;
endfunction

140



[1]

(3]

[4]

[7]

(8]

G. Modica and L. Poggiolini, A First Course in Probability and Markov Chains.
Chichester: John Wiley & Sons Ltd, 2012. 1

M. Olinick, Mathematical Modeling in the Social and Life Sciences. John Wiley &
Sons Ltd, 2014. 1

J. C. Arya and L. Robin W., Matemdticas Aplicadas a la Administracion y a la
Economia. México: Pearson Educacion, 2009. 1

E. Behrends, Introduction to Markov Chains, ser. Advanced Lectures in
Mathematics. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2000. [Online]. Available:
http://link.springer.com/10.1007/978-3-322-90157-6 1

J. 1. Gallardo, “Periodico Deportivo Online:
http://www.marca.com/estadisticas/futbol/primera/2016_17/,"  1938. [Onli-
ne]. Available: http://www.marca.com/estadisticas/futbol/primera/2016{_}17/ 2, 9,
10

E. Miller, Getting Started in Hold’em. Two Plus Two Publishing LLC, 2005. 4.2.4

G. Mayor Forteza, “Apuntes de la asignatura (20311) - Algebra Lineal II,” Palma de
Mallorca, 2011. 5

A. E. Teruel Aguilar, “Apuntes de la asignatura (20316) - Metodes Numerics 1,”
Palma de Mallorca, 2011. 5

C. Sbert Juan and A. Buades Cap6, “Apuntes de la asignatura (20332) - Metodes
Numerics II,” Palma de Mallorca, 2015. 5

M. Gonzélez Hidalgo and J. Torrens Sastre, “Apuntes de la asignatura (20308) -
Introduccié a 1’ Analisi Matematica,” Palma de Mallorca, 2010. 5

M. d. 1. M. Llabrés Segura and G. Cardona Juanals, “Apuntes de la asignatura (20300)
- Matematica Discreta,” Palma de Mallorca, 2010. 5

J. Sufier Llabrés, “Apuntes de la asignatura (20320) - Probabilitats II,” Palma de
Mallorca, 2015. 5

M. Monserrat, “Apuntes de la asignatura (20313) - Topologia,” Palma de Mallorca,
2011. 5

141


http://link.springer.com/10.1007/978-3-322-90157-6
http://www.marca.com/estadisticas/futbol/primera/2016{_}17/

BIBLIOGRAFIA

[14] J. Torrens Sastre, “Apuntes de la asignatura (20307) - Matematiques I (Algebra
Lineal),” Palma de Mallorca, 2010. 5

[15] J. Wales, “Enciclopedia Online: https://www.wikipedia.org/,” 2001. [Online].
Available: https://www.wikipedia.org/ 5

142


https://www.wikipedia.org/

	Índice general
	Acrónimos
	Resumen
	1 Introducción
	2 Cadenas de Markov
	2.1 Introducción
	2.2 Cadenas de Markov
	2.3 Cadenas de Markov Homogéneas
	2.4 Representación canónica de P

	3 Convergencia de las Matrices regulares estocásticas
	3.1 Existencia de puntos fijos
	3.2 Convergencia de las potencias de P
	3.2.1 La matriz W

	3.3 Cálculo del estado de equilibrio
	3.3.1 Descomposición de Jordan


	4 Casos reales en los que aplicamos la teoría
	4.1 Caso real: Fútbol
	4.1.1 Introducción
	4.1.2 Construcción de la matriz de transición
	4.1.3 Cálculos

	4.2 Caso real: Póquer
	4.2.1 Introducción
	4.2.2 Construcción de la matriz de transición del caso: Rondas de apuestas
	4.2.3 Construcción de la matriz de transición del caso: Cartas buenas o malas
	4.2.4 Cálculos

	4.3 Caso real: Google Adwords
	4.3.1 Introducción
	4.3.2 Construcción de la matriz de transición
	4.3.3 Cálculos


	5 Conclusión
	A Conocimientos Adicionales
	A.1 Conceptos relacionados con Álgebra lineal
	A.2 Introducción a los Grafos Dirigidos
	A.3 Probabilidad y Estadística
	A.4 Conceptos de Topología
	A.4.1 Conjuntos compactos
	A.4.2 Espacios métricos completos

	A.5 Teoría del Orden
	A.6 Pequeña introducción a los números complejos
	A.7 Aplicaciones iteradas y puntos fijos
	A.8 Curiosidades
	A.9 Más sobre las CC.M.
	A.10 Más sobre las CC.M.HH.
	A.10.1 Parámetros característicos

	A.11 Ejemplo de una representación canónica 
	A.12 Más sobre la convergencia de las potencias de P
	A.13 Ejemplo de cálculo de un punto fijo de P

	B Demostraciones pendientes de los capítulos
	B.1 Cadenas de Markov
	B.1.1 Introducción
	B.1.2 Cadenas de Markov
	B.1.3 Representación canónica de P

	B.2 Convergencia de las Matrices regulares estocásticas

	C Códigos de los programas utilizados
	Bibliografía

