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Abstract

Els darrers desenvolupaments en I’ambit de la dindmica de fluids han augmentat la capacitat predic-
tiva de les simulacions a nivell cel-lular als ambits de la biofisica i la medicina. A aquest treball, es fa
una revisio de les teories fonamentals que governen els comportaments elastics dels solids i la hidrodina-
mica dels fluids, aixi com una introduccié als sistemes on es mesclen aquests materials i s’ha de parlar
d’interaccio6 fluid-estructura. Una vegada presentats aquests darrers tipus de problemes, es presenta una
série d’estratégies computacionals per simular-los mitjancant métodes d’elements finits, i es tracta un cas
a mode d’exemple: s’estudia el moviment caracteristic de vesicules (que simulen, en aquest cas, globuls
vermells) i la relacié que té el fibrinogen amb els agrupaments i la rigidesa dels globuls vermells, aixi com
els parametres fisics del problema en els que realment es veu reflectida la preséncia d’aquesta darrera
proteina, i la rellevancia dels petits canvis a cada magnitud fonamental present.

Abstract

Recent developments in the field of fluid dynamics have increased the predictive capacity of cellular-
level simulations in the fields of biophysics and medicine. This work includes a review of the fundamental
theories governing the elastic behavior of solids and the hydrodynamics of fluids. Additionally, it introdu-
ces systems where these materials are combined, which need a discussion about fluid-structure interaction.
Once these kind of problems are introduced, a series of computational strategies is introduced to simulate
them using finite element methods. As an example, an specific case has been studied: the characteristic
movement of vesicles (which, in this project, simulate red blood cells) and the relationship between fibri-
nogen and the aggregation and stiffness of red blood cells. Furthermore, the physical parameters of the
problem, in which the presence of this last protein is reflected, and the relevance of small changes in the
fundamental magnitudes of the problem, are studied.

Abstract

Los avances recientes en el campo de la dindmica de fluidos han aumentado la capacidad predictiva
de las simulaciones a nivel celular en los campos de la biofisica y la medicina. Este trabajo incluye una
revision de las teorias fundamentales que rigen el comportamiento elastico de los solidos y la hidrodiné-
mica de los fluidos. Ademas, introduce sistemas en los que se combinan estos materiales, lo que hace
necesaria una discusion de la interaccion fluido-estructura. Una vez presentados estos tipos de problemas,
se introducen una serie de estrategias computacionales para simularlos mediante métodos de elementos
finitos. Para ilustrar estos modelos, se presenta un caso practico: el movimiento caracteristico de las ve-
siculas (que, en este caso, simulan los glébulos rojos) y la relacion entre el fibrinogeno y el agrupamiento
y la rigidez de los globulos rojos. Ademas, se examinan los parametros fisicos del problema en los que
realmente se refleja la presencia de esta ultima proteina, y la relevancia de los pequenos cambios en cada
magnitud fundamental del presente.
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Capitol 1

Marc teoric

1.1 Introduccié: la materia, la seva composicié i la hipotesi del
continu

Des del desenvolupament dels marcs teorics de la mecanica estadistica i la mecanica quantica a principis
del segle passat, la naturalesa discreta de la matéria ha quedat amplament demostrada. La realitat esta
composada pel que anomenam quarks, atoms i molécules (del llati moles, massa; i -culum, petit), respon-
sables de les propietats macroscopiques dels sistemes que formen. La fisica dels medis continus s’ocupa
de la descripci6 sistematica de la matéria a escales de longitud molt grans comparades amb la molecular,
normalment fins a 8 ordres de magnitud de diferéncia. Aixi doncs, aquesta gran diversitat d’escala ailla
les teories entre elles i, tot i saber que la descripcié quantica de les particules que formen un sistema és
més que valida, no es fan servir les equacions d’Schrédinger o de Dirac per tractar problemes com els que
es desenvoluparan a aquest treball. Alguns sectors moderns de la nano-ciéncia i la biofisica exploren la
frontera entre aquests dominis, pero les lleis i fendomens que s’estudiaran a aquest treball parteixen d’un
intent de traduir la mecanica classica newtoniana per particules puntuals a un cas on es tracta amb un
cos compost, a on les interaccions entre els components no es poden menysprear. El mén microscopic
incideix en el macroscopic quasi Unicament a través de constants materials, com ho sén els coeficients
d’elasticitat i viscositat, que caracteritzen les interaccions entre quantitats macroscopiques de matéria. La
descripci6 d’un continu macroscopic ha de ser estadistica, pero les fluctuacions aleatories estan fortament
suprimides per la gran quantitat de molécules presents a qualsevol objecte d’aquesta magnitud.

Per aconseguir entendre en profunditat les caracteristiques d’aquests sistemes, s’ha de considerar també
la interaccio entre els components que els formen. Aixi doncs, a part de la omnipresent gravetat, les
forces presents a la fisica de medis continus son de naturalesa electromagnética, i es solen recollir en
les anomenades forces de van der Waals. De manera general i sense aprofundir-hi, aquestes forces séon
fortament repulsives quan les molécules estan forcades a estar més properes entre si que el que les seves
mides naturals permeten, i moderadament atractives quan les molécules es separen. Un model matematic
senzill per aquest tipus de potencial és el de Lennard-Jones, proposat el 1924 i amb unes caracteristiques
que s’adeqiien a la descripci6é anterior:
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Figura 1.1: Potential de Lennard-Jones pel dimer d’argé [13].

Les molécules es poden organitzar de diferents maneres per minimitzar I’energia i construir estructura.
Aixi, els tres estats classics de la matéria representen la competicié entre una contribucié negativa de
la part atractiva intermolecular, i la contribuci6é positiva cinética resultant de I'excitacioé térmica. Aixi,
trobam tres configuracions classiquesﬂ en funcio de la intensitat de cada contribucio:

e Solids: Al aquests materials, la part atractiva del potencial és tan potent que I'excitacié térmica
no la pot superar, i la temperatura provoca petits moviments harmonics de les molécules al voltant
d’un punt d’equilibri. Si s’apliquen forces externes suficientment intenses, aquest solid comenca
a deformar-se de manera elastica (el cos pot tornar a la seva forma original una vegada la forga
desapareix), fins que eventualment es deforma de manera plastica (el cos es queda deformat per-
manentment) o fins i tot es romp. Als solids cristal-lins, les particules s’empaqueten en patrons
repetitius i ordenats, el que permet fer un estudi rigorés de les seves propietats a partir d’unitats
basiques d’aquesta periodicitat, les cel-les unitaries.

e Liquids: A aquests materials, la part atractiva és menor que als solids, perd segueix sent dificil
que una molécula abandoni les circumdants a través d’una superficie de fluid. Els liquids tenen la
capacitat de fluir, un procés que es pot entendre com una fracturacié continua; i, sota ’accié de forces
externes com la gravetat, s’adapten a la forma del recipient que els conté. Careixen de memoria de
forma, sén poc compressibles i poden presentar processos de difusid, a on les particules de matéria es
mouen des de regions concentrades a regions poc concentrades fins assolir una distribucié uniforme.

e Gasos: Als gasos, l'excitacioé térmica veng a Iatraccié intermolecular, i les particules es mouen i
col-lisionen de manera lliure, aixi que aquests careixen de volum i forma definits, i es veuen poc
afectats per la forca de la gravetat, ja que les molécules es troben en moviment caotic constant. Els
gasos s’expandeixen fins omplir els recipients tancats que els contenen de manera rapida, i poden
fluir rapidament per adaptar-se si aquest recipient canvia de manera sobtada (per exemple, per
accié d’'un pisto).

La termodinamica classica fa servir la comoda idea dels cossos homogenis fets de mols de matéria, on
la granularitat molecular pot ser menyspreada. Quan s’estudia la fisica d’un continu, com pot ser un solid
elastic o un fluid, els quals pateixen variacions espaials de les seves quantitats termodinamiques (densi-
tat, pressio, temperatura...), es planteja una important qiiestio a nivell teoric: cal analitzar la longitud
caracteristica d’aquestes variacions i la quantitat de molécules necessaries per definir aquestes quanti-
tats de manera suficientment precisa. El nombre de molécules tractat justificara 1'ds d’una descripcio

IRealment, existeixen molts estats d’agregacié addicionals, com poden ser els condensats quantics, els estats d’alta
energia, els superfluids, cristalls liquids...



continua en funci6é de la precisié desitjada, ja que com la matéria no es continua, la fisica del continu
sempre serd una aproximacié. Aquesta descripcié permet 1'as de recursos matematics basats en funcions
continues i/o derivables, les quals faciliten amplament I’analisi dels problemes tractats. Aixi doncs, ja
que a aquest treball es tracten problemes amb longituds caracteristiques suficientment grans per validar
aquesta hipotesi, s’ofereix a continuacié un desenvolupament dels models emprats a ’hora de tractar amb
dos problemes amb medis continus: els solids elastics i els fluids [10].

1.2 Comportament dels solids: 1’elasticitat

Quan s’aplica una forca a un solid, aquest pateix una deformacio, la qual canvia la seva forma i el seu
volum. Aquests canvis es modelen matematicament de manera tensorial. Aixi doncs, s’aconsegueix un
marc teoric independent del sistema de referéncia emprat i que és capag d’arribar a resultats escalars i
vectorials partint d’unes quantes definicions i consideracions inicials.

1.2.1 El tensor de deformacions u;,

Si s’anomena x; a les components d’un cert punt del solid, i «} a les components del punt post-deformacio
(que, de manera trivial, depenen de les anteriors x;), es pot construir ’anomenat vector desplacament,
que és funci6 de les coordenades x; i es defineix de manera senzilla com:

up = T; — 5 (1.2.1)

Es prenen ara dos punts molt propers. Si el vector que els uneix tenia unes coordenades dx;, el corres-
ponent vector post-deformacié ve definit per d:):; = dx; +du;. Ara, es pot definir la distancia entre els dos
punts com dl = \/dz? + dx2 + da3, i la corresponent post deformacio com dl’ = /dx|2 + dah2 + dxy?.
Ara, fent servir el conveni de suma d’EinsteinEL i fent servir la regla de la cadena per escriure el diferencial
du; = Ou; /Oxy, - dxy, s’arribar a expressar el quadrat de la distancia post-deformaci6é com:

Ouy;
Y dr;dxi +

di? =di*>+2
+ Oxp Oxy, Oz

Com al segon terme es suma sobre els indexs 7 i k, 1 al tercer es pot intercanviar ¢ i [ sense afectar a
b

I’expressio, s’obté:

Ou;  Oup  Ou; Ouy

axk + ((91171 + (9171 axk

dl'? = di% + < ) dridxy, = dI? + 2uipdx;dxy (1.2.2)

On finalment s’ha definit 'anomenat tensor de deformacions u;; com:

1 /0u; Oup Ou Ouy
e = — — 1.2.
ik 2 ((%vk + ox; + ox; 8xk> (1.2:3)

D’aquesta definicid ja es pot extreure qualque conclusi6 interessant sobre aquesta magnitud. Es descriu
la deformacio local a cada punt del solid amb 6 quantitats independents: les components d’un tensor 3x3
simétric, és a dir, u;x = uk;, que sera diagonalitzable en qualsevol punt(tot i que pel fet de ser diagonal
a un punt del solid no té perqueé ser-ho a un altre). Aquesta diagonalitzacio fa veure que es pot entendre
qualsevol deformacié com una combinacié de deformacions (estirament/compressi6) en les direccions els
tres eixos principals del tensor (els vectors propis de la seva representacié matricial diagonal), tal com
el sentit comu ens indicava des d’un principi. A continuacid, si interessa aconseguir una formula més
senzilla pel tensor de deformacions (tot i que a aquest treball es fara feina amb deformacions no lineals),

2Donada una expressié lineal escrita com un sumatori, s’omet la lletra 3 i es condensa la notacié, entenent que I’expressié
restant implica una suma sobre tots els possibles valors dels indexs repetits presents.



s’hi pot arribar fent una suposicié de deformacions petites i negligint el darrer sumand no lineal, el qual
és diferencial de segon ordre. Aixi, arribam a la forma més comu d’aquest tensor, que ara té una definicié

purament lineal:
1 /0u; Ouy
= = 1.2.4

La traga d’aquest tensor proporciona una mesura directa del canvi relatiu del volum del solid tractat amb
aproximaci6é de primer ordre. Si es defineix ’element de volum dV = dxidxrsdrs i el seu corresponent
dV’ i s’opera amb les definicions anteriors s’arriba a :

dv' —dv
av

Aquest tensor u;; es pot explicitar per diferents sistemes de referéncia comuns, com soén el cartesia, el
cilindric o ’esféric, i s’arriba a expressions més concretes perd molt menys compactes, que es poden trobar

a l'annex 15].

= U4; (1.2.5)

1.2.2 El tensor d’esforgos o

Les forces internes que, després d’una deformacio, fan tendir el cos a la seva forma original s’anomenen
esforgos interns. Com ja s’ha comentat, sén conseqiiéncia de les forces intermoleculars, les quals tenen
un rang d’accié molt curt. Llevat de certs casos especials (on les deformacions originen camps eléctrics,
als cossos anomenats piro i piezoeléctrics), es tractara amb un rang d’accié zero, és a dir, que la forga
provocada per les parts del voltant d’una part del cos només actuara sobre la superficie d’aquella part.
Si es pren amb una magnitud vectorial que mesura la for¢a per unitat de volum (amb components
F};), es pot expressar la forca total exercida a una part del solid com una integral de volum, la qual es
pot reduir a una integral de superficie mitjancant el Teorema de Stokes:

/Fi dv = / 90ik gy — % oi dSk (1.2.6)
Oz, s

A on dS}, son les components del vector element de superficie, i o, és un cert tensor del qual la forga per
unitat de superficie n’és la divergéncia, és a dir:

_ Ooi
- 8l‘k

E; S dF =0-dS (1.2.7)
Aquest darrer tensor oy, és el que s’anomena tensor d’esforcos. Integrant-lo (o reduint 1’analisi a seccions
als plans) es poden calcular les forces anteriorment esmentades, i se’'n pot fer una analisi grafica com la
que es pot trobar a ’annex aixi com un argument de simetria (presentat a la mateixa seccié de
Pannex) per justificar:

Oik — OLkj (128)

De manera similar a com s’ha fet pel tensor de deformacions, un tensor simeétric sempre es podra diago-
nalitzar, i els vectors propis del procés representaran les direccions principals de l'esfor¢. A més, altra
vegada, el fet de diagonalitzar aquest tensor en un punt no assegura que es conservi diagonal a qualsevol
altre [I5].

1.2.3 Termodinamica de la deformacié lineal

Una vegada definides aquestes quantitats matematiques, adients per resoldre problemes de medis continus,
se’'ns planteja la situacié de combinar-les en equacions que relacionin les deformacions amb els esforgos
que les causen, i viceversa. Seguint la demostracié que es pot trobar a annex[£.1.4] s’arriba a les segiients
expressions pels tensors anteriorment definits:



o0& oF
- p— = 1-2.
7k (8uik ) S <5uik > T (1:29)

Uik = — ( o )T (1.2.10)

1.2.4 Deformacions lineals: la llei de Hooke generalitzada

Per poder fer servir aquest darrers resultats per casos particulars i relacionar els dos tensors anteriors, fa
falta conéixer I'energia lliure F' del cos com una funcié del tensor de deformacions u;;. Per aconseguir-ho,
es realitza una expansié de l’energia lliure en poténcies del tensor, els coeficients de la qual seran les
constants de Lamé, A\ i p. Aquesta expansio i posterior demostracié es pot trobar a 'annex [4.1.5
Finalment, agrupant termes i recuperant el parametre A, s’arriba a la Llei de Hooke tensorial:

2
Oik = <K — 3#) uydik + 2uuig = Aug i + 2, (1211)

El que permet relacionar els dos tensors ;% i u; per a un cos isotropic. Per obtenir la relacié inversa, es
parteix de [1.2.11]i s’hi substitueix la traga (que s’anul-a pel segon terme) o;; = 3Ku;; — uy; = 044/3K,
llavors:

1 1
Uik = 5ik01597< + (oik — §5ikUll)/2N (1.2.12)

D’aquesta darrera expressio es veu que les deformacions petites sén proporcionals a les forces aplicades,
el que sempre ha representat la Llei de Hooke. Aquesta darrera relacié general es pot concretar per casos
com compressions hidrostatiques pures, deformacions homogénies, cisalles pures...

Finalment, si es pren el resultat del teorema d’Euler per funcions homogénees, u;;0F/u;;, = 2F i s’hi

fa servir expressio
1
F = §Uikuik (1213)

Tot seguit, s’hi substitueix wu;; expressat com una combinaci6 lineal de les components del tensor .
Aplicant altre cop el teorema d’Euler, 0;,0F /00, = 2F, i comparant amb 'expressio |1.2.13

oF
0o,

Uil = (1.2.14)
On hem arribat a una darrera foérmula per calcular el tensor de deformacions a partir de I’energia lliure
expressada en termes del tensor d’esforgos, la qual es valida sempre que es pugui fer servir la llei de Hooke,
és a dir, per deformacions petites E[Q] De manera addicional, s’ofereix a I’annex un desenvolupament de
les equacions d’equilibri per casos lineals 4.1.13

1.2.5 Deformacions realistes: elasticitat no lineal, tensors de Piola-Kirchhoff

La majoria de solids tractats en ambits biofisics sofreixen deformacions de més del 5% sota esforgos, el
qual requereix fer un analisi en el marc no lineal del tensor de deformacions Es defineix la magnitud
tensor gradient de deformacions (que, com es pot veure, és un tensor no simétric), definida a partir de la
relacié diferencial entre les coordenades dels punts pre- i post-deformacio:

811 611 611

ox’ ox} Oz
po_0mi ey ox) ou 1.2.15
—on (BB 2 (1215
€L Jx3  Oxz3z  Ozs

’ ’ ’
oz oz, oz}

3En canvi, o4, = OF/Ou;), és una féormula general de la termodinamica.
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Aquest darrer tensor Fj; es pot relacionar de manera senzilla amb el vector de desplagaments 7, amb
un senzill raonament que es pot trobar a l’annex
8ui
F; = (Sij + W (1216)
€T .
J
D’altra banda, aquesta formulacié permet reflexar qualsevol deformacié com una combinacié rotacié i
estirament. Aixi doncs, es postulen dues versions del mateix tipus d’analisi, a on es pren una matriu de
rotacions R;; i dos tensors que representen estiraments, U;; i Vj;. Es tendra una versié a on primer es fa
un estirament i després una rotacié, i una altra on, de manera contraria, primer es rota i després s’estira:

Fi; = R Uy (1.2.17)
Fij = Vik Ry (1.2.18)

De manera trivial, aquest tensor de rotacions és ortogonal, RTR = 1, o bé Ry Ri; = di;. Aquesta
propietat juga un paper important a la definicié d’equacions constitutives, les quals relacionen de manera
fenomenologica la tensié i la deformacié per diferents materials. Una vegada es tenen totes aquestes
definicions, es poden estudiar les grans deformacions, o el que és equivalent, 1’elasticitat no lineal. Aixi
doncs, es prenen els elements de linia ds?:

ds® = dxdx = dxidz; = deidry + dredas + drsdes
ds"? = dedr = dalda), = da)da) + dabdal + dabday
ds* — ds'* = dxydx; — daldal = de'iEz-jdx; (1.2.19)

A aquesta darrera definicio, on s’ha inclos un nou tensor de grans deformacions E;;, hi veim la necessitat
d’expressar ds? en termes de les coordenades deformades, per tant hem de recorrer al tensor gradient de
deformacions, que compleix:

dl’k = d:E;Eﬂ A d dl‘k = Fk]dilJ; (1220)

Tractant ’equacio amb aquesta darrera propietat, seguint un procediment que es pot trobar a
I’annex 4.1.7] s’arriba a:

1
Bij = 5 (Fkilkj — 0ij) (1.2.21)
Seguint el procediment de I'annex [I.1.8] s’arriba a la versi6 final per la definicié del tensor de grans
deformacions:
1 (0u; Ou; Ouy Ouyg
Ej=s|a7+ 77+ 5777 1.2.22
2 (ax; " oz T o ax;> (1.222)

Comparant aquesta darrera expressié amb el tensor de deformacions [I.2.3] es pot veure que s’obtenen
expressions molt simil-lars perd a aquesta darrera es deriva respecte les coordenades deformades. Aixo
implica que, per fer concordar les magnituds i poder fer una teoria basada en el concepte d’energia,
caldra definir un tensor d’esforgos nou (definit en base a les coordenades 7), i arribar a una nova equacio
d’equilibri d’esforgos [§].

Abans que res, cal relacionar les magnituds de volum (utils per tractar amb esforgos) a les diferents
coordenades deformades i sense deformar. Seguint el procediment que es pot trobar a l'annex 4.1.9
s’arriba a la segiient relacio (alla on J és el jacobia del canvi de coordenades) pel diferencial de volum:

d !/
dV =detFdV' = JaV' — dV' = J 'V — J ! = d‘X//

D’altra banda, també convé relacionar les arees. Seguint el procediment que es pot trobar a ’annex

M1.10] s’arriba a:

(1.2.23)

J(Fy) 'n}dA" = nydA (1.2.24)
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Ara fent una definicié similar a perd amb les coordenades x7:
dPi = (T”n;)dA' (1225)

Alla on s’ha fet servir un nou tensor 7;;, anomenat primer tensor d’esforgos de Piola-Kirchhoff. Ara,

interessa relacionar aquesta darrera quantitat amb el tensor d’esforgos anterior o;;. Seguint el procediment
que es pot trobar a 'annex s'arriba a les dues segiients equacions equivalents:

T;; = oud (Fjr) ™! (1.2.26)
oik = TijFr;J " (1.2.27)

D’altra banda, el segon tensor d’esforgos de Piola-Kirchhoff es defineix mesurant la pressio infinitesimal
en el sistema de coordenades z:
dP} = (Sijn})dA’ (1.2.28)

Seguint un procediment simil-lar a [4.1.11] alld on es fan aparéixer el jacobia i el tensor gradient de
deformacions per relacionar coordenades en els dos sistemes i relacionar aquest tensor amb ’anterior
tensor d’esforgos oy, s’arriba a les segiients equacions equivalents:

Sij = (Fir) ™ onid (Fjr) ™" (1.2.29)
Ork — FriSiijjJ_l (1230)

Amb aquesta darrera equacio i [1.2.26] es poden relacionar els dos tensors d’esfor¢ de Piola-Kirchhoff
mitjancant el gradient de deformacions:

FriSijFij ] ' = opk = FijTrJ " — FriSij = Ty (1.2.31)

Finalment, i seguint el procediment que es pot trobar a ’annex s’arriba a 1’ equacié d’equilibri en
termes d’aquest tensor de Piola-Kirchhoft:

BTij d2$

!
b — =2t = 1.2.32
o, tobi—p s ( )

Substituint la relaci6 [[.2.31] dins aquesta darrera equacio, s’arriba a ’equacio d’equilibri en termes del
segon tensor de Piola-Kirchhoff:
a(FkiSkj) 1y /dzx/‘
b — t—0 1.2.33
o o= ( )

1.2.6 L’equacié constitutiva: el model Neo-Hooke

Una vegada es tenen totes aquestes quantitats definides, es cerca construir una teoria per ’elasticitat
per grans deformacions en base a ’energia. Aixi doncs, es defineix 1’elasticitat com la capacitat d’un
material d’acumular(que no dissipar) energia sota una deformacio. Si es defineix una funcié d’energia de
deformacio W en funci6 de les deformacions principals A;: W = W(A1, A2, A3) Es poden escriure [§] els
tensors d’esfor¢os com:

Sziiaw 5 Tziaﬂ 5 O'Z‘:(JilAiaW

A O\ O\ o\

A on només es fa servir un index per aquests tensors, ja que la derivada de W respecte les deformacions

principals dona els esforgos principals, dels quals només n’hi ha tres. Si es pren el model d’Ogden [§]

per la funci6é d’energia de deformacié W, alla a on les constants « i p queden pendents de determinar en
funcio del material i el nombre de sumands del sumatori p:

(1.2.34)

N
W =W As) = > Zi; (ASF + ASF 4+ A7 — 3) (1.2.35)
p=1
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Ara, es pren una versi6 concreta d’aquest sumatori, allaon N =11 ap, = 2:
W= “7’3 (A2 + A2+ 2% —3) (1.2.36)

Ara, ja es pot aplicar 1'equacio [[.2.34] per trobar les components diagonals d’aquests tensors de Piola-

Kirchhoff. Aixi doncs:
1 0w A A A
S; = (1+2+3>=3up

DY) VR DD F
oW >
T, = v tp A1+ ipda + ipAs = iy ;)\i

A on la constant up queda pendent per determinar en funci6 del material. D’altra banda, si interessa
relacionar aquesta funcié W amb els tensor de deformacions, postulam una expansié en termes del tensor
de deformacions u;:

1
W = Co + Cijuij + 5 Cijkitiju
On s’empra un tensor Cj;i; de 81 components potencialment diferents (les quals requereixen molts d’ex-

periments a casos generals). Es presenta a continuacio sense demostrar (veure []) la relacié entre aquest
tensor de coeficients elastics i la funcié W, pels casos lineal i no lineal:

oW O*wW
= Oty = 2 Oy = =L 1.2
0ij = Cijkitr s, Cijkl Dy (1.2.37)
62”7
Ciint(Eii) = _ 1.2.38
smi (i) OB ;0E ( )

1.3 Comportament dels fluids

La manera en la que un liquid es mou sempre ha resultat un tema fascinant per ’ésser huma, i pot
semblar una situacié6 molt més dificil de descriure de manera matematica que les deformacions de les
quals s’ha xerrat fins ara al treball. Tot i aixi, les eines i quantitats que es fan servir sébn en molts casos
les mateixes, i per a molts de fendomens que ens apareixen de manera natural podem trobar qualque tipus
de paral-lelisme amb D’elasticitat dels solids.

De manera general, els fluids no suporten esforgos tangencials a la seva superficie en repos, llavors
flueixen. Si es fa el que s’anomena una descripcié Euleriana(veure seccio del fluid, es tria un marc
de referéncia fix sobre el qual canvien els camps, llavors la trajectoria juga un paper menor. Aixi doncs,
es tractara amb un camp de velocitats 7(?, t) de tal manera que:

oY o dv 07

dt ot
Aquesta darrera expressiéo s’anomena derivada conmobil, i inclou un terme no lineal convectiu. Els
problemes amb parts no lineals dificulten molt I'analisi matematica, ja que impossibiliten 1's del principi
de superposicio, i solen ser responsables de moviments caotics i impredictibles. Aixi doncs, aquest terme
aparentment inofensiu acabara impossibilitant la resolucié analitica de les equacions que governen els
fluids, i provocara el pas a métodes de resolucié aproximats.

5V = 5T
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1.3.1 Conservacié de la massa

Si es pren una equacio general de balang d’una certa quantitat B (on se’n iguala el ritme volumeétric a la
suma del flux que surt d’una superficie i el ritme de creacio/destrucci6 en el volum):

%f - j{pB(ﬁ . 7)dS +/ rpdV (1.3.1)
s 1%

Es tractara amb la massa, que es relaciona amb la densitat com:
om Jdp
— = [ —=dV 1.3.2
ot /v ot ( )

Si es combinen les dues expressions anteriors, i s’anul-la el ritme rg per velocitats petites, s’arriba a
I’equacié de continuitat:

0

DS (pT)=0 (1.3.3)
ot

La qual ens permet veure que, per casos on ? .U =0, es tracta amb fluids incompressibles, a on la
densitat és una constant. Aquesta darrera expressio representa la conservacié de la massa o del cabdal,

ja que implica que qualsevol canvi de densitat local a un volum implica una massa en moviment cap a
fora/dins del volum estudiat [10].

1.3.2 Conservacié del moment lineal

Traduint les quantitats tipiques de massa i velocitat a un cert volum de fluid, es té que el moment lineal
és:

1_3:/ pTdV (1.3.4)
|4

Se’n pot descriure la variacié temporal amb ’equacié general de balang relacionant-lo aixi amb les
forces presents al sistemas:

8; :/V a(gt?)dv 7ﬁp7(7.ﬁ>)ds+2?+/‘/@dv (1.3.5)

Tractant aquesta equacié amb el procediment que es pot trobar a ’annex s’obtenen (juntament
amb l’equacio [1.3.3]) les equacions de Navier-Stokes per un flux newtonia incompressible [10]:

paa? + (7 - ?7) — _Vp+ n?zﬁ 7 (1.3.6)

De manera addicional i per reunir totes les expressions generals de la dinamica de fluids, es pot trobar
una secci6 sobre la conservacié de I'energia a 1’annex

1.3.3 Dificultat de les equacions i condicions de contorn

S’ha obtingut un sistema d’equacions en derivades parcials no lineals, per les quals no es disposa d’una
solucié general. Fins i tot si es pren un fluid amb densitat constant, les equacions completes (incloent-
hi ja la de continuitat) representen un gran repte matematicﬂ El sistema d’equacions en coordenades

4De fet, aquest sistema d’equacions forma part d’una llista de problemes anomenats "Els problemes del mil - leni", la
resoluci6 dels quals esta premiada amb un gran reconeixement i un milié de dolars. Actualment, dels set problemes llistats
Pany 2000, només se’n ha resolt un, la Conjectura de Poincaré [12].
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cartesianes i amb un camp U = (u, v, w) és el segiient:

@_’_@4_@—0

or Oy 0z

ot O Oy 0z  pox T\ 922 Oy? = 022 Ju 137
oo ov ov  ov_ 1op (9 o oY, (130
ot ox Oy 0z  poy "\ 522 oy? 022 Iy
afw+ua—w+va—w+wa—w—flaj 82w+82w+82w +

ot Oox Oy 0z  poz T\ Ba2 oy? = 022 9z

Aixi doncs, només es podra arribar a expressions analitiques de les variables per casos especifics, alla
on les propietats del problema permetran simplificar i/o menysprear qualque terme. D’altra banda, una
manera molt més potent per tractar amb aquestes equacions és recorrer als métodes numérics per arribar
a una solucié aproximada, entrant aixi dins el terreny de la dinamica de fluids computacional o CFD.
Per un fluid restringit a parets rigides de vector normal 7, es compleix:

_>
Ufluid * ﬁ = Uparet = T (138)
Particularment, si vpgre; = 0 es tendra vyiyiq - W =0. A més, hi ha dos casos recurrents:

e Per fluids ideals, alla on la viscositat és nul-la, no hi ha forces tangencials a les parets, i la situacio
s’anomena "slip boundary conditions"

e Per fluids reals, la viscositat no és nul-la prop de la paret i la velocitat del fluid alla és la mateixa
que la de la paret, i la situacié s’anomena "no-slip boundary conditions"

Una quantitat molt 1til a ’hora de fer servir aquestes equacions tan complicades és el nombre de
Reynolds, que ajuda a saber la importancia dels termes no lineals i caracteritza el flux tractat com a
laminar o turbulent:

inercia p(V - ?7) _pv?/L _ pvL
viscositat 77327 /L2 T
Si Rg << 1, la viscositat domina i el flux s’anomena laminar. D’altra banda, si Ry >> 1, la inércia
domina el moviment i el flux s’anomena turbulent.
Als fluxos laminars, el moviment del fluid és ordenat, estratificat i suau. El flux és en lamines paral-leles
sense mescla i cada particula segueix una trajectoria anomenada linia de corrent. Aquest régim és tipic
de fluids a velocitats molt baixes o amb viscositats molt altes. D’altra banda, els fluxos turbulents estan
caracteritzats per canvis cadtics en la pressi6 i la velocitat, i sén tipics de situacions on la velocitat és
molt alta o la viscositat és molt baixa [21].

Rp = (1.3.9)

1.4 FSI: Interaccié fluid-estructura

A sistemes amb interaccié fluid-estructura, també anomenada FSI (Fluid-Structure Interaction), es trac-
ta el comportament d’un flux fluid intern o circumdant a una o més estructures solides. Aquest tipus
de sistemes tenen una gran importancia en diversos camps cientifics com soén la fisica, ’enginyeria o
la medicina. L’aerodinamica i hidrodinamica d’un vehicle, el desplacament dels espermatozoides, sedi-
mentacions, moviment de recipients plens de liquids, o fins i tot la capacitat deformadora d’un eritrocit
travessant un capil-lar sén només uns quants exemples de la gran quantitat de situacions que requereixen
tenir en compte aquestes interaccions per arribar a resultats suficientment precisos.

L’estudi matematic exhaustiu d’aquest tipus de problemes és encara un repte, ja que la seva forta no
linealitat dificulta molt la resoluci6é de les equacions fonamentals que es fan servir. D’altra banda, els
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experiments de laboratori tenen certes limitacions, i no sempre serveixen per arribar a conclusions gene-
rals. Per aquests motius, es pot fer servir una altra eina molt potent per estudiar aquests problemes: la
simulaci6 numeérica. Gracies als avencgos de la tecnologia informatica, aquests métodes sén cada vegada
més precisos, fiables i complicats. La tasca de fabricar un codi apte per aquest tipus de simulacions pot
resultar molt complicada per mor de la combinacié de diversos formalismes fisics a dins un sol problema.
Abans que res, pero, convé escollir el punt de vista matematic que es tendra de cara a la descripcio del
solid i del fluid, aixi com el métode computacional que es fara servir per fer anant avangar el sistema en
el temps [20].

1.4.1 Punt de vista del problema: Euler, Lagrange i ALE

e Quan es pren de vista un punt de vista Euleria, les funcions depenen d’una posici6 fixa i del temps,
suposant aixi un sistema de referéncia fix. L’observador es troba a un cert punt de ’espai euclidi,
i sempre observa un mateix punt, independentment d’on es mouen les particules observades. Per
una mateixa evolucio, diferents particules poden ocupar la posicié observada, llavors aquest punt
de vista no pot oferir informaci6 sobre el canvi en les quantitats fisiques d’una particula.

Als problemes amb interaccié fluid-estructura s’acaba necessitant fer una descripcié del moviment
dels dominis i malles computacionals presents (i no només de particules i punts aillats). Aixi doncs,
una malla computacional Euleriana es pot interpretar com un conjunt d’observadors distribuits
pel domini i connectats per formar una malla de nodes. Si les particules del domini es mouen,
una malla Euleriana no varia les posicions dels seus nodes en el temps. Aquest comportament de
la malla no depén dels moviments a gran escala de les particules, i es sol escollir per problemes
anomenats CFD(Computational Fluid Dynamics), a on les particules de fluid es mouen per tot el
domini. No obstant, aquest punt de vista té els seus inconvenients, com pot ser una falta de pre-
cisi6 a casos on la malla computacional és molt més gruixuda que les dimensions del moviment en si.

e Quan es pren un punt de vista Lagrangia, I’observador es concentra en una particula especifica i
la segueix en el temps i en 'espai. Aixi, ja que la particula es mou, es poden avaluar els canvis
en les magnituds fisiques per dos instants diferents. El moviment de la particula observada es pot
descriure amb el que s’anomenen coordenades materials a I'espai euclidi, (X, Y, Z), que identifiquen
la particula dins d’una configuraci6 de referéncia(que es sol triar a ¢ = 0). Ara, la informacié
obtinguda només serveix per la particula observada, aixi que no apareixen fluxos convectius de les
quantitats mesurades i no es pot aconseguir una descripcié general de qualsevol punt del domini.
Si es té una malla Lagrangiana, es pren una referéncia (com pot ser el principi d’una simulacio), a on
els nodes estan a les posicions de les particules de material. Quan el temps avanca i les particules
es mouen, els nodes es mouen amb elles, deformant aixi la malla inicial. Un inconvenient molt
important és que aquest plantejament pot provocar que moviments irregulars distorsionin massa la
malla, provocant aixi una pérdua de precisi6 computacional. No obstant, aquest métode permet
seguir moviments a petita escala de les particules presents sense la necessitat d’un pas de malla
extremadament petit, el qual la perspectiva Euleriana requereix per donar resultats precisos. Per
tots aquests motius, aquest punt de vista és el més coma alhora d’atacar problemes anomenats
CSM (Computational Solid Mechanics).

o Aixi doncs, s’ha justificat I'is de cada tipus de punt de vista pels problemes on es tracta per separat
amb un solid o amb un fluid. Quan es tracta amb un problema d’interaccié fluid-estructura, s’ha
de recorrer a una descripcioé hibrida, i cal introduir nous conceptes com sén la interficie, moviments
relatius, alineaments entre els materials... Un observador ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) pot
triar de manera arbitraria, com el seu nom indica, si moure el punt en el que es fixa. Aixi doncs,
I'observador es pot moure independentment del moviment de les particules presents al domini. En
aquest cas, la restriccio que s’aplica és no deformar els nodes de la malla "massa", és a dir, evitar
les pérdues de precisié esmentades anteriorment. Cal introduir una incognita nova: el moviment
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relatiu entre 'observador ALE i el material. A més, per no introduir gaps(espais buits entre la
superficie banyada i la malla de fluid) els nodes d’interficie entre fluid i solid sempre s’han de moure
amb la interficie. Aixi doncs, es pren un punt de vista Lagrangia per la interficie i un punt de vista
Euleria per la resta del domini [T6].

1.4.2 Interficie I'rg i interaccid

FFS

Figura 1.2: Esquema de la situaci6é explicada i notacié emprada

La zona que delimita i separa el solid del fluid es de vital importancia al problema tractat. Com s’ha
explicat anteriorment, mai es solapen els dos dominis, i qualsevol punt tractat forma part del solid, el
liquid o la interficie I'rg. Es faran servir unes condicions de frontera anomenades no-slip conditions a la
interficie, és a dir, que no hi ha una velocitat relativa entre fluid i paret. Aixi doncs, els desplagaments
de solid ¥ i les velocitats de fluid ¥ es relacionaran com:

| =ud (1.4.1)
T'rs Irs
8—)
| =24 (1.4.2)
Irs ot Trs

De manera addicional, es necessita un equilibri de forces a la interficie per que aquesta no s’acabi rompent
per mor de les forces resultants. Aixi, cal relacionar el segon tensor d’esforcos de Piola-Kirchhoff en
coordenades materials als dos costats de la interficie amb els corresponents vectors normals, seguint la
filosofia de la formula .27 - -
Sp-np = -S5-ng
Trs
Aixi doncs, s’igualen els moduls d’aquestes dues forces de sentit contrari, provocant aixi una situacié
anomenada acoblament dinamic, ja incloent-hi els esforgos viscosos i no viscosos.
La metodologia emprada consisteix en la resolucié semi-simultania de les equacions, redirigint els resultats
de les unes a les altres en un ordre predeterminat i incloent-hi les restriccions que imposen les condicions
de contorn del cas concret. Aixi doncs, es prenen els conjunts d’equacions d’elasticitat i deNavier-Stokes
i s’acoblen mitjancant les magnituds comunes: l'esfor¢ del fluid sobre la paret i el desplagcament del
solid a la seva interficie. Les diferents castes d’iteracions, malles, aproximacions i métodes de resolucié
d’equacions emprats es descriuen al bloc computacional d’aquest treball.

(1.4.3)

T'rs

1.5 Metode de frontera submergida: IBM

Si es volen evitar 'actualitzacio i el seguiment constants de la malla, els quals requereixen de processos
computacionals complicats i dificils d’implementar, es poden cercar técniques alternatives. Aixi doncs,
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enlloc d’estar considerant en tot moment com varia la malla en funcié de les condicions de contorn a
la interficie (procés el qual segueixen la majoria d’observadors Alternative Lagrangian-Eulerian) es pot
emprar un métode de frontera submergida o IBM(Immersed Boundary Methods), proposat per primera
vegada per Michael Peskin el 1972.

A aquests models, es considera qualsevol obstacle i estructura present com una part del domini fluid, i
se’n computen els efectes sobre el flux manipulant les equacions d’una manera adequada. De manera
general, aquests métodes es poden dividir en forcaments discrets (a on es discretitzen les equacions i
després s’hi forcen les condicions de frontera) i for¢aments continus (a on les condicions s’integren a les
equacions i després aquestes es discretitzen) [4].

1.5.1 Comparacié entre els metodes de forcament

Als meétodes de forgaments discrets es sol ignorar la posicié del solid per muntar el sistema d’equacions, i
després es tracta amb les cel-les circumdants a la interficie per forgar-hi lleis de conservacio i les condicions
de contorn mitjancant interpolacions. Aixi doncs, no cal resoldre les equacions als nodes a on es troba el
solid, i es fa un seguiment més precis de la interficie (adequat per sistemes amb alt nombre de Reynolds),
a costa d’introduir la interficie directament a les propies equacions discretitzades, el qual suposa un esforg
computacional més potent que els métodes amb forgaments continus. A més, es requereix d’'una malla
molt més complexa (veure , a on el solid es localitza en tot moment i els poligons s’hi adapten, podent
donar lloc aixi a cel-les a on sigui dificil avaluar les magnituds desitjades.

En canvi, si es pren un meétode basat en forcaments continus, es pot fer servir una malla independent
del moviment del solid, que es modela com una forga extra al sistema d’equacions. Tot i requerir de la
resoluci6 de les equacions a nodes pels quals el solid esta passant (el qual pot donar problemes a fluxos
d’alt nombre de Reynolds), aquest darrer factor afavoreix els casos on es tractin interficies que separen
dos fluids de diferents densitats i viscositats (com poden ser, per exemple, els casos d’un globul vermell
o un vacuol). Aixi doncs, tot i que no ofereixen un seguiment tan precis de la interficie, aquests tipus de
meétodes son més senzills d’implementar i poden tractar sense problema grans deformacions de membrana.
Per tots aquests darrers motius, el métode de forcament escollit a la part posterior d’aquest treball és el
forcament continu [5].

1.5.2 Visi6 general dels forgaments continus

Es considera una generalitzacié de les equacions tractades i de les condicions de frontera explicades a
I’apartat alla on ara es té una quantitat d’interés 7, una interficie 85, un operador diferencial adient
L:

L(Z)=0 (1.5.1)

U= (1.5.2)

aS

Si es fa servir un métode de forgaments continus, es pren un terme de forgament ? (que o bé és el resultat
d’aplicar 'operador diferencial, o modifica a aquest darrer). La discretitzacio d’aquestes darrera equacio
(representada per claudators) incloent ja el terme de for¢ament i el nou operador L és, doncs:

2] () = (7 (15.3)

Aixi doncs, s’aconsegueix un camp solucio6 [7}, també valid a la interficie 05. Tot i que aquest métode no
té la capacitat d’influir o fixar els valors soluci6 a diferents nodes del domini, el terme de for¢ament permet
incloure diferents propietats complexes del material a les equacions (com son les propietats elastiques que
interessen a aquest treball) i el fet de no actualitzar la malla permet no fer servir interpolacions que
depenen de la posicié de la interficie 9S. Malauradament, aquest métode del forgament continu presenta
problemes alhora de tractar amb els nodes a les fronteres del fluid, llavors es sol combinar amb un métode
de forgaments discrets, que si és capa¢ d’aproximar la solucié als limits del domini. [4]
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1.5.3 Equacions emprades al metode de frontera elastica submergida

A continuacio, es presenta un model capag de simular interaccions entre un liquid incompressible i un
cos elastic a una malla cartesiana (que no correspon a la geometria real del sistema), tot fent servir
les estratégies de for¢aments continus descrites a l'apartat anterior. Es pren el conjunt d’equacions de
Navier-Stokes per un fluid incompressible , aixi com unes equacions adequades pel solid: es

descriu la posici6 d’'un punt amb (7,t)(alla on 7 son les coordenades del punt a ’estat inicial del
solid), aixi com unes condicions inicials a t =0 :

p(g—&-ﬁ-?ﬁ) —n?27+3p:7
V.7 =0
67&3’” = (?(7,t),t) a 98 (15.4)

U(Z,0) = Uo(T)
X(7,0)=Xo(7) a S

També es requereix d’unes condicions de contorn a la interficie S i una equacié constitutiva pel material
tractat, la qual en relaciona esforgos (és a dir, el forcament) amb deformacions, aixi com s’ha explicat a

la seccio Aixi doncs, es té una forga extra ? causada per la preséncia del solid al medi, la qual
depén de les coordenades del punt i de la configuracié inicial, i és rellevant a la interficie, aixi que es fa
servir una delta de Dirac per localitzar-la dins tota la superficie integrada:

B(7.0) = /S?(ﬁ,t)g(? _X (7.0 (1.5.5)

Alla on ? representa una densitat de forga que el cos aplica als seus voltants (que es calcula seguint la
teoria de la secci6 |1.2.6)), i la delta de Dirac segueix la definicio:

5(1) = [ 8(e)f@)do = 7(0) (1.5.6)

Seguint els conceptes de forgament tractats a la seccié anterior, es presentara un sistema complet d’equa-
cions, no sense abans tractar-les per, aixi com s’ha indicat anteriorment, també representar el cos com
canvis a algunes magnituds del fluid. Aixo darrer es fa mitjancant canvis en la densitat i en la viscositat
(per poder incloure un solid composat d’una membrana i un interior liquid, de lestil d’un vaciol), fent-ne
una descripcié dinamica de 'estil:

m7w=m+LM@w7—ﬁ7w@ (15.7)

Aixi doncs, s’arriba al sistema complet d’equacions que governen el sistema al métode de frontera elastica
submergida per un fluid incompressible:

p<?+7-?7>—n?27+?p:?+?
V.17 =0
p(T,t) = po + [ M(Q)3(T — X(7,0)dq
(775 *770+fs

= [(F(7.)6(F — X(T.1))dq
?7t 7(?(7,t>,t) a 08
7(70) wo(T)
7?0 XZ ?)aS

(1.5.8)
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0.1)

Segons la discretitzacié del problema, aquesta § de Dirac pot suposar un problema. Aixi doncs, per
métodes de diferéncies finites, es requereix d’una suavitzacié d’aquesta darrera, per mantenir la suavitat
de les funcions resposta en tot moment. Tot i no ser el cas tractat a aquest treball (a on s’apliquen
métodes d’elements finits), aquesta funcio de probabilitat es pot substituir i suavitzar incloent uns pesos
dependents de la finura de la malla w i una certa distribucio g, pendent de triar en funcié del cas tractat:

— K
F(Z.1) = Zw@)f@ﬂtﬁ@ ~X(@.0) (1.5.9)

Es té un sistema d’equacions complex, a on el terme de forcament ? es discretitza d’igual manera que les
forces 7 a cada node de la malla computacional, igual que I’excés de densitat massica M; perd que ja és
un conjunt de processos adequat per ser implementat a un ordinador: la influéncia i posicié de la interficie
es veuen reflectits al terme de forgament, el qual implica un canvi en la densitat. Aixi doncs, aquestes dues
quantitats son les tniques que es van modificant al sistema d’equacions (tot i que, obviament, els valors
de les altres quantitats presents van variant), suposant aixi les iniques passes computacionals feixugues

.

supp(3)
0,1) (0,1) \

%

/ﬁ‘ x % v 3

| Oﬁ( [F]

h h

(0.0)

(1.0) (0.0) (1,0) (0,0) (1.0) (0.0)

u: Lagrangian node

(a) Initial configuration {b) Representation by the forcing term (c) Discretization (d) Resulting discrete configuration

Figura 1.3: Passes esquematiques del tractament computacional del solid [4]:es pren la influéncia del
cos a l'entorn i es modela amb el forcament F' el qual s’inclou a les equacions que sén posteriorment
discretitzades. Aix{ doncs, finalment, es pren un forcament a on estaria el cos i als nodes del seu entorn,
i es resol un problema de fluids amb forces presents, a on la posicié de la interficie com a tal no entra al
sistema en cap moment.
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lCapitol 2

Marc computacional

2.1 Discretitzacié de les equacions

Si es vol fer servir un ordinador per resoldre un problema fisic, s’han d’adaptar les equacions diferencials
que el governen a la manera discreta en qué un programa treballa. Aixi doncs, es prenen expressions que
tracten amb variables continues, com poden ser la posicio, la temperatura o el temps, i s’adapten a la
naturalesa d’un ordinador.

L’analisi numeérica, que és el nom que es déna a la branca de les matematiques que s’encarrega de disse-
nyar algorismes per resoldre problemes de manera aproximada, precedeix els avengos tecnologics actuals,
i molts dels matematics més prolifics de la historia han treballat en aquest camp: el métode de Newton,
el métode de reduccié de Gauss o el métode d’Euler s6n només algunes de les técniques que es fan servir
a l’analisi numérica. Fins i tot el calcul d’una derivada, que suposa un problema elemental sobre el
paper, es pot complicar a ’hora d’implementar-lo a un ordinador, a on no es pot estendre el limit d’un
denominador fins a zero i s’ha de recérrer a una aproximacio en funcio dels valors de la funci6 a derivar
als punts circumdants al desitjat [19].

La discretitzaci6 i tractament computacional de les equacions d’elasticitat i de Navier-Stokes és un pro-
blema del qual se’n podrien escriure llibres sencers, a on es tractarien problemes com les condicions de
contorn, la convergéncia dels algorismes, métodes de relaxacié, métodes espectrals, ’algorisme de Thomas
per matrius tridiagonals, optimitzacions de les malles i del codi, i un llarg etcétera de diversos apartats
I’objectiu dels quals és facilitar el gran repte que és aconseguir resultats prou bons d’aquestes dificilissimes
equacions que, per a bé o per a mal, regeixen tants fenomens presents al nostre dia a dia. S’ofereix, a
manera d’exemple, un argument introductori a la discretitzacio de les equacions de Navier-Stokes en dues
dimensions, a mode d’exemple representatiu de les estratégies i filosofies que es segueixen als programes
fets servir a la part posterior d’aquest treball. Aquesta discretitzacié basada en el Teorema de Gauss per

a poligons es pot trobar a l’annex 7.

2.2 Enfocaments monolitic i per parts

Una primera distinci6é important entre les maneres d’abordar una simulacié d’aquesta mena és la manera
en la qual els comportaments solid i el liquid es retroalimenten a mesura que el temps avanca. Aixi doncs,
es sol diferenciar entre dos enfocaments principals: el monolitic i el particionat.

o L’enfocament particionat es basa en resoldre per separat tres blocs de software (solid, fluid i el seu
acoblament). El bloc de l'acoblament s’encarrega de transmetre les forces entre el solid i el fluid,
transmetent ’esforg del fluid sobre la paret (suposant aixi una caracteristica dinamica) cap al bloc
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del solid i la deformaci6é que pateix aquest darrer a la interficie cap al bloc del fluid(suposant aixi
una caracteristica cinematica). Aixi doncs, els nodes de la malla que formen la interficie son els
dnics que intercanvien informacié entre blocs.

Esforg Processat Esforg
- -

Bloe Blae Bloe
solid acoblament fluid
—_— JEE—

Deformacio 060858t Deformacié

Figura 2.1: Esquema dels blocs de 'enfocament particionat i del transport d’informacié entre ells

Un gran avantatge de fer servir aquest enfocament és el fet de poder fer servir blocs de codi pel solid i
el fluid comercials ja existents, els quals ofereixen un nivell de resolucié molt alt, i permeten estalviar
el temps que requeriria el desenvolupament d’un codi completament nou. No obstant, poden sorgir
problemes a I’hora d’adaptar aquests codis amb el bloc d’acoblament de manera eficient. A més,
la posicié de la interficie no es coneix a priori i és variable en el temps, el qual implica fer-ne un
seguiment que pot ser feixuc i conduir a errors. Finalment, el fet d’evolucionar ambdos sistemes per
separat impedeix fer prediccions llunyanes en el temps sense haver d’intercanviar un gran volum
d’informacio, el qual limita ’aveng temporal que es pot realitzar amb cada iteracié de la simulacid
[20] [16].

e L’enfocament monolitic es basa en resoldre totes les equacions de manera simultania, és a dir,
resoldre un sol sistema d’equacions global que simula el solid, el fluid i la seva interacci6. Aixi
doncs, cal fer servir un codi global, que inclogui tota la fisica present al sistema. Les condicions
d’interficie van implicites al procés de resolucid, i aquest enfocament té la capacitat d’aconseguir
resultats més precisos(el sistema es resol de manera exacta, i els errors venen donats pels propis
métodes de resoluci6 numeérics) a costa de fabricar un codi més complex. Aixi doncs, crear un
codi amb enfocament monolitic requereix de més temps, experiéncia i coneixement computacional

[20][16].

Cal esmentar que aquestes no séon les dues tniques maneres de construir blocs de codi que resolguin
aquests tipus de problemes, ni séon contraries 'una de laltra. Amb els rapids avengos tecnologics, s’han
desenvolupat altres técniques mixtes, a on la frontera entre monolitic i particionat es torna menys clara.
A més, existeixen diverses definicions per aquests darrers enfocaments a la literatura, segons I’ambit en
el qual es fan servir.

2.3 Estrategies d’iteracié i convergencia per ’enfocament per
parts

Alhora d’arribar a solucions de les equacions dinamiques en I’enfocament particionat, sorgeix el dubte de
com fer evolucionar el temps i quantes vegades cal computar les magnituds desitjades de cada bloc a cada
passa temporal per aconseguir resultats prou precisos. Aixi doncs, els diferents enfocaments que sorgeixen
d’intentar contestar aquests dubte es solen classificar en el que s’anomenen les estratégies d’acoblament
feble i fort:
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Acoblament feble: A aquest tipus d’enfocament del problema, el sistema de fluid i solid es resol
un nombre fix de vegades per bot temporal de manera particionada, i no sol bastar per recrear
I'exactitud de I’enfocament monolitic. Tot i aixi, si la interaccié entre els dos sistemes és feble,
aquest tipus d’iteracié pot ser suficient per aconseguir resultats bons. Aixi doncs, per fluxos amb
nombre de Reynolds baix, on la velocitat és baixa i la viscositat és alta, i amb solids poc elastics, un
acoblament feble permet estalviar recursos computacionals i tenir un control absolut de ’evolucié
temporal del sistema.

Acoblament fort: D’altra banda, si es desitja fer un analisi més precis (o el propi problema ho
requereix, pel fet de tenir una forta interaccié i nombres de Reynolds elevats) es pot triar un
enfocament on es subitera a cada bot temporal, és a dir, es fan multiples calculs de la solucié
i de la interaccid a mesura que el sistema avanca una passa en el temps. Aixi, es pot triar el
que s’anomena un criteri de convergéncia per la condicié d’interficie aconseguint aixi que
estratégies particionades puguin recrear la solucié monolitica amb una precisié arbitraria escollida
a priori. Obviament, aquest tipus d’acoblaments consumeixen més recursos computacionals, i no
permeten saber de forma anticipada el temps que tardara el programa en arribar a una solucioé
acceptable. Tot i aixi, aquest tipus de resolucié encara sol resultar més rapida i eficient a nivell de
recursos que la monolitica, la qual requereix un gran esfor¢ computacional per crear un codi nou
que resolgui simultaniament tot el problema [16].

ests dos métodes d’iteracié per estratégies per parts es poden esquematitzar de manera senzilla en el

seglient arbre de decisions [18]:

Malles inicials
de solid i fluid

\L ( ; s No Si
Modificacio de la :
[ Soluci6 del CFD ] Final

L malla de fluid
v

,

Resultats de velocitat,

ressio i forces a la interfici
ot fort Convergéncia?

v Acoblamm®
Resultats de / Acoblament feble

[ Soluci6 del CSM ]
deformacions

Figura 2.2: Esquema del procés logic seguit als dos enfocaments d’acoblament explicats per metodes
particionats. CFD= Computational Fluid Dynamics, CSM=Computational Solid Mechanics.

2.4 Tecniques de malla

Com ja s’ha esmentat amb anterioritat, la resolucié6 numeérica del problema FSI passa per definir una
malla de nodes, els quals permeten avaluar les funcions incognita a diferents punts del domini. La primera
pregunta que cal respondre alhora de construir aquesta xarxa és si el fluid i el solid s’han d’alinear a la
interficie, i si les condicions d’acoblament entre els dos dominis es transmeten com un moviment d’interficie
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o com lligadures sobre les equacions que governen el sistema. Les dues principals maneres de tractar amb
la malla sén el que s’anomenen les malles conforming i non-conforming.

e Meétodes de malla conforme: A aquest tipus de malla, les condicions d’interficie sén una
condici6 de contorn fisica, llavors es considera la ubicaci6 de la interficie com una part de la solucié
i es requereix de malles que s’ajustin a la interficie en tot moment. Per mor d’aquesta darrera
condicio, es requereix d’una actualitzacié constant de la malla a mesura que el sistema evoluciona
en el temps, la qual pot implicar un cost computacional més elevat i una complicacié dels poligons
emprats a la simulacié. En general, aquests tipus de malla s’empren a simulacions amb observadors
ALE, i també poden servir per fer métodes d’interficie submergida de for¢cament discret (veure
1.5.1))

e Meétodes de malla no-conforme: En canvi, a aquest altre tipus de malla es tracta la localitzacio
de la interficie i les condicions [[.4.2] com lligadures imposades sobre les equacions del model, de
tal manera que s’asseguri que les equacions emprades segueixin sent valides. D’aquesta manera, es
poden resoldre el solid i el fluid, ja sigui de manera conjunta o separada, sense haver de re-formar
la malla després de cada passa temporal.

La majoria dels enfocaments per parts fan servir malles de tipus conforme, a on la malla s’ajusta al
moviment del solid. D’altra banda, els métodes immersos monolitics (veure , que representen la
majoria dels darrers avencos en el camp de la interaccio fluid-estructura, es basen en 1'as de métodes de
malla no-conforme. Aquesta diferéncia entre les dues principals estratégies de mallat es pot veure a la
segiient figura, a on un cos esféric es desplaga per un domini rectangular [20][I6]:

!
—

Figura 2.3: Exemples de malla conforme(verd) i no-conforme(blau) pel moviment d’un cos esféric dins
un fluid. A Vesquerra, es té t = ¢y, i a la dreta, t = to > ¢ [20].
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lCapitol 3

Analisi d'un cas concret: els globuls vermells

Una vegada es té tota la teoria d’elasticitat, dinamica de fluids i del tractament computacional de la seva
interacci6 adequada, es planteja 1’objectiu d’aconseguir recrear i simular casos d’interacci6 FSI reals.
Concretament, a aquest treball s’ha fet feina amb vesicules, és a dir, estructures fetes d’un citoplasma
envoltat d’una bicapa de fosfolipids, la qual admet deformacions pero és inextensible.

La forma i el comportament de les vesicules esta quasi completament marcada pel seu entorn, aixi
que magnituds com la rigidesa de curvatura, la tensié superficial, la pressié osmotica, la viscositat o la
diferéncia de pressions soén crucials per entendre l’evolucié d’aquests sistemes. A més, la preséncia de
camps o potencials d’interacci6 eléctrics també pot provocar forces extra al sistema, les quals no sempre
poden ser negligides si es vol arribar a un resultat realista des del punt de vista biologic. També es
pot tractar amb sistemes de multiples vesicules (com pot ser, per exemple, un doblet) i estudiar-ne el
comportament sota diferents potencials d’interaccio, condicions de contorn, canvis en els parametres de
rigidesa & i viscositat 7, diferents nombres de Reynolds Rg... [11]

3.1 Els globuls vermells i el fibrinogen

Seguint la definicié anterior, es modelen els globuls vermells com vesi-

cules que contenen un citoplasma de diferent viscositat i densitat que IR
el plasma sanguini exterior. Tot i que aquestes célul-les tenen una gran

varietat de formes i mides, es pren un model generalista, a on el globul

vermell té forma de disc biconcau i té un tamany d’aproximadament

Tum de diametre. Aixi doncs, per fer-ne simulacions en dues dimen-

sions, es prenen unes formes inicials com les que es poden veure a la

figura adjunta, a on, ldogicament, la membrana passa a ser unidimen-

sional. D’altra banda, es tracta amb fibrinogen, una proteina soluble ]
del plasma sanguini responsable de la formacié de coaguls, ja que es

pot transformar en fibrina mitjancant la trombina, i aixi formar capes

de plaquetes. Tot i no implementar aquesta proteina de manera fisi- i
ca, se’n té en compte la preséncia mitjangant canvis en els pardmetres
del sistema, per aix.i estudiar-ne la ir.lﬁuénga en els agrupaments de Figura 3.1: Model senzill 2D
globuls vermells. Aixi doncs, no es discuteix el mecanisme d’agrupa-
ment en preséncia de fibrinogen, sind que se’n cerca la causa fisica real:
augments de la rigidesa de la membrana, un augment de la viscositat
del plasma, una mescla d’efectes amb diferents pesos [I7]... Tot i que
aquests agrupaments es veuen afectats per altres fendomens, com pot ser la interaccio eléctrica entre mem-
branes, aquest treball es limita a I’estudi dels efectes hidrodinamics de la preséncia d’aquesta proteina.

per un doblet de globuls
vermells.
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3.2 El metode DCIB i els seus avantatges

La condicié d’incompressibilitat o de camp solenoidal (? U = 0) és dificil de mantenir quan es
fa una simulaci6é d’interacci6 fluid-estructura de frontera submergida, i proporciona errors importants en
molt dels métodes emprats, ja siguin amb elements o diferéncies finites, el qual provoca 1'as de técni-
ques mitigadores, perd que no solucionen el problema d’arrel, o d’altres solucions més dificils, perd que
dificulten D’aplicabilitat del métode (com per exemple, reduint-lo a dominis periodics) resultant a costa
d’assegurar que es compleix la condici6 desitjada.

Al métode emprat a aquest treball s’empra una técnica anomenada divergence-conforming B-splines, la
qual empra una versio general de les funcions de Raviart-Thomas que assegura la condicié de camp sole-
noidal a cada punt, aixi com diverses propietats numeériques (continuitat interelemental d’ordre superior,
no negativitat...), que el fan idoni per tractar amb casos de frontera submergida a on el solid té una
co-dimensi6 nul-la, és a dir, es veu només representat per un forcament, que és justament el métode
per frontera elastica que s’havia explicat a Aixi doncs, el métode s’anomena DCIB: divergence-
conforming immersed boundary, 1 aconsegueix solucionar aquest problema del camp solenoidal a la vegada
que resulta especialment apte per casos amb frontera elastica submergida [6].

Finalment, de tots els métodes i estratégies introduits a la part computacional del treball, cal especificar
quins es fan servir al métode DCIB emprat:

e El problema es resol des d’un punt de vista Euleria, a on es té un conjunt d’observadors fixos que
formen una malla de nodes, pels quals les particules de fluid van evolucionant en el temps.

e Es fa servir un métode monolitic, a on tot el problema es resol al mateix codi i no s’ha d’acoblar
cap soluci6 de bloc de software independent.

e Es fa servir una malla no-conforme, a on la malla no es va actualitzant amb el moviment del solid
i la influéncia d’aquest darrer es veu representada per lligadures sobre les equacions.

e S’empra un meétode de frontera submergida de forgcaments continus, a on les forces que el solid
exerceix al seu voltant s’inclouen a les equacions i aquestes séon discretitzades a posteriori.

3.3 La simulacié: equacions, magnituds i domini

S’estudia la interaccio de dues vesicules a un domini quadrat finit (que s’ha pres d’aproximadament 0.02
cm de costat, amb mides superiors a les realistes per aconseguir simulacions més curtes) amb un gradient
de velocitats (mesurat pel que s’anomena un shear rate ¥, escollit aqui de 160 s~!) a on les parets superior
i inferior tenen velocitats diferents i contraries, condicié que es va estenent al domini (no-slip condition) a
mesura que el temps avanga. Com s’ha esmentat a la secci6 anterior, es té un domini periodic que facilita
la simulaci6, és a dir, que tot el que "surt"per la dreta, "entra"per I'esquerra i es fa servir el sistema
d’equacions tot especificant la forca (que havia quedat pendent, en funci6 del material) que la
vesicula bidimensional exerceix als seus voltants derivada a [2]:

F= (HCLSQ + Ky = C’§) n + Ts t (3.3.1)

Alla on k és la rigidesa de la vesicula, C' la seva curvatura, i £ és un multiplicador de Lagrange que
assegura que la vesicula segueixi sent inextensible. Per evitar inestabilitats numeériques, es pot substituir
aquesta darrera variable per:

£=4C10* - 1) (3.3.2)
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Alla on C7 és el modul de dilatacio i € és la relacié d’estirament (un quocient entre les longituds finals i
inicials). A més, en tot moment es considera un parametre A, que mesura la relacio entre les viscositats
del citoplasma i del plasma sanguini exterior:

nint.
A= 3.3.3
Text. ( )

Es poden trobar els nombres de Reynolds emprats a cada simulacié a Pannex [£:3:4] Tot i poder obtenir
resultats numeérics, es considera 1’output grafic per facilitar la interpretacié dels resultats. Aixi doncs,
s’aconsegueix una evoluci6 de les dues vesicules en el temps (que a les simulacions realitzades, ha estat
d’aproximadament 0.2 segons), a partir d’una situacio inicial com la de la ﬁgura aixi com unes linies
de camp calculades com integrals de convoluci6é del camp de velocitats, del qual també se’n ofereix la
magnitud en una escala de color [6].

3.4 Resultats

3.41 Cas1: 4=160s"!, k =2-10"1% ecm?/s*, A = 3.76

A la primera simulaci6é presentada, es pren una relacié entre viscositats A menor a la considerada real,
que esta al voltant de 5. Aix{ doncs, es pren un plasma més viscos (fet que representa, en aquest cas, una
concentracié de fibrinogen superior a la estandard), que passa de tenir = 0.01P a n = 0.0133P. Com
s’ha esmentat, la posici6 inicial és la de la figura [3.1] i s’aplica una gradient de velocitats a les parets per
provocar una mena de flux de Couette. L’evolucié completa del doblet es pot trobar a I'annex [1.3.3]

Figura 3.2: Evolucié del doblet de vesicules amb les condicions del cas 1.
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Es poden observar diversos fenomens afavorits per 'augment de viscositat del plasma. Com reflexa
la magnitud de la velocitat vertical, aquestes dues vesicules es troben i s’envolten I'una a l’altra, a la
vegada que fan un moviment anomenat tank treading: com el seu nom indica, la membrana de la cél-lula
fa un moviment de tipus roda de tanc, on la paret es mou perd la vesicula en si no es mou del lloc,
reduint aixi el fregament amb el flux i mantenint a la vegada la seva forma biconcava. La velocitat
vertical també provoca una lleu deformaci6é del doblet, i es pot observar que el doblet es manté agrupat
fins aproximadament ¢ ~ 10~ !s.

3.4.2 Cas 2: y=160s"!, k=2-10"1% em?/s*>, A\ =5

A la segona simulaci6, es manté la mateixa rigidesa de la vesicula x i el mateix shear rate 7, mentre que
no s’augmenta la viscositat del plasma (n = 0.1P) i es presenta un valor suposadament real per la relacio
de viscositats A. L’evolucié completa del segon doblet es pot trobar al final de 'annex.

Figura 3.3: Evolucié del doblet de vesicules amb les condicions del cas 2.

A aquesta altra simulacio, s’han pogut observar els efectes de mantenir una viscositat del plasma
menor. Altra vegada, les particules parteixen d’una posici6 inicial com la de la figura[3.1] i es comencen
a enrevoltar a la vegada que es deformen per mor de la seva interaccio. Les velocitats verticals (veure
t = 8- 1072s) provoquen un moviment anomenat tumbling: com el seu nom indica, les cél-lules tenen
un moviment més caotic i irregular, i perden la seva forma biconcava, augmentant aixi el fregament i
perdent eficiéncia en el transport d’oxigen. Una vegada es separen, i cada una acaba a cada costat del
domini, segueixen mantenint aquest moviment de tumbling (veure t = 2.2-1071s). Aquest comportament
és caracteristic de fluxos més intensos, és a dir, amb nombres de Reynolds superiors: la reducci6 de
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viscositat  augmenta el valor del quocient Finalment, es pot observar un augment del temps
que les vesicules passen agrupades, fins aproximadament ¢ ~ 1.4 - 10~ 's, fet que pot estar provocat pel
canvi de A: si és prou elevada, es passa a un tipus de flux més dominat per la inércia, més turbulent, i
s’afavoreix el moviment de tumbling.

3.43 Cas 3: y=160s"!, k=2-10"%g cm?/s*, A\ =5

A la tercera simulaci6, es presenta un cas amb la mateixa viscositat realista de plasma que a ’anterior
A = 5, perd amb un augment d’un ordre de magnitud de la rigidesa de la bicapa de la vesicula k.
Aixi doncs, s’estudia un possible efecte de la preséncia del fibrinogen en la rigidesa de la paret cel-lular.
L’evolucié completa del tercer doblet es pot trobar al final de ’annex.

=01

—-1.6e01

t=16-10"15)E

Figura 3.4: Evolucié del doblet de vesicules amb les condicions del cas 3.

Es pot observar una gran resisténcia a la deformacié (fenomen que, per 'augment de rigidesa, era
previsible) aixi com un moviment de rotacio, similar al tumbling del cas 2, pero sense deformacio associada
(mantenint aixi la hidrodinamica de la forma de disc biconcau). Una vegada separades, mantenen altra
vegada aquest tumbling, ja que segueixen rotant de manera semi-caotica (veure t = 2.1-1071s). El doblet
es manté agrupat fins a ¢ ~ 1.4-107 s, suposant aixi un temps similar al del cas 2 i, altra vegada, superior
al del primer cas.
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3.5 Conclusions i perspectives de futur

e De manera general, s’ha aconseguit reproduir comportaments reals (com son el tank-treading i el
tumbling) a partir d’'un codi construit en base a la teoria elastohidrodinamica explicada a la part
introductoria del treball. Aixi doncs, variant parametres fisics de la simulacié com soén la densitat,
la viscositat o la rigidesa es pot observar tot un ventall de fenomens associables a diverses causes
biologiques (com poden ser malalties associades a les concentracions de fibrinogen i a la rigidesa de
la membrana dels globuls vermells), fet que indica que el programa pot arribar a ser util en, per
exemple, amb un objectiu de de disseny d’experiments. Aixi doncs, es pot comprovar la capacitat
dels eritrocits de mantenir la seva forma i el temps que passen agrupats en funcié de les variables
presentades a les simulacions mitjancant experiments in vitro, a on s’estudias el flux sanguini a
nivell cel-lular, revisant aixi la preséncia de possibles problemes de coagulaci6 i trombosi a diferents
mostres de sang.

o Tot i que el shear rate 7 emprat és elevat (valors menors implicarien simulacions molt més llargues),
s’ha pogut comprovar la gran influéncia de la relacié de viscositats A en el comportament de les
vesicules. Aixi doncs, es podria afirmar que els canvis en la rigidesa s tenen una gran influéncia
sobre la forma de la vesicula, perd que no s’han vist grans correlacions entre aquest parametre i
el temps que els globuls vermells passen agrupats. Tot i aixi, com ja s’ha comentat a ’apartat
anterior, aquesta darrera relacio seria facil de comprovar a nivell experimental, ja que la rigidesa
de la membrana dels globuls és un factor flexible a experiments amb vesicules artificials. D’altra
banda, quan s’ha fet servir una viscositat pel plasma superior a la estandard, el resultat ha estat
contra-intuitiu: els globuls vermells han passat agrupats menys temps que als altres dos casos (tot
i que la hipotesi era que modelar la preséncia de fibrinogen mitjancant la viscositat del plasma
sanguini faria arribar a temps superiors), fet que ens pot indicar que el model no funciona bé per
casos amb nombres de Renyolds inferiors, a on no es déna tumbling, moviment que pel seu caracter
rotatori afavoria I’agrupament. Cal tenir en compte que el programa fet servir no és més que un
model, a on la paret no té gruix, es modelen els batecs com velocitats a les parets, les vesicules sén
molt grans, el fibrinogen no té un fregament associat, es pren sempre la mateixa configuracio inicial
i només es fan servir dues vesicules; llavors la seva validesa és limitada i s’haurien d’estudiar els
rangs de treball realista de cada parametre fisic present, i veure si fer servir relacions de viscositat
A menors que 5 realment té sentit.

e Finalment, es poden proposar diversos estudis i experiments per aprofundir més en aquest tema
i en concret, aquesta simulaci6. Aixi doncs, es podria fer un estudi exhaustiu fent variar cada
parametre poc a poc per veure'n la influéncia real (tot i que aixd implicaria moltes simulacions),
es podria mirar d’incloure una paret amb un gruix finit, fer simulacions amb mides més realistes,
construir un codi més eficient o més realista, i de cercar qualque métode de frontera submergida
alternatiu i mirar de reproduir-hi aquests comportaments, i si és possible, altres fendomens propis de
la elastohidrodinamica i la hematologia, tot recolzant qualsevol potencial resultat amb experiments
al laboratori que reprodueixin les mateixes situacions. Aquest tipus d’estudis son molt interessants
des del punt de vista meédic, a on un petit canvi en es parametres d'un flux tan senzill com el
tractat pot suposar un greu risc de salut; i una simulacié molt refinada podria arribar a ajudar a
una comprensié més profunda (i, per tant, una major capacitat d’anticipacio) d’aquestes malalties.
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lCapitol 4:

Annex

4.1 Solids

4.1.1 La traga del tensor de deformacions

Es pren un tensor de deformacions u;; préviament diagonalitzat respecte tres direccions perpendiculars
— = =y
ni, N2 1 N3:

Uil O 0
0 U292 0 (411)
0 0 uss

Geomeétricament, aixo significa que els elements de linia infinitesimals en les direccions n; es mantenen
perpendiculars després de la deformacié. Aquestes direccions s’anomenen les direccions principals de la
deformacio, i els valors propis w11 ugo 1 ug3z s’anomenen deformacions principals. Si es consideren les tres
linies materials(en les direccions principals de deformacié) que surten d’un punt qualsevol i formen un
paral-lelepipede rectangular de costats:

dSy,dSs,dSs

Que s’han expandit segons el tensor de deformacions fins:
dS1(1+ ui1),dS2(1 4 ug2), dSs(1 + uss)
Es pot calcular el canvi A(dV') com:
A(dV) = dS1dS2dSs(1 4 u11)(1 + uo2)(1 4 uss) — dS1dS2dSs = dV (u1y + ugs + uss) + o(u?)
Per petites deformacions, es menyspreen els termes d’ordre superior [22]:

AdV dV' —dv
EZV ) = av = U171 + U2 + U33 (412)

4.1.2 El tensor de deformacions en coordenades cilindriques i esféeriques

En coordenades cil-lindriques (r, 0, z), el tensor de deformacions w;j en funcié del vector de desplagaments
U = (ur,ug, uz) s’escriu com [I]:

Our _ Low U Ou,
Upry or Upo ) 00 0 Uz 92
10u, Oug Ou,  Ou,
2u0z = 779 87 5 2uz'r = ) B} (413)
g —r D (22) 100 T
T T or \Ur r 00



En coordenades esfériques (r, 0, ¢), el tensor de deformacions u;; en funci6 del vector de desplagaments

U = (ur, up, ug) s’escriu com [1]:

_ Our _lue  ur
Uypyr = or , Ugg = r r
s — 1 % Ur ugcotd
P07 rsind 0¢ r r
o _sin&ﬁ(w) 1 %
99 = 707 90 \sind rsind 0¢
Y — 1 Ou, . 7“2 (%)
T rsind 0¢ or \r
U9 = 7"2 (%) + laur
" e r 00

4.1.3 Interpretacié del tensor d’esforgos o

Prenem un tensor o;; en coordenades cartesianes:

(4.1.4)

e 0., representa una forca perpendicular per unitat d’area perpendicular a l’eix x, és a dir, la forga

és en leix ©

e 0y; 1 0., representen les components tangencials, és a dir, forces tangencials per unitat d’area
perpendicular a ’eix x, és a dir, forces en els eixos y i z.

El fet de traduir quantitats tensorials a casos coordenats no sempre és facil, i esquemes com el segiient
(a on, enlloc de z,y, 2, s’empren els nombres 1,2,3) poden resultar ttils per exemplificar els anterior
significats de les components del tensor o;:

Figura 4.1: Components cartesianes d’un
tensor d’esforgos a les diferents cares

d’un cub [14].
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Figura 4.2: Esquema de la situacid
descrita per justificar la simetria del
tensor d’esforgos [9].

Ara, s’imposara simetria sobre aquest darrer tensor, donant un argument simple perd no del tot
rigorésﬂ Es pren ara una capsa rectangular amb costats a, b i ¢. La forca tangencial en la direcci6é y a
una cara del pla x és o,,.bc, mentre que la forca en la direccié = a una cara del pla y és ozyac. En un

IDe fet, la propia definicié del tensor d’esforcos no requereix que aquest darrer sigui simétric. A Dlargument oferit,
s’anul - la el moment de les forces externes. En un cas general, ’equilibri anul - la el moment total, suma del de les forces
internes i externes. Aixi doncs, 'argument del moment falla en general, i és inttil si el tensor d’esforgos ja es simeétric des
d’un principi, pero ofereix una bona idea intuitiva de les forces i magnituds que representa.
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equilibri mecanic i amb forces de signe oposat a cares oposades d’un cos, aquestes s’han de cancel-lar, i
se’n pot calcular el moment de forga a un punt qualsevol (escollim el canto6 inferior esquerre):

M, = aoyzbc — bogyac = abe(oyy — 0gy)

A on els moments dels elements diagonals es cancel-len automaticament. Per romandre en equilibri,
aquest moment ha de ser nul, i les components 0,y i 0y, han de ser la mateixa. Aixi doncs, per aquest
tensor simétric es tenen sis components independents , i es compleix:

4.1.4 Demostracié de les equacions termodinamiques pels tensors u;; i 0

Es considera una deformacié d’un cert cos, determinada pel canvi del vector desplagament du;. Si es
calcula el treball per unitat de volum de les forces internes §W (integrant la forga pel desplagament, per
tot el volum), es té:

/ SWdV = / 09k 5. av

axk

A continuacio, es resol aquesta integral per parts i s’arregla el primer terme amb el Teorema de Stokes,
on es torna a fer servir dSy per representar les components del vector element de superficie:

ou;
/ SWdV = f oindu;dSy — / o 0% gy
8xk

Si es considera un medi infinit, es pot escollir una superficie tendint a infinita per la primera integral, el
qual provoca que el tensor d’esforcos s’anul-li en superficie. Aixi doncs, queda només el segon terme, el
qual es pot reescriure fent servir les propietats de simetria del tensor o;x:

Odu; 1 Odu;  Oduy 1 Ou;  Ouy
OWdV = i dv = —= i dv = —= k0 dv = — ikOU;dV
/ /Ukaxk 2/0k(5‘xk+3xi) Q/U/g (&’ck_'—@mi) /Ukuk
S’arriba a una expressio senzilla pel treball per unitat de volum realitzat per les forces internes en funcié
del canvi del tensor de deformacions:

oW = fa,-k(Suik (415)

Les deformacions on el cos torna naturalment fins la seva forma original s’anomenen elastiques. Per
deformacions més potents, la cessié de la forga pot no implicar una desaparici6 total de la deformacio:
aquestes son les deformacions plastiques. A I'analisi termodinamic segiient, es consideraran deformacions
elastiques, i processos termodinamicament reversibles(on es pot assumir equilibri termodinamic a cada
passa del procés). Aixi doncs, prenent magnituds relatives a l'unitat de volum del cos com l'entropia S
o lenergia interna &, prendrem el primer principi de la termodinamica i farem servir el resultat anterior
pel treball:

d& =TdS + o;dug (4.1.6)

A continuacio, introduint I'energia lliure del cos F'= & — T'S, es té:
dF = —SdT + o;,u% (4.1.7)
Ara, es defineix el potencial termodinamic & com:
=& —-TS — o;puip = F — ojpuip (4.1.8)
Substituint aquest darrer resultat a ’equacié per l’energia lliure, obtenim:
d® = —SdT — u;pdog (4.1.9)

Ara, fent servir aquests diferencials per expressar els tensors en termes de les derivades dels potencials
termodinamics, podem obtenir formules tutils com sén [A.
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4.1.5 Demostraci6 de la Llei de Hooke generalitzada

De manera logica, com u;;, implica ok, 1 04, = OF/Oug, no hi ha terme lineal a aquesta expansio. D’altra
banda, com F' és escalar, s’ha de construir termes escalars a partir del tensor de deformacions u;;, com
son el quadrat de la traca wii’i la suma dels quadrats de totes les components ufk:

1
F=F+ iAu%l + pu, (4.1.10)

D’altra banda, es pot descomposar qualsevol tensor de deformacions en una contribucié del que
s’anomena cisalla pura(canvi de forma sense canvi de volum, amb traga nul-la) i el que s’anomena una
compressio hidrostatica (canvi de volum sense canvi de forma, amb u;; = Cd;x) 1 queden dos sumands,
representants d’aquests dos fenomens:

1 1
Ui = (uik — géiku”) + g&'ku” (4111)

Combinant aquestes dues expressions, podem expressar ’energia lliure F fent servir aquest tipus descom-
posicio(on prenem com a dos escalars independents les quantitats (u;, — %(5iku”)2 iu:

1 1
F = ,u(uik — géiku”)Q + §Kul21 (4.1.12)

Alla on s’ha introduit el modul de compressié hidrostatica K = A + %,u > 0. Ara, ja es pot escriure el
diferencial total dF":

1 1
dF = Kuyduy + 2p(uir, — gulléik)d(uik - gulléik)

Ara, es fa servir I'expressio (16) i que duy = d;pduy:

1
oik = Kuybi, + 2p(uir — gull(sik)

4.1.6 Relaci6 entre el gradient de deformacions i el vector desplacaments
Es pren la definicié escrita en components i es deriva cada una de les tres equacions respecte x}, x5
iah:

=2 4+w , my=ah+uy , x3=2%+u3

dry Oy | Ou dry Oy | Ou Odry Oy | Ou

ort  oxy Oz} ' Oxf, Oxl, Ozl ' Oxzf Oxf Ol
Odxo Oy | Ouy dxy Oy | Ouy dxy  Oxy | Ouy
oz} ox) oxy ’ Oxf Oz, 0Ozl = Oz Oxf Oz}
Odxs  Oxy  Ous drs  Oxy  Ous drs  Oxz | Ous

oz} ox) oxy ’ Oxf Oz, Ozl = Oz Oxf Oz}

De manera senzilla, podem veure que el primer sumand de totes aquestes equacions es pot agrupar en
’ ’

triu. 1 ] t¢ ox; . té ox; .
una matriu, la qual te uns per oz’ 1 Te zeros per dT; :

i

ox) 9% 8:5;3
ox, Oxy 0
0z} 6x’? Bx%
oxly Oxh Oxy
oz Oxfy Oxh

Il
S O =
o = O
= o O
|
>,
S
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D’altra banda, el segon sumand es pot contreure com:

8u1 8u1 c’)ul
or, 0oxl, 0Ox
OU; 8u§ 3ug ~ Ouy
ozt Oz, x| ox’
oz} Oxf, Oz}

Aquesta darrera equacioé ens permet veure que derivar respecte xf, x4 i % atorga la definici6 del gradient
de deformacions. Aixi doncs, s’arriba a la definicio [T.2.16] pel tensor Fjj:

8u1 aul aul
!/ ! !

Fi, Fo Fis 100 g g On

Fy Fp Fyy| = (0 1 0]+ |75 - - (4.1.13)
x) Ozl Ozl

F31 I3y I33 0 0 1 us  Ous Ous

oz} Oxfy Oz}
4.1.7 Relaci6 entre els tensors F;; i Fj;
Substituint les propietats [I.2.20] a 'equacio [I.2.19] es té:
da Fy; Fjday — dojde; = 2dx; Ejda;
Ara, s’aplica la delta de Kronecker com dx; = d;;dx’, i s’arriba a:

D’on es poden agrupar termes:
dx; (sz‘ij — 6ij — 2E¢j) dZZ?; =0

Com les coordenades dz i d:c;. no soétn zero, s’obté que:
Fk7Fk] — 5” — QEU =0— 2EU = Fk,FkJ — 5ij

D’on, finalment, ja es pot arribar a 'equaci6 desitjada [I.2.21] que relaciona aquests dos tensors.

4.1.8 Tractant amb el tensor Lj;

Si a1 equaci6 [I.2.21] s’hi substitueixen totes les relacions esmentades anteriorment de tal manera que es
fa aparéixer el vector desplagaments 7, s’arriba a:

1 Oup  Ou Ouy, Ou
E;j = 3 <5ki5kj + Okim : - ij)

Gk S Uk
9, " 9al ™ Bl o

Si ara s’hi aplica la relacié dx;0x; = d;5, s’arriba a la relacio:

. 1 ouy, ouy, Ouy, Ouy,
Ez] == 5 (5]”8%‘;- + 67.23;6]6] + 61‘;8%)

Finalment, aplicant la relaci S 24 = % $arriba a la versio final [1.2.22

oz’ — Oz’
i i
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4.1.9 Relacid entre dV i dV’

Es prenen els vectors de configuracié en coordenades pre- i post-deformacio:
/1 /2 /3
dey , dxy , dx;
1 2 3
de; , dxi , dxj
A continuacio, s’escriuen els diferencials de volum en termes d’aquests darrers vectors:
/ /1 2 13 /1 /2 /3
dV' = (dz; x dx)7) - de) = dx) do; e gpday
_ 1 2 3_ g 132 5.3
dV = (dz; x dx7) - do; = dx;drje;jpdry,
A continuacio, es fa aparéixer el tensor gradient de deformacions [[.2.15}
1.2 3 n 2 13 102 713
dV = dx; da:jeijkdmk = Fydx; Fjedx S e Frdry = €jp Fo Fjo Fradx, do dry
Ara, es substitueix €5 Fir Fjs Fit per €psidet(Fp,,, arribant aixi a:
dV = (detFnersidatda’?dal® = detFdV’

Que justament és Pexpressio a la qual es volia arribar [1.2.23]

4.1.10 Relaci6 entre dA i dA’

Es seguirda un desenvolupament basat en ’expressié de 1’area com el modul del producte vectorial de
dos vectors que la formen. Aixi doncs, es prenen els vectors i se’n calcula el vector unitari normal a la
superficie:

/1 2
dey , dz;
de} , da?

, dall x dxl?
n, = —————
b datt x daf?
dz} x da?
ng = ———=-s=
Y da} x da?

Es poden expressar les arees dA i dA’ com:
dA' =| dz}! x dxf?
dA =| dx} x da?

A continuacioé, es fa en producte ndA per fer aparéixer el producte vectorial, i es reescriu aquest darrer
en notacié d’indexs:
rgAl .01 2 T aAl n g 12
n'dA" = dx; X dr; <= n;dA" = €;5dr doy,

ndA = dz} x da} < njdA’ = e;jpdajdzy

Ara, es fa aparéixer el tensor gradient de deformacions Fj; per relacionar coordenades deformades i no
deformades, pero fent servir la seva matriu inversa:

eijkdxgldmf = eijk(Fjr)fldIi(st)fld:rg = €,k (F} )71(Fk5)71dx,10dx§

Ara, ja es pot escriure:
nidA" = €55 (Fjp) ™ (Fis) ™ datda?

38



Ara, si es multiplica a ambdos costats de 1'equacio per la quantitat (Fj;)~!:

(Fit) 'nidA" = €5 (Fi) " (Fjr) ™ (Frs) dar)da?

Es pot veure que la part dreta de 'equaci6é anterior equival a la inversa del jacobia J multiplicada pel
tensor de permutacions ¢, llavors:

(Fip) " *nidA = et ] tdalda?

Finalment, multiplicant per J ambdés costats de ’equacié s’arriba a ’expressi6é desitjada

4.1.11 El primer tensor d’esforcos de Piola-Kirchhoff en funcié de o;;
Es pren la definici6 d’ambdos tensors:
dP; = (Tijn})dA" = (oijn;)dA
I es fa servir la formula de Nanson per relacionar els vectors normals n; inj:
nidA = J(F;) " nj,
Substituint-ho a la definici6 anterior i operant, s’arriba a:
(Tijn})dA" — oip (Fj) " ndA" = 0 — (Ty; — oind (Fjr) ")y =0

D’on ja s’arriba a les expressions que figuren al treball [1.2.26

4.1.12 Equacions d’equilibri en termes dels tensor de Piola-Kirchhoff

Si es parteix d’un balang integral entre forces de superficie, les forces de volum (fent servir un vector b i

les forces d’inércia:
i dA/ /b/ dVl Ideg dv/
T,y v’ =
[ pamaas [ ovav= [ o

Aplicant el Teorema de Stokes , s’arriba a :

T,
v al’;

av’ + / pYdV = / p’%d‘/’
V/ v V/ dt2

Ara, com tot sén integrals de volum, s’agrupen en una i s’igualen tots els termes de la integral a zero,
arribant aixi a la primera equacié que es cercava |1.2.32

4.1.13 Equacions d’equilibri per deformacions homogénies

A aquestes deformacions homogénies, el tensor de deformacions és constant a tot el volum del cos. Un
exemple senzill és una compressio hidrostatica pura. Emprant la llei de Hooke, queda clar que o, també
és constant.

Es considera ara una deformacié d’una barra en 'eix z. Les forces constants s’apliquen uniformement a
les cares externes de la barra, amb una forga per unitat de superficie p. Com no hi ha forces als costats,
es compleix o;xni = 01 n, = 0, llavors totes les components del tensor o;; sén zero llevat de o,, = p.
Amb la llei de Hooke [.2. 11}

1/1 1
Upy = Uyy = —3 < - > pP=—0U,, (4.1.14)



(4.1.15)

111 P
Uzz = 5\ 57~ - -
3\3k " )T E

On s’ha definit modul de Young F = 9K /(3K + i) i el coeficient de Poisson v = 2%5;2[‘2) Si es torna
a la formula per l'energia lliure [I.2.13] es pot veure que directament:

1 P 7
Felou.=L P 411
972" T 3K T 9F (4.1.16)
Ara, prenent l'expressié general [£.1.12]i escrivint els coeficients de Lamé en funcié de E i v:
E E
T e— K = —_—
F=50 1) 3(1— 2v)
E v
F=_—(u? 2 4.1.17
2(1 T l/) <uzk + 1— 2Vull> ( )
Ara, podem escriure facilment, fent servir i
E v
ik = 7 | Wi i 4.1.1
Tik 1+1/(uk+1—2uu” k) ( 8)
1+ V), — voud;
gy = LTV — voudis (4.1.19)

E

Aquestes dues darreres formules son freqlients i es poden trobar escrites en components a I’annex
Ara, es cercara partir de la primera llei de Newton per arribar a resultats que condicionin les quantitats
estudiades, suposant aixi condicions de contorn pels problemes concrets que es poden plantejar on s’apli-
quen les lleis anteriors: Aixi doncs, si es pren una forca externa gravitatoria pg i es fa servir la definicio
pel tensor d’esforgos, es pot escriure la suma de forces igual a zero:

0ok

;=0 4.1.20
0, T P9 ( )

Ara, substituint aquesta darrera igualtat a Pexpressio [I.1.18] pel tensor d’esforgos, es té la derivada:

(%ik Ev 8u” E 8u1k
= 4.1.21
Oxy, (1+v)(1—2v) Jz; + 1+ v Oxg ( )

Finalment, fent servir la definicié del tensor de deformacions

E 9%y . E R,
21+v) 923 2(1+v)(1—2v) dz;0x,

+pgi =0 (4.1.22)

Aquesta darrera expressio representa el conjunt d’equacions d’equilibri desitjades. Per facilitar-ne 1’en-
teniment, es poden escriure facilment en forma vectorial, identificant cada derivada present amb el seu
operador [}

AU + - EQV?(? W) = *p?@ (4.1.23)

Un cas especific important és quan la deformacié del cos no esta causada per forces de volum, com és
la gravetat, siné per forces de contacte aplicades en superficie(que es veuran reflectides a la soluci6é en
forma de condicions de contorn):

(1-20)AT + V(¥ - 1) =0 (4.1.24)

2020, /002 — AT, Quy /0 — NV - T
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Es pren la divergéncia d’aquesta darrera equacio |4.1.24} i es fa servir la identitat ? . ?() = A(...) per
veure que la divergéncia del camp 7 és una funci6 harmonica, i arribar a lequacio:

ANV -T)=0 (4.1.25)
D’altra banda, aplicant 'operador laplacia sobre
AAT =0 (4.1.26)

Aquesta darrera equacié s’anomena biharmonica, i es pot resoldre en coordenades polars mitjancant
separacio de variables. Aquestes dues darreres condicions sobre el camp de desplacaments sén valides
també per un cas amb un camp gravitacional uniforme, ja que aquest atorga un zero quan se’n fa la
derivada [9].

4.1.14 Equacions d’equilibri en components cartesianes

(L V)t oty )]
T = 73 . N/1 o\ —V)Ugy v 2z
Ter =1 4 V1= 2) “ oy T
Opy = ————— [(1 = V)uyy + v(Uge + us2)]
22 = 71 . N1 e 1- zz Tx
a (1+V)(1 —QV) [( I/)U +I/(U +Uyy)]
E E
Ogy = muxyao-xz = muwmayz = muyz

4.2 Fluids

4.2.1 Conservacié del moment: desenvolupament de les equacions

Per un ritme de creaci6 nul, es pot fer servir el teorema de Stokes a 'equaci6 [I.3.5] per escriure:

/Va(g?)dvz_ﬁp7(7~ﬁ)d5+fi(?-ﬁ)ds+/vJT:dV:/‘/?(Pﬁﬁ)dv"‘/‘/?'?*’/‘/ﬁdv

A aquesta darrera expressio es §oden veure reflectides les contribucions de les forces de contacte (repre-

sentades pel tensor d’esforgos ') i les forces de volum (representades per la densitat de for¢a de volum

fo)-

V) \ Bw ) =% BT

ot
P2 ) + g7 BT TP 4T,

Aplicant-hi ara I'equacié de continuitat [1.3.3F] arribem facilment a l’equacié de Navier-Stokes genérica i
a la equivalent segona llei de Newton:

0 7 BT =% F 4T (121)

Par
pdCZ g (4.2.2)

3La qual implica 7% +- ?(p?) =0
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A continuacio, es separa el tensor d’esforgos en dues contribucions:

Pl (4.2.3)

Alla on la primera part considera esforgos de pressio, i la segona part considera esforgos viscosos, introduint

aixi el tensor 7 d’esforgos viscosos. Per un fluid newtonia incompressible, alla on la viscositat no depén
del ritme de cisalladura, es té la segiient equaci6 constitutiva ﬂ

F -y (?7 + (?7)T) (4.2.4)

Alla on s’ha fet servir la viscositat dinamica 7, d’aproximadament 1073Pa - s per l'aigua. Fent servir
aquesta equacié constitutiva i I'equacio es pot arribar a

4.2.2 Conservacio de ’energia

Al camp de la dinamica de fluids, la conservacié de 1’energia sol venir representada per la famosa equacié
de Bernoulli (tot i que aquesta és un cas especial d’un concepte més general). Si es parteix de la definicio
d’energia cinética i la dissipacié d’aquesta:

E.= 1p/ v2dV (4.2.5)
2" Jv

g (1 ,\  Ov

ot (gpv ) = o (42.6)

Ara, s’escriu I'equacio m per a un fluid newtonia incompressible (aquesta vegada sense explicitar encara
el tensor d’esforgos viscosos en funci6 del camp de velocitats):

Pot = " own 0w, | Oxn

Ov; ov;  Op n OTik

El gradient de pressions fa que el fluid es desplaci sense perdre energia cinética, ja que es tracta d’un
fluid no viscos. Aixi doncs, podem veure que la suma d’energies (cinética, de flux, i potencial) és constant
[10]. Es pot escriure la variacié temporal d’energia cinética com:

gt(;p) V(T )T T St T (B ) =

=% (7 (374 ) -7 FF)-F T

A continuacio, s’integra aquesta darrera expressié sobre tot el volum i s’aplica el Teorema de Stokes al
primer sumand:

9 }mj?d{/:fﬁ {,ﬁ (;72#;) 7.??} de/V$-(€7)dV

ot Jy 2

A aquesta darrera expressio s’hi reconeix les tres parts: a 'esquerra de la igualtat, es té la variacié d’ener-
gia cinética en el temps; el primer sumand representa la "pérdua'"de material a través de la superficie; i el
darrer terme representa la friccié en cada punt del volum. Tal com s’ha fet abans, es pren una superficie
d’integracié amb la frontera a l'infinit per anul-lar la integral de superficie, quedant aixi I’equacio:

4En mecanica de solids deformables i en enginyeria estructural, les equacions constitutives sén igualtats que relacionen
el camp de tensié mecanica amb la deformacid.
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% _ /V 7. (F7)av (4.2.7)

Fent servir I'expressio [1.2.3] i sabent que el tensor d’esforgos és simeétric i també ho sera el d’esforgos
viscosos, simplifiquem encara més:

dE. 1 ) dE. 1 v v\’
5 __in/vﬁ?) dV <0 <& T 577/‘/ ((%k + 3%) dV <0 (4.2.8)

Com podem veure d’aquest resultat, sempre es perd energia cinética per mor de la viscositat del fluid. Per
arribar a l’equacio de Bernoulli, es pren un cas on les forces externes son gravitatories 7 = 7 =-VX
i el tensor d’esforcos és o;; = —pd;; — 745, 1 es suposa un cas estacionari (on no es dissipa energia)i sense
viscositat(r;; = 0), arribant aix{ a:

85?@ 4 <;p02p> +p7 VX =0

Finalment, integrant aquesta darrera expressié per un fluid irrotacional:

2
% +p+ pX = cte (4.2.9)

4.3 Part computacional

4.3.1 Navier-Stokes en 2D: el teorema de Gauss per poligons

Si es pren el Teorema de Gauss, és a dir, el cas concret del Teorema de Stokes per R3, es relaciona de
manera senzilla la divergéncia d’un camp vectorial i el valor de les integrals de superficie del flux

definit pel camp:
ﬁ(?-?)dvzﬁ?-ﬁzﬁ(?.ﬁ)w (43.1)

Aquest volum d’integracio general V' pot tenir una forma arbitraria, aixi que en teoria es poden prendre
poligons , els quals permeten reescriure aquesta darrera equacié integral com una suma:

%V(??)d{/:ﬁ(?ﬁ)dszz(?.m).Sm (432)

Alla a on 71 i S;a representen el vector normal i la superficie de la cara i-ésima del volum escollit. Aix{
doncs, una cel-la poligonal segueix la segiient estructura:
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Camp vectorial
-+

F

Figura 4.3: Esquema de la situacié descrita, alla on s’hi troben vectors normals 7;, una superficies S; i
el camp vectorial

A continuacio, es pren el conjunt d’equacions de Navier-Stokes en 2D en forma vectorial que es poden
trobar a l'annex [£.3.2]1 se’n fa una integracié de volum, per després traduir aquesta darrera integral a
una suma sobre les cares dels poligons emprats fent servir el Teorema de Gauss [3]:

fv?(pu-ﬁ)dvzﬁ (—22) dv+n£?2u-dv

Z(p7 AU S cgra = (—gi : VA> l+nz (?u Sy - Si) (4.3.3)

ﬁ?(m}-ﬁ)dvzﬁ (—22) dv+nﬁ?%-dv
S (0T v Si) sar = (_gfy? . VA>cel + nzi: (% i i) (4.3.4)

%?-(p?)-dV:O
> (pT - Si) =0 (4.3.5)

7

2

3

A continuacio, es reconeix en el terme p7 -m; - S; la massa de flux de fluid a través de la cara i-ésima de
poligon (amb valors positius amb flux “cap a fora”). Ara, si representam aquest flux amb la lletra F;:

> (Fi - t)eara = <—§Z : VA)CBZ +17 Z (?u : ﬁiSi) (4.3.6)

- cara
%

ST(F - 0)eara = (—gf; : VA) R > (% : ns) (4.3.7)

. cara
?

Y (Feura =0 (4.3.8)
i
Una vegada definides aquestes tres equacions, ja es té un conjunt de variables a calcular, les quals
condicionen la construcci6 de la malla i la conseqiient estratégia de resolucio:

e Flux de massa de fluid per una cara F;
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o Velocitat del fluid 7 = (u,v)

o Area de la cara S;

Vector normal a la cara 7;

o Gradients de la velocitat a la cara ?u, ?v

e Volum de la cel-la V

Gradients espaials promitjos de pressio a la cel-la en direccions z i y

Aixi doncs, de manera general, ’objectiu és arribar a una expressioé avaluable a cada cel-la de la malla

computacional, i que després permeti passar al calcul de les cel-les circumdants. Aquests poligons poden
adoptar diverses formes, incrementant o reduint la complexitat de la malla [3].

4.3.2 Equacions de Navier-Stokes en 2D

Si es pren el conjunt d’equacions m per un fluid newtonia incompressible en dues dimensions (z,y), a
on el vector velocitat és @ = (u,v), s'obté el segiient sistema d’equacions [3]:

I(pu) | O(pv)
S =0
dy

Oz
v (pud) = _op + 7]?211

v (o) = —gf + 77621)

(4.3.9)
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4.3.3 Simulacions senceres pels tres casos del doblet de vesicules

Figura 4.4: Evolucié sencera del doblet de vesicules amb les condicions del cas 1.



Figura 4.5: Evolucié cada dues décimes de segon del doblet de vesicules amb les condicions del cas 2.



Figura 4.6: Evoluci6 cada dues decimes de segon del goblet de vesicules amb les condicions del cas 3.



4.3.4 Nombres de Reynolds emprats (en sistema CGS)

Taula 4.1: Parametres i nombres de Renyolds Rr emprats als tres casos presentats

. vl

Cas | pptasmalky/m°) | Near.(P) | Liem) | v=7L(em/s) | Ri ==
1 1.03 0.0133 0.020 3.20 4.81
2 1.03 0.010 0.020 3.20 6.40
3 1.03 0.010 0.020 3.20 6.40
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