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1. Resum

Els continguts comuns entre assignatures és una forma de mostrar la
interrelacio de certs temes des de diversos punts de vista. Amb aquest pretext
volem proposar unes activitats que relacionin les matematiques i la musica. En
aguestes activitats treballarem determinats aspectes matematics de les escales
musicals occidentals. Podem treballar des de les fraccions, les proporcions, les
mitjanes, les funcions exponencials i les seves representacions grafiques,
passant per potéencies d’exponent tant natural com racional, la manipulacio
algebraica... S’analitzara I'escala que Pitagores va elaborar dintre el canon de
la Grécia classica, els seus problemes i la seva evolucio al llarg de la historia

fins arribar a 'escala temperada.

Amb aquestes propostes didactiques volem refermar els coneixements
musicals i matematics dels alumnes, com també presentar continguts

matematics d’'una forma més suggerent i entretinguda.

Paraules clau:

e MuUsica; matematiques; Pitagores; proporcions; mitjanes; exponencials.

2. Objectius del treball

Els objectius principals d’aquest treball final de master sén els seguents:

e Estudiar la relacié entre les matematiques i la musica al llarg de la
historia.

¢ Analitzar les matematiques inherents a I'escala musical.

e Presentar propostes didactiques per a l'estudi de les matematiques a
través de la musica.



3. Estat de la qiiestio

3.1. Introduccio

La definicido de musica ha anat variant al llarg de la historia. En la cultura grega
el terme musica (uouaoikn) incloia també la dansa i la poesia. El masic era
freqientment l'autor tant de la melodia com de la lletra i les coreografies.
Després es va separar com un art independent. Una definicié actual la podem
trobar a la Viquipédia, que ens indica: “La musica és l'art que es manifesta en
l'organitzacio dels sons i els silencis en el temps”. En canvi, segons el DIEC2,
segona edici6é del Diccionari de l'Institut d’Estudis Catalans, la muasica és I'“Art
que s’expressa mitjangant la combinacio de sons, d’acord amb les lleis de la
melodia, I'harmonia i el ritme”. Les definicions anteriors relacionen art i
harmonia. Si volem fer notoria la relacié existent entre masica i matematiques

podem agafar la definicié que Gottfried Whihelm von Leibniz en va fer:

“La musica és el plaer que experimenta la ment humana en comptar sense

adonar-se'n que s'esta comptant".

Aquesta definicid sintetitza perfectament la relacié entre les dues disciplines.

Altres exemples poden ser (Peralta, 1998):

e “La musica és un exercici d’aritmetica secreta, i qui Sentrega a ella
ignora que utilitza nombres". (Leibniz)

e “La geometria és una musica immobil”. (Goethe)

e “La musica és un art terriblement euclidia”. (Alejo Carpentier)

e “Potser sigui la musica la matematica dels sentits, i la matematica la

musica de la ra¢”. (Puig Adam, 1960)

Durant més de vint-i-cinc segles, la relacio entre les matematiques i la musica
ha estat molt estreta, tant és aixi que, sense cap explicacié en clau numerica,
seria dificil entendre [I'evolucié histdorica de la musica. | és que les
matematiques sén a totes parts: I'escala pitagorica, les obres de Bach, les
sonates de Mozart o la Quinta Simfonia de Beethoven. Per exemple, el

concepte de simetria va servir per crear una de les obres més conegudes del



compositor austriac Mozart “El mirall”, en la qual el compositor va fer que dos

violinistes tocassin a la vegada la mateixa partitura pero en sentit invers.

3.2. Fraccions i musica: L’escola pitagorica

3.2.1. Els primers indicis de la relaci6

Les matematiques neixen de la necessitat de registrar el pas del temps, de fer
calculs per al comerg i de mesurar la terra. La muasica neix de la necessitat de
protegir-se de certs fenomens naturals, de fer fora els esperits malignes,
d’atreure l'ajuda dels déus, d’honrar-los, com també de celebrar el canvi
d’estacions. L'evolucié de la mdusica i les matematiques sempre s’ha anat
construint segons les relacions existents entre elles en cada moment del seu

desenvolupament.

Es a Grécia on sorgeixen els fonaments de la base teorica de la musica
occidental. La paraula musica prové dels vocables grecs musiké, “de les
muses”. Per altra banda, la paraula matematiques prové de mathema, que
significa “alldo que s’aprén”. La musica i les matematiques tenen molt en comu i,
tot i no ser visibles a primera vista, existeixen diverses formes de relacionar

ambdues disciplines.

3.2.2. L’escola pitagorica

Pitdgores va néixer al segle VI aC a la localitat de Samos, va estudiar la
naturalesa dels sons musicals influenciat pels seus coneixements de
geometria, aritmetica i sobre els nombres naturals. Ell va fundar I'escola que
duu el seu nom, alla es forma una comunitat dedicada a l'estudi de les
matematiques, astronomia, musica, fisiologia i medicina. Una de les idees de
I'escola era que els nombres podien explicar els fenomens de ['univers.
Pensaven que es podia expressar la natura en termes matematics, com ara les

proporcions i les raons.

Com que no s’ha conservat cap escrit original de Pitagores, hi ha autors

(Reyes, 2010) que defensen que molts del seus descobriments varen ser



realitzar pels seus deixebles. També hi ha qui opina (Michaels, 1977) que
'escola pitagorica només va fer un recull de coneixements que arribaren a
Grecia des d’Egipte i Babilonia on les investigacions sobre el sistema musical

estaven més avangades.

La versid6 més estesa del descobriment dels fonaments de la musica conta
(Boeci, s VI dC) que un dia Pitagores va passar per davant d'una ferreria i va
veure gue hi havia cinc ferrers treballant el metall. Va sentir que les encluses de
diferent mida produien sonoritats diferents. Unes eren més agradables a I'oida
que d’altres. Primerament pensa que el so depenia de la forca amb qué
copejava cadascun dels ferrers. Va fer que s'intercanviessin els martells, pero
el resultat va ser que el mateix martell seguia produint el so dissonant, la qual
cosa li va fer concloure que la sonoritat no depenia de la forca dels esclaus,

sino de les caracteristiques de cada martell.

El que va fer a continuacio va ser pesar els quatre martells que produien un so
més agradable entre ells i va descartar el que produia un so més dissonant. Els
quatre de so “agradable” pesaven 6,8,9 i 12 lliures respectivament. Tornam a
trobar versions contradictories sobre aquest fet. Algunes asseguren que va
mesurar els pesos dels martells en lliures, altres que només va trobar la relacio

de pesos entre ells.

Després va seguint treballant amb la idea de relacionar proporcions, pesos i
sonoritat. Va disposar quatre cordes d’igual longitud damunt una taula i va lligar
pesos als extrems les cordes. Després va colpejar les cordes per parelles,
ajustant els pesos penjats de les cordes, fins que quan colpejava les cordes
aconseguia uns sons consonants o agradables per a la seva oida. El resultat va

ser que els quatre sons consonants tenien pesos proporcionals a 6, 8, 91 12.

Per descomptat, aquest so agradable és molt subjectiu, ja que sabem que hi ha
obres musicals que a algunes persones els resulten espantoses i a altres
belles. En tot cas, com que coneixia els pesos del martells, va constatar la

seguent relacié geomeétrica:



Aquesta relacié va ser anomenada “proporcié musical” posteriorment, ja que
conté les relacions entre els sons harmonics. Per les seves investigacions, va
utilitzar un instrument musical anomenat monocordi-diapaso, que estava format
per diverses cordes una devora de l'altra de la mateixa longitud, cada una amb
diferents pesos penjats dels seus extrems. En el seglent dibuix podem veure el

filosof grec treballant amb el monocordi-diapaso.

Descobriment de les raons de consonancia per Pitagores.
Gaffurio. Theorica musicae, 1492

Una vegada va tenir aquestes proporcions entre pesos que produien sons
harmonics, les va traslladar a un instrument d’'una sola corda anomenat
monocordi (del llati mono (una) i cordum (corda)). Aquest tenia la corda fixa de
longitud 12. Polsant fraccions de la corda total i analitzant el seu so, va
descobrir que aquests sons agradables es produien quan la longitud de la

corda era de 9, 8 6 respecte al total de 12.

Es aixi com sorgeix el que coneixem com a so de tonica també anomenat
fonamental, que no és més que la nota produida quan colpejam la corda en
tota la seva llargaria. La construcci6 d’aquest métode experimental queda
reflectit amb el fragment de Ted d’ Esmira (s Il dC): "uns obtenen les relacions
numeriques dels sons consonants mitjancant peses, uns altres mitjancant

longituds”.



Per als pitagorics, els nombres naturals, i especialment els quatre primers,
tenien un significat molt especial. A aquestes tres proporcions (1/2, 2/3 i 3/4) les
van anomenar diapason, diapente i diatessaron, respectivament, encara que

avui dia les coneixem com a octava, cinquena i quarta.

Aixi va ser com Pitagores va crear la primera escala musical de la historia de

forma experimental amb aquests fets:

e El so produit en polsar una corda depen de la longitud.

e Els sons produits a mesura que la corda s’escurga son mes aguts.

e Els sons agradables (harmonics) apareixen en polsar dues cordes amb
unes raons senzilles entre les seves longituds.

e Els sons dissonants apareixen amb altres proporcions, i no son

agradables a I'oida.

Avui en dia se sap que els sons s6n simplement vibracions que es transmeten
a través de l'aire a la nostra oida. La nota que produeix una corda esta donada
per la velocitat amb que vibra o, dit d’'una altra manera, la frequencia amb qué
la corda vibrant passa per la seva posicié inicial, i que la frequéncia és

inversament proporcional a la longitud de la corda.

3.2.3. La série 6,8,9,12

Les propietats de I'escala musical descoberta per Pitagores han estat tractades
per molt d’autors. lamblic de Calcis, biograf de Pitagores, que va viure entre els
segles Il i IV dC, descriu els descobriments de I'Escola pitagorica fent Us de la
série numeérica 6,8,9,12. També Calcidi, filosof neoplatonic del segle IV dC,
explica detalladament les relacions entre quartes, quintes i octaves recorrent a
la mateixa série. Finalment, Boeci, en el seu Tractat sobre l'aritmética, es

refereix a la relacio

com la que representa I'harmonia fonamental del mén. La relacid numerica

anterior equival a una relacio algebraica. Si la simplificam, trobam:



que és el valor de la quarta perfecta. Per altra banda, efectuant els quocients
entre els distints elements de la serie 6,8,9,12, és possible obtenir les relacions

de proporcié que caracteritzen els diferents intervals musicals:

6 1 i /

=3 interval d' octava

8 = 2 int lde ci

5= 3 interval de cinquena
= 3 int ld t

3=1 interval de quarta

8

5 interval de to

Amb aquestes relacions podem operar de manera matematica. Per exemple,
un interval d’octava esta format per un interval de cinquena i un de quarta, en el
sentit que si prenem un interval de quarta d’un interval de cinquena, obtenim un

interval d’octava: si multiplicam les seves raons trobarem la de l'octava:

Wil N
Sl w

2

Per tant, quan “sumam” intervals el que feim és multiplicar les seves raons, i en
el cas contrari, quan “restam” intervals el que feim és dividir raons. De vegades
i per abus del llenguatge, empram I'expressié “suma d'intervals” per calcular les

proporcions d’'una nova nota, perdo hem de tenir clar que matematicament ens

referim a un producte de raons de proporcio.

Aixi, doncs, la serie 6,8,9,12 permet exemplificar perfectament totes les
relacions de proporcié que vinculen les notes de I'escala musical. Una altra
manera de visualitzar aquestes proporcions és damunt d’'una corda de longitud
12. Si representam les raons respecte de la mida total de la corda veim que els
sons harmonics (agradables a l'oida) i al mateix temps les proporcions entre

aquest.
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En aquesta grafica no hem representat l'interval de to a causa que no és
consonant amb la resta, només hem representat els consonants respecte a
'estat fonamental. D’aquesta manera, per obtenir els sons basics de I'escala
pitagorica basta transportar damunt una corda la proporcié corresponent a un

interval determinat.

3.2.3. Tons i semitons

La teoria matematica de la masica iniciada per Pitagores i continuada pels
pitagorics va seguir avancant en el seu estudi, fonamentalment desenvolupada
per dos deixebles de Pitagores que van arribar a fundar escoles propies:
Arquites de Tarent i Aristogenes de Tars. Pero va caldre esperar una mica més
fins que Plato (427-347 aC) va posar nom a les notes de 'escala actual i va
calcular les proporcions que hi havia entre elles. L’escala musical consta de set
sons, Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si. Es va definir d’'aquesta forma de set sons en
base al fet que Pitagores creia que cada una de les notes musicals estava
relacionada amb cada un dels planetes del sistema solar.

Y
-

O [ %]
-

f)
t =
o o

ES2
do re mi fa sol la si

Recordem que les proporcions trobades per Pitagores han estat descobertes
respecte d’'una corda de longitud total de dotze unitats. Per tant aquestes
proporcions que donen el valor de l'interval seran sempre menors que la unitat.
A partir d’ara assignarem el valor del Do(3) com a 1 i el del Do(4) com a 2.

D’aquesta manera ens sera més facil trobar els factors de proporcionalitat entre

8



els sons de I'escala que sempre estaran entre un i dos. Per tant passarem de la
fracci6 pitagorica del so Fa (3/4) a la ra0 de proporcio (4/3). Farem el mateix en
els altres intervals pitagorics, emprant a partir d’ara la inversa d’aquests com a
rad de proporcid. Una altra raé per fer-ho i que més endavant explicarem
(apartat 3.3) amb tot detall €s que la freqiéncia d’oscil-lacié d’'una corda depen

inversament de la longitud d’aquesta.

Per la construccié de I'escala Platdé va calcular les proporcions dels tons i

semitons de la seglient manera:

1. Va dividir I'octava Do-Do en dues quartes justes i un to com indicam a

continuacio:
[Do,Fa]-[Fa,Sol]-[Sol,Do]

Cadascuna d'aquestes quartes justes esta formada per dos tons i un semito,
per tant, sén de la mateixa amplitud i una proporcié de 4:3 respecte a I'octava.
Aixi 'escala queda amb “distancia” entre les notes d’aquesta manera T-T-S-T-
T-T-S. Per exemple: de Do a Re tenim un to, de Re a Mi un to, de Mi a Fa un

semito...

2. Va dividir cadascuna d'aquestes quartes justes en tres subintervals. Els dos
primers havien de correspondre a un to i el tercer a un semito, per tant, havia
de ser menor (encara que no necessariament la meitat). Els semitons els va

definir entre les notes [Mi-Fa] i [Si-Do]
3. Va assignar la ra6 9/8 al interval d’un to.

4. D'aquesta manera, si coneixem la proporcio total 4/3, i sabem el valor de to
(9/8) podem trobar el valor del semito (S) amb una simple operacio:

. 256
T 243

W
@] ©
@] ©
t

Si multiplicam les proporcions dels dos tons i el semito (S) trobat obtindrem la
proporcio total de quarta. Per tant tenim definits els intervals de to i de semito.
L’escala musical construida d’aquesta manera no es més que unes proporcions
entre les set notes de l'escala. Podem agrupar les proporcions entre les

diferents notes i el factors per passar d’'una a la seguent en una taula:



Nota Do Re Mi Fa Sol La Si Do

Proporcio 1 |4 98 81/64 413 | 4 312 27116 | 243/128 | 4 2

Factor ag [ a8 /256/243/ o8 A o8 A a8 /2561243

On podem veure que per obtenir la proporcioé de cada nota basta multiplicar la
proporcié pel factor de la nota anterior. Existeixen cinc intervals de major mida i
dos de menor mida. Una altra manera de veure aquestes diferents proporcions

€s representar graficament les proporcions vs les notes.

2 2

243/128

27/16

3/2 1,5
4/3 1,32 /
a1/64 126 / 256/243

9/8 1,12 /

do re mi fa sol la si do

Imatge extreta de Castro, Almudena. (2009)

En I'eix de les ordenades estan representades les proporcions, no lineals, ien
'eix de les abscisses estan representades les notes. La diferencia de
proporcions va en augment cada vegada que ens acostam a les notes més
agudes, no obstant no ens adonam d’aquest fet debut a qué la nostra percepcio
del so és logaritmica. Hem vist que s’ha definit el do(4) com a dues vegades el

do(3). Si calculem la proporcié del do(5) trobariem que:

Do(5)= 2-Do(4)= 4-Do(3)

10




Per tant surten de forma natural les poténcies, i amb elles els logaritmes en
'escala musical, és per aix0, que és més convenient representar I'eix
d’'ordenades amb escala logaritmica. Aixi doncs, la percepcié del so no és
lineal. Les proporcions i les freqiéncies, com veurem més endavant, es

descriuen perfectament amb una funcio exponencial.

De la grafica podem veure que la distancia entre notes d’'un to té la proporcié
de 9/8. En canvi la d’'un semitd (Mi-Fa o Si-Do) és de 256/243. Amb aquesta
construccio veiem que la definicio de semitdo no equival realment a la proporcio
de larrel quadrada d'un to (256/243 # \9/8). Aquest problema és solucionara

amb l'escala temperada.

Aquesta escala pitagorica-platonica d’afinacié es va conéixer com I'Escala de
Timeu, ja que va apareixer publicada per primera vegada en el manual filosofic
titulat “Timeu”, escrit per Plato. Va ser la divisié tipica de l'escala durant tota

I'Epoca Classica i I'Edat Mitjana, fins a l'arribada del Renaixement.

3.2.4.L’escala i les mitjanes

L’escola pitagorica també va relacionar I'escala musical i les mitjanes. Va ser
un altre filosof grec, Arquites de Tarent (s. V aC), qui va expressar-se en

aquests termes:

“..a la musica existeixen tres mitjanes: la primera és la mitjana aritmetica; la
segona és la geomeétrica; i la tercera és la mitjana subcontraria, anomenada

harmonica...”

La mitjana aritmética de n elements s’escriu matematicament com:
- __1on 1
X=-Yi1a;=—(ay + -+ ay)

reemplacant el valor del Do (3) i el Do (4) trobam que la mitjana és:

__1+2_15
= ——=1

11



Que és el valor de la proporcié que havien trobat pel Sol (3/2). Per tant, la
mitjana aritmética determina la relacio existent entre la nota Do i Sol. Com hem

dit aquesta relacié s’anomena interval de cinquena.

Una altra proporcio citada per Arquites de Tarent és la mitjana harmonica.
Aquesta es sol emprar per mitjanar velocitats. Si tenim una quantitat finita de
nombres, la mitjana harmonica és la reciproca de la mitjana aritmeética dels
reciprocs d’aquests nombres. La podem escriure matematicament de la

seguent manera:

n n
H: f—

?zlali (ail++a_1n)

En el nostre cas, si tornam a incloure els valors de les proporcions dels dos Do

de l'octava:

H=r’ =
11"
172

3

Nl w| N

que correspon la proporcié que haviem trobat pel Fa (4/3). Per tant la mitjana
harmonica defineix la relacid entre el Do i Fa. Aquesta relaci6 s’anomena

interval de quarta justa.

La tercera mitjana que anomena Arquites é€s la geometrica, aquesta es pot

definir matematicament com:

Per el nostre cas, si tornam a incloure les proporcions del nostres Dos tenim

que:

Per tant la mitjana geometrica déna com a valor un nombre irracional. Aquest
fet va suposar una gran sorpresa i malestar. Recordem que els nombres
irracionals no entraven dedins els canons de bellesa i proporcio grecs. Ells

defensaven la proporcionalitat amb nombres enters. Aquests hombres que ells
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anomenaven incommensurables estaven prohibits, per tant varen decidir

descartar aquest resultat. Com explicarem més endavant, el valor trobat de v2
dona el valor de la nota Fa# en una escala cromatica, construida amb un

temperament igual.

El motiu perqué Arquites anomena la mitjana harmonica i després la rebutja no
esta del tot clar. Recordem que no es disposa de documentacio escrita per ell,
només tenim relats fets pels seus deixebles. El que si sabem, és que troba que
la mitjana aritmetica,

la geométrica i I'harmonica estan en progressio

geometrica segons la formula:

y*=x-H x>y>H

Recordem la llegenda del descobriment del nombre irracional V2 per part de
Hipas de Metapont (V aC). Ell el va descobrir en voler mesurar la diagonal d'un
quadrat de costat 1. En trobar el resultat i no poder expressar-lo com un
nombre natural o suma de fraccions, va decidir comunicar-ho a la gent de fora
de la comunitat pitagorica. Aixd no va agradar als seus companys, i van decidir
tirar-lo a la mar, causant-li la mort, per preservar el secret dels nombres

irracionals.

3.2.5. Problemes de I'escala pitagorica

L’escala pitagorica, en ser construida a partir d’'unes relacions senzilles entre la
quarta, la quinta i I'octava, té alguns problemes de construcci6. El problema
principal és que les proporcions que defineixen els intervals no sén constants.

Si dividim les raons de dues notes consecutives veiem que:

Proporcio Rab

Tonica 1 Do
Segona 9/8 9/8=1,125 Re
Tercera 81/64 9/8=1,125 Mi
Quarta 4/3 256/243=1,053 Fa
Cinquena 3/2 9/8=1,125 Sol
Sexta 27/16 9/8=1,125 La
Septima 243/128 9/8=1,125 Si

Octava 2 256/243=1,053 Do




Podem veure que hi ha dues raons diferents: la de to 9/8 i la de semitd
256/243. La pregunta que ens fem és quina relacio hi ha entre les dues raons.
Per calcular-no només hem de multiplicar la raé de dos semitons, si ho feim
veiem que dos semitons fan gairebé un to (256/243)?=1,109 perd no és

exactament el mateix.

Com que un to no és exactament dos semitons, hi havia llocs on els intervals
eren més grans 0 més petits que en altres llocs. Aixo donava problemes per

afinar instruments amb intervals fixos com el piano o la guitarra.

Aquests problemes de I'escala pitagorica i d’altres creades en el segle XVII no
son greus si s’utilitzen per executar obres amb temperaments de la Grécia

antiga, basats en la quinta perfecta de raé 3/2, fins a obres de 'Edat mitjana.

Amb el pas del temps, la dificultat de les obres va anar augmentant, tant
harmonicament com tonalment. Aquesta escala no podia satisfer les exigencies
d’afinacié i és aixi com va introduir I'estandard que utilitzam actualment
anomenat escala temperada. Les notes que té son les mateixes, pero la forma
d’afinacié és diferent. En l'escala temperada, la rad entre la frequéncia d'una

nota i I'anterior és sempre constant.

3.2.6. Construccié per cinquenes

Una de les frases més célebres atribuida a Pitagores és: “Qualsevol interval pot
expressar-se com una combinacié d'un nombre major o menor de cinquenes
justes”. El sistema pitagoric per calcular I'escala esta basat en la concatenacio

de cinquenes (Zamacois, 1975). Per exemple si partim de la nota Do obtemin:
Do — Sol - Re —» La — Mi — Si — Fa — Do

qgue son totes les notes de I'escala musical. Per aquest calcul hem comprés 6
octaves consecutives. Aguest mateix calcul es pot realitzar dintre de només
una octava. Per fer-ho hem d’emprar una combinacié de cinquenes i quartes.
La distancia de tots els intervals, incloent I'octava, pot obtenir-se facilment
usant sis "salts" alternatius d'una quarta perfecta (un interval de quatre notes
amb un quocient de 4/3, amb linia continua als dibuixos que segueixen) o una

cinquena perfecta (un interval de cinc notes amb un quocient de 3/2 amb linia
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discontinua), de forma ascendent o descendent segons convingui, depenent de

la nota en la qual vulguem "aterrar".

Cada salt proporciona el quocient acumulat des de la nota inicial fins a la nota
d"aterratge" multiplicant o dividint pels factors corresponents. Per exemple si
volem calcular la fraccio de la nota Re, veiem que tenim un salt de quarta (4/3) i
un de cinquena (3/2) ascendents i després dos de quarta descendents (4/3),
per tant el nostre Re tindra el segient valor:

Anem a fer un altre exemple. Per calcular la nota Mi haurem de fer tres salts
ascendents (1,2,5); un de quarta (linia continua) i dos de cinquena (linia
discontinua) i tres descendents (3,4,6) tots ells de quarta. Per tant, el valor que
trobam sera:

Pitagores i Aristogenes desenvoluparien el calcul fins a la quantitat de 12

cinquenes justes ascendents — multiplicant la frequéncia original per 3/2 dotze
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vegades —, la qual cosa equivalia a calcular set octaves consecutives sobre el

mateix so original (és a dir, multiplicar la seva frequiéncia per 2 set vegades).

3.2.7. Coma pitagorica

Historicament, els sistemes d'afinacio es basen en els conceptes de cinquena,
d'octava i en la seva relacié. Entre dues notes de frequéncies f1 i f2, hi ha un
interval de cinquena si f2 = 3/2 - f1 i hi ha un interval d'octava si f2 = 2 - f1.
Aquestes proporcions entre les notes donaran problemes a I'hora de construir
'escala. Si prenem una nota inicial i la continuam multiplicant per 3/2 mai
obtindrem exactament una poténcia de 2 i, per tant, mai tornarem a sentir el so
exacte a una altra octava del qual varem partir. La rad és purament aritmética.
Amb dotze cinquenes tenim 7 octaves de forma aproximada,

12

3
(E) =129,74 i 27 =128

La diferéncia (és a dir, el quocient) entre aquests dos valors s’anomena coma

pitagorica. Es calcula dividint els dos intervals:

3\ 531441
(—) 27 = =1,013

7
2 524288
Per petita que paregui, aquesta imprecisié ha estat un dels problemes que ha
acompanyat els muasics en els darrers vint segles. Es pot veure aquesta
situacié graficament. Si representam les dotze cinquenes veiem que no
aconseguirem tancar el cercle format per set octaves, el seu valor es un poc

superior.

Comma /4 g N P e \ 312
pitagérica pgj b ., g

Imatge adaptada de Liern Carrion, V. & Queralt Llopis, T. (2008).
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El problema creat per la coma és important, especialment si volem utilitzar
notes alterades per sostinguts o bemoll. Un sostingut és una alteracié musical
que fa augmentar el so d’'una mateixa nota un semitd. Per altra banda, un
bemoll és una alteraci6 musical que fa disminuir el so d’'una mateixa nota un
semit0. La coma pitagorica produeix una petita diferéncia entre sons alterats de

distintes notes.

3.3. Explicacio6 fisica de I'experiment pitagoric

La teoria musical actual estableix relacions entre les frequéncies per fixar les
notes. Aquest concepte de freqiéncia no era conegut pels grecs. Pitagores el
gue va fer és relacionar les longituds de les cordes sotmeses a tensions iguals i

la nota emesa al vibrar. Amb un estudi fisic podem veure la relacié que hi ha.

Els instruments de corda emeten sons gracies a les vibracions transversals
d'una corda. La vibracioé d’'una corda és una ona. Una corda vibrant produeix un

so la frequencia d’oscil-lacié del qual sempre és constant.

Si tenim una corda fixada en els seus dos extrems, quan produim una
pertorbacioé transversal damunt la corda, aquesta es propagara per la corda fins
a arribar a I'extrem i després es reflectira, prosseguint la marxa en sentit
contrari. La velocitat de propagacié ¢ ve donada en funcié de la tensié de la

corda T i de la densitat lineal p de la corda per mitja de la seguent relacio:

Si suposam que la longitud total de la corda és L, amb els extrems fixats, el
moviment ondulatori sinusoidal es propagara fins a I'extrem, es reflectira i
naixeran ones estacionaries en les quals la distancia entre cada node
consecutiu val L/2. Un node és el punt de la corda que roman immobil durant la

vibracio de la corda. Com que els extrems seran nodes, ja que estan fixats, les
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formes propies de vibracions d’'una corda s’obtindran si la dividim en un nombre

de parts iguals i posam els nodes en el punt de divisio.

Una vegada que es coneix la velocitat de propagacio, es pot calcular la
frequencia del so produit per la corda. La velocitat de propagacio de l'ona c és
igual a la longitud d'ona A dividida pel periode T, o multiplicada per la

freqUéncia f:
A
C=—= Af

Si la longitud de la corda és L, I'harmonic fonamental és el que es produeix per
la vibracio els nodes de la qual sén els dos extrems de la corda, per la qual
cosa L és la meitat de la longitud d'ona de I'harmonic fonamental. Si operam

trobam:

Si suposam una corda amb n nodes harmonics, resultara que la seva
frequiencia harmonica és:

nc

fn:Z

que ens donara una frequiéncia en funcié de la tensié T i la densitat p:

n (T
fn -

Aquesta férmula va ser enunciada per Galileu en el segle XVII i descriu les

propietats seguents:

e La frequencia del mode fonamental és directament proporcional a l'arrel
guadrada de la Tensio.

e Com més curta és la corda, més alta és la frequiéncia fonamental.

e Com més gran és la tensio, meés alta és la frequiencia fonamental.

e Com més lleugera és la corda, més alta és la frequiéncia fonamental.
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Una vegada explicats els fenomens fisics que hi ha darrera de la vibracié d’una
corda és facil relacionar-ho amb la visio pitagorica. Com hem vist, la frequtiéncia

€s inversament proporcional a la longitud de la corda que la produeix, per tant

tenim:
Nota Longitud de la corda FreqUéncia
Fonamental L f
Octava 1/2 L 2f
Quarta 3/4 L 4/3 f
Cinguena 2/3 L 3/2f

3.4. L’escala temperada

En el segle XVII Johann Sebastian Bach, en la seva obra “El claveci ben
temperat”, va modificar les escales musicals conegudes fins aquell dia. Des de
llavors enga, I'escala emprada a occident és I'escala temperada. Esta basada
en 12 semitons iguals i que només respecta la consonancia amb una octava.

Tots els altres intervals resulten lleugerament dissonants.

El temperament igual és el sistema d’afinacié6 més comu en la musica moderna
occidental i divideix l'octava en dotze semitons iguals. Ara veurem les
matematiques del sistema temperat. Per aix0 intentarem esbrinar quant mesura
'interval d’'un semitd en aquest sistema. Un interval és una proporcié de
frequencies, per la qual cosa la frequéncia de cada nota de l'escala cromatica
s'obtindra en multiplicar la nota anterior per la proporcio (rad) corresponent a un

semito. Les dotze freqliéncies de I'escala temperada sén:
do — do# - re — re# - mi — fa — fa# - sol — sol# - la — la# - si

Si volem saber, per exemple, quina és la frequencia de do#, multiplicarem la
frequéncia de do per “x”. Per obtenir re, tornarem a multiplicar el resultat
obtingut per x, (o la freqiiéncia de do per x%). Per tant, si volem completar una

82 amb 12 intervals iguals, necessitem un semito tal que en multiplicar-lo 12
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vegades consecutives per la freqlencia base, doni com a resultat una

frequencia doble. Escrit en forma matematica:
x2=2 = x="32=1,059

Aquesta és la relacio de frequéncies corresponent a un semito temperat, que
és diferent del semito pitagoric: 256 / 243 = 1,053.

Per trobar la proporcid corresponent a qualsevol altre interval de l'escala

temperada, tan sols haurem d'elevar '3/2 al nombre de semitons que conté
aguest interval. En la taula podeu veure una comparativa entre els intervals

pitagorics i els temperats.

Nota | ST Interval Afinaci6 pitagorica | Afinacio temperada
Do 0 Unison 1 1
Do# | 1 Semitd 2187/2048=1,067 12 = 1,059
Re | 2 22 Major 9/8=1,123 %22 = 1,112
Mib | 3 32 menor 32/27=1,185 /23 = 1,189
Mi | 4 32 Major 81/64=1,266 /2% = 1,260
Fa | 5 43 Justa 4/3=1,333 W25 = 1,335
Fa# | 6 |43 Augmentada | 729/512=1,520 26 = 1,414
Sol | 7 52 Justa 3/2=1,5 /27 = 1,499
Sol# | 8 |52 Augmentada | 6561/4096=1,601 2[28 = 1,587
La | 9 62 Major 27/16=1,687 /29 = 1,682
Sib | 10 72 menor 16/9=1,777 /210 = 1,781
Si |11 72 Major 243/128=1,898 /211 = 1,888
Do | 12 82 Justa 2 2

Aquestes diferencies es poden veure més clarament si representam

graficament la frequéncia vs cents. El cent (K1200) és una unitat logaritmica

20



emprada per mesurar intervals musicals. El temperament igual divideix la

octava en 12 semitons iguals de 100 cents cada un, i per tant:

K1200 = *°Y/2 ~ 1,00057

frequency ratio
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Podem veure de color vermell I'escala temperada i en blau la pitagorica. Les

majors diferéncies de valor les trobam en les notes alterades (#).

Una altra manera de veure aquestes petites separacions entre les escales és
calculant les frequéncies d’oscil-lacié. L'escala temperada pren com a base el
La (3) natural de 440 Hz i a partir d’alla es van calculant les freqiiéncies de les
diferents notes multiplicant-les pel nombre de semitons temperats necessaris.
Per exemple, si volem calcular la frequiéncia del Do (4) des del La (3) tenim 3

semitons:

fro = 440 - 2°12 ~ 523 Hz

d’aquesta manera anirem emplenant tota la taula de frequéncies. Per altra
banda, I'escala pitagorica es calcula a partir del Do(3) de 262 Hz temperat. A
partir d’ell es va multiplicant cada nota per la proporcié corresponent i
s’aconsegueix les frequéncies de tota I'escala. Per exemple, per calcular la

frequéencia del Fa (3) a partir del Do (3) tendrem:

fra = 2624/~ 349 Hz
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que amb el truncament decimal surt igual a la freqiéncia temperada. Si

empleam la resta de la taula trobam:

Nota Do |[Re [Mi |Fa |Sol |La |Si |Do

Temperada [ 262 | 294 | 330 | 349|392 | 440|494 | 523

Pitagorica |262|295|332 (349|393 (442|497 524

on podem veure aquestes petites diferencies entre les frequiéncies dels valors

pitagorics i temperats.

3.5. Propostes previes de I'is de la musica com a eina per
I'’ensenyament de les matematiques

Per a la realitzacid6 d’aquest Treball de fi de master, hem volgut consultar
primerament quines propostes didactigues musicals-matematiques s’havien

realitzat.

En el treball de fi de master “Matematiques i musica. El taller pitagoric”, (Cartrd
Giner, S. 2012) s’hi analitzen les relacions de l'escola pitagorica amb les
proporcions, fins a I'escala temperada. També s’hi desenvolupen la relacié de
I'hnarmonia i la divisibilitat, com també els ritmes i els nombres. Finalment s’hi
tracten la notacié musical i el nombre d’or ®. La documentacié d’aquest treball
de fi de master és exhaustiva. A I'hora de proposar activitats es limita a donar

possibles idees, pero no les desenvolupa.

Un altre treball que ha servit per fer la recerca pedagogica és “Musica y
mateméticas” (Blazquez, R., 2012). En ell es tracten els fonaments matematics
de la musica de I'escola pitagorica, de les esferes de Kepler i del monocordi.
Es fa un repas de les diferents escales musicals. També s’hi parla de la
geometria en la musica i la série de Fibonacci. Les propostes didactiques
realitzades per l'autora d’aquest treball de grau sén diverses, de bona qualitat,
ben estudiades i per nivell de primaria fins ESO. Les propostes més

interessants son:
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e Fraccions i ritme musical. El seu objectiu és entendre que la duracio de
les notes musicals no sébn més que relacions entre fraccions.

e Minim comU mdltiple. El seu objectiu és ensenyar la divisibilitat, multiples
i divisors mitjangant diferents ritmes d’una canco.

e Valors de cada nota. Enfocat a donar a conéixer el sistema d’afinacio
pitagoric a través de la utilitzacid de regles de tres en situacions de
proporcionalitat.

e La successio de Fibonacci. En ella mostra situacions on apareixen la
successio de Fibonacci i el nombre auri amb l'objectiu d’estudiar el

nombre i aprofundir en el coneixement damunt ell.

En la revista Suma+ apareixen diversos articles on es proposen activitats per
realitzar a classe explicant conceptes matematics a través de la musica. Per
exemple (Gell-mann, M., & Borr, E., 2011), aprofita el disseny de jocs per
assolir el domini de les fraccions mitjancant I'is de fitxes de domino
relacionades amb la duracié de les notes musicals. Altres propostes aprofiten
els diversos tipus de compassos musicals per estudiar les fraccions dels
nombres enters. Totes aquestes activitats estan enfocades a primaria. En
I'article “Sonidos, fracciones, medias, potencias y funciones exponenciales”
(Beato Sirvent, J., 2003), s’hi estudien les relacions dels diferents sons i els
nombres. L'escala pitagorica serveix per estudiar les proporcions. L’afinacio
dels diferents sons és la base per I'estudi de I'escala temperada i les propietats
de les potencies. Totes les propostes que apareixen en aquest article so6n molt
encertades, documentades i ben estructurades. Es poden fer servir per a un 2n
o un 3r d’ESO. Aprofitarem aquesta proposta com a punt de partida de I'estudi
de les proporcions en I'escala pitagorica, perd nosaltres la completarem afegint
elements manipulables com és la fabricacié del monocordi. Una proposta per
I'estudi de les funcions periddiques i les transformades de Fourier (Pol, J. L.,
2007) es pot presentar mitjancant les ones produides