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A B S T R A C T

Discrete fuzzy numbers are finite fuzzy subsets such that their membership function verifies
similar properties (normality, convexity and monotonicity) to those satisfied by the fuzzy
numbers. In this thesis we study different algebraic structures, lattices and monoids, in the
set of discrete fuzzy numbers. In particular, we analyze in depth the bounded distributive
lattice, ALn1 , of discrete fuzzy numbers whose support is a subset of consecutive natural
numbers included in the finite chain Ln = {0, 1, · · · ,n}. On this lattice, different methods
are also provided to build aggregation functions. Thus, it is shown that from an aggregation
function defined on the finite chain Ln, for example, a t-norm, a t-conorm, a nullnorm
or a uninorm, similar aggregation functions can be constructed on this fuzzy lattice. We
study the properties of these new functions, and in the particular case of uninorms, which
are extensions of discrete uninorms in Umin and in Umax, and nullnorms, we provide a
partial characterization of them. On the other hand, this work also focuses on the study
and construction of implication functions on ALn1 . In particular, we show that the extension
of a S,QL or D discrete implication function produces an S,QL or D implication function
on ALn1 . In the case of the extension of an R-implication function, we show that it does not
generate a R-residual implication function on this fuzzy lattice, and thus, we provide a
specific method for the construction of the residual implication of a t-norm T which is an
extension of a discrete t-norm T .

In the last part of this work, we propose two possible applications of the developed
theory. Firstly, we investigate different aggregation information processes based on the
extension of discrete aggregation functions. Specifically, we propose two methods. The
first one is based on the extension of discrete t-norms and discrete t-conorms and the
second one is based on the extensions of idempotent discrete uninorms. Each of these
methods is applied to decision making problems and subjective evaluation, allowing a
direct aggregation of fuzzy valuations, obtaining a fuzzy assessment of the same class.
Finally, we propose different extensions of the classical concept of multiset. From all these
extensions, we study several properties and lattice structures.

R E S U M

Els nombres borrosos discrets són una classe de subconjunts borrosos finits tals que la
seva funció de pertinença verifica propietats anàlogues (normalitat, convexitat i monotonia)
a les que satisfan els nombres borrosos. En aquesta tesi s’estudien diferents estructures
algèbriques, reticles i monoides, en el conjunt de nombres borrosos discrets. En particular,
s’analitza en profunditat el reticle distributiu fitat, ALn1 , de nombres borrosos discrets que
tenen per suport un subconjunt de nombres naturals consecutius inclòs en la cadena finita
Ln = {0, 1, · · · ,n}. Endemés, sobre aquest reticle, es proporcionen diferents mètodes per a
construir funcions d’agregació. Així, és demostra que a partir d’una funció d’agregació
definida sobre la cadena finita Ln, com per exemple, una t-norma, una t-conorma, una
uninorma o una nulnorma, es poden construir anàlogues funcions d’agregació sobre dit
reticle borrós. S’estudien les propietats d’aquestes noves funcions i, en el cas particular
de les uninormes, que són extensions d’uninormes discretes de Umin i de Umax, i de les
nulnormes, es proporcionen caracteritzacions parcials d’aquestes. D’altra banda, aquest
treball també es centra en l’estudi i construcció de funcions d’implicació sobre dit reticle
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borrós. En particular, es demostra que l’extensió d’una S,QL o D implicació discreta,
produeix una S,QL o D implicació sobre ALn1 . En el cas de l’extensió d’una R-implicació
discreta, es veu que no genera una R-implicació residual sobre el reticle borrós. D’aquesta
manera es proposa un mètode especific que permet la construcció de la implicació residual
d’una t-norma T que és extensió d’una t-norma discreta T .

La darrera part d’aquesta memòria proporciona dues possibles aplicacions de la teoria
desenvolupada. En la primera, s’investiguen diferents processos d’agregació de la infor-
mació basats en l’extensió de funcions d’agregació discretes. En concret, es proposen dos
mètodes. El primer d’ells es fonamenta en l’extensió de t-normes i t-conormes discretes i el
segon en extensions d’uninormes idempotents discretes. Cadascun d’aquests procediments
és aplicat a problemes de presa de decisions i d’avaluació subjectiva, que permeten fer
una agregació directa de les valoracions borroses donant com a resultat una valoració
borrosa de la mateixa classe. Finalment, es proposen diferents extensions del concepte
clàssic de multiconjunt. De cadascuna d’aquestes extensions s’estudien diferents propietats
i estructures reticulars.

R E S U M E N

Los números borrosos discretos son una clase de subconjuntos borrosos finitos tales que
su función de pertenencia verifica propiedades análogas (normalidad, convexidad y mo-
notonía) a las que satisfacen los números borrosos. En esta tesis se estudian diferentes
estructuras algebraicas, retículos y monoides, en el conjunto de números borrosos dis-
cretos. En particular, se analiza en profundidad el retículo distributivo acotado, ALn1 , de
números borrosos discretos que tienen por soporte un subconjunto de números naturales
consecutivos incluido en la cadena finita Ln = {0, 1, · · · ,n}. Además, sobre este retículo, se
proporcionan diferentes métodos para construir funciones de agregación. Así, se demuestra
que a partir de una función de agregación definida sobre la cadena finita Ln, como por
ejemplo, una t-norma, una t-conorma, una uninorma o una nulnorma, se pueden construir
análogas funciones de agregación sobre dicho retículo borroso. Se estudian las propiedades
de estas nuevas funciones y, en el caso particular de las uninormas, que son extensiones de
uninormas discretas de Umin y Umax, y de las nulnormas, se proporcionan caracterizaciones
parciales de estas. Por otro lado, este trabajo también se centra en el estudio y construcción
de funciones de implicación sobre dicho retículo borroso. En particular, se demuestra que
la extensión de una S,QL o D implicación discreta, produce una S,QL o D implicación
sobre ALn1 . En el caso de la extensión de una R-implicación discreta, se ve que no genera
una R-implicación residual sobre el retículo borroso. De esta forma, se propone un método
específico que permite la construcción de la implicación residual de una t-norma T que es
extensión de una t-norma discreta T .

En la última parte de esta memoria se proponen dos posibles aplicaciones de la teoría
desarrollada. En la primera, se investigan diferentes procesos de agregación de la informaci-
ón basados en la extensión de funciones de agregación discretas. En concreto, se proponen
dos métodos. El primero de ellos se fundamenta en la extensión de t-normas y t-conormas
discretas y el segundo en extensiones de uninormas idempotentes discretas. Cada uno de
estos procedimientos es aplicado a problemas de toma de decisiones y de evaluación subje-
tiva, que permiten hacer una agregación directa de las valoraciones borrosas, dando como
resultado una valoración borrosa de la misma clase. Finalmente, se proponen diferentes
extensiones del concepto clásico de multiconjunto. De cada una de estas extensiones se
estudian diferentes propiedades y estructuras reticulares.
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1
I N T R O D U C C I Ó

Al llarg de la història, independentment del tipus de civilització que es tractàs, egípcia,
babilònica, grega, romana, xinesa, àrab, etc; aquesta sempre ha tingut la necessitat de
realitzar recomptes o mesuraments d’acord als seus menesters (polítics, socials, econòmics,
científics, etc). Per exemple, tal com cita Carl B. Boyer [18] ”les inscripcions egípcies ens revelen
una sorprenent familiaritat amb nombres grans des d’una data molt antiga; per exemple en un
museu d’Oxford es conserva una maça real de fa més de 5000 anys en la que apareix enregistrat
un número de 120.000 presoners i 1.422.000 cabres capturades”. Per aquesta raó, les diferents
cultures han anat definint diferents conjunts de regles i símbols que tenien per objecte la
representació dels nombres i l’establiment de les seves operacions.

De manera semblant, la Lògica, entesa en paraules de C. L. Chang [51] com ”l’estudi
sobre els mètodes i principis del raonament humà en totes les seves possibles formes” ha anat
evolucionant al llarg de l’història. En efecte, ja Aristòtil deixeble de Plató (segle IV abans de
Crist) tractava d’identificar les formes de raonament humà, per tractar de crear criteris per
discernir en les discussions filosòfiques. Aquests dos grans pensadors de la Grècia Clàssica
ja deixaven entreveure la idea de lògiques multivaluades ”les coses no tenen perquè ser d’un
cert tipus o deixar de ser-ho, sinó que hi ha tota una escala intermèdia entre els dos extrems”. Però
no és fins a mitjans del segle XIX quan es situa habitualment el veritable naixement de la
Lògica Matemàtica. Així l’any 1847, G. Boole publica el seu treball titulat The Mathematical
Analysis of Logic. Amb l’aportació de Boole es deixen de deduir els teoremes de la lògica a
partir del llenguatge ordinari i es passa a la construcció de sistemes formals que permeten
deduir resultats mitjançant procediments purament algebraics, per interpretar-los desprès
en el llenguatge ordinari. Des de llavors, la teoria de conjunts i el raonament algebraic han
anat de la mà de la Lògica Matemàtica, tant en el seu estudi i el seu desenvolupament com
en totes les generalitzacions i extensions que han aparegut.

Ja en el segle XX [136], Jan Łukasiewicz (1878-1956) va elaborar a l’any 1920 una lògica
trivalent; Emil Post (1897-1954), en 1921, una lògica finitament polivalent (amb un nombre
de valors de veritat superior a dos però finit), i posteriorment Alfred Tarski (1901-1983) i
Jan Łukasiewicz varen elaborar lògiques infinitament polivalents (amb un nombre infinits
de valors de veritat). Com es veu cada vegada més en l’àmbit matemàtic, es va reafirmant
més l’idea originària aristotèlica que les coses no són necessàriament blanques o negres
sinó que hi ha tota una escala de valors intermedis entre els dos extrems. I per tant, totes
aquestes noves idees es van allunyant poc a poc de les concepcions més rígides de la lògica
clàssica bivalent.

L’any 1965, Lotfi A. Zadeh [161] amb la publicació del seu treball Fuzzy Sets va posar els
fonaments de la Lògica Borrosa i els conjunts borrosos. Endemés, no solament en aquest
treball s’introdueixen els conjunts borrosos, sinó també les operacions bàsiques entre ells.
És aquesta formalització dels conceptes la que permet l’assentament i acceptació d’aquesta
nova teoria al món matemàtic, encara que no sense nombroses dificultats en els seus inicis
(veure per exemple [160]). Ara bé, a més a més de les dificultats abans esmentades, resulta
difícil pensar que el professor Zadeh fos conscient inicialment de les enormes repercussions
i de l’èxit que a hores d’ara té la seva teoria i del futur encara més prometedor que
tindrà. Actualment, la Lògica Borrosa s’emmarca en una branca de coneixement més ampla
anomenada Soft Computing, que engloba també la computació neuronal, la computació
evolutiva, l’aprenentatge automàtic i el raonament probabilístic.
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De fet, s’ha comprovat que en moltes situacions i problemes concrets, la utilització de la
Lògica Borrosa dóna millors resultats que la clàssica. Així, cada vegada és més habitual
trobar noves tecnologies que incorporen en el seu funcionament la Lògica Borrosa: Des de la
NASA pel control de posició del Transbordador Espacial, la Ford i altres cases d’automòbils,
amb el sistema d’aparcament automàtic, el sistema de frenat ABS o el canvi de marxes
automàtic; fins a diverses marques d’electrodomèstics amb rentadores, condicionadors
d’aire, enfocament automàtic de càmeres fotogràfiques, etc. Aquesta explosió d’aplicacions
i productes de mercat ha estat possible gràcies a la dedicació de nombrosos investigadors
centrats en els diversos camps de la Lògica i els conjunts borrosos, tant des del punt de
vista aplicat com del purament teòric (veure per exemple [67, 84, 149]). Des del punt de
vista formal, la lògica borrosa ha seguit la pauta general i el seu desenvolupament ha anat
de la mà del raonament algebraic. D’aquesta manera, diverses estructures algebraiques
han anat apareguent a la par que les seves corresponents lògiques formals borroses. Així
per exemple, la lògica Monoidal T-norm based lògic (MTL), introduïda per Esteva i Godo
[72], té per semàntica les MTL-àlgebres que generalitzen les BL-àlgebres que Hájek [87]
havia proposat com a semàntica de la lògica bàsica BL. Entre les principals extensions
de les MTL-àlgebres cal destacar, les IMTL- àlgebres [72] (semàntica de la lògica borrosa
involutiva bàsica IMTL), les MV-àlgebres que són les àlgebres associades a la lògica de
Łukasiewicz introduïdes per Chang l’any 1958 [52], etc. Altres estudis interessants sobre
lògiques borroses poden trobar-se en [73, 75, 74, 108, 107].

Entre els diferents tipus de conjunts borrosos, cal destacar un cas particular anomenat
nombre borrós que des d’un punt de vista intuïtiu descriu situacions del tipus nombres que
estan propers o un nombre donat o nombres que estan en el voltant d’un interval. Tals concepcions
són essencials per a caracteritzar estats de variables borroses, i, conseqüentment, juguen
un paper molt important en moltes aplicacions, com ara, el control borrós, els problemes
de decisió, el raonament aproximat, l’enginyeria, etc [84, 90]. Formalment, perquè un
subconjunt borrós A : R→ [0, 1] sigui anomenat nombre borrós, aquest ha de verificar al
manco aquestes tres propietats [90]:

i) Ha de ser un subconjunt borrós normal,

ii) la seva funció de pertinença ha de ser semi-continua superiorment, i per tant, els seus
α-nivells, Aα, hauran de ser intervals tancats per a cada α ∈ (0, 1],

iii) el seu suport, supp(A), ha de ser fitat.

La condició de normalitat (és a dir, existència de valors del suport de A que tenen per
valor de pertinença 1) està motivada pel fet de que la idea nombres propers a r engloba, en
particular, al propi nombre r ∈ R, i d’aquesta forma generalitza el concepte de nombre
real. La segona i tercera propietat, possibilitaran definir de manera senzilla, a través del
principi d’extensió o bé fens ús de l’aritmètica d’intervals [116], les operacions aritmètiques
bàsiques entre nombres borrosos. Per tant veim, com mencionaven al principi de la
nostra exposició, que una vegada més en aquest cas, a partir de les idees del professor
Zadeh, s’ha definit un conjunt de regles i símbols que te per objecte la representació
dels nombres (en aquest cas per descriure quantitats aproximades o que tenen un cert
grau de desconeixement) i així permetre la realització d’operacions aritmètiques entre ells.
Aquests tipus de conjunts borrosos han estat estudiats amplament en la literatura des
de molts i variats aspectes: classificacions, distàncies entre nombres borrosos, avaluació
de quantitats borroses, aproximacions de nombres borrosos, operacions amb nombres
borrosos, aplicacions dels nombres borrosos, generalitzacions de nombres borrosos, etc
(veure per exemple [19, 66, 67, 83, 84, 90, 104, 117, 147, 148, 149, 150, 151].

L’any 2001, W. Voxman [144] introdueix una altra possible generalització del concepte de
nombre, que anomena nombre borrós discret. Entès com un subconjunt borrós de la recta
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real amb suport finit i tal que la seva funció de pertinença verifica propietats similars a les
establertes per a un nombre borrós (creixement fins que assoleix el valor 1 i decreixement
posterior). Ara bé, en aquest treball no es realitza cap estudi de possibles operacions aritmè-
tiques i no és fins l’any 2005, (G. Wang en [145]) que es proporciona una caracterització dels
nombres borrosos discrets i es defineix una possible suma entre ells, basada en els α-nivells.
Una de les primeres conclusions que es deriven d’aquest treball és que el principi d’extensió
de Zadeh no és un mètode vàlid per a definir operacions aritmètiques ni reticulars (màxim
i mínim) entre nombres borrosos discrets, donat que la seva aplicació en general produeix
subconjunts borrosos finits que no satisfan totes les condicions imposades per Voxman.
Així doncs, el significat numèric d’aquest tipus de subconjunt borrós, juntament amb la
finitud del seu suport (que possibilita una connexió amb els treballs desenvolupats sobre
cadenes finites [57, 97, 98, 99, 100, 101, 105]) i la manca d’estudi envers a operacions i
estructures algèbriques en el conjunt de nombres borrosos discrets, van ser una motivació
per aprofundir en aquest tema com posteriorment anirem explicant.

Un altre punt fonamental emmarcat dins la teoria de la lògica borrosa és la investigació
dels diferents connectius lògics, en especial, t-normes i t-conormes que modelitzen la
intersecció i la unió de conjunts borrosos respectivament; les negacions que modelitzen
al complementari d’un subconjunt borrós i les funcions d’implicació que modelitzen els
condicionals borrosos. Aquests tipus d’operadors no són només importants en l’àmbit dels
conjunts borrosos, sinó que també tenen un paper rellevant en molts altres camps com
els espais mètrics probabilístics (on van néixer les t-normes), la probabilitat i estadística,
l’economia, la teoria de la mesura, els sistemes experts, la morfologia matemàtica, la
presa de decisions i l’agregació de la informació. Ara bé, aquests connectius lògics estan
englobats dins d’un marc més general d’operadors que són les anomenades funcions
d’agregació [12, 30, 81, 134].

La teoria d’operadors d’agregació està fortament relacionada amb tot tipus de sistemes
basats en regles, els sistemes experts, la morfologia matemàtica, la lògica borrosa, el
raonament aproximat, etc. Bàsicament, el que es planteja en tots aquests camps científics, és
que arriba un moment en què resulta necessari transformar o fusionar una certa quantitat
de dades en un resultat concret. Això significa ser capaç d’obtenir, a partir d’unes entrades
donades, una sortida que estigui relacionada amb les mateixes segons el problema tractat.
Des d’un punt de vista formal, aquesta agregació de la informació ve modelitzada a través
d’una funció (anomenada d’agregació) F : Ln → L (n > 2), on L és el conjunt on pertanyen
les dades a agregar, amb certes propietats que varien segons les necessitats i els camps on
han de ser aplicades. Formalment, el conjunt de dades a agregar és interpretat en la seva
versió més àmplia com un conjunt parcialment ordenat L amb màxim i mínim. En l’àmbit
dels conjunts borrosos, s’agafa com a conjunt L l’interval unitat [0, 1], però també hi ha
estudis en altres dominis, com ara reticles en general, àlgebres, i, molt especialment, cadenes
finites utilitzades en la modelització de l’agregació qualitativa. Per exemple, en el cas de
l’interval unitat, la definició més general inclou només la condició de creixement en cada
variable tals que en la frontera verifiquin F(0, · · · , 0) = 0 i F(1, · · · , 1) = 1. Ara bé, depenent
de les necessitats i fites en cada cas, es pot requerir que les funcions d’agregació satisfacin
altres propietats addicionals. Per exemple, la simetria (commutativitat) es pot requerir
en el cas de que el conjunt de dades o opinions a agregar tinguin la mateixa fiabilitat, la
idempotència es requereix si es pretén una propietat de consens, la associativitat perquè
permet estendre de forma única operadors d’agregació binaris a operadors d’agregació
n-dimensionals.

Entre les funcions d’agregació associatives més conegudes, que seran motiu d’estudi en
aquest treball, cal citar les mencionades t-normes i t-conormes i, per la seva rellevància
donat que són extensions de les mateixes, destacam les uninormes [28, 29, 55, 77, 78, 96, 98]
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i les nulnormes ([29], i [97] on apareixen amb el nom de t-operadors). Entre les funcions
d’agregació en general (no associatives) es troben molts altres tipus, com les mitjanes
ponderades, els OWAs, etc [12, 30, 134]. En aquest treball es vol iniciar l’estudi de funcions
d’agregació definides en el conjunt de nombres borrosos discrets. La motivació ve donada
perquè en moltes ocasions les dades a agregar no són nombres, sinó més aviat informació
borrosa o fins i tot informació qualitativa. Per aquesta raó, es fa necessari la possibilitat de
construir funcions d’agregació que puguin fusionar directament aquest tipus d’informació
borrosa en una dada també borrosa i de la mateixa naturalesa que les inicials.

Per altre lloc, un dels temes més importants i actuals en lògica borrosa és l’estudi dels
condicionals borrosos del tipus ”Si p, alehores q” amb p i q proposicions borroses. La
modelització matemàtica d’aquests condicionals es fa a partir de les anomenades funcions
d’implicació borroses. Aquest tipus de funcions han estat estudiades com a extensions de
les funcions d’implicació en la lògica clàssica. És ben conegut [8, 90] que en aquest marc
hi ha diferents formes equivalents de definir-les. Emperò, les seves extensions en lògica
borrosa no ho són equivalents i donen lloc a distints tipus de funcions d’implicacions.
Entre aquests tipus d’implicacions, els més utilitzats es defineixen mitjançant funcions
d’agregació (t-normes i t-conormes) de la següent manera:

• Implicacions fortes o S-implicacions, definides per

IS,N(x,y) = S(N(x),y), per a tots x,y ∈ [0, 1],

on S és una t-conorma i N una negació forta. Aquestes apareixen com a una genera-
lització de la implicació booleana clàssica p→ q ≡ ¬p∨ q.

• Implicacions residuals o R-implicacions, definides per

IT (x,y) = sup{z ∈ [0, 1] | T(x, z) 6 y}, per a tots x,y ∈ [0, 1],

on T és una t-norma (habitualment contínua per l’esquerra1). El seu nom és degut a
que provenen dels reticles residuats basats en la propietat de residuació que, en el
cas de t-normes, es pot escriure com

T(x,y) 6 z si i només si I(x, z) > y per a tots x,y, z ∈ [0, 1], (1.1)

• QL-operacions definides per

I(x,y) = S(N(x), T(x,y)), amb x,y ∈ [0, 1]

on S és una t-conorma, T és una t-norma i N és una negació borrosa (habitualment
forta). Provenen de la lògica de la mecànica quàntica.

• D-operacions definides per

I(x,y) = S(T(N(x),N(y)),y), amb x,y ∈ [0, 1]

on S és una t-conorma, T és una t-norma i N és una negació borrosa (habitualment
forta). Són la contraposició respecte a N de les QL-operacions quan N és forta.

Aquest tipus d’implicacions han estat extensament estudiats per molts d’autors i no només
en el marc de l’interval unitat [6, 7, 8, 23, 60, 90, 101, 102, 127, 138] sinó també en altres
dominis de definició com ara cadenes finites [99, 100, 101, 138] o reticles fitats en general
[55, 56]. Una de les causes d’aquest extensiu estudi és que les implicacions no només

1 La propietat de residuació 1.1 es verifica per una t-norma T si i només si T és contínua per l’esquerra [72].



5

s’utilitzen per representar els condicionals, sinó per realitzar inferències principalment
a través del modus ponens i del modus tollens. Això fa que dites implicacions siguin
essencials tant en la lògica borrosa i el raonament aproximat, com en el control borrós i en
la computació amb paraules (veure [101] i les seves referències). En aquest sentit, la gran
quantitat de possibles camps d’aplicació que tenen aquests tipus d’operadors fa que es
plantegi i defensi la importància de tenir tants models diferents d’implicacions borroses
com sigui possible [137] (veure també [101]). En particular, en l’article esmentat els autors
arriben a la conclusió que fins i tot són necessaris nous models d’implicacions borroses.
Per tant, seguint aquesta direcció plantejada, la recerca de noves funcions d’implicació, en
aquest cas funcions d’implicació en el conjunt de nombres borrosos discrets, serà un altre
fita que es durà a terme en aquest treball.

D’altra banda, diferents tipus de generalitzacions de conjunts borrosos han estat in-
troduïdes en la literatura amb l’objectiu de millorar les eines clàssiques de modelatge
difús proporcionades pels conjunts clàssics borrosos. Per exemple cal citar, els conjunts
intuïcionistes d’Atanassov [2, 21, 22, 24, 25, 63], els conjunts borrosos interval-valorats
[9, 20, 22, 27, 64, 62, 61], els conjunts borrosos tipus 2 [26, 106, 114], els multiconjunts
borrosos [31, 47, 109, 112, 113, 155] i recentment, interpretats com a casos especials de
multiconjunts, els conjunts borrosos hesitant [126, 133, 154] o el conjunts borrosos n-
dimesionals [10, 11, 131]. Amb aquestes idees, veim que l’estudi de multiconjunts és un
àrea d’interès actual ja sigui des del punt de vista teòric (veure a més [17, 50, 80, 125])
o també des de les seves possibles aplicacions [110, 111, 115]. Dins d’aquest camp d’in-
vestigació es troba l’estudi de les extensions del concepte de multiconjunt. Així, a partir
de la definició clàssica, com a aplicacions M : X → N, la idea és canviar el conjunt de
valoració N, i en comptes d’emprar aquest, utilitzar-ne d’altres que es determinaran en
funció del context on s’apliqui i del grau d’incertesa que es tingui sobre les dades de
l’univers X. Amb aquesta línia d’investigació en aquesta tesi es proposa una nova extensió
del concepte de multiconjunt, generalitzant l’esposada per D. Rocacher [123] basada en
la cardinalitat borrosa d’un subconjunt borrós [68, 159]. Concretament, s’analitzen els
multiconjunts valorats en el conjunt de nombres borrosos discrets.

Exposat el context on està emmarcada la nostra investigació, recordem ara quines seran
les fites que volem aconseguir en aquest treball i com s’aniran tractant en cada capítol.

Fita 1. Construcció d’una estructura de reticle en el conjunt de nombres borrosos discrets.

És ben conegut que el marc més general on es defineixen funcions d’agregació
(t-normes, t-conormes, uninormes, etc) o una funció d’implicació, és en un reticle
fitat L = (L,∨,∧, 1, 0) que no sigui necessàriament una cadena [58, 55, 162]. Així en
el capítol 3, la primera proposta és la construcció d’una estructura de reticle en el
conjunt de nombres borrosos discrets, que denotarem perDFN. Per fer tal construcció,
una primera idea seria emprar les mateixes idees que s’utilitzen [90] per a construir
el reticle dels nombres borrosos, FN, via el principi d’extensió de Zadeh. El que
comprovam és que aquest mètode no és vàlid per a la construcció de les funcions
reticulars màxim i mínim, donat que, quant les aplicam, s’obtenen subconjunts
borrosos que no verifiquen les condicions de ser un nombre borrós discret (veure per
exemple les figures 9 o 10). Per aquesta raó, proposam en els teoremes 3.2.8 i 3.2.12

unes noves funcions, denotades per max i min, que solventen aquest problema. De
l’anàlisi de les propietats d’aquestes funcions (veure proposició 3.2.15 i nota 3.2.16)
veim que en general no es pot construir tal estructura de reticle en tot DFN. Emperò
demostram que dita estructura és manté en un subconjunt molt especial de nombres
borrosos discrets que denotam per ASr , i que està format pels nombres borrosos
discrets tals que tenen per suport un subconjunt finit de termes consecutius d’una
progressió aritmètica S de nombres naturals de raó r (veure teorema 3.2.23). Endemés,
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en particular, veim que per a cada cadena finita de nombres naturals consecutius
Ln = {0, 1, · · · ,n} , la terna (ALn1 , min, max) té estructura de reticle fitat distributiu
amb mínim el nombre borrós discret 10 (únic nombre borrós discret que té per suport
el conjunt unitari 0) i màxim el nombre borrós discret 1n (únic nombre borrós discret
que té per suport el conjunt unitari n).

D’altra lloc, en la darrera secció d’aquest tercer capítol estudiam l’estructura de
monoide commutatiu ordenat amb l’ordre parcial que es deriva de les operacions
max i min. Per fer això, donat que el principi d’extensió de Zadeh, en general, no és
un mètode vàlid, en el conjunt DFN és proposen diferents possibilitats de definició
de suma (que s’utilitzarà com a operació monoidal) a través del concepte d’associació
(veure definició 3.3.6). També s’analitza la relació existent entre les sumes definides a
través d’associacions i la suma establerta per Wang (veure teorema 3.3.3) comprovant
que és un cas particular d’un tipus d’associació que anomenam α-associació (veure
teorema 3.3.33). D’altra banda, també ens plantejam quan el principi d’extensió és
un mètode vàlid, i es demostra que en el cas de sumar elements del conjunt ASr
aquest principi és adient. Així, com a darrer resultat obtenim que el conjunt A1 té
estructura de monoide ordenat commutatiu amb la suma com a operació monoidal
(definida equivalentment, o bé a partir del principi de Zadeh [90], o bé a partir de les
α-associacions, o bé d’acord al mètode de Wang) i amb l’ordre parcial considerat en
el teorema 3.2.23 (on A1 és el cas particular quan S = N i r = 1).

Fita 2. Construcció de funcions d’agregació en el conjunt de nombres borrosos discrets

En el capítol 4 ens proposam l’estudi i construcció de funcions d’agregació en el reticle
fitat distributiu (ALn1 , min, max, 10, 1n) amb l’ordre induït a partir de les operacions
reticulars. L’interès sobre aquest reticle resideix en que els seus elements poden ser
interpretats com a valoracions discretes borroses sobre una cadena finita. D’aquesta
manera podem interpretar la cadena Ln com una cadena de termes lingüístics (o de
possibles valors en una informació qualitativa) del tipus L = {N,MB,B,M,A,MA,P}
on les lletres es refereixen als termes lingüístic nul, molt baix, baix, mitja, alt, molt
alt i perfecte. Aleshores un nombre borrós sobre A

L6
1 pot identificar-se com una

valoració borrosa sobre L. Així per exemple, una informació qualitativa del tipus
{0.8/3, 1/4, 08./5} ∈ ALn1 on L6 = {0, · · · , 6} permet descriure una situació on l’expert
considera molt possible que és doni una valoració alta A d’acord a l’escala lingüística
L (veure figura 21). Aquest tipus de valoracions són habituals entre els experts i
l’estudi de funcions d’agregació sobre ALn1 permetrà treballar amb elles i aplicar-les
en diferents àmbits com pot ser l’avaluació subjectiva i la presa de decisions com
farem en el capítol 6. Així, en la secció 4.2 es veu (teorema 4.2.15 i nota 4.2.16) que a
partir de qualsevol t-norma (t-conorma) T (S) suau definida sobre una cadena finita
Ln és possible estendre-la al reticle fitat ALn1 essent dita extensió T (S) una t-norma
(t-conorma) sobre aquest reticle. En el següent apartat, es construeix una funció de
negació forta sobre el reticle distributiu fitat ALn1 que serà emprada per fer un estudi
clàssic de dualitat entre t-normes i t-conormes sobre aquest reticle fitat. Més endavant,
en el capítol 5, aquesta funció de negació serà utilitzada per a construir funcions
d’implicació (implicacions fortes, QL i D-implicacions).

A continuació, s’estudia l’equació de Frank a partir d’una parella (T, S) construïdes
segons el mètode comentat. Seguidament, s’analitza la construcció de funcions
d’agregació sobre el reticle distributiu fitat ALn1 a partir de funcions d’agregació,
no necessàriament suaus, definides sobre la cadena finita Ln. A més, s’aprofundeix
en dos casos ben coneguts que seran els de les uninormes i els de les nulnormes,
establint en aquest cas caracteritzacions parcials d’aquestes funcions d’agregació,
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a diferència de l’entorn discret Ln, degut a que en aquest nou reticle l’ordre és
parcial i per tant hi ha elements que no són comparables. Seguidament investigam
si és possible construir funcions d’agregació sobre el reticle fitat distributiu ALn1 a
partir d’una parella de funcions d’agregació definides sobre la cadena finita Ln. En
particular, es desenvolupen els casos de parelles d’uninormes i nulnormes. Veurem
que considerant parelles de funcions d’agregació F,G sobre Ln amb F 6 G, podem
generar una funció d’agregació sobre ALn1 que serà compensatòria entre F i G, les
extensions de F i G a ALn1 , respectivament. Finalment, s’analitza l’extensió de funcions
d’agregació n-dimensionals no necessàriament associatives.

Fita 3. Construcció de funcions d’implicació en el conjunt de nombres borrosos discrets

Com hem comentat al llarg d’aquesta introducció les funcions d’implicació són
uns dels principals tipus de connectius en lògica borrosa ja que són amplament
emprats tant en processos d’inferència com per a modelar condicionals borrosos.
És per això, que la recerca de nous tipus de funcions d’implicació i de les seves
aplicacions resulti un camp de candent actualitat. D’aquesta manera, en el capítol
5 estudiam la possibilitat de construir funcions d’implicació borroses en el reticle
borrós ALn1 a partir d’extensions de funcions d’implicació definides sobre la cadena
finita Ln. Un primer resultat que s’obté (teorema 5.1.4) és que per a cada funció
d’implicació discreta, I, definida sobre la cadena finita Ln, la seva extensió I és una
funció d’implicació sobre el reticle fitat ALn1 . A més, es comprova que aquesta extensió
conserva moltes propietats de l’original com ara, el principi d’intercanvi, la neutralitat
per l’esquerra o la contraposició. Endemés, en les seccions 5.1.14 i 5.1.2 es demostra
que extensions de S,QL iD implicacions definides sobre Ln produeixen també S,QL i
D-implicacions sobre el reticle borrós ALn1 . En canvi, aquesta propietat no es conserva
en el cas d’implicacions residuals. Per aquesta raó la secció 5.2 està dedicada a la
construcció i estudi de la funció d’implicació residuada derivada d’una t-norma T, que
és extensió d’una t-norma T sobre Ln. En particular, es comprova (proposició 5.2.8)
que aquesta funció d’implicació verifica les propietats més habituals de qualsevol
implicació residuada, com per exemple, neutralitat de la veritat, propietat d’ordenació,
principi d’identitat, principi de residuació, Modus Ponens, llei d’importació per a
T i principi d’intercanvi. A més, comprovam que aquesta construcció proposada
resulta ser un generalització de la R-implicació interval-valorada definida en el
conjunt d’intervals tancats de Ln (veure nota 5.2.7). Finalment, es comprova que
(ALn1 , 10, 1n, min, max,T, IT) és un reticle residuat fitat essent T l’extensió a ALn1 de la
t-norma discreta T definida sobre Ln i IT la seva implicació residual definida en ALn1 .

En la darrera secció, investigam la possibilitat de construir noves funcions d’implicació
en el reticle ALn1 , a partir de parelles de funcions d’implicació I, J que són extensions
d’una parella (I, J) de funcions d’implicació definides sobre la cadena finita Ln. A
més, provam que en el conjunt de funcions d’implicació sobre ALn1 , FI(ALn1 ), que són
extensions de funcions d’implicacions definides sobre Ln, és possible construir una
estructura de reticle distributiu.

Fita 4. Aplicacions a l’agregació qualitativa

Com ja hem comentat, un altre objectiu en aquesta tesi és aplicar les funcions
d’agregació definides sobre el conjunt de nombres borrosos discrets en diversos
aspectes de l’agregació qualitativa. Així, en particular, en el capítol 6 s’investiga la
possibilitat d’emprar aquestes noves funcions d’agregació, en diferents problemes
de presa de decisions i d’avaluació subjectiva. En aquest sentit, cal tenir present
que aquesta proposta inclou dues idees noves. Per una part, l’utilització d’aquests
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nous operadors d’agregació borrosos en la presa de decisions, i per una altra part, la
possibilitat d’emprar directament informació borrosa produint també, una decisió
expressada com un nombre borrós discret resultat de l’agregació efectuada.

Fita 5. Multiconjunts valorats en el conjunt de nombres borrosos discrets

Motivats per el nou tipus de multicojunts proposats per D. Rocacher [123, 124] i
per J. Casasnovas i G. Mayor [31], en el capítol 7 es proposa, a partir dels resultats
obtinguts en els capítols anteriors, definir dues possibles noves extensions dels
multiconjunts, on en aquests casos els conjunts de valoració considerats seran A1

(que generalitza el proposat per D. Rocacher en [123]) i ALn1 (que generalitza el
proposat per J. Casasnovas i G. Mayor en [31]). Per aquest tipus de multiconjunt
estudiarem noves operacions i diferents propietats que es derivin de les mateixes.
Així, en la secció 7.2 definim els multiconjunts naturals borrosos, que tenen per
conjunt de valoració A1 i el denotam per FNM(X). En aquest conjunt definim la
suma +, la unió ∨ i la intersecció ∧. Respecte de la suma, es comprova que FNM(X)
és monoide commutatiu i que amb les operacions ∨ i ∧, FNM(X) té estructura de
reticle distributiu. Es defineix, de la manera habitual un ordre parcial i es demostra
que aquest ordre és compatible amb la suma de multiconjunts i per tant FNM(X)
té estructura de monoide ordenat. Per altre lloc, es defineix també el cardinal d’un
multiconjunt natural borrós i s’estudien algunes propietats.

En la secció 7.3, en base a la idea de multiconjunts fitats [31] (aquells multiconjunts A
valorats en el conjunt de nombres naturals, tals que per a tot x ∈ X és té que A(x) 6 n
amb n ∈ N, és a dir, la multiciplitat de qualsevol element sempre serà menor que
un valor n fixat) definim els multiconjunts naturals borrosos fitats, BFNMn(X), que
tenen per conjunt de valoració el reticle distributiu fitat ALn1 , sent Ln = {0, · · · ,n}. De
manera semblant al cas anterior, es demostra que (BFNMn(X),∨,∧) té estructura
de reticle distributiu fitat. A partir d’aquesta propietat es defineixen operacions
triangulars (t-normes i t-conormes) sobre aquest reticle fitat, que són motiu d’estudi
en la secció 7.3.1. Així, es demostra que a partir d’una t-norma i una t-conorma
definida sobre la cadena finita Ln és pot construir una t-norma i una t-conorma sobre
BFNMn(X), i el mateix passa per una t-norma i una t-conorma definida sobre ALn1 .
També estudiam l’equació de Frank per parelles (T, S) formades per una t-norma
i una t-conorma sobre BFNMn(X) construïdes a partir de parelles (T ,S) formades
per una t-norma i una t-conorma suaus sobre Ln. I sobre aquest tipus de parella
(T, S), que satisfan l’equació de Frank, s’estudien algunes propietats relacionades
amb el cardinal d’un multiconjunt. La darrera secció d’aquest capítol està dedicada a
un cas particular de multiconjunt que anomenam multiconjunts valorats mitjançant
intervals.

Per acabar, volem fer notar que en aquestes línies hem destacat només els principals
problemes que han motivat aquesta memòria i els resultats més importants obtinguts a
partir de dites fites.

En el darrer capítol d’aquesta memòria es presenten les conclusions que es poden
extreure del treball realitzat, així com una sèrie de problemes oberts que podrien ser
estudiats en un futur per tal d’ampliar o millorar tot el que aquí s’ha exposat.



2P R E L I M I N A R S

En aquests preliminars exposam les definicions i principals resultats generals que utilitza-
rem al llarg de tot aquest treball. La primera secció està dedicada a repassar els principals
resultats sobre operacions triangulars definides sobre la cadena finita Ln = {0, 1, · · · ,n} ano-
menades operacions discretes, així com, les seves caracteritzacions en el cas suau. Desprès
es mencionen els conceptes bàsics de les uninormes i nulnormes discretes, operadors que
poden ser vists com una generalització de les t-normes i t-conormes discretes. Endemés,
s’enumeren els distints tipus d’implicacions discretes en què es centrarà la memòria, fent
especial interès en el cas de S-implicacions i implicacions residuals o R-implicacions. En la
darrera secció, es presenta el concepte de nombre borrós, i es mostren alguns exemples
rellevants dels mateixos. També es defineixen via el principi d’extensió de Zadeh i equiva-
lentment mitjançant els seus conjunts de nivells, les operacions aritmètiques bàsiques entre
aquests subconjunts borrosos. A més, s’estudia l’estructura de reticle distributiu que es pot
considerar en el conjunt dels nombres borrosos.

2.1 operacions triangulars sobre una cadena finita

Donarem per coneguts tota una serie de resultats que poden ser trobats per exemple en
[105, 97]. Recordarem només les definicions i resultats més importants sobre operadors
triangulars definits sobre un entorn discret, que seran emprats al llarg d’aquesta memòria.

Definició 2.1.1. Una t-norma (també anomenada norma triangular) discreta és una operació binària
T sobre la cadena finita Ln, és a dir, és una funció T : L2n → Ln tal que per a tots x,y, z ∈ Ln es
satisfan les següents propietats:

1. T(x,y) = T(y, x) (Commutativitat)

2. T(T(x,y), z) = T(x, T(y, z)) (Associativitat)

3. T(x,y) 6 T(x, z) si y 6 z (Monotonia)

4. T(x,n) = x (Condició de Frontera)

Definició 2.1.2. Una t-conorma (també anomenada conorma triangular) discreta és una operació
binària S sobre la cadena finita Ln, és a dir, és una funció S : L2n → Ln tal que per a tots x,y, z ∈ Ln
es satisfan les següents propietats:

1. S(x,y) = S(y, x) (Commutativitat)

2. S(S(x,y), z) = S(x,S(y, z)) (Associativitat)

3. S(x,y) 6 S(x, z) si y 6 z (Monotonia)

4. S(x, 0) = x (Condició de Frontera)

Exemple 2.1.3. Donarem dos exemples de cadascuna d’aquests operacions binàries.

• En el cas de t-normes sobre Ln tenim:

– El mínim, TM(x,y) = min(x,y)

9
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– La t-norma de Łukasiewicz TL(x,y) = max(0, x+ y−n)

• En el cas de t-conormes sobre Ln tenim:

– El màxim, SM(x,y) = max(x,y)

– La t-conorma de Łukasiewicz SL(x,y) = min(n, x+ y)

En el cas d’operacions binàries definides sobre la cadena finita Ln la noció de continuïtat
tal com es coneguda en l’interval unitat, es defineix a partir del concepte anomenat suavitat.

Definició 2.1.4. Una funció f : Ln → Ln es diu que és suau si

| f(x) − f(x− 1) |6 1

per a tot x ∈ Ln amb x > 1.

Definició 2.1.5. Un operador binari F en Ln es diu suau si és suau en cada variable.

Definició 2.1.6. Una t-norma T (o una t-conorma S) en una cadena finita Ln és divisible si es
compleix la següent propietat:

per a tot x,y ∈ Ln amb x 6 y existeix z ∈ Ln tal que x = T(y, z) (o y = S(x, z))

Definició 2.1.7. Una t-norma T (o una t-conorma S) en Ln satisfà la condició de Lipschitz quan:

T(z,y) − T(x,y) 6 z− x (o S(z,y) − S(x,y) 6 z− x)

per a tots x,y, z ∈ Ln tals que z > x

Un primer resultat que cal destacar és que les propietats de suavitat, divisibilitat i
Lipschitz són equivalents per a t-normes discretes, veure [105].

Proposició 2.1.8. Donada una t-norma T en Ln són equivalents les següents afirmacions:

1. T és divisible

2. T és suau

3. T satisfà la condició de Lipschitz

4. T satisfà el teorema del valor mitjà, és a dir, siguin T(x,y) = z i T(x,y ′) = z ′ amb z < z ′,
aleshores per a tot z ′′ ∈ [z, z ′] existeix algun y ′′ ∈ [y,y ′] tal que T(x,y ′′) = z ′′

De manera semblant al cas d’operacions triangulars definides en l’interval unitat tenim,

Definició 2.1.9. Una t-norma T (o una t-conorma S) en una cadena finita Ln és Arquimediana
si satisfà la següent propietat: per a tots x,y ∈ Ln − {0,n} existeix m ∈ N tal que x(m)

T < y (o
x
(m)
S > y) on x(m)

T i x(m)
S estan definits com

x
(m)
T =

{
x si m = 1

T(x
(m−1)
T , x) si m > 2

x
(m)
S =

{
x si m = 1

S(x
(m−1)
S , x) si m > 2
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Definició 2.1.10. Un element x de Ln es diu idempotent en una t-norma T (o una t-conorma S)
quan T(x, x) = x (S(x, x) = x).

Les proposicions següents donen dues propietats bàsiques que satisfan les t-normes i les
t-conormes en general.

Proposició 2.1.11. Per a tota t-norma T , tota t-conorma S i tot (x,y) ∈ L2n, se satisfà:

T(x,y) 6 TM(x,y) 6 SM(x,y) 6 S(x,y).

Proposició 2.1.12. L’única t-norma que és idempotent, és a dir, que compleix que T(x, x) = x per
a tot x ∈ Ln és TM, i l’única t-conorma que és idempotent és SM.

Nota 2.1.13. Cal destacar que per a qualsevol t-norma T o t-conorma S, 0 i n són sempre elements
idempotents, ja que T(0, 0) = S(0, 0) = 0 i T(n,n) = S(n,n) = n. Aquests dos elements s’anome-
nen idempotents trivials. Quan una t-norma T o una t-conorma S només tenen idempotents trivials
es diuen lliures d’idempotents.

Un primer resultat relacionant aquests dos darrers conceptes el tenim en els següent
lemma.

Lema 2.1.14. Si T és una t-norma Arquimediana sobre Ln si i només si els únics idempotents de T
són 0 i n, és a dir, T és lliure d’idempotents.

Endemès tenim,

Lema 2.1.15. Sigui T una t-norma en Ln. Llavors, T és Arquimediana si i només si

T(x,y) 6= min(x,y) per a tots x,y ∈ Ln − {0,n}

A continuació, introduirem el concepte de suma ordinal i alguns resultats d’aquestes.

Definició 2.1.16. Considerem 0 = a0 < a1 < . . . < ar < ar+1 = n amb J = {0, 1, . . . , r}. Sigui
([ai,ai+1], Ti)i∈J una família de t-normes definides en [ai,ai+1]. Aleshores es defineix la suma
ordinal de ([ai,ai+1], Ti)i∈J, i es denota per < ([ai,ai+1], Ti)i∈J >, com la t-norma T en Ln
donada per

T(x,y) =

{
Ti(x,y) si (x,y) ∈ [ai,ai+1]2

min(x,y) altrament

Proposició 2.1.17. Sigui T =< ([ai,ai+1], Ti)i∈J > una suma ordinal de t-normes. Aleshores, T
és suau si i només si Ti és suau per a tot i ∈ J.

El següent resultat afirma que és possible establir una classificació de les t-normes suaus
en Ln.

Teorema 2.1.18. Existeix una i només una t-norma suau Arquimediana en Ln, que denotarem per
TL

TL(x,y) = max{0, x+ y−n} per a tots x,y ∈ Ln
que és coneguda com la t-norma de Łukasiewicz. A més, donat qualsevol subconjunt J de Ln
contenint 0, n, existeix una i només una t-norma suau en Ln que té J com el seu conjunt d’elements
idempotents, que denotarem per TJ. De fet, si J és el conjunt

J = {0 = i0 < i1 < . . . < im−1 < im = n}
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llavors TJ és la suma ordinal Tj =< ([ik, ik+1], TŁ) >k∈ J i ve donada per

TJ(x,y) =


max{ik, x+ y− ik+1} si x,y ∈ [ik, ik+1]

per algun ik ∈ J, 0 6 k 6 m− 1

min{x,y} altrament

La figura 1 mostra la representació de la t-norma suau T que té als elements del conjunt
J = {0 = i0 < i1 < . . . < im−1 < im = n} com a idempotents.

0 i1 i2 . . . im−1 n

i1

i2

...

im−1

n

min(x,y)

min(x,y)

max(0,
x+ y− i1)

max(i1,
x+ y− i2)

.
.

.
.

.
.

max(im−1,
x+ y−n)

Figura 1: La t-norma T suau en Ln amb el conjunt d’idempotents J = {0 = i0 < i1 < i2 <
. . . < im−1 < im = n}.

A continuació i per provar el resultat anàleg per a t-conormes, introduirem el concepte
de negació forta.

Definició 2.1.19. Una negació forta N en Ln és una involució decreixent de Ln en Ln. Això és,
N : Ln → Ln satisfà les condicions següents:

1. x 6 y implica N(x) > N(y)

2. N(N(x)) = x per tot x ∈ Ln

Nota 2.1.20. Una negació forta en Ln és una bijecció amb N−1 = N gràcies a la segona propietat
de les negacions fortes. Aleshores en particular, és exhaustiva i assoleix tots els valors en Ln. Així,
existeix una i només una negació forta en Ln que ve donada per

N(x) = n− x per tot x ∈ Ln

A partir d’ara N denotarà sempre aquesta negació.
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Definició 2.1.21. Denotem per T(Ln) i per S(Ln) el conjunt de totes les t-normes en Ln i el
conjunt de totes les t-conormes en Ln, respectivament. Així, donada la negació forta N en Ln, es pot
considerar una correspondència bijectiva de T(Ln) a S(Ln): a cada T ∈ T(Ln) definim TN ∈ S(Ln)
per

TN(x,y) = n− T(n− x,n− y) per a tots x,y ∈ Ln
Anomenarem TN la t-conormaN-dual de T . De manera similar, podem considerar la correspondència
inversa de S(Ln) a T(Ln) assignant a cada S ∈ S(Ln) la seva t-norma N-dual, SN, on

SN(x,y) = n− S(n− x,n− y) per a tots x,y ∈ Ln

Clarament, tenim les igualtats (TN)N = T i (SN)N = S) per a tot T ∈ T(Ln) i S ∈ S(Ln).
Aquesta N-dualitat ens permet traduir moltes propietats de t-normes a les corresponents propietats
de t-conormes i viceversa.

Teorema 2.1.22. Donat qualsevol subconjunt J de Ln contenint al 0 i n, existeix una i només una
t-conorma suau en Ln, SJ, que té J com el conjunt d’elements idempotents. De fet, si J és el conjunt

J = {0 = i0 < i1 < . . . < im−1 < im = n}

llavors SJ ve donat per

SJ(x,y) =


min{ik+1, x+ y− ik} si x,y ∈ [ik, ik+1]

per algun ik ∈ J, 0 6 k 6 m− 1

max{x,y} altrament

En particular, existeix una única t-conorma arquimediana sobre Ln. Aquesta t-conorma
és la N-dual de TL, és coneguda com la t-norma de Łukasiewicz i ve donada per SL(x,y) =
min(n, x + y) per a tots x,y ∈ Ln. La figura 2 representa una t-conorma S suau amb
J = {0 = i0 < i1 < i2 < . . . < im−1 < im = n} com el seu conjunt d’elements idempotents.

Finalment recordarem un interessant resultat que relaciona l’equació de Frank i t-normes
i t-conormes suaus definides sobre Ln.

Proposició 2.1.23. Un parell (T ,S) on T és una t-norma i S és una t-conorma en Ln és una solució
de l’equació funcional (anomenada equació de Frank)

T(x,y) + S(x,y) = x+ y per tot x,y ∈ Ln

si i només si T i S són suaus amb el mateix conjunt d’elements idempotents.
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0 i1 i2 . . . im−1 n

i1

i2

...

im−1

n

max(x,y)

max(x,y)

min(i1,
x+ y)

min(i2,
x+ y− i1)

.
.

.
.

.
.

min(n,
x+ y− im−1)

Figura 2: La t-conorma S suau en Ln amb el seu conjunt J = {0 = i0 < i1 < i2 < . . . <

im−1 < im = n} com a elements idempotents.

2.2 uninormes i nulnormes definides sobre una cadena finita

En aquesta secció presentem les uninormes i nulnormes que surten com a generalització de
les t-normes i t-conormes. Un ample estudi d’aquests operadors es pot trobar, per exemple,
en [57, 97, 98].

2.2.1 Uninormes discretes

Definició 2.2.1. Una uninorma és una operació binària U sobre la cadena finita Ln, és a dir, és
una funció U : L2n → Ln tal que per a tots x,y, z ∈ Ln es satisfan les següents propietats:

1. U(x,y) = U(y, x) (Commutativitat)

2. U(U(x,y), z) = U(x,U(y, z)) (Associativitat)

3. U(x,y) 6 U(x, z) si y 6 z (Monotonia)

4. U(x, e) = x (Per un cert e ∈ Ln anomenat element neutre.)

És clar que l’operació U és una t-norma quan e = n i és una t-conorma quan e = 0.
Endemés, per a qualsevol uninorma definida a Ln es verifica que U(n, 0) ∈ {0,n}.

Definició 2.2.2. Direm que una uninorma U és conjuntiva si verifica U(n, 0) = 0 i s’anomenarà
disjuntiva si satisfà U(n, 0) = n.

En la secció anterior hem vist que és possible considerar t-normes (t-conormes) suaus.
Però, en el cas d’uninormes no n’existeixen de suaus definides en la cadena Ln tals que el
seu element neutre verifiqui que 0 < e < n (això és, diferents de les t-normes i t-conormes).
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Tot i així, quan les corresponents t-normes i t-conormes són suaus, la uninorma pot ser
suau excepte en regions molt concretes com per exemple les e-seccions. Aquest és el cas de
les uninormes de Umin i Umax.

Definició 2.2.3. [97] Una operació binària U : Ln × Ln → Ln és una uninorma de Umin amb
element neutre 0 < e < n si i només si existeix una t-norma T sobre [0, e] i una t-conorma S sobre
[e,n] tal que U té per expressió

U(x,y) =


T(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

min(x,y) altrament

Definició 2.2.4. [97] Una operació binària U : Ln × Ln → Ln és una uninorma de Umax amb
element neutre 0 < e < n si i només si existeix un t-norma T sobre [0, e] i i una t-conorma S sobre
[e,n] tal que U ve donada per

U(x,y) =


T(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

max(x,y) altrament

En els dos casos, quant T ,S són suaus, la corresponent uninorma és suau excepte en
certs punts (x, e) o (e,y) de les e-seccions.

TU min

min SU

0

e

n

e n

T max

max SU

0

e

n

e n

Figura 3: Estructura d’una uninorma de Umin (esquerra) i de Umax (dreta).

Un altre tipus d’uninorma és el format per les uninormes idempotents, és a dir, aquelles
que U(x, x) = x per a tot x ∈ Ln. La idempotència és una propietat fonamental a l’hora
de definir operadors d’agregació. Com hem vist anteriorment, per a t-normes només se
satisfà per a la t-norma mínim i per a t-conormes, només per a la t-conorma màxim. Per a
uninormes, aquesta propietat dóna tota una família d’operadors que ha estat estudiada
en [57] (veure també [5, 128]). Així, es pot establir una correspondènica biunívoca entre la
classe de les uninormes idempotents i el conjunt de funcions decreixents g : [0, e]→ [e,n]
amb g(e) = e, de tal manera que cadascuna d’aquestes funcions determina de manera única
un uninorma idempotent en Ln, i viceversa. Endemés, mitjançant aquesta correspondència
és possible determinar el nombre de totes les possibles uninormes idempotents sobre Ln
en funció de n. En concret es té,
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Teorema 2.2.5. Una operació binària U sobre Ln amb element neutre 0 < e < n és un uninorma
discreta idempotent si i només si existeix una funció decreixent g : [0, e]→ [e,n] amb g(e) = e tal
que

U(x,y) =

U(x,y) = min(x,y) si y 6 g(x) i x 6 g(0)

max(x,y) altrament

on g és l’única extensió de g, simètrica respecte de l’identitat, donada per l’expressió

g =


g(x) si x 6 e

max{z ∈ [0, e] | g(z) > x} si e 6 x 6 g(0)

0 si x > g(0)

Exemple 2.2.6. Donam a continuació exemples de funcions g i les seves corresponents uninormes
idempotents.

• Si consideram la funció g : [0, e]→ [e,n] definida com

g(x) =

n si x < e

e si x = e

la corresponent uninorma idempotent és l’única uninorma idempotent de Umin (veure figura
4).

• Si consideram la funció g : [0, e]→ [e,n] definida com

g(x) =

e si x 6 e

0 altrament

la corresponent uninorma idempotent és l’única uninorma idempotent de Umax (veure figura
4).

• Si consideram g : [0, e]→ [e,n] adequadament s’obté la uninorma idempotent

U(x,y) =

min(x,y) si y < n− x

max(x,y) altrament

(veure figura 5).

2.2.2 Nulnormes discretes

Definició 2.2.7. Una nulnorma sobre Ln és una operació binària G : Ln × Ln → Ln que és
associativa, creixent en cada component, commutativa, i tal que existeix un element k ∈ Ln,
anomenat element absorbent, tal que G(k, x) = k per a tot x ∈ Ln, i verifica

G(0, x) = x per a tot x 6 k
G(1, x) = x per a tot x > k.

En el cas de nulnormes tals que k = 0 s’obtenen les t-normes, mentre que si k = 1

s’obtenen les t-conormes.
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Figura 4: Estructura de les úniques uninormes idempotents de Umin (esquerra) i de Umax
(dreta).
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Figura 5: Estructura de la uninorma idempotent definida a partir de la funció g(x) = n− x.

Definició 2.2.8. Una nulnorma és diu idempotent quan G(x, x) = x per a tot x ∈ Ln.

En el cas de les nulnormes és té la següent caracterització.

Proposició 2.2.9. Una operació binària G : Ln × Ln → L és una nulnorma si i només si existeix
un element k ∈ Ln, una t-conorma S sobre [0,k] i una t-norma T sobre [k,n] tal que per a tot
x,y ∈ Ln, G ve expresada per

G(x,y) =


S(x,y) si (x,y) ∈ [0, k]2

T(x,y) si (x,y) ∈ [k,n]2

k altrament.

Endemés, G és suau si i només si T i S són suaus.

Nota 2.2.10. En el cas de les idempotents, es té que les úniques nulnormes idempotents són les que
tenen el mínim i el màxim com a t-norma i t-conorma associades.
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Figura 6: Estructura general d’una nulnorma.

2.3 funcions d’implicació definides sobre una cadena finita

En aquesta secció recordarem els quatre principals tipus de funcions d’implicacions defi-
nides en la cadena finita Ln que s’obtenen a partir de t-normes i t-conormes. A saber, les
implicacions fortes (o S-implicacions obtingudes a partir de t-conormes), les implicacions re-
siduals (o R-implicacions, obtingudes a partir de t-normes) i finalment les QL-implicacions
i les D-implicacions (que és construeixen a partir de t-normes i t-conormes). Es mostrarà
l’estructura de cada una d’elles i s’enunciaran els principals resultats. Per a un estudi en
detall de tots aquests tipus de funcions d’implicacions cal destacar els treballs [99, 100, 101].

Donem primer la definició general de funció d’implicació sobre la cadena Ln.

Definició 2.3.1. Un operador binari I : Ln × Ln → Ln es diu un operador implicació, o una
implicació si satisfà:

• I és decreixent en la primera variable i creixent en la segona. Això és, si x 6 y, llavors

I(x, z) > I(y, z) per tot z ∈ Ln
I(z, x) 6 I(z,y) per tot z ∈ Ln

• I(0, 0) = I(n,n) = n i I(n, 0) = 0

Nota 2.3.2. De la definició es deriva immediatament que

• Com per a tot x ∈ Ln, x 6 n, I(x,n) > I(n,n) = n⇒ I(x,n) = n per a tot x ∈ Ln.

• Com per a tot x ∈ Ln, 0 6 x, I(0, x) > I(0, 0) = n⇒ I(0, x) = n per a tot x ∈ Ln.

I per tant, com cal esperar, la restricció de la funció I a {0,n}2 concorda amb la definició de la
implicació clàssica, com es pot veure en la taula següent, on 0 significa fals i n significa vertader.

A B A⇒ B I
0 0 n I(0, 0) = n

0 n n I(0,n) = n

n 0 0 I(n, 0) = 0

n n n I(n,n) = n

En canvi, cal destacar que els valors simètrics I(n, x) no estan determinats en general.
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Definició 2.3.3. Una implicació I : Ln × Ln → Ln s’anomena una implicació frontera si satisfà
I(n, x) = x per tot x ∈ Ln.

Una manera de generar funcions d’implicació a partir de t-conormes és generalitzant la
identitat x→ y ≡ ¬x∨ y, de la lògica clàssica.

Definició 2.3.4. Siguin S una t-conorma i N la negació forta sobre Ln. La implicació forta, també
anomenada S-implicació, associada a S i N és l’operador donat per

IS,N(x,y) = S(N(x),y) = S(n− x,y), per a tots x,y ∈ Ln.

Una altra manera de generar funcions d’implicació, en aquest cas a partir de t-normes,
és la residuació, que definim a continuació.

Definició 2.3.5. Sigui T una t-norma sobre Ln. La implicació residual, o R-implicació, associada a
T és l’operador donat per

IT (x,y) = max{z ∈ Ln | T(x, z) 6 y} per a tots x,y ∈ Ln. (2.1)

Nota 2.3.6. Aquesta implicació prové dels reticles residuats [89], i en aquest context, es defineixen
habitualment mitjançant el suprem (en comptes del màxim). Ara bé, en el cas de la cadena Ln és
obvi que podem considerar directament el màxim. De forma similar, en l’àmbit de l’interval [0, 1],
la definició es restringeix habitualment a t-normes contínues per l’esquerra [72], ja que llavors es
verifica la propietat de residuació:

T(x,y) 6 z si i només si IT (x, z) > y per a tots x,y, z ∈ Ln. (2.2)

En aquests casos, és obvi que llavors el suprem pot ser canviat pel màxim retrobant l’equació 2.1.

Una altra manera d’obtenir funcions d’implicació sobre Ln es a partir dels operadors
construïts a partir d’una t-norma T , una t-conorma S i la negació forta N anomenats QL i
D operadors, definits per a tot x,y ∈ Ln.

Definició 2.3.7. Sigui T una t-norma i S una t-conorma. La QL-implicació associada a T ,S,N és
l’operador donat per:

ISNT (x,y) = S(n− x, T(x,y)) per a tots x,y ∈ Ln

Definició 2.3.8. Sigui T una t-norma i S una t-conorma. La D-implicació associada a T ,S,N és
l’operador donat per:

ISNT (x,y) = S(T(n− x,n− y),y) per a tots x,y ∈ Ln

Nota 2.3.9. Cal tenir en compte que en general QL i D-operadors no verifiquen [100, 101] totes
les condicions imposades a la definició 2.3.1. Per QL-operadors pot fallar el decreixement amb la
primera variable i per a D-operadors pot fallar el creixement amb la segona.

Nota 2.3.10. L’expressió de IS,N pot ser reescrita per dualitat com

IS,N(x,y) = S(n− x,y) = n− T(x,n− y) per a tots x,y ∈ Ln (2.3)

D’aquesta manera les S-implicacions poden ser obtenides a partir de t-normes. Denotarem per I1T la
S-implicació derivada de la t-norma T via l’expressió 2.3.

Un primer resultat per a les implicacions fortes i per a les implicacions residuals és,

Proposició 2.3.11. Donada qualsevol t-norma T , IS,N i IT són implicacions frontera.
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Existeixen moltes propietats que poden ser requerides a les implicacions segons el
context. Les més habituals són:

P1) Principi d’intercanvi

I(x, I(y, z)) = I(y, I(x, z)) per a tots x,y, z ∈ Ln

P2) Contraposició respecte a una negació forta N

I(x,y) = I(N(y),N(x)) per a tots x,y ∈ Ln

P3) I(x, x) = n per a tot x ∈ Ln

P4) I(x,y) = n⇔ x 6 y x,y ∈ Ln

P5) I(x, 0) = n− x, per a tot x ∈ Ln

P6) I(x,y) > y per a tots x,y ∈ Ln

P7) Modus Ponens generalitzat respecte a una t-norma T

T(x, I(x,y)) 6 y per a tots x,y ∈ Ln

P8) I(x,n− x) = n− x per a tot x ∈ Ln
Totes aquestes propietats poden ser estudiades per les distintes implicacions vistes abans

derivades de t-normes suaus. A continuació recordarem algunes propietats rellevants així
com la seva caracterització pel cas de les implicacions fortes i de les implicacions residuals.

2.3.1 S-implicacions discretes

Sabem que donada qualsevol t-norma T , la corresponent implicació I1T sempre satisfà les
propietats P5 i P6. Respecte a les propietats P1 i P2 tenim la següent caracterització:

Teorema 2.3.12. Sigui I : Ln × Ln → Ln una funció. Llavors I és una implicació frontera que
satisfà P1) i P2) si i només si existeix una t-norma T en Ln tal que I = I1T

Exemple 2.3.13. Sigui T l’única t-norma suau Arquimediana en Ln,

T(x,y) = max{0, x+ y−n} x,y ∈ Ln

Llavors I1T ve donada per
I1T (x,y) = min{n,n+ y− x}

expressió que anomenarem implicació de Łukasiewicz.

L’expressió de les implicacions I1T derivades de t-normes suaus es dóna en la següent
proposició:

Proposició 2.3.14. Sigui T : Ln × Ln → Ln una t-norma suau amb el següent conjunt d’elements
idempotents

J = {0 = i0 < i1 < . . . < im−1 < im = n}

Llavors la implicació I1T ve donada per

I1T (x,y) =


min{n− ik, ik+1 + y− x} si existeix ik ∈ J tal que

x,N(y) ∈ [ik, ik+1]

max{n− x,y} altrament

(2.4)
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Figura 7: Estructura de la S-implicació, I1T , derivada de la t-norma T , on J = {0 = n−
im < n − im−1 < . . . < n − i1 < n − i0 = n}, Imax(x,y) = max(n − x,y) i
Iik+1(x,y) = min(n− ik, ik+1 + y− x) per a k = 0, ...,m− 1.

L’expressió de la funció d’implicació donada per l’expressió 2.4 és pot veure representada
en la figura 7. Respecte a la verificació de les propietats P8 i P7, tenim els següents resultats.

Proposició 2.3.15. Sigui T una t-norma suau en Ln. Llavors I1T satisfà P7) si i només si T és la
t-norma Arquimediana de Lukasiewicz.

Proposició 2.3.16. Sigui T una t-norma suau en Ln. Llavors I1T satisfà P8) si i només si T és la
t-norma Arquimediana de Lukasiewicz.

Finalment, cal destacar que la condició de suavitat de la funció d’implicació forta I1T
depèn de la t-norma T , com afirma aquest resultat.

Proposició 2.3.17. Sigui T una t-norma en Ln. Llavors la implicació I1T és suau⇔ ho és T .

2.3.2 Implicacions residuals discretes

Aquests tipus d’implicacions que venen donades a partir de l’expressió 2.2, i que també
es solen denotar per I2T ,verifiquen sempre les propietats P7, P6, P4 i P3. A més, el fet de
verificar la condició P4 implica que no compleix P8.

Per altra part, respecte a les propietats P1 i P4 tenim,

Teorema 2.3.18. Sigui I : Ln×Ln → Ln una funció. Llavors I és una implicació frontera verificant
P1) i P4) si i només si existeix una t-norma T en Ln tal que I = I2T

Tal com hem comentat al principi de la secció, les implicacions residuals verifiquen la
relació 2.2. Però, la contraposició falla en general. De fet, es verifica el següent resultat:

Proposició 2.3.19. Sigui T una t-norma suau en Ln. Les següents afirmacions són equivalents:

1. T és la t-norma Arquimediana

2. Les funcions implicació I1T i I2T coincideixen.

3. I2T satisfà la contraposició respecte a N.

En quant a la condició de suavitat en general, les implicacions residuades no la verifiquen,
de fet tenim:
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Proposició 2.3.20. Sigui T una t-norma suau. Llavors I2T és suau si i només si T és la t-norma de
Łukasiewicz.

Finalment, cal remarcar que cada t-norma suau defineix a partir de l’expressió de I2T un
nou operador d’implicació en Ln, l’expressió general del qual ve donada per la següent
proposició i que la tenim representada en la figura 8.

Proposició 2.3.21. Sigui T : Ln × Ln → Ln una t-norma suau amb el següent conjunt d’elements
idempotents

J = {0 = i0 < i1 < . . . < im−1 < im = n}

Llavors la implicació I2T ve donada per l’expressió

I2T (x,y) =


n si x 6 y

ik+1 + y− x si existeix ik ∈ J tal que ik 6 y < x 6 ik+1

y altrament.
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Figura 8: Estructura de la R-implicació derivada de TJ on J = {0 = i0 < i1 < . . . < im−1 <

im = n} i Iik+1(x,y) = ik+1 + y− x per a k = 0, ...,m− 1.

Nota 2.3.22. Notem que en el cas de la t-norma de Łukasiewicz, T = TŁ, és té que I1T = I2T i ve
donada per I1T (x,y) = I2T (x,y) = min(n,n+ y− x) per a tots x,y ∈ Ln.

2.3.3 QL i D implicacions discretes

Les QL i D-implicacions sobre la cadena Ln han estat estudiades i caracteritzades en [100].
En el cas de QL-implicacions es va obtenir la següent caracterització:

Proposició 2.3.23. Considerem una t-norma suau T , una t-conorma suau S i sigui I el QL-operador
obtingut a partir d’ell donat per l’expressió ISNT (x,y) = S(N(x), T(x,y)) per a tot x,y ∈ Ln.
Aleshores, les següents condicions són equivalents:

(i) ISNT : L2n → Ln és una QL-implicació.

(ii) S(N(x), x) = n per a tot x ∈ Ln.
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(iii) S és la t-conorma de Łukasiewicz.

A més, en aquest cas, ISNT ve donada per

ISNT (x,y) = N(x) + T(x,y) = n− x+ T(x,y)

per a tot x,y ∈ Ln.

Similarment, és té una caracterització de les D-implicacions,

Proposició 2.3.24. Sigui T una t-norma suau, S una t-conorma suau i I el D-operador donat
per l’expressió ISNT (x,y) = S(T(N(x),N(y)),y), per a tot x,y ∈ Ln. Aleshores, les següents
condicions són equivalents:

(i) ISNT : L2n → Ln és una D-implicació.

(ii) S és la t-conorma de Łukasiewicz.

Endemés, en aquest cas, I ve donada per l’expressió

ISNT (x,y) = y+ T(N(x),N(y)) = y+ T(n− x,n− y)

per a tot x,y ∈ Ln.

2.4 nombres borrosos

En la literatura s’han realitzat molts d’estudis centrats en el nombres borrosos, bé des del
punt de vista teòric, per exemple podem citar [67, 90] (operacions aritmètiques, distàncies,
aproximacions, estructures reticulars, etc) o bé des de les seves possibles aplicacions [84, 90]
(enginyeria, pressa de decisions, raonament aproximat, etc). En aquest apartat, recordarem
la definició de nombre borrós i les operacions aritmètiques bàsiques entre ells. Endemés,
repassam l’estructura de reticle del conjunt de nombres borrosos.

Definició 2.4.1. [90] Un subconjunt borrós A de R amb funció de pertinença A : R → [0, 1]
s’anomena nombre borrós si el seu suport és un interval tancat [a,b] i existeixen nombres reals
s, t amb a 6 s 6 t 6 b i tals que:

1. A(x) = 1 amb s 6 x 6 t

2. A(x) 6 A(y) amb a 6 x 6 y 6 s

3. A(x) > A(y) amb t 6 x 6 y 6 b

4. A(x) és semi-contínua superiorment.

Denotarem al conjunt de nombres borrosos per FN.

Exemple 2.4.2. Dos tipus ben coneguts de nombres borrosos són els trapezoïdals i els triangulars.

• Un nombre borrós s’anomena trapezoïdal si la seva funció de pertinença ve donada per
l’expressió

A(x) =



0 si x < a
x−a
s−a si x ∈ [a, s)

1 si x ∈ [s, t]
b−x
b−t si x ∈ (t,b]

0 si x > b



24 preliminars

• En el cas anterior, si s = t el nombre borrós s’anomena triangular.

Definició 2.4.3. [90] Sigui A un nombre borrós i α ∈ [0, 1]. S’anomena α-nivell del nombre borrós
A, denotat per Aα, al conjunt Aα = {x | A(x) > α}.

Nota 2.4.4. [90] D’acord a la definició de nombre borrós els seus α-nivells són intervals tancats.

2.4.1 Operacions aritmètiques entre nombres borrosos

Les operacions aritmètiques entre nombres borrosos es calculen habitualment emprant dos
mètodes equivalents. El primer d’ells és a través del principi d’extensió i l’altra a partir de
l’aritmètica d’intervals donat que els α-nivells d’un nombre borrós són intervals tancats.

Teorema 2.4.5. (Principi d’extensió de Zadeh) [90] Qualsevol funció f : X→ Y indueix dues
funcions, f : F(X)→ F(Y) i f−1 : F(Y)→ F(X) definides com

[f(A)](y) = sup
x|y=f(x)

A(x)

per a tot A ∈ F(X) i
[f−1(B)](x) = B(f(x))

per a tot B ∈ F(Y), on F(X) i F(Y) denoten el conjunt dels conjunts borrosos definits sobre els
conjunts X i Y respectivament. En particular, si els conjunts X i Y són finits podem reemplaçar el
suprem (sup) pel màxim (max).

El teorema anterior ens permet estendre les operacions aritmètiques com la suma,
resta, multiplicació i divisió definides sobre el conjunt de nombres reals, R, a operacions
aritmètiques entre nombres borrosos.

Definició 2.4.6. [54, 67, 90] Siguin A,B ∈ FN i denotem per � ∈ {+,−,×,÷} una de les quatre
operacions aritmètiques bàsiques. Denotarem per A�B, al nombre borrós definit puntualment com:

(A�B)(z) = sup
z=x�y

min(A(x),B(y)), per a tot z ∈ R

Equivalentment, l’aritmètica borrosa basada en intervals, es basa en dues propietats dels
nombres borrosos:

1) Cada nombre borrós està unívocament representat pels seus α-nivells;

2) els α-nivells de cada nombre borrós són intervals tancats de nombres reals per a tot
α ∈ (0, 1].

Aquestes dues propietats ens permeten definir les operacions aritmètiques entre nombres
borrosos en termes de les operacions aritmètiques entre els seus α-nivells (és a dir, operaci-
ons aritmètiques entre intervals tancats reals). Aquestes operacions entre intervals tancats
de nombre reals, han estat estudiades i perfectament establertes en els treballs de R. Moore
[116]. Així fent ús d’aquests resultats de l’anàlisi d’intervals tenim:

Definició 2.4.7. Siguin A,B ∈ FN i denotem per � ∈ {+,−,×,÷} una de les quatre operacions
aritmètiques bàsiques. Aleshores, definirem el nombre borrós, A� B, a partir dels seus α-nivells,
(A�B)α, com

(A�B)α = Aα �Bα

per a cada α ∈ (0, 1].

Nota 2.4.8. Òbviament, si � = ÷, es requereix que 0 6∈ Bα per a tot α ∈ (0, 1]. Endemés, pel fet
de que A,B ∈ FN es té que cadascuns dels seus α-nivell Aα i Bα són intervals tancats i per tant
els α-nivells de A�B també ho seran.
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2.4.2 El reticle dels nombres borrosos

És ben conegut que el conjunt de nombres reals R és reticle distributiu amb l’ordre habitual
(6) que a més és un ordre total lineal. Aquest ordre lineal no es pot estendre en el conjunt
de nombres borrosos FN, emperò estenent les operacions màxim i mínim podrem induir
un ordre parcial i una estructura de reticle distributiu en FN que s’obtindrà a partir de les
funcions construïdes a partir de dites extensions.

Mínim i màxim de nombres borrosos

Com hem comentat abans (R,6) té estructura de reticle linealment ordenat amb les
operacions màxim i mínim considerades anteriorment. Aleshores si s’estenen les operacions
anteriorment definides sobre R al conjunt de nombres borrosos via el principi d’extensió,
obtenim dues noves funcions sobre FN que denotarem per MAX i MIN definides així [90]:

Definició 2.4.9. Siguin A,B ∈ FN,

MAX(A,B)(z) = sup
z=max(x,y)

min(A(x),B(y)), per a tot z ∈ R (2.5)

MIN(A,B)(z) = sup
z=min(x,y)

min(A(x),B(y)), per a tot z ∈ R (2.6)

Nota 2.4.10. Per ser les funcions min i max operacions contínues sobre el conjunt dels nombres
reals es verifica que MIN(A,B) i MAX(A,B) són nombres borrosos per a qualsevol parella de
nombres borrosos A,B ∈ FN.

A més,

Teorema 2.4.11. Les operacions MIN i MAX definides en d’acord a les expressions 2.6 i 2.5
anteriors verifiquen les següents propietats: commutativa, associativa, idempotència, d’absorció i
distributiva.

Com a conseqüència d’aquest resultat es té que,

Teorema 2.4.12. El conjunt dels nombres borrosos, FN, amb les operacions MIN i MAX és un
reticle distributiu on MIN i MAX representaran la conjunció i la disjunció, respectivament.

Nota 2.4.13. Si anomenam per (FN,MIN,MAX) al reticle de nombres borrosos, aquest també
podrà ser representat com el parell (FN,�) on (�) és l’ordre parcial definit com:

A � B si i només si MIN(A,B) = A o, alternativament,
A � B si i només si MAX(A,B) = B

per a tot A,B ∈ FN. També és pot definir aquest ordre en termes dels seus α-conjunts de nivell (que
són intervals tancats per ser MAX(A,B) i MIN(A,B) nombres borrosos)

A � B si i només si min(Aα,Bα) = Aα per a tot α ∈ [0, 1] o, alternativament,
A � B si i només si max(Aα,Bα) = Bα per a tot α ∈ [0, 1].
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3.1 introducció

La teoria de reticles és un camp de la matemàtica teòrica i aplicada que ha estat amplament
desenvolupat des dels pioners treballs efectuats per G. Birkhoff [13, 14] i desprès recopilats
en l’excel·lent llibre de G. Grätzer [82] . Un dels punts més interessants que presenten els
reticles és la possibilitat d’interpretar-los equivalentment, bé com una estructura algèbrica
dotada de dues operacions, o bé com un conjunt dotat d’un ordre parcial verificant certes
condicions [82]. Des del punt de vista de la lògica borrosa qualsevol d’aquestes dues
possibles interpretacions resulten interessants. Per una part, si ho interpretam com a
estructura algèbrica, aquesta pot ser entesa com a una possible semàntica d’una lògica
subestructural [89, 118]. Si per una altra part es fa la interpretació de conjunt parcialment
ordenat, aquests s’empren com a conjunt de definició i valoració de funcions d’agregació
[58, 162] o d’implicació [55, 56]. En aquest capítol volem estudiar si és possible considerar
tals estructures en el conjunt dels nombres borrosos discrets.

Recordem primer la definició general de reticle.

Definició 3.1.1. [82] Un reticle L = (L,∨,∧) és un conjunt dotat de dues operacions internes ∨ i
∧ que satisfan les següents propietats:

idempotència: a∨ a = a i a∧ a = a per a tot a ∈ L.

commutativitat: a∨ b = b∨ a i a∧ b = b∧ a per a tota parella a,b ∈ L.

associativitat : (a∨ b)∨ c = a∨ (b∨ c) i (a∧ b)∧ c = a∧ (b∧ c) per a tots a,b, c ∈ L.

absorció : a∨ (a∧ b) = a∧ (a∨ b) = a per a tots a,b ∈ L.

Definició 3.1.2. [82] Sigui L = (L,∨,∧) un reticle. Se diu que:

• És fitat si existeixen dos elements 0, I ∈ L tals que

0∧ a = 0, 0∨ a = a; I∧ a = a; I∨ a = I per a tot a ∈ L

• És distributiu si les operacions internes ∨ i ∧ verifiquen:

– a∨ (b∧ c) = (a∨ b)∧ (a∨ c)

– a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c), per a tots a,b, c ∈ L.

• És complementat si existeix una aplicació ′ : L→ L, a→ a ′, tal que a∧a ′ = 0 i a∨a ′ = I,
per a cada a ∈ L.

Definició 3.1.3. [82] Tot reticle L = (L,∨,∧) fitat, distributiu i complementat és diu àlgebra de
Boole.

Una definició equivalent de reticle és la següent:

Definició 3.1.4. Un reticle és un conjunt parcialment ordenat (P,6) de manera que supH i infH
existeixen per a qualsevol subconjunt finit no buit H de P.

Com s’ha comentat abans és possible obtenir l’ordre parcial a partir de les operacions
algebraiques [136].

27
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Teorema 3.1.5. Si L = (L,∨,∧) és un reticle, la relació donada per a 6 b si i només si a∧ b = a
és reflexiva, antisimètrica i transitiva, és a dir, (L,6) és un conjunt parcialment ordenat.

També és poden construir les operacions ∨ i ∧ del reticle a partir de l’ordre.

Teorema 3.1.6. Si (L,6) és un conjunt parcialment ordenat. Si definim les operacions ∨ i ∧ com
a∨ b = sup{a,b} i a∧ b = inf{a,b} aleshores (L,∨,∧) té estructura de reticle.

3.2 estructura de reticle en el conjunt de nombres borrosos discrets

Com es menciona en la introducció, l’estructura de reticle és un concepte bàsic per a poder
desenvolupar l’estudi de funcions d’agregació o funcions d’implicació sobre el conjunt de
nombres borrosos discrets. Per aquesta raó, volem dotar al conjunt de nombres borrosos
discrets d’una estructura de conjunt fitat parcialment ordenat i, a poder ser, de reticle.

Comencem per la definició de nombre borrós discret, com representar-los i la notació
que utilitzarem al llarg d’aquest treball per a descriure’ls. L’any 2001, W. Voxman [144]
defineix un tipus de subconjunt borrós amb suport finit i propietats semblants a les de
nombre borrós. Formalment es tindrà:

Definició 3.2.1. Un subconjunt borrós A de R amb funció de pertinença A : R→ [0, 1] s’anomena
nombre borrós discret si el seu suport és finit, és a dir, existeixen x1, ..., xn ∈ R amb x1 < x2 <
... < xn tals que supp(A) = {x1, ..., xn}, i nombres naturals s, t amb 1 6 s 6 t 6 n tals que:

1. A(xi)=1 per a cada nombre natural i amb s 6 i 6 t (nucli)

2. A(xi) 6 A(xj) per a cada nombre natural i, j amb 1 6 i 6 j 6 s

3. A(xi) > A(xj) per a cada nombre natural i, j amb t 6 i 6 j 6 n

L’any 2005, G. Wang [145] estableix un resultat que permet representar els nombres
borrosos discrets a partir dels seus conjunts de nivells.

Teorema 3.2.2 (Teorema de representació [145]). Sigui A un nombre borrós discret i Ar

={x ∈ R | A(x) > r} el seu r conjunt de nivell. Els seus nivells verifiquen les següents propietats:

1. Ar és un subconjunt finit no buit de R, per a cada r ∈ [0, 1]

2. Ar2 ⊂ Ar1 per a cada r1, r2 ∈ [0, 1] amb 0 6 r1 6 r2 6 1

3. Per a cada r1, r2 ∈ [0, 1] amb 0 6 r1 6 r2 6 1, si x ∈ Ar1 −Ar2 tenim x < y per a tot
y ∈ Ar2 , o x>y per a tot y ∈ Ar2

4. Per a cada r0 ∈ [0, 1], existeix un nombre real r
′
0 amb 0 < r ′0 < r0 tal que Ar

′
0 = Ar0 ( és a

dir, Ar = Ar0 per a cada r ∈ [r ′0, r0]).

Recíprocament, si per a cada r ∈ [0, 1], existeix un subconjunt Ar ⊂ R verificant les propietats
1− 4 anteriors, aleshores existeix un únic nombre borrós discret B tal que Ar = Br per a cada
r ∈ [0, 1].

Nota 3.2.3. Denotarem al conjunt dels nombres borrosos discrets abreujadament per DFN i a un
nombre borrós discret per dfn.

Un nombre borrós discret A : R → [0, 1] amb suport el conjunt de nombres reals supp(A) =
{x1, ..., xn}, el denotarem habitualment mitjançant el conjunt finit format pels valors que agafa en
els punts del seu suport. Així, a cada valor li afegirem (separat per una barra) el punt del suport on
agafa dit valor, és a dir,

A = {A(x1)/x1,A(x2)/x2, · · · ,A(xn)/xn}
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Una primera idea per construir operacions reticulars en el conjunt DFN seria utilitzar les
mateixes funcions que s’estableixen per a demostrar que el conjunt de nombres borrosos té
estructura de reticle distributiu [90, 104]. Desafortunadament, com es veurà en els següents
exemples el principi d’extensió de Zadeh [90] no serà un bon mètode per a tal propòsit.

Exemple 3.2.4. Siguin A = {0.3/1, 0.6/3, 1/4, 0.5/7, 0.4/9} i B = {0.5/2, 1/5, 0.6/10} dos nom-
bres borrosos discrets. Si calculam el màxim d’ells d’acord al principi d’extensió de Zadeh

MAX(A,B)(z) = sup
z=max(x,y)

{min(A(x),B(y))}, per a tot z ∈ R

resulta un subconjunt borrós MAX(A,B) = {0.3/2, 0.5/3, 0.5/4, 1/5, 0.5/7, 0.4/9, 0.6/10} que
no pertany al conjunt de nombres borrosos discrets, perquè es té que MAX(A,B)(7) = 0.5 i
MAX(A,B)(9) = 0.4, però MAX(A,B)(10) = 0.6 i per tant la propietat 3 de la definició 3.2.1
falla. (Veure figura 9.)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0

Figura 9: MAX(A,B) no verifica les condicions de nombre borrós discret. En el punt (10,0.6)
el decreixement es perd.

Exemple 3.2.5. Considerem els nombres borrosos discrets:
A = {0.3/1, 0.4/3, 1/4} i B = {0.5/2, 1/5, 1/6}.
Aleshores, si calculam MIN(A,B) d’acord al principi d’extensió de Zadeh

MIN(A,B)(z) = sup
z=min(x,y)

{min(A(x),B(y))}, per a tot z ∈ R

obtenim el subconjunt borrós MIN(A,B) = {0.3/1, 0.5/2, 0.4/3, 1/4} que no verifica les con-
dicions de nombre borrós discret donades en la definició 3.2.1 perquè MIN(A,B)(3) = 0.4 <
MIN(A,B)(2) = 0.5. ( Veure figura 10.)

Per tant, a la vista dels exemples anteriors un primer objectiu serà trobar funcions
alternatives que ens permetin definir una estructura de reticle en el conjunt de nombres
borrosos discrets. Per això, proposam la següent definició:

Definició 3.2.6. Per a cada parella de nombres borrosos discrets A,B ∈ DFN, si el conjunts
Aα = {xα1 , ..., xαp } i Bα = {yα1 , ...,yαk } representen l’α-nivell d’ A i B respectivament, es poden
considerar els següents conjunts:

supp(A)∨ supp(B) = {x∨ y | x ∈ supp(A),y ∈ supp(B)} i
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Figura 10: MIN(A,B) no verifica les condicions de nombre borrós discret. En el punt (3,0.4)
el creixement es perd.

Mα = {z ∈ supp(A)∨ supp(B) | (minAα ∨ minBα) 6 z 6 (maxAα ∨ maxBα)}

és a dir,
Mα = {z ∈ supp(A)∨ supp(B) | (xα1 ∨ yα1 ) 6 z 6 (xαp ∨ yαk )}

A continuació es demostrarà que per a cada α ∈ [0, 1] aquests subconjuntsMα , verifiquen
les condicions (1)-(4) establertes en el teorema 3.2.2 (de representació de Wang).

Proposició 3.2.7. Per a cada α ∈ [0, 1] els conjunts Mα verifiquen les següents propietats:

1. Mα és un subconjunt no buit.

2. Mβ ⊆Mα per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.

3. Per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1, si x ∈ Mα −Mβ, aleshores x < y per a tot
y ∈Mβ, o x > y per a tot y ∈Mβ.

4. Per a cada α ∈ (0, 1], existeix un nombre real α ′ amb 0 < α ′ < α tal que Mα ′ =Mα ( és a
dir Mr =Mα, per a cada r ∈ [α ′,α] ).

Demostració. A continuació demostrarem cadascuna de les condicions esmentades abans.

1. Mα és un subconjunt no buit, perquè Aα i Bα són subconjunts finits no buits (els
nombres borrosos discrets són subconjunts borrosos normals) i supp(A)∨ supp(B)
és un conjunt finit.

2. Mβ ⊆Mα per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.
Perquè si A,B ∈ DFN i els conjunts de nivell venen donats per

Aα = {xα1 , ..., xαp }, Aβ = {x
β
1 , ..., xβr }, Bα = {yα1 , ...,yαk }, Bβ = {y

β
1 , ...,yβl },

(3.1)

aleshores:

Aβ ⊆ Aα implica xα1 6 xβ1 i xβr 6 xαp (3.2)

Bβ ⊆ Bα implica yα1 6 yβ1 i y
β
l 6 yαk (3.3)
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Així, a partir de les relacions 3.2 i 3.3 és verifiquen les desigualtats:

max(xα1 ,yα1 ) 6 max(xβ1 ,yβ1 ) 6 max(xβr ,yβl ) 6 max(xαp ,yαk )

d’on es dedueix el resultat.

3. Per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1, si x ∈Mα −Mβ, aleshores x < y per a
tot y ∈Mβ, o x > y per a tot y ∈Mβ.

Perquè, si x ∈Mα, tenim que x ∈ supp(A)∨ supp(B) i x no pertany a Mβ, aleshores
o x < xβ1 ∨ y

β
1 = yβ1 , el qual és el mínim de Mβ, o x > (xβr ∨ y

β
l ) = x

β
r > yβl , él qual

és el màxim de Mβ.

4. Per a cada α ∈ (0, 1], existeix un nombre real α ′ amb 0 < α ′ < α tal que Mα ′ =Mα

(és a dir Mr =Mα, per a cada r ∈ [α ′,α]).

Com A,B ∈ DFN i tenint en compte el teorema 3.2.2 de representació de nombres
borrosos discrets, per a cada α ∈ (0, 1] existeixen nombres reals α ′1 i α ′2 amb 0 <
α ′1 < α i 0 < α ′2 < α tals que per a cada r ∈ [α ′1,α], podem afirmar que Aα = Ar i
Bα = Br, per a cada r ∈ [α ′2,α]. Així, si α ′ = α ′1 ∨α

′
2, podem obtenir les relacions:

min(Ar) = min(Aα) i max(Ar) = max(Aα)
min(Br) = min(Bα) i max(Br) = max(Bα)

per a cada r ∈ [α ′,α] i per tant

min(Ar)∨ min(Br) =min(Aα)∨ min(Bα)
max(Ar)∨ max(Br) =max(Aα)∨ max(Bα)

D’aquesta manera,

Mα ={z ∈ supp(A)∨ supp(B) | min(Aα)∨ min(Bα) 6 z 6 max(Aα)∨ max(Bα)}
={z ∈ supp(A)∨ supp(B) | min(Ar)∨ min(Br) 6 z 6 max(Ar)∨ max(Br)}
=Mr

per a tot r ∈ [α ′,α].

Com a conseqüència d’aquest resultat i seguint les mateixes notacions que abans, és té

Teorema 3.2.8. Per a cada parella A,B ∈ DFN existeix un únic nombre borrós, que denotarem per
max(A,B), tal que té per α-conjunts de nivell els conjunts

{z ∈ supp(A)∨ supp(B) | min(Aα)∨ min(Bα) 6 z 6 max(Aα)∨ max(Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Demostració. Immediata a partir de la proposició 3.2.7 i del teorema 3.2.2.

Exemple 3.2.9. Si A = {0.3/1, 0.6/3, 1/4, 0.5/7, 0.4/9} i B = {0.5/2, 1/5, 0.6/10}. Aplicant el
mètode exposat en el teorema 3.2.8 resulta

max(A,B) = {0.3/2, 0.5/3, 0.5/4, 1/5, 0.6/7, 0.6/9, 0.6/10}
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perquè els seus conjunts de nivells venen donats per:

max(A,B)0.3 ={z ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 9, 10} | 2 6 z 6 10} = {2, 3, 4, 5, 7, 9, 10}

max(A,B)0.4 ={z ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 9, 10} | 3 6 z 6 10} = {3, 4, 5, 7, 9, 10}

max(A,B)0.5 ={z ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 9, 10} | 3 6 z 6 10} = {3, 4, 5, 7, 9, 10}

max(A,B)0.6 ={z ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 9, 10} | 5 6 z 6 10} = {5, 7, 9, 10}

max(A,B)1 ={z ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 9, 10} | 5 6 z 6 5} = {5}

El nombre borrós discret max(A,B) es pot veure representat en la figura 11.
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Figura 11: max(A,B) verifica les condicions de nombre borrós discret. En el punt (10, 0.6)
el decreixement s’havia perdut (reproduït per les creus vermelles), cosa que no
passa ara aplicant la nova definició.

Anàlogament a com hem definit els α-conjunts de nivell Mα (veure definició 3.2.6) a
partir d’una parella A,B ∈ DFN, que ha possibilitat la construcció de max(A,B), es té:

Definició 3.2.10. Per a cada parella de nombres borrosos discrets A,B ∈ DFN, si el conjunts

Aα = {xα1 , ..., xαp } Bα = {yα1 , ...,yαk }

representen l’α-nivell d’ A i B respectivament, es poden considerar els següents conjunts:

supp(A)∧ supp(B) = {x∧ y | x ∈ supp(A),y ∈ supp(B)} i

Nα = {z ∈ supp(A)∧ supp(B) | (minAα ∧ minBα) 6 z 6 (maxAα ∧ maxBα)}

és a dir,
Nα = {z ∈ supp(A)∧ supp(B) | (xα1 ∧ yα1 ) 6 z 6 (xαp ∧ yαk )}

I de manera semblant al resultats obtinguts en la proposició 3.2.7 i en el teorema 3.2.8,
tenim el següent:

Proposició 3.2.11. Per a cada α ∈ [0, 1] els conjunts Nα verifiquen les següents propietats:

1. Nα és un subconjunt no buit.

2. Nβ ⊆ Nα per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.
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3. Per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1, si x ∈ Nα −Nβ, aleshores x < y per a tot
y ∈ Nβ, o x > y per a tot y ∈ Nβ.

4. Per a cada α ∈ (0, 1], existeix un nombre real α ′ amb 0 < α ′ < α tal que Nα
′
= Nα ( és a

dir Nr = Nα, per a cada r ∈ [α ′,α] ).

Teorema 3.2.12. Per a cada parella A,B ∈ DFN existeix un únic nombre borrós, que denotarem
per min(A,B), tal que té per α-conjunts de nivell els conjunts

{z ∈ supp(A)∧ supp(B) | min(Aα)∧ min(Bα) 6 z 6 max(Aα)∧ max(Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Exemple 3.2.13. Si A = {0.3/1, 0.4/3, 1/4} i B = {0.5/2, 1/5, 1/6}. Aplicant el mètode exposat en
el teorema 3.2.12 resulta

min(A,B) = {0.3/1, 0.5/2, 0.5/3, 1/4}

perquè els seus nivells venen donats per

min(A,B)0.3 ={z ∈ {1, 2, 3, 4} | 1 6 z 6 4} = {1, 2, 3, 4}

min(A,B)0.4 ={z ∈ {1, 2, 3, 4} | 2 6 z 6 4} = {2, 3, 4}

min(A,B)0.5 ={z ∈ {1, 2, 3, 4} | 2 6 z 6 4} = {2, 3, 4}

min(A,B)1 ={z ∈ {1, 2, 3, 4} | 4 6 z 6 4} = {4}

El nombre borrós min(A,B) es pot veure en la figura 12.

1 2 3 4 5

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0

Figura 12: min(A,B) verifica les condicions de nombre borrós discret. En el punt (3, 0.4)
aplicant el principi d’extensió de Zadeh el creixement s’havia perdut, com es pot
veure en la figura (dibuixat amb una creu roja), cosa que no passa ara aplicant
la nova definició.

Nota 3.2.14. Així dels resultats obtinguts en els teoremes 3.2.8 i 3.2.12 veim que és possible definir
en el conjunt de nombres borrosos discrets dues aplicacions binàries, que anomenarem max i min on

max : DFN×DFN −→ DFN

(A,B) 7−→ max(A,B)

min : DFN×DFN −→ DFN

(A,B) 7−→ min(A,B)
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El que farem a continuació es estudiar quines propietats verifiquen aquestes dues
noves aplicacions binàries. Per això necessitarem un resultat previ que analitza diferents
operacions reticulars ( commutativitat, associativitat,...) que es poden realitzar entre els
suports (interpretats inicialment només com a conjunts numèrics) de qualsevol nombre
borrós discret.

Proposició 3.2.15. Siguin A,B,C ∈ DFN amb suports els conjunts supp(A), supp(B) i
supp(C) respectivament. Es verifiquen les següents propietats:

1. Commutativitat:

supp(A)∧ supp(B) =supp(B)∧ supp(A)

supp(A)∨ supp(B) =supp(B)∨ supp(A)

2. Associativitat:

(supp(A)∧ supp(B))∧ supp(C) =supp(A)∧ (supp(B)∧ supp(C))

(supp(A)∨ supp(B))∨ supp(C) =supp(A)∨ (supp(B)∨ supp(C))

3. Idempotència:

supp(A)∧ supp(A) =supp(A)

supp(A)∨ supp(A) =supp(A)

4. Es verifiquen les següents inclusions:

supp(A)∧ (supp(B)∨ supp(C))) ⊆ (supp(A)∧ supp(B))∨ (supp(A)∧ supp(C))

supp(A)∨ (supp(B)∧ supp(C))) ⊆ (supp(A)∨ supp(B))∧ (supp(A)∨ supp(C))

5. Es verifiquen les següents inclusions:

supp(A) ⊆ supp(A)∧ (supp(A)∨ supp(B))

supp(A) ⊆ supp(A)∨ (supp(A)∧ supp(B))

Demostració. En primer lloc, d’acord a la definició 3.2.1, sabem que el suport de qualsevol
nombre borrós discret és un subconjunt finit de nombres reals. I a més, el conjunt de
nombres reals és un reticle distributiu amb les operacions usuals màxim(max) i mínim(min).
Anomenem X, Y i Z els suport del nombres A,B,C ∈ DFN respectivament.

1. Immediata a partir de la commutativitat de les funcions reals màxim i mínim.

2. Associativitat:

Si z ∈ (X∧ Y)∧Z aleshores z = min(x, c) on x = min(a,b), a ∈ X, b ∈ Y i c ∈ Z. Per
tant z = min(min(a,b), c). Com la funció mínim entre nombres reals és associativa
resulta z = min(min(a,b), c) = min(a, min(b, c)). Així z ∈ X∧ (Y ∧Z) i es té que

(X∧ Y)∧Z ⊆ X∧ (Y ∧Z)

Si z ∈ X∧ (Y ∧Z) aleshores z = min(a, x) on x = min(b, c), a ∈ X, b ∈ Y i c ∈ Z. Així,
z = min(a, min(b, c)). Com la funció mínim entre nombres reals és associativa tenim
que z = min(a, min(b, c)) = min(min(a,b), c). Llavors z ∈ (X∧ Y)∧Z. Aleshores,

X∧ (Y ∧Z) ⊆ (X∧ Y)∧Z

La demostració de l’altre propietat és totalment anàloga.



3.2 estructura de reticle en el conjunt de nombres borrosos discrets 35

3. Idempotència:

Si z ∈ X∧X es té que z = min(a,a ′) amb a,a ′ ∈ X. Per tant z = a ∈ X or z = a ′ ∈ X.
Això significa que z ∈ X i així X∧X ⊆ X. Per altre banda, és evident que X ⊆ X∧X

perquè la funció mínim és idempotent i aleshores per a cada z ∈ X, z = min(z, z).

La prova de l’altre propietat és semblant.

4. Si z ∈ X∧ (Y ∨ Z)) aleshores z = min(a, max(b, c)) on a ∈ X, b ∈ Y i c ∈ Z. Ara
d’acord a la propietat distributiva es pot escriure com z = max(min(a,b), min(a, c)).
Aleshores obtenim que z ∈ (X∧ Y)∨ (X∧Z) i així X∧ (Y ∨Z)) ⊆ (X∧ Y)∨ (X∧Z).

Anàlogament l’altra inclusió.

5. Si z ∈ X llavors z = max(z, min(z,b)) per a tot b ∈ Y. Perquè si min(z,b) = b aleshores
max(z,b) = z. I, si min(z,b) = z es té que max(z, z) = z. Per tant, X ⊆ X∨ (X∧ Y)

Nota 3.2.16. En general, les lleis d’absorció i la propietat distributiva dels suports no es verifiquen.
Per exemple, si aquests conjunts X = {4, 7, 9},Y = {4, 6, 7} i Z = {8, 9, 10} representen els suports
de tres nombres borrosos discrets, aleshores

a) X∧ (X∨ Y) = {4, 6, 7, 9} però X = {4, 7, 9}.

b) X∧ (Y ∨Z) = {4, 7, 8, 9}, però (X∧ Y)∨ (X∧Z) = {4, 6, 7, 8, 9}.

Aquest inconvenient farà que el conjunt DFN amb les operacions definides, max i min,
no sigui en general un reticle (fallarà l’absorció). Hi ha però, casos particulars especial-
ment interessants pels nostres objectius que evitaran aquest problema. Per aquest motiu
introduirem les següents definicions.

Definició 3.2.17. Sigui S una progressió aritmètica de nombres naturals de raó r. Llavors, anome-
narem ASr al subconjunt de nombres borrosos discrets tals que tenen per suport un subconjunt finit
de termes consecutius d’S. En particular, denotarem simplement per A1 al subconjunt de nombres
borrosos discrets que tenen per suport un subconjunt finit de la progressió S = N.

Exemple 3.2.18. Considerem per exemple la successió S = {1, 3, 5, 7, 9, · · · }. Llavors els nombres
borrosos discrets A = {0.3/7, 0.5/9, 1/11, 0.8/13} i B = {0.6/13, 0.9/15, 1/17} pertanyen a AS2 .

Recordem que denotam per Ln la cadena finita Ln = {0, 1, · · · ,n}.

Definició 3.2.19. Anomenarem ALn1 al subconjunt de nombres borrosos discrets que tenen per
suport un subconjunt de nombres naturals consecutius inclosos en la cadena Ln (òbviament, es té la
inclusió ALn1 ⊆ A1).

Proposició 3.2.20. Siguin A,B,C ∈ DFN amb suports els conjunts supp(A), supp(B) i
supp(C) respectivament. Es verifiquen les següents propietats:

1. Absorció:

Si supp(B) ⊆ supp(A) o A,B ∈ ASr aleshores:

supp(A)∧ (supp(A)∨ supp(B)) = supp(A)

supp(A)∨ (supp(A)∧ supp(B)) = supp(A)
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2. Distributivitat:

Si A,B,C ∈ ASr , aleshores es verifiquen les següents propietats:

supp(A)∧ (supp(B)∨ supp(C)) = (supp(A)∧ supp(B))∨ (supp(A)∧ supp(C))

supp(A)∨ (supp(B)∧ supp(C)) = (supp(A)∨ supp(B))∧ (supp(A)∨ supp(C))

Demostració. Analitzem els dos casos. Com en la proposició 3.2.15, representarem respecti-
vament per X, Y i Z als suports dels nombres borrosos discrets A, B i C.

1. Absorció:

Si z ∈ X∧ (X∨ Y) aleshores z = min(a, max(a ′,b)) sent a,a ′ ∈ X i b ∈ Y. Per tant si
z = a o z = a ′ òbviament z ∈ X. Però si z = b tenim que a ′ 6 b 6 a. Ara, d’acord
amb les hipòtesi de la proposició, b ∈ X. D’on es dedueix que X∧ (X∨ Y) ⊆ X.

L’altre inclusió es conseqüència de la proposició 3.2.15.

2. Distributivitat: Volem veure que

(X∧ Y)∨ (X∧Z) ⊆ X∧ (Y ∨Z)

Sigui x ∈ (X∧ Y)∨ (X∧Z). Aleshores x = max(min(x1,y), min(x2, z)) on x1, x2 ∈ X,
y ∈ Y i z ∈ Z. Podem suposar sense pèrdua de generalitat que x1 6 x2. Llavors:

– Si x = x1 aleshores x1 6 y 6 y∨ z i així x1 = x1 ∧ (y∨ z) ∈ X∧ (Y ∨Z).

– Si x = y aleshores y 6 x1 6 x2. Però x1 ∧ y = y > x2 ∧ z = z i per tant
z 6 y 6 x1 6 x2 d’on es dedueix que y = x1 ∧ (y∨ z) ∈ X∧ (Y ∨Z).

– Si x = x2 aleshores x2 6 z 6 y∨ z. I llavors x2 = x2 ∧ (y∨ z) ∈ X∧ (Y ∨Z).

– Si x = z tenim que z 6 x2 i x2 ∧ z = z > x1 ∧ y. Per tant x1 ∧ y 6 z 6 x2 i
diferenciam dos casos:

* Si x1 6 z llavors x1 6 z 6 x2 i per tant z ∈ X, d’on z = z∧ (y∨ z) ∈
X∧ (Y ∨Z).

* Si x1 > z aleshores x1 ∧ y 6 z i així x1 ∧ y = y i tenim que y 6 z < x1 6 x2
i d’aquí z = x1 ∧ (y∨ z) ∈ X∧ (Y ∨Z).

L’altre inclusió es conseqüència de la proposició 3.2.15.

La proposició 3.2.15 ens permetrà traslladar de manera senzilla les mateixes propietats a
les operacions binàries min i max definides en la nota 3.2.14.

Teorema 3.2.21. Les operacions binàries min i max, verifiquen, per a cada A,B,C ∈ DFN, les
següents propietats:

1. Commutativa:
min(A,B) = min(B,A)
max(A,B) = max(B,A)

2. Associativa:
min(min(A,B),C) = min(A, min(B,C))
max(max(A,B),C) = max(A, max(B,C))

3. Idempotència:
min(A,A) = A
max(A,A) = A
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Demostració. Siguin A,B,C ∈ DFN. Considerem els seus α-nivells Aα = {xα1 , ..., xαp }, Bα =
{yα1 , ...,yαk }, C

α = {wα1 , ...,wαl } per a A, B i C respectivament.

1. Volem provar que min(A,B) = min(B,A)

Per això basta veure que els seus α-nivells són iguals, és a dir, min(A,B)α i min(B,A)α són
els mateixos conjunts per a cada α ∈ [0, 1].

D’acord al teorema 3.2.12 és té que

min(A,B)α = {z ∈ supp(A)∧ supp(B) | (minAα ∧ minBα) 6 z 6 (maxAα ∧ maxBα)}
= {z ∈ supp(A)∧ supp(B) | (xα1 ∧ yα1 ) 6 z 6 (xαp ∧ yαk )}

= {z ∈ supp(B)∧ supp(A) | (yα1 ∧ xα1 ) 6 z 6 (yαp ∧ xαk )}

= min(B,A)α

Anàlogament es demostraria pel cas del màxim.

2 . Volem demostrar que

min(min(A,B),C) = min(A, min(B,C))

Basta veure que els seus α-nivells, per a cada α ∈ [0, 1], són els mateixos conjunts .
D’acord al teorema 3.2.12

min(min(A,B),C)α = {z ∈ supp(min(A,B))∧ supp(C) |
min min(A,B)α ∧ minCα 6 z 6 max min(A,B)α ∧ maxCα}

= {z ∈ supp(min(A,B))∧ supp(C) |
(xα1 ∧ yα1 )∧w

α
1 6 z 6 (xαp ∧ yαk )∧w

α
l }

= {z ∈ (supp(A)∧ supp(B))∧ supp(C) |

(xα1 ∧ yα1 )∧w
α
1 6 z 6 (xαp ∧ yαk )∧w

α
l }

= {z ∈ (supp(A)∧ supp(B))∧ supp(C) |

xα1 ∧ (yα1 ∧wα1 ) 6 z 6 x
α
p ∧ (yαk ∧wαl })

= {z ∈ supp(A)∧ (supp(B)∧ supp(C)) |

xα1 ∧ (yα1 ∧wα1 ) 6 z 6 x
α
p ∧ (yαk ∧wαl })

= min(A, min(B,C))α

La demostració de l’altre propietat associativa és semblant.

3 . Volem comprovar que
min(A,A) = A

D’acord a la definició dels α-nivells de la funció min es té que

min(A,A)α = {z ∈ supp(A)∧ supp(A) | (xα1 ∧ xα1 ) 6 z 6 (xαp ∧ xαp)}

= {z ∈ supp(A) | xα1 6 z 6 xαp }

=Aα

El mateix es faria per la funció max.

En el cas que els nombres borrosos siguin del conjunt ASr tenim també la propietat
distributiva i d’absorció, com es pot veure en el següent resultat.
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Teorema 3.2.22. Si A,B,C ∈ ASr es verifica:

1 . Absorció:
min(A, max(A,B)) = A
max(A, min(A,B)) = A

2 . Distributivitat:
min(A, max(B,C)) = max(min(A,B), min(A,C))
max(A, min(B,C)) = min(max(A,B), max(A,C))

Demostració. Siguin A,B,C ∈ DFN. I considerem els seus α-nivells Aα = {xα1 , ..., xαp },
Bα = {yα1 , ...,yαk }, C

α = {wα1 , ...,wαl } per a A, B i C respectivament.

1 . Volem verificar que
min(A, max(A,B)) = A

D’acord al teorema 3.2.12 els α-nivells vindran donats per

min(A, max(A,B))α = {z ∈ supp(A)∧ supp(max(A,B)) |
minAα ∧ min max(A,B)α 6 z 6 maxAα ∧ max max(A,B)α}

= {z ∈ supp(A)∧ supp(max(A,B)) |
xα1 ∧ (xα1 ∨ yα1 ) 6 z 6 x

α
p ∧ (xαp ∨ yαk })

= {z ∈ supp(A)∧ (supp(A)∨ supp(B)) | xα1 6 z 6 xαp }

= {z ∈ supp(A) | xα1 6 z 6 xαp }

=Aα

On les dues darreres igualtats hem aplicat, respectivament la propietat d’absorció dels
nombres reals i la proposició 3.2.20. De la mateixa forma demostraríem l’altra llei d’absorció.

2 . Demostrarem només la primera propietat distributiva, l’altra es faria de manera sem-
blant. Per tant es tracte de veure que

min(A, max(B,C)) = max(min(A,B), min(A,C))

D’acord als teoremes 3.2.8 i 3.2.12 es té que

min(A, max(B,C))α = {z ∈ supp(A)∧ supp(max(B,C)) |
= minAα ∧ min max(B,C)α 6 z 6 maxAα ∧ max max(A,B)α}
= {z ∈ supp(A)∧ (supp(B)∨ supp(C)) |

x1 ∧ (yα1 ∨wα1 ) 6 z 6 x
α
p ∧ (yαk ∨wαl )}

La darrera igualtat és conseqüència de la propietat distributiva dels nombres naturals. Així,

min(A, max(B,C))α = {z ∈ supp(A)∧ (supp(B)∨ supp(C)) |

(xα1 ∧ yα1 )∨ ((xα1 ∧wα1 ) 6 z 6 (xαp ∧ yαk )∨ (xαp ∧wαl )}

= {z ∈ (supp(A)∧ supp(B))∨ (supp(A)∧ supp(C)) |

(xα1 ∧ yα1 )∨ ((xα1 ∧wα1 ) 6 z 6 (xαp ∧ yαk )∨ (xαp ∧wαl )

= max(min(A,B), min(A,C))α
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Una conseqüència important del teorema anterior és que en el conjunt ASr , de nombres
borrosos discrets tals que tenen per suport un subconjunt finit de termes consecutius
d’una progressió aritmètica S de nombres naturals de diferència r, és pot considerar una
estructura de reticle distributiu amb les operacions min i max. Per tant es té el següent
resultat:

Teorema 3.2.23. La terna (ASr , min, max) és un reticle distributiu, on les operacions binàries min
i max representaran la conjunció i la disjunció respectivament.

Demostració. Primer notem que si A,B ∈ ASr els seus suports,supp(A) i supp(B), són
subconjunts de termes consecutius de S. Llavors, també ho seran supp(A)∧ supp(B) i
supp(A)∨ supp(B). Així el resultat és conseqüència immediata dels teoremes 3.2.21 i 3.2.22

anteriors.

Nota 3.2.24. El reticle (ASr , min, max) també es podrà expressar com (ASr ,�), on � és l’ordre
parcial donat per la següent relació binària:
A � B si i només si min(A,B) = A o, alternativament,
A � B si i només si max(A,B) = B per a qualsevol parella A,B ∈ ASr .

Nota 3.2.25. També és possible definir l’ordre anterior a partir dels α-conjunts de nivell de la
següent forma:
A � B si i només si min(A,B)α = Aα

A � B si i només si max(A,B)α = Bα

per a qualsevol parella A,B ∈ ASr i α ∈ [0, 1], on Aα i Bα denotaran els α-nivells dels nombres
borrosos discrets A i B respectivament.

Exemple 3.2.26. Siguin

A = {0.4/1, 1/2, 0.8/3, 0.6/4, 0.5/5, 0.4/6, 0.3/7}
B = {0.3/4, 0.6/5, 0.7/6, 0.8/7, 1/8, 0.8/9}

dos nombres borrosos del conjunt A1. Un senzill càlcul permet veure queA � B perquè max(A,B) =
B, o equivalentment, min(A,B) = A.

Nota 3.2.27. Cal remarcar que l’ordre definit en el reticle distributiu (ASr ,�) tal com s’explicita en
la nota 3.2.24 o de manera equivalent a partir dels conjunts de nivell en la nota 3.2.25 no és un ordre
total, és a dir, és possible trobar nombres borrosos discrets A,B ∈ A1 tals que no siguin comparables
per tant que es tingui que max(A,B) 6= A i max(A,B) 6= B o equivalentment min(A,B) 6= A i
min(A,B) 6= B. Per exemple, si consideram els nombres borrosos discrets

A = {0.3/4, 0.5/5, 0.8/6, 1/7, 0.9/8, 0.7/9}
B = {0.5/6, 1/7, 0.9/8, 0.6/9, 0.5/10}

Aleshores,
min(A,B) = {0.3/4, 0.5/5, 0.8/6, 1/7, 0.9/8, 0.6/9} 6= A,B.

Una altre resultat interessant que s’obté de manera immediata del teorema 3.2.21 és que
també es possible obtenir una estructura de reticle distributiu en cert tipus de subconjunts
de nombres borrosos discrets tal como es veurà en el següent resultat.

Proposició 3.2.28. Per a cada subconjunt finit X de nombres reals, considerem els subconjunt
FX = {A ∈ DFN | supp(A) = X}. Aleshores, la terna (FX, min, max) és un reticle distributiu on
min i max representen la conjunció i la disjunció respectivament.

Demostració. Immediata a partir del teorema 3.2.21.
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Exemple 3.2.29. Siguin X = {3, 4, 7, 8} ⊆ R i considerem A = {0.3/3, 0.4/5, 1/7, 0.7/8},B =
{0.3/3, 1/5, 0.7/7, 0.6/8} ∈ FX. És fàcil demostrar que B � A perquè max(A,B) = A.

D’acord al teorema 3.2.23, sabem que ASr és un conjunt parcialment ordenat que té
estructura de reticle amb les operacions min and max, definides en les proposicions 3.2.12 i
3.2.8 respectivament, com a operacions reticulars. Ara, a partir d’aquest fet, volem estudiar
si és possible construir reticles fitats inclosos dins d’aquest reticle.

Seguidament comprovarem que el conjunt ALn1 té estructura de reticle fitat distribu-
tiu amb les operacions min i max. Per això, primerament comprovarem que aquestes
operacions són tancades dins d’aquest conjunt.

Proposició 3.2.30. Si A,B ∈ ALn1 aleshores min(A,B) i max(A,B) pertanyen al conjunt ALn1 .

Demostració. Aquest fet es deriva de la definició dels α-conjunts de nivell dels nombres
borrosos discrets min(A,B) i max(A,B). En efecte, si Aα = {xα1 , · · · , xαp } i Bα = {yα1 , · · · ,yαk }
denoten els α-conjunts de nivell per a A,B respectivament, sabem d’acord als teoremes
3.2.8 i 3.2.12 que els α-nivells vindran dotats per a cada α ∈ [0, 1] per les expressions:

max(A,B)α = {z ∈ supp(A)∨ supp(B) | max(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 max(xαp ,yαk )}

min(A,B)α = {z ∈ supp(A)∧ supp(B) | min(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 min(xαp ,yαk )}

A més, és obvi que els conjunts supp(A) ∧ supp(B) i supp(A) ∨ supp(B) són subcon-
junts de nombres naturals consecutius inclosos en la cadena finita Ln, i així els α-nivells
min(A,B)α i max(A,B)α també per a tot α ∈ [0, 1]. Per tant, els nombres borrosos discrets
min(A,B) i max(A,B) pertanyen al conjunt ALn1 .

A continuació veurem un exemple senzill on es constata aquest fet.

Exemple 3.2.31. Siguin

A ={0.4/1, 1/2, 0.8/3, 0.6/4, 0.5/5, 0.4/6, 0.3/7}
B ={0.3/4, 0.6/5, 0.7/6, 0.8/7, 1/8, 0.8/9}

dos nombres borrosos discrets que pertanyen al conjunt ALn1 . Aleshores,

max(A,B) ={0.3/4, 0.6/5, 0.7/6, 0.8/7, 1/8, 0.8/9}
min(A,B) ={0.4/1, 1/2, 0.8/3, 0.6/4, 0.5/5, 0.4/6, 0.3/7}

que pertanyen clarament a ALn1 .

Teorema 3.2.32. El triplet (ALn1 , min, max) és un reticle fitat distributiu amb mínim el dfn 10 i
màxim el dfn 1n.

Demostració. L’estructura de reticle distributiu es deriva immediatament del teorema 3.2.23

i de la proposició anterior 3.2.30. A més, és immediat veure que el nombre borrós discret
1n que només té com a suport el nombre natural n és el màxim del reticle distributiu ALn1 .
Anàlogament, el nombre borrós discret 10 que només té com a suport el nombre natural 0
és el mínim del reticle distributiu ALn1 .

Definició 3.2.33. El reticle ALn1 = (ALn1 , min, max) serà anomenat reticle borrós discret.
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Sigui ara, B el subconjunt de ALn1 donat per

B = {A ∈ ALn1 | supp(A) = core(A)} ⊆ ALn1 , (3.4)

que té per elements els nombres borrosos discrets tals que els seus α-nivells són sempre
iguals per a qualsevol α ∈ [0, 1] i òbviament continguts en Ln. D’aquesta forma, cada
nombre borrós discret A ∈ B pot ser interpretat com un interval tancat [a,b] ⊆ I(Ln), on
I(Ln) denota el conjunt d’intervals tancats de la cadena Ln. Ara per ser ALn1 un reticle fitat
distributiu resulta,

Proposició 3.2.34. B = (B, max, min, 10, 1n) és un reticle distributiu fitat on els nombres
borrosos discrets 10 i 1n són interpretats com els elements del conjunt B que tenen per suport els
intervals [0, 0] i [n,n] respectivament.

Demostració. És immediat que max(A,B), min(A,B) ∈ B per a tots A,B ∈ B i per tant B és
un subreticle fitat de ALn1 .

D’aquesta manera, l’estudi del reticle ALn1 conté, en particular, el reticle I(Ln) dels
intervals discrets de Ln. La qüestió que ens plantejam ara és si existeix alguna relació entre
les operacions reticulars MAX i MIN definides d’acord al principi d’extensió de Zadeh
[90] i aquestes dues noves operacions binàries min, max considerades en la nota 3.2.14 en
el cas de ASr i, en particular, en ALn1 .

3.2.1 Relació entre el principi de Zadeh i les operacions min i max

Els nombres borrosos discrets podem ser interpretats com subconjunts borrosos homòlegs
als nombres borrosos però amb suport discret. Aquest interpretació ve motivada perquè les
seves funcions de pertinença verifiquen propietats semblants com per exemple: convexitat,
existència de nucli, etc. Les operacions aritmètiques, així com les operacions reticulars
màxim i mínim, entre nombres borrosos es calculen habitualment utilitzant el principi
d’extensió de Zadeh [90]. Però com hem vist en l’exemple 3.2.4, aquest mètode falla en
el cas discret. Per aquesta raó s’ha proporcionat al llarg d’aquest capítol un mètode que
permet construir operacions reticulars en els conjunts DFN,ASr i B. El que seria interessant
és saber quan el principi d’extensió i els mètodes exposats en els teoremes 3.2.8 i 3.2.12

coincideixen, perquè d’aquesta manera tindrien dos possibles camins per a calcular dites
operacions.

El que a continuació demostrarem és que el mètode proposat coincideix amb el principi
d’extensió de Zadeh quan els nombres borrosos discrets tenen per suport un subconjunt
de termes consecutius d’una progressió aritmètica S. Concretament:

Proposició 3.2.35. Si A,B ∈ ASr aleshores MAX(A,B), definit a partir del principi d’extensió,
coincideix amb max(A,B). Per tant, si A,B ∈ ASr , aleshores MAX i max són la mateixa operació.
A més, MAX(A,B) ∈ ASr .

Demostració. Siguin A,B ∈ ASr . Per demostrar que les dues operacions són iguals cal
demostrar que per a tot α ∈ [0, 1] els α-conjunts de nivell dels subconjunts borrosos
MAX(A,B) i max(A,B) coincideixen. D’aquesta forma, tindrem que com max(A,B) ∈ ASr
és tindrà que MAX(A,B) ∈ ASr .

Sabem [90] que la funció de pertinença de la funció MAX d’acord al principi d’extensió
ve donada per l’expressió

MAX(A,B)(z) = sup{min(A(x),B(y)) | z = max(x,y)}
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I que els seus α-conjunts de nivell venen dotats per

MAX(A,B)α = {z = max(x,y) | x ∈ Aα,y ∈ Bα}.

Per demostrar que MAX(A,B)α = max(A,B)α ho demostrarem en dues passes:

• Primer veurem que MAX(A,B)α ⊆ max(A,B)α

Si z ∈ MAX(A,B)α, aleshores aquest element s’expressa com z = max(x,y) amb
x ∈ Aα,y ∈ Bα. Per tant, z ∈ {supp(A) ∨ supp(B) | min(Aα) ∨ min(Bα) 6 z 6
max(Aα)∨ max(Bα)} i llavors z ∈ max(A,B)α.

• Ara provarem que max(A,B)α ⊆ MAX(A,B)α. Suposem que Aα = {xα1 , · · · , xαp } i
Bα = {yα1 , · · · ,yαk }. Si z ∈ max(A,B)α, aleshores tenim que z ∈ {supp(A)∨ supp(B) |
(xα1 ∨ yα1 ) 6 z 6 (xαp ∨ yαk )}.

Ara diferenciam 4 casos:

– Si xα1 ∨ yα1 = xα1 i xαp ∨ yαk = xαp , aleshores z ∈ Aα i z = z∨ yα1 ∈MAX(A,B)α

– Si xα1 ∨ yα1 = xα1 i xαp ∨ yαk = yαk , aleshores z ∈ Bα i z = xα1 ∨ z ∈MAX(A,B)α

– Si xα1 ∨ yα1 = yα1 i xαp ∨ yαk = xαp , aleshores z ∈ Aα i z = z∨ yα1 ∈MAX(A,B)α

– Si xα1 ∨ yα1 = yα1 i xαp ∨ yαk = yαk , aleshores z ∈ Bα i z = xα1 ∨ z ∈MAX(A,B)α

D’on deduïm que z ∈MAX(A,B)α.

A més, si A,B ∈ ASr , aleshores els seus α-nivells es poden escriure com

Aα ={z ∈ S | minAα 6 z 6 maxAα}
Bα ={z ∈ S | minBα 6 z 6 maxBα}

per a tot α ∈ [0, 1]. Per tant,

MAX(A,B)α = {z ∈ S | (minAα ∨ minBα) 6 z 6 (maxAα ∨ maxBα)}

i podem afirmar que MAX(A,B)α = max(A,B)α és un subconjunt de termes consecutius
de S per a tot α ∈ [0, 1]. Així, MAX(A,B) = max(A,B) ∈ ASr .

Un resultat totalment anàleg ho tenim en el cas de la funció mínim.

Proposició 3.2.36. Si A,B ∈ ASr aleshores MIN(A,B), definit a partir del principi d’extensió,
coincideix amb min(A,B). Per tant, si A,B ∈ ASr , aleshores MIN i min són la mateixa operació.
A més, MIN(A,B) ∈ ASr .

Nota 3.2.37. En el capítol següent treballarem casi exclusivament amb el reticle (ALn1 , min, max)
i per tant, alhora de calcular min(A,B) o max(A,B) ho podrem fer indistintament, utilitzant el
principi d’extensió de Zadeh, que ens permet un càlcul més ràpid, o mitjançant la nostra construcció,
que assegura que els nivells venen donats per

min(A,B)α = {z ∈N | minAα ∧ minBα 6 z 6 maxAα ∧ maxBα}

max(A,B)α = {z ∈N | minAα ∨ minBα 6 z 6 maxAα ∨ maxBα}
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3.3 estructures monoidals en el conjunt de nombres borrosos discrets

L’estudi de monoides és interessant des de dos punts de vista. Per una part, pel propi
interès algebraic, donat que a partir d’elles és poden construir les principals estructures
algebraiques conegudes (recordem a més, que les pròpies t-normes i t-conormes doten
d’aquesta estructura a l’interval [0, 1]) o per l’altra, perquè poden ser emprats com a
fonaments d’algunes semàntiques de determinades lògiques, com ara, la lògica lineal
intuicionista (a partir de la completació de monoides ordenats), etc.

En aquesta secció, estudiam aquesta estructura algèbrica en el conjunt de nombres
borrosos discrets. En concret, donat que en el reticle distributiu A1 = (A1, min, max) es té
definit un ordre parcial, el que farem és considerar una operació interna ⊕, de tal manera
que la terna (A1,�,⊕) tingui estructura de monoide ordenat. Aquesta estructura ens
interessarà a més, perquè en el capítol següent serà emprada tant en l’anàlisi de funcions
d’agregació sobre el subreticle ALn1 ⊆ A1, en particular en l’estudi de l’equació de Frank en
el reticle borrós discret, com en la construcció d’algunes funcions d’implicació sobre ALn1 .

3.3.1 La suma de nombres borrosos discrets

Amb la intenció de proporcionar una operació interna (en el nostre cas la suma) en el
conjunt DFN, la primera idea que cal plantejar-se és la d’utilitzar el principi d’extensió
de Zadeh 2.4.6 de manera anàloga a com es fa en el conjunt de nombres borrosos. Ara
bé, ens trobam un altre cop, com veurem en el següent exemple, que la suma de nombres
borrosos discrets emprant aquest mètode produeix subconjunts borrosos que no verifiquen
les condicions exposades en la definició 3.2.1.

Exemple 3.3.1. Si consideram els nombres borrosos discrets, A = {0.5/1, 1/2, 0.7/4} i B =
{0.8/8, 1/16, 0.7/32}. Aleshores, aplicant el principi d’extensió, el subconjunt borrós que obtindríem
és

A⊕B = {0.5/9, 0.8/10, 0.7/12, 0.5/17, 1/18, 0.7/20, 0.5/33, 0.7/34, 0.7/36}

que no pertany a DFN perquè (A⊕B)(10) = 0.8 < (A⊕B)(12) = 0.7 i per aquesta raó no verifica
la condició 2 de la definició 3.2.1.

L’any 2005, G. Wang proporciona un mètode per obtenir la suma de nombres borrosos
discrets a partir dels conjunts de nivells de cadascuns dels sumands que intervenen en
l’operació. En concret,

Definició 3.3.2. [145] Siguin A,B ∈ DFN. Es defineix la suma de A i B com el subconjunt borrós,
que denotarem per A⊕

W
B, tal que té per α-conjunts de nivell el subconjunts [A⊕

W
B]α definits per a

cada α ∈ [0, 1] com

{x ∈ supp(A) + supp(B) | min(Aα +Bα) 6 x 6 max(Aα +Bα)}

i on la seva funció de pertinença es defineix com

(A⊕
W
B)(x) = sup{α ∈ [0, 1] | x ∈ [A⊕

W
B]α}

Teorema 3.3.3. [145] Per a tota parella A,B ∈ DFN es verifica que A⊕
W
B ∈ DFN. A més a

més, si la suma A⊕B, calculada a partir del principi d’extensió de Zadeh pertany a DFN, llavors
A⊕B = A⊕

W
B.
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Exemple 3.3.4. Siguin A = {0.4/15, 1/19, 1/25, 0.5/30} i B = {0.2/1, 1/2, 1/3, 0.3/4} dos nom-
bres borrosos discrets. Si aplicam el mètode de Wang resulta:

A⊕
W
B = {0.2/16, 0.4/17, 0.4/18, 0.4/19, 0.4/20, 1/21, 1/22, 1/23, 1/26,

1/27, 1/28, 0.5/29, 0.5/31, 0.5/32, 0.5/33, 0.3/34}

obtingut a partir del següents conjunts de nivell,

[A⊕
W
B]1 = {21, 22, 23, 26, 27, 28}

[A⊕
W
B]0.5 = {21, 22, 23, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33}

[A⊕
W
B]0.4 = {17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33}

[A⊕
W
B]0.3 = {17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 34}

[A⊕
W
B]0.2 = {16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 34}

El que farem ara és estudiar diferents possibilitats de definició de suma en el conjunt
DFN a través del concepte d’associació. En particular estudiarem la relació d’aquest amb el
mètode de Wang exposat abans i amb el principi d’extensió de Zadeh.

3.3.2 Associacions

Definició 3.3.5. Per a cada A ∈ DFN amb suport el conjunt, supp(A) = {x1, ...xs, ..., xt, ..., xn}
i A(xi) = 1 per a cada nombre natural i tal que s 6 i 6 t, considerem el conjunt de nombres
borrosos Ã que verifica les següents propietats:

1. supp(Ã) = [x1, xn]

2. Si xi ∈ supp(A) aleshores Ã(xi) = A(xi) para a cada i = 1, ...,n

3. Per a tot x ∈ [xi, xi+1] amb 1 6 i 6 i+ 1 6 s es verifiquen les desigualtats següents:

A(xi) 6 Ã(x) 6 A(xi+1)

4. Per a tot x ∈ [xi, xi+1] amb t 6 i 6 i+ 1 6 n es verifiquen les desigualtats següents:

A(xi) > Ã(x) > A(xi+1)

Denotarem per FN(A) al conjunt de tots els nombres borrosos Ã amb aquestes condicions.

Definició 3.3.6. Definim una associació com una aplicació que assigna a cada nombre borrós
discret A un nombre borrós de FN(A), és a dir,

A : DFN → FN

A 7→ A(A) ∈ FN(A)

Exemple 3.3.7. A continuació proposarem dos senzills exemples d’aquest concepte que anomenarem
respectivament associació lineal i α-associació.
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1. Per a cada A ∈ DFN denotam el suport supp(A) = {x1, ..., xs, ..., xt, ..., xn}, amb x1 < ... <
xs < ... < xt, ... < xn, i A(xp) = 1 per a cada nombre natural p tal que s 6 p 6 t. Definim
Ãl com el nombre borrós donat per l’expressió:

Ãl(x) =


A(xi+1)−A(xi)

xi+1−xi
(x− xi+1) +A(xi+1) si x ∈ [xi, xi+1] amb xi+1 6 xs

1 si x ∈ [xs, xt]
A(xi)−A(xi+1)

xi−xi+1
(x− xi) +A(xi) si x ∈ [xi, xi+1] amb xi > xt

Es fàcil provar que Ãl ∈ FN(A).

2. Per una altra part, definim Ãα com el nombre borrós que té per expressió:

Ãα(x) =


A(xi) si x ∈ [xi, xi+1] amb xi+1 6 xs

1 si x ∈ [xs, xt]

A(xi+1) si x ∈ (xi, xi+1] amb xi > xt

Un altre cop és fàcil provar que Ãα ∈ FN(A).

En particular, si A és el nombre borrós discret A = {0.2/1, 1/2, 1/3, 0.3/4} , aleshores

Ãl(x) =


8x−6
10 si x ∈ [1, 2]

1 si x ∈ [2, 3]
31−7x
10 si x ∈ [3, 4]

Ãα(x) =


0.2 si x ∈ [1, 2)

1 si x ∈ [2, 3]

0.3 si x ∈ (3, 4]

Aquest nombre borrós A i els seu associat Ãl es poden veure en la figura 13. Igualment, A i el seu
associat Ãα es poden veure en la figura 14.

Figura 13: El nombre borrós discret A de l’exemple 3.3.7 i el seu associat Ãl construït a
partir de l’associació lineal.

A partir de l’ordre estàndard del conjunt dels nombres reals podem induir un ordre
parcial en el conjunt FN(A) per a cada A ∈ DFN de la següent manera:

Definició 3.3.8. Siguin B̃, C̃ ∈ FN(A). Aleshores es defineix l’ordre parcial B̃ 6 C̃ si i només si
B̃(x) 6 C̃(x) per a tot element x ∈ supp(B̃) = supp(C̃).
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Figura 14: El nombre borrós discret A de l’exemple 3.3.7 i el seu associat Ãα obtingut a
través de la α-associació.

Proposició 3.3.9. Sigui Ãα ∈ FN(A) el nombre borrós definit d’acord amb la α-associació (veure
l’exemple 3.3.7). Aleshores Ãα 6 B̃ per a tot nombre borrós B̃ ∈ FN(A).

Demostració. Considerem A ∈ DFN que té per suport supp(A) = {x1, ..., xs, ..., xt, ..., xn} i
A(xp) = 1 per a cada nombre natural p tal que s 6 p 6 t. Sigui x ∈ [x1, xn] = supp(Ãα) =
supp(B̃). Llavors:

• Si x ∈ [xi, xi+1] amb i 6 s, tenim Ãα(x) = A(xi) 6 B̃(x).

• Si x ∈ [xs, xt] així Ãα(x) = 1 = B̃(x).

• Si x ∈ [xi, xi+1] amb i > t, llavors Ãα(x) = A(xi+1) 6 B̃(x).

Per tant es dedueix que, per a tot x del suport, Ãα(x) 6 B̃(x).

Nota 3.3.10. Sigui A el conjunt de totes les associacions, és a dir, funcions A : DFN→ FN tals
que A(B) ∈ FN(B) per a tot B ∈ DFN. En aquest conjunt és fàcil definir un ordre parcial de la
següent manera:

Si A,B ∈A aleshores A 6 B si i només si A(C) 6 B(C) per a tot C ∈ DFN.

Nota 3.3.11. Si A ∈ A verifica que per a tot B ∈ DFN, A(B) = B̃α, tal com s’ha definit en
l’exemple 3.3.7, aleshores a l’associació A la denotarem per Aα.

Proposició 3.3.12. Sigui A ∈A una associació. Aleshores Aα 6 A, és a dir, per a tot B ∈ DFN
Aα(B) = B̃α 6 A(B).

Demostració. És immediata per la proposició 3.3.9.

3.3.3 Sumes definides a través d’associacions

Definició 3.3.13. Siguin B,C ∈ DFN i A : DFN → FN una associació. Anomenarem suma
borrosa discreta dels nombres B i C relativa a l’associació A, i ho denotarem per B⊕

A
C, al subconjunt

borrós tal que:

1. El seu suport ve donat pel conjunt

supp(B⊕
A
C) = {z ∈ R | z = x+ y, x ∈ supp(B),y ∈ supp(C)} = supp(B) + supp(C)
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2. El valor en cada punt del suport es calcula d’acord a l’expressió

(B⊕
A
C)(z) = (A(B)⊕A(C))(z) per a tot z ∈ supp(B⊕

A
C)

on A(B)⊕A(C) representa la suma dels nombres borrosos A(B), A(C) calculada d’acord al
principi d’extensió de Zadeh.

Nota 3.3.14. Notam que

1. El subconjunt borrós discret B⊕
A
C definit anteriorment satisfà les condicions de nombre

borrós discret.

2. Si A(B) = B̃l i A(C) = C̃l definit en l’exemple 3.3.7, aleshores el nombre borrós discret
B⊕

A
C el denotarem per B⊕

l
C.

3. Si A(B) = B̃α i A(C) = C̃α definit en l’exemple 3.3.7 aleshores el nombre borrós discret
B⊕

A
C el denotarem per B⊕

α
C.

Exemple 3.3.15. Siguin B = {0.4/15, 1/19, 1/25, 0.5/30},C = {0.2/1, 1/2, 1/3, 0.3/4} ∈ DFN.
Si aplicam l’associació lineal (considerada en l’exemple 3.3.7) en aquests nombres borrosos discrets
obtenim els nombres borrosos B̃l i C̃l, definits respectivament com

B̃l =


3x−37
20 si x ∈ [15, 19]

1 si x ∈ [19, 25]
35−x
10 si x ∈ [25, 30] ,

C̃l =


8x−6
10 si x ∈ [1, 2]

1 si x ∈ [2, 3]
31−7x
10 si x ∈ [3, 4]

Si aplicam el principi de extensió de Zadeh per calcular la seva suma, obtenim el següent nombre
borrós:

(B̃l ⊕ C̃l)(x) =



8x−126
10 si x ∈ [16, 16.25]

24x−314
190 si x ∈ [16.25, 21]

1 si x ∈ [21, 28]
276−7x
80 si x ∈ [28, 2367 ]

241−7x
10 si x ∈ [2367 , 34]

I, d’acord a la definició 3.3.13, obtenim que la suma borrosa discreta dels nombres B i C correspo-
nent a l’associació lineal vindrà donada pel següent nombre borrós discret:

B⊕l C ={0.2/16, 4595/17,
59
95/18,

71
95/19,

83
95/20, 1/21, 1/22, 1/23,

1/26, 1/27, 1/28, 7380/29,
59
80/31,

13
20/32,

9
16/33, 0.3/34}

El nombre borrós B̃l⊕ C̃l es pot veure a la figura 15, i el nombre borrós discret B⊕
l
C és representa

en la figura 16.

El que volem estudiar ara és si existeix alguna associació tal que la suma obtinguda a
partir d’ella i a partir del procés de Wang, proporcionin el mateix nombre borrós discret.
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Figura 15: Nombre borrós B̃l ⊕ C̃l de l’exemple 3.3.15.

Figura 16: Nombre borrós discret B⊕
l
C de l’exemple 3.3.15.

3.3.4 Relació entre la suma de Wang i la suma definida a partir d’una associació

Teorema 3.3.16. Siguin A,B ∈ DFN dos nombres borrosos discrets. Aleshores A⊕
W
B definit

segons el procediment de Wang 3.3.3 i A⊕
α
B definida d’acord al mètode exposat en 3.3.14 són el

mateix nombre borrós discret.

Demostració. Siguin supp(A) = {x1, ..., xs, ..., xt, ..., xn} i supp(B) = {y1, ...,ym, ...,yk, ...,yr}
els suports dels nombres A i B respectivament on A(xi) = 1 per a tot s 6 i 6 t i B(yj) = 1
per a tot m 6 j 6 k.

Volem provar que els nombres borrosos discretsA⊕
W
B iA⊕

α
B tenen els mateixos conjunts

de nivell, és a dir, que per a tot r ∈ R es verifica

[A⊕B
W

]r = [A⊕B
α

]r.

Dividim la demostració en diverses passes.

a) Per ser Ãα i B̃α nombres borrosos es verifica [90] que
[
Ãα ⊕ B̃α

]r
= Ãrα + B̃rα
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b) És verifica que min Ãrα = minAr i max Ãrα = maxAr per a tot r ∈ [0, 1]. Perquè ,
min Ãrα = min {x ∈ suppÃα | Ãα(x) > r} i max Ãrα = max {x ∈ suppÃα | Ãα(x) > r}.
Però, com que Ãα(x) és constant a troços coincidint amb un A(x), tenim que

min Ãrα = min{x ∈ supp(A) | Ãα(x) > r}
= min{x ∈ supp(A) | A(x) > r}
= minAr

Igualment resulta que

max Ãrα = max{x ∈ supp(A) | Ãα(x) > r}
= max{x ∈ supp(A) | A(x) > r}
= maxAr

I anàlogament ho demostraríem per B̃α i B.

c)
[
A⊕B

α

]r
=
[
Ãα ⊕ B̃α

]r ∩ (supp(A) + supp(B))
Perquè,

[
Ãα ⊕ B̃α

]
(x) =

(
A⊕
α
B

)
(x) si x ∈ supp(A⊕

α
B) = supp

(
Ãα ⊕ B̃α

)
Finalment,

d)

x ∈ [A⊕B
W

]r ⇔

x ∈ supp(A⊕BW ) = supp(A) + supp(B)

min(Ar +Br) 6 x 6 max(Ar +Br)

Però, per a tot r ∈ R:

min(Ar +Br) 6 x 6 max(Ar +Br)
⇔minAr + minBr 6 x 6 maxAr + maxBr

aplicant b)⇔min Ãrα + min B̃rα 6 x 6 max Ãrα + max B̃rα
⇔min(Ãrα + B̃rα) 6 x 6 max(Ãrα + B̃rα)

aplicant c) ⇔min[Ãα ⊕ B̃α]r 6 x 6 max[Ãα ⊕ B̃α]r

⇔x ∈ [Ãα ⊕ B̃α]r perquè [Ãα ⊕ B̃α]r és un interval.

I així,

x ∈ [A⊕B
W

]r ⇔
{x ∈ supp(A⊕B

W
) = supp(A) + supp(B)

x ∈ [Ãα⊕ B̃α]r

}
⇔ x ∈ [A⊕

α
B]r

Corol.lari 3.3.17. Siguin A,B ∈ DFN. Si la seva suma segons el principi d’extensió de Zadeh,
A⊕B, és un nombre borrós discret, llavors A⊕B = A⊕

α
B.

Exemple 3.3.18. Si A = {0.4/15, 1/19, 1/25, 0.5/30} i B = {0.2/1, 1/2, 1/3, 0.3/4}. Aleshores, els
nombres borrosos Ãα i B̃α venen donats per les expressions:
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Ãα(x) =


0.4 si x ∈ [15, 19)

1 si x ∈ [19, 25]

0.5 si x ∈ (25, 30]

B̃α(x) =


0.2 si x ∈ [1, 2)

1 si x ∈ [2, 3]

0.3 si x ∈ (3, 4]

Si calculam la seva suma d’acord al principi d’extensió de Zadeh:

(Ãα ⊕ B̃α)(x) =



0.2 si x ∈ [16, 17)

0.4 si x ∈ [17, 21)

1 si x ∈ [21, 28]

0.5 si x ∈ (28, 33]

0.3 si x ∈ (33, 34]

Aplicant la definició 3.3.13 obtenim el següent nombre borrós discret:

A⊕α B = {0.2/16, 0.4/17, 0.4/18, 0.4/19, 0.4/20, 1/21, 1/22, 1/23, 1/26, 1/27,
1/28, 0.5/29, 0.5/31, 0.5/32, 0.5/33, 0.3/34}

Podem observar que si comparam aquest resultat amb l’obtingut a l’exemple 3.3.4 veim que es
tracte del mateix nombre borrós discret.

Figura 17: En aquesta figura podem veure el procés de discretització que s’aplica per
obtenir el nombre borrós discret A⊕

α
B a partir del nombre borrós Ãα ⊕ B̃α de

l’exemple 3.3.18.

Segons hem provat abans és possible definir un ordre parcial en el conjunt de les
associacions. Així, el que ens plantejam ara és si aquest ordre parcial, pot induir un ordre
entre els nombres borrosos discrets obtinguts a partir d’aquestes associacions.

3.3.5 Ordenació de sumes a partir d’associacions

Proposició 3.3.19. Siguin A,B ∈ A dues associacions tals que A 6 B segons l’ordre parcial
definit en la definició 3.3.8. Siguin A,B ∈ DFN.

Aleshores
A⊕

A
B 6 A⊕

B
B
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Demostració. Suposem que A 6 B. Llavors tenim:
A(C) 6 B(C) per a tot C ∈ DFN i per tant A(C)(x) 6 B(C)(x) per a tot C ∈ DFN i tot

x ∈ R. Així,

A(A)(x) 6 B(A)(x) per a tot x ∈ R

A(B)(y) 6 B(B)(y) per a tot y ∈ R

d’on min(A(A)(x),A(B)(y)) 6 min(B(A)(x),B(B)(y)).
Ara d’acord a la definició 2.4.6 tenim que, per a tot z ∈ R

(A(A)⊕A(B))(z) = sup
z=x+y

(min(A(A)(x),A(B)(y)))

6 sup
z=x+y

(min(B(A)(x),B(B)(y))) = (B(A)⊕B(B))(z)

En particular, pels nombres z ∈ R tals que z = x+ y, x ∈ supp(A),y ∈ supp(B) tenim
que

(A(A)⊕A(B))(z) = (A⊕
A
B)(z) i també que (B(A)⊕B(B))(z) = (A⊕

B
B)(z).

I per tant obtenim que
(A⊕

A
B)(z) 6 (A⊕

B
B)(z) per a tot z ∈ R, és a dir, A⊕

A
B 6 A⊕

B
B.

En particular, es té:

Proposició 3.3.20. Per a cada parella de nombres borrosos discrets A,B en les condicions de la
proposició 3.3.19 i per a cada associació A ∈A es verifica que A⊕

α
B 6 A⊕

A
B.

Demostració. És immediata perquè Aα 6 A per a tota associació A ∈A.

Nota 3.3.21. En la figura 18 podem veure gràficament un exemple del resultat obtingut en la
proposició 3.3.20.

Figura 18: Comparació gràfica dels nombres borrosos discrets A⊕
α
B i A⊕

l
B dels exemples

3.3.15 i 3.3.18.
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3.3.6 Suma de nombres borrosos discrets amb suport una progressió aritmètica

Volem estudiar ara la suma de nombres borrosos discrets quan aquests varien dins els
subconjunts ASr , A1 i ALn1 definits en 3.2.17. Recordem que ASr és el subconjunt de nombres
borrosos discrets tals que tenen per suport un subconjunt finit de termes consecutius d’una
successió aritmètica S de nombres naturals de diferència r. A1 és el cas particular quan
S = N i r = 1. Finalment, ALn1 és el subconjunt de nombres borrosos amb suport un
subconjunt de termes consecutius de la cadena Ln.

Començarem pel cas general.

Teorema 3.3.22. Si A,B ∈ ASr . Es verifica que

A⊕B ∈ ASr

on el símbol ⊕ representa la suma definida a partir del principi d’Extensió de Zadeh.

Demostració. Siguin A,B ∈ ASr tals que

supp(A) = {a,a+ r,a+ 2 · r, · · · ,a+ l · r, · · · ,a+ k · r, · · · ,a+ p · r}
supp(B) = {b,b+ r,b+ 2 · r, · · · ,b+m · r, · · · ,b+n · r, · · · ,b+ q · r}

amb

A(a+ i · r) = 1 per a tot i ∈ {l, · · · ,k} i
B(b+ j · r) = 1 per a tot j ∈ {m, · · · ,n}.

És evident que el suport de la suma d’aquests nombres borrosos discrets ve donat per

supp(A⊕B) = {a+ b,a+ b+ r, · · · ,a+ b+ (l+m) · r, · · · ,
a+ b+ (k+n) · r, · · · ,a+ b+ (p+ q) · r}

(3.5)

A més a més, si denotam per ĩ = a+ b+ i · r amb i ∈ {0, 1, ...,p+ q}, és clar que es verifica
que (A⊕B)(ĩ) = 1 si i només si i ∈ {l+m, ...,k+n}. Ja que

(A⊕ B)(ĩ) = 1 ⇔ existeix xi ∈ {0, · · · ,p} i yi ∈ {0, · · · ,q} amb i = xi + yi de manera
que A(a+ xi · r) = B(b+ yi · r) = 1, i això passa si i només si l 6 xi 6 k i m 6 yi 6 n d’on
i = xi + yi verifica que l+m 6 i 6 k+n.

Per veure que A⊕B és un nombre borrós discret hem de demostrar que A⊕B és creixent
fins l+m i decreixent a partir de k+n. Ho feim per passes:

• Sigui ĩ = a+ b+ i · r amb 0 6 i < l+m. Llavors

(A⊕B)(ĩ) =
∨

x+ y = i

x ∈ {0, ...,p}
y ∈ {0, ...,q}

A(a+ x · r)∧B(b+ y · r) (3.6)

i aquest suprem s’agafarà per un determinats valors xi ∈ {0, · · · ,p} i yi ∈ {0, · · · ,q}
amb xi + yi = i. Aleshores (A⊕B)(ĩ) = A(a+ xi · r)∧B(b+ yi · r).
I sense pèrdua de generalitat poden suposar que (A⊕B)(ĩ) = A(a+ xi · r).
D’aquesta manera tindrem que

A(a+ xi · r) 6 B(b+ yi · r) (3.7)

Amb aquesta suposició diferenciam tres casos:
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a) Si 0 6 xi < l. En aquest cas per ser A un nombre borrós discret es verifica

A(a+ xi · r) 6 A(a+ (xi + 1) · r)
I ara tenint en compte l’expressió 3.7 tenim que

(A⊕B)(ĩ) = A(a+ xi · r) 6 A(a+ (xi + 1) · r)∧B(b+ yi · r)

6
∨

x+ y = i+ 1

x ∈ {0, ...,p}
y ∈ {0, ...,q}

A(a+ x · r)∧B(b+ y · r)

= (A⊕B)(ĩ+ 1)

b) Si l 6 xi 6 k. Aquest cas no es pot donar, ja que llavors es tindria que A(a+ xi ·
r) = 1 i per l’expressió 3.7 tenim que B(b+ yi · r) = 1. És a dir, m 6 yi 6 k i
per tant estaríem en el cas i = xi + yi ∈ {l+m, · · · ,k+n}, contràriament al que
hem suposat de que i < l+m.

c) Si k 6 xi 6 p, llavors necessàriament haurà de ser yi < m, ja que i = xi + yi <
l+m. D’aquesta manera, B(b+ yi · r) 6 B(b+ (yi + 1) · r) i per tant

(A⊕B)(ĩ) = A(a+ xi · r)∧B(b+ yi · r)
6 A(a+ xi · r)∧B(b+ (yi + 1) · r)

6
∨

x+ y = i+ 1

x ∈ {0, ...,p}
y ∈ {0, ...,q}

A(a+ x · r)∧B(b+ y · r)

= (A⊕B)(ĩ+ 1)

• De forma totalment anàloga es pot veure que (A⊕B)(ĩ) > (A⊕B)(ĩ+ 1) per a tot i
amb k+n < i 6 p+ q i, per tant, A⊕B és un nombre borrós discret.

Més encara, a partir de la relació 3.5, és clar que A⊕B ∈ ASr .

En particular,

Corol.lari 3.3.23. Es verifica que:

1. Si A,B ∈ A1 llavors A⊕B ∈ A1.

2. Si A,B ∈ ALn1 tals que max(supp(A)) + max(suppp(B)) 6 n aleshores A⊕B ∈ ALn1 .

on el símbol ⊕ representa la suma definida a partir del principi d’extensió de Zadeh.

Demostració. És una conseqüència directa del teorema anterior en el cas r = 1.

Nota 3.3.24. Cal tenir en compte que:

1. El teorema anterior no es compleix si consideram una progressió aritmètica S de diferència r,
i agafam nombres borrosos discrets A i B que tenen per suport un subconjunt de termes no
consecutius de S que formin progressions aritmètiques amb diferència distinta.
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Per exemple, sigui S = {1, 3, 5, 7, 9, 11, · · · }. Aleshores, si consideram els nombres borrosos
discrets

A = {0.8/5, 1/9, 0.8/13, 0.7/17} i B = {0.7/3, 1/5, 0.6/7}

Es clar que els punts del seu suport formen progressions aritmètiques de diferència 4 i 2
respectivament i contingudes a S. Si calculam la suma d’ells emprant el principi d’extensió,
resulta el subconjunt borrós

A⊕B ={0.7/8, 0.8/10, 0.7/12, 1/14, 0.7/16, 0.8/18, 0.7/20, 0.7/22, 0.6/24}

que no és de DFN perquè (A⊕B)(10) = 0.8 > (A⊕B)(12) = 0.7.

2. El teorema 3.3.22 anterior és vàlid també si en les hipòtesi del mateix, canviam la paraula
progressió aritmètica de diferència r per progressió geomètrica de raó r.

3.3.7 Suma de nombres borrosos discrets amb suport un subconjunt qualsevol del nombres naturals

Hem vist en l’apartat anterior com es podem sumar, segons el principi d’extensió de Zadeh,
nombres borrosos discrets de manera que la seva suma sigui també un nombre borrós
discret. Es pot fer, per exemple, quan A,B ∈ A1 o amb certes condicions quan A,B ∈ ALn1 .
Com ja hem comentat abans, els nostres propers objectius seran definir diversos tipus
d’operadors (especialment t-normes, t-conormes i implicacions) sobre el reticle ALn1 .

Per això, hem estudiat les propietats i l’estructura de ALn1 . L’interès d’aquest estudi radica
en que els elements d’aquest reticle s’utilitzaran per a representar informació borrosa,
per exemple, valoracions d’experts sobre un determinat problema. Aquestes valoracions
habitualment no presenten "forats", de manera que el suport és un subconjunt de nombres
naturals consecutius (veure capítol 4), és a dir, és un element de ALn1 .

Tot i així, hi pot haver vegades en que la informació sigui incompleta o que es "perdi"part
de la informació per diversos motius. Això ens porta a voler sumar (o operar) també
nombres borrosos discrets amb "forats", és a dir, amb subconjunt qualsevol de nombres
naturals (continguts dins Ln o no).

A més, tradicionalment els nombres naturals s’han emprat per a representar el cardinal
d’un conjunt finit. Ara bé, en presència d’incertesa s’ha definit i caracteritzat extensions
d’aquest, anomenat cardinal borrós, com les que podem trobar en els treballs de [48,
49, 153] o també en [65, 68]. Concretament D. Rocacher en [123, 124] utilitza nombres
naturals generalitzats normalitzats per a definir el concepte de cardinalitat borrosa. Aquests
subconjunts borrosos són un exemple de nombres borrosos discrets que tenen per suport
un subconjunt de nombres naturals. El que farem a continuació és estudiar la suma de
nombres borrosos discrets que tenen per suport un subconjunt de nombres naturals i ho
relacionarem amb el principi d’extensió de Zadeh.

Definició 3.3.25. Anomenarem DFN(N) al conjunt de nombres borrosos discrets que tenen per
suport un subconjunt qualsevol de nombres naturals.

A continuació proposarem un mètode que permet obtenir la suma de dos nombres
borrosos discrets que pertanyen al conjunt DFN(N), sense sortir d’aquest conjunt de
nombres borrosos discrets.

Definició 3.3.26. Sigui B ∈ DFN(N) un nombre borrós discret tal que té per suport el conjunt
supp(B) = {x1, ..., xs, ..., xt, ..., xn} amb x1 < · · · < xs < · · · < xt < · · · < xn i B(xp) = 1 per a
tot nombre natural p tal que s 6 p 6 t. Una associació discreta és una aplicació

A : DFN(N) → A1

B 7→ A(B)
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Figura 19: Els punts blaus corresponent al dfn B original de l’exemple 3.3.27 i les creus ver-
melles corresponen al punts que s’incorporen en el procés d’associació discreta
que converteix el nombre B amb un nombre borrós discret Aα(B) ∈ A1.

tal que per a cada nombre borrós discret B ∈ DFN(N), li assignam un nombre borrós discret
A(B) ∈ A1 que verifica les següents condicions:

1. Si xi ∈ supp(B) aleshores A(B)(xi) = B(xi) per a cada i = 1, . . . ,n

2. B(xi) 6 A(B)(x) 6 B(xi+1), ∀x ∈ [xi, xi+1] amb 1 6 i 6 i+ 1 6 s.

3. A(B)(xi) = 1, ∀x ∈ [xi, xi+1] amb s 6 i 6 i+ 1 6 t.

4. B(xi+1) 6 A(B)(xi) 6 B(xi), ∀x ∈ [xi, xi+1] amb t 6 i 6 i+ 1 6 n.

Exemple 3.3.27. A continuació proposam diferents exemples d’associació discreta.

1. Anomenarem α-associació discreta a aquella associació tal que per a cada nombre borrós discret
B ∈ DFN(N) li assigna el nombre borrós discret Aα(B) ∈ A1 definit com:

Aα(B)(x) =


B(xi) si x ∈ [xi, xi+1) amb xi+1 < xs

1 si x ∈ [xs, xt]

B(xi+1) si x ∈ (xi, xi+1] amb xi > xt

Per exemple:

a) Si B = {0.4/2, 1/5, 1/6, 0.8/9}, la seva α -associació estarà definida com

Aα(B)(x) =


0.4 si x ∈ {2, 3, 4}

1 si x ∈ {5, 6}

0.8 si x ∈ {7, 8, 9}

Veure la figura 19 que mostra la transformació del nombre borrós discret B produïda per
la α -associació.
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b) Sigui C = {0.3/1, 1/3, 0.5/7}. La seva α-associació serà vindrà definida com

Aα(C)(x) =


0.3 si x ∈ {1, 2}

1 si x ∈ {3}

0.8 si x ∈ {4, 5, 6, 7}

2. Anomenarem ω-associació a aquella associació discreta Aω tal que per a cada B ∈ DFN(N)
li assigna el nombre borrós discret Aω(B) definit com:

Aω(B)(x) =



B(x) si x ∈ supp(u)

B(xi+1) si x ∈ (xi, xi+1) amb xi+1 < xs

1 si x ∈ (xs, xt)

B(xi) si x ∈ (xi, xi+1) amb xi > xt

Per exemple:

a) Sigui B = {0.4/2, 0.6/4, 1/5, 1/6, 0.9/7, 0.8/9}. La seva ω-associació serà el nombre
borrós discret

Aω(B)(x) =



0.4 si x ∈ {2}

0.6 si x ∈ {3, 4}

1 si x ∈ {5, 6}

0.9 si x ∈ {7, 8}

0.8 si x ∈ {9}

Es pot veure la figura 20 que mostra la transformació del nombre borrós discret B
produïda per la ω -associació.
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Figura 20: Els punts vermells corresponent al dfn B original i les creus blaves corresponen
al punts que s’incorporen a través de la ω-associació que converteix el nombre
B amb un dfn Aω(B) ∈ A1.
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3. Anomenarem associació lineal discreta a aquella associació Cl tal que per a cada nombre borrós
discret B ∈ DFN(N) li assigna el nombre borrós discret Cl(B) ∈ A1 definit de la següent
manera:

Cl(B)(x) =


B(x) si x ∈ supp(B)

B (xi+1)−B(xi)

xi+1−xi
(x− xi) +B(xi) si x ∈ (xi, xi+1)

Nota 3.3.28. És evident que Aα, Aω i Al verifiquen les propietats de la definició 3.3.26.

Nota 3.3.29. Si A : DFN(N) → A1 és una associació, aleshores la relació Aα(B) 6 Al(B) 6
Aω(B) és verifica per a tot B ∈ DFN(N).

El fet de que sempre és possible sumar nombres borrosos discrets que pertanyen al
conjunt A1 a través del principi d’extensió o equivalentment emprant l’α-associació o el
mètode de Wang, ens possibilita construir un mètode general que permeti sumar qualsevol
parella de nombres borrosos discrets que pertanyen al conjunt DFN(N) a partir de les
associacions discretes de manera similar a com s’ha proposat en 3.3.13.

Definició 3.3.30. Siguin B,C ∈ DFN(N) i A : DFN(N)→ A1 una associació discreta. Anome-
narem suma borrosa discreta dels nombres B i C relativa a l’associació discreta A, i ho denotarem
per B⊕

A
C, al subconjunt borrós tal que:

1. El seu suport ve donat pel conjunt

supp(B⊕
A
C) = supp(B) + supp(C)

2. El valor en cada punt del suport es calcula d’acord a l’expressió

(B⊕
A
C)(z) = (A(B)⊕A(C))(z) per a tot z ∈ supp(B⊕

A
C)

on A(B)⊕A(C) representa la suma dels nombres borrosos discrets A(B), A(C) calculada
d’acord al principi d’extensió de Zadeh.

Nota 3.3.31. Notam que

1. El subconjunt borrós discret B⊕
A
C definit anteriorment satisfà les condicions de nombre

borrós discret que pertany al conjunt A1.

2. Si A = Aα o A = Aω o A = Al definides en l’exemple 3.3.27, aleshores el nombre borrós
discret B⊕

A
C ho denotarem respectivament per B⊕

α
C, B⊕

ω
C i B⊕

l
C.

Exemple 3.3.32. Siguin B = {0.3/1, 1/3, 0.5/7} i C = {0.4/2, 1/5, 1/6, 0.8/9}. Si calculam la seva
suma emprant el principi d’extensió resulta el subconjunt borrós

B⊕C = {0.3/3, 0.4/5, 0.3/6, 0.3/7, 1/8, 1/9, 0.3/10, 0.8/12, 0.5/13, 0.5/16}

que no compleix les propietats de nombre borrós discret establertes en la definició 3.2.1.

• Si consideram les seves α-associacions Aα(B) i Aα(C) respectivament, definides en l’exemple
3.3.27, és fàcil veure que

B⊕
α
C = {0.3/3, 0.4/5, 0.4/6, 0.4/7, 1/8, 1/9, 0.8/10, 0.8/12, 0.5/13, 0.5/16}
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• Si consideram les seves ω-associacions

Aω(B) = {0.3/1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 0.5/7} i

Aω(C) = {0.4/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 0.8/9}

respectivament, és fàcil veure que

B⊕
ω
C = {0.3/3, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9, 1/10, 1/12, 1/13, 0.5/16}

A continuació, provarem que la suma de dos dfn amb suport un subconjunt de nombres
naturals obtinguda a partir de la α-associació i la suma proposada per Wang en 3.3.3 són
el mateix nombre borrós discret. Concretament,

Teorema 3.3.33. Si A,B ∈ DFN(N) són dos nombres borrosos discrets.
Aleshores,

A⊕
W
B = A⊕

α
B

on A⊕
W
B i A⊕

α
B representen les sumes definides en 3.3.3 i 3.3.30.

Demostració. Similar al teorema 3.3.16.

Exemple 3.3.34. Siguin A = {0.3/1, 1/3, 0.5/7} i B = {0.4/2, 1/5, 1/6, 0.8/9} dos nombres
borrosos discrets que pertanyen al conjunt DFN(N). Segons l’exemple 3.3.32

A⊕
α
B = {0.3/3, 0.4/5, 0.4/6, 0.4/7, 1/8, 1/9, 0.8/10, 0.8/12, 0.5/13, 0.5/16}

Si aplicam el mètode de Wang 3.3.3 haurem de calcular per a cada r ∈ [0, 1] els r-talls
[
A⊕B
W

]r
.

Així és tindrà que

[
A⊕B
W

]r
=



{3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16} si r ∈ [0, 0.3]

{5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16} si r ∈ (0.3, 0.4]

{8, 9, 10, 12, 13, 16} si r ∈ (0.4, 0.5]

{8, 9, 10, 12} si r ∈ (0.5, 0.8]

{8, 9} si r ∈ (0.8, 0.1]

I els valors de la funció de pertinença seran: (A⊕
W
B)(x) = sup{r ∈ [0, 1] | x ∈ [A⊕

W
B]r}. Aleshores(

A⊕B
W

)
(8) =

(
A⊕B
W

)
(9) = 1(

A⊕B
W

)
(10) =

(
A⊕B
W

)
(12) = 0.8(

A⊕B
W

)
(13) =

(
A⊕B
W

)
(16) = 0.5(

A⊕B
W

)
(5) =

(
A⊕B
W

)
(6) =

(
A⊕B
W

)
(7) = 0.4(

A⊕B
W

)
(5) = 0.3

És a dir, es comprova que A⊕
α
B = A⊕

W
B.



3.3 estructures monoidals en el conjunt de nombres borrosos discrets 59

3.3.8 Estructura de monoide del conjunt de nombres borrosos discrets

El que farem ara és comprovar que el conjunt A1 té estructura de monoide ordenat amb la
suma com operació monoidal (definida equivalentment o bé a partir del principi de Zadeh
[90] o bé a partir de les α-associacions (veure teorema 3.3.33) o bé d’acord al mètode de
Wang 3.3.3) i amb l’ordre parcial considerat en el teorema 3.2.23.

Nota 3.3.35. En aquesta secció utilitzarem el símbol ⊕ per denotar indistintament, donada la seva
equivalència, la suma de Zadeh obtinguda segons el principi d’extensió, el mètode de Wang o la
suma construïda a partir de les α-associacions.

El primer pas serà estudiar una propietat dels suports dels nombres borrosos discrets
interpretats, en aquest cas, com a subconjunts de nombres naturals.

Lema 3.3.36. Siguin A,B,C ∈ A1 que tenen per suports els conjunts de nombres naturals
consecutius supp(A), supp(B) i supp(C) respectivament. Aleshores es verifiquen les següents
propietats:

1. Commutativitat:
supp(A) + supp(B) = supp(A) + supp(B)

2. Associativitat:

(supp(A) + supp(B)) + supp(C) = supp(A) + (supp(B) + supp(C))

Demostració. Immediata perquè supp(A), supp(B) i supp(C) són subconjunts de nombres
naturals consecutius.

A partir d’aquest resultat tenim

Teorema 3.3.37. Per a cada A,B,C ∈ A1, la suma verifica les següents propietats:

a) Commutativa:
A⊕B = B⊕A

b) Associativa:
(A⊕B)⊕C = A⊕(B⊕C)

c) Existència de l’element neutre de la suma, i.e., existeix un nombres borrós discret 10 ∈ A1
tal que A⊕ 10 = A per a tot A ∈ A1, on 10 és el nombre borrós discret que té per suport el
nombre natural zero.

Demostració. Siguin A,B,C ∈ A1 i considerem Aα = {xα1 , ..., xαp }, Bα = {yα1 , ...,yαk }, C
α =

{wα1 , ...,wαl } els conjunts de nivell de A, B i C respectivament.

a) Volem demostrar que
A⊕B = B⊕A

Per això basta comprovar que els nombres borrosos discrets A⊕B i B⊕A tenen els
mateixos conjunts de nivell per a cada α ∈ [0, 1], on (A⊕ B)0 denota el suport de
A⊕B.

Per definició

(A⊕B)α = {z ∈ supp(A) + supp(B) | min(Aα +Bα) 6 z 6 max(Aα +Bα)}

= {z ∈ supp(A) + supp(B) | (xα1 + yα1 ) 6 z 6 (xαp + yαk )}

= {z ∈ supp(B) + supp(A) | (yα1 + xα1 ) 6 z 6 (yαp + xαk )}

= (B⊕A)α
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b) Volem provar que
(A⊕B)⊕C = A⊕(B⊕C)

Per definició dels conjunts de nivell tenim

(A⊕B)⊕C)α = {z ∈ supp(A⊕B) + supp(C) |
min((A⊕B)α +Cα) 6 z 6 max((A⊕B)α +Cα)}

= {z ∈ supp(A⊕B) + supp(C) |
min(A⊕B)α + minCα 6 z 6 max(A⊕B)α + maxCα}

= {z ∈ supp(A⊕B) + supp(C) |
(xα1 + yα1 ) +w

α
1 6 z 6 (xαp + yαk ) +w

α
l }

= {z ∈ (supp(A) + supp(B)) + supp(C) |

(xα1 + yα1 ) +w
α
1 6 z 6 (xαp + yαk ) +w

α
l }

= {z ∈ (supp(A) + supp(B)) + supp(C) |

xα1 + (yα1 +wα1 ) 6 z 6 x
α
p + (yαk +wαl )}

= {z ∈ supp(A) + (supp(B) + supp(C)) |

xα1 + (yα1 +wα1 ) 6 z 6 x
α
p + (yαk +wαl )}

= {z ∈ supp(A) + (supp(B⊕C)) |
xα1 + (yα1 +wα1 ) 6 z 6 x

α
p + (yαk +wαl )}

= (A⊕(B⊕C))α

c) Element neutre: És obvi a partir de la definició dels α-talls del nombre borrós 10 que
(A⊕ 10)α = Aα per a tot α ∈ [0, 1]. Llavors A⊕ 10 = A.

Corol.lari 3.3.38. El conjunt A1 és un monoide commutatiu amb la operació ⊕ (veure nota 3.3.35).

Nota 3.3.39. Volem notar que

• El parell (DFN(N),⊕
A
) té una estructura de monoide per a cada associació discreta A.

A continuació provarem que l’operació monoidal ⊕ (amb les consideracions fetes a la
nota 3.3.35) es compatible amb l’ordre establert en el reticle borrós discret (A1,�).

Proposició 3.3.40. Siguin A,B,C,D ∈ A1. Si A � B i C � D on representa � l’ordre parcial del
reticle (A1,�) aleshores A⊕B � C⊕D, on ⊕ denota la suma de Zadeh.

Demostració. Volem provar que min(A⊕C,B⊕D) = A⊕C, és a dir, per a tot α ∈ [0, 1] es
verifica min(A⊕C,B⊕D)α = (A⊕C)α. Com A � B llavors min(A,B) = A si i només si
min(A,B)α = Aα per a tot α ∈ [0, 1]. I anàlogament, C � D implica que min(C,D) = C si i
només si min(C,D)α = Cα per a tot α ∈ [0, 1].

Suposem que Aα = {aα1 , · · · ,aαk }, B
α = {bα1 , · · · ,bαm}, Cα = {cα1 , · · · , cαn} i Dα =

{dα1 , · · · ,dαp } representen els α-conjunts de nivell per A,B,C i D respectivament amb α ∈
[0, 1]. Com A,B,C,D ∈ A1 aleshores els α-conjunts de nivell de A⊕C i B⊕D són conjunts
de nombres naturals consecutius i vindran donats per (A⊕C)α = {aα1 + cα1 , · · · ,aαk + cαn} i
(B⊕D)α = {bα1 + dα1 , · · · ,bαm + dαp }.
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Llavors,

min(A⊕C,B⊕D)α = {z ∈ supp(A⊕C)∧ supp(B⊕D) |

min((A⊕C)α ∧ (B⊕D)α) 6 z 6 max((A⊕C)α ∧ (B⊕D)α)}

= {z ∈ supp(A⊕C)∧ supp(B⊕D) | aα1 + cα1 6 z 6 aαk + cαn}

= {z ∈ supp(A⊕C) | aα1 + cα1 6 z 6 aαk + cαn}

= (A⊕C)α





4
F U N C I O N S D ’ A G R E G A C I Ó E N E L R E T I C L E B O R R Ó S D I S C R E T

4.1 introducció

En aquest capítol volem construir funcions d’agregació sobre el reticle fitat ALn1 . Per això,
el que es pretén és veure una manera d’estendre funcions d’agregació definides sobre Ln a
funcions d’agregació sobre ALn1 .

És ben sabut que la cadena Ln és representativa de conjunts de valoració o d’etiquetes
lingüístiques, com per exemple, de la forma L = {N,MB,B,M,A,MA,P} on les lletres es
refereixen als termes lingüístic nul, molt baix, baix, mitja, alt, molt alt i perfecte. Aquestes
etiquetes o valoracions són habitualment utilitzades en el raonaments dels experts, i
això ha fet que diversos investigadors hagin dedicat els seus esforços a definir i estudiar
diversos tipus de funcions d’agregació, en especial, t-normes i t-conormes sobre Ln. En
aquest entorn discret, tot i que presenta moltes avantatges, entre elles evitar processos
de fuzzificació i defuzzificació, mostra que les possibles funcions són limitades (no hi ha
t-normes estrictament creixents, la única t-norma Arquimediana és la de Łukasiewicz, ...) i
fonamentalment, la representació de cada concepte per l’etiqueta és molt poc flexible.

Notem, en canvi, que un nombre borrós discret definit en ALn1 , és pot interpretar com
una flexibilització de cadascun d’aquests conceptes. Així, per exemple, si un expert ha de
donar una valoració sobre algun aspecte concret, i dita valoració es troba entre una etiqueta
i l’altra, es pot donar una avaluació més difusa, expressada com un nombre borrós discret
que pertany al reticle borrós discret ALn1 (veure figura 21). Aleshores, ens interessa disposar

1 2 3 4 5 6

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

0N MB B M A MA P

Figura 21: El nombre borrós discret {0.8/3, 1/4, 08./5} ∈ A
L6
1 on L6 = {0, · · · , 6} presentat,

descriu una situació on l’expert considera molt possible que és doni una valo-
ració alta A d’acord a l’escala lingüística L = {N,MB,B,M,A,MA,P}, però no
descarta que no es pugui donar qualsevol de les dues valoracions veïnes MA o
M.

de funcions d’agregació sobre aquest reticle borrós discret per a poder operar i manipular
diverses informacions expressades d’aquesta manera.

Començarem el nostre estudi per l’extensió de t-normes i t-conormes suaus definides
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sobre la cadena finita Ln.

4.2 extensió de t-normes i t-conormes suaus definides sobre una cadena

finita

Sigui T(S) una t-norma (t-conorma) definida sobre la cadena finita Ln ⊂ N. Tot i que
ens interessa treballar en ALn1 que és un reticle fitat, començarem per estendre operacions
monòtones en un cas més general. Considerem dons el subconjunt de nombres borrosos
discrets DLn definit com

DLn = {A ∈ DFN | supp(A) ⊆ Ln}

i siguin A,B ∈ DLn .

4.2.1 Extensió d’operacions monòtones

Sigui
O : Ln × Ln −→ Ln

(x,y) 7−→ O(x,y)

una operació binària monòtona definida sobre Ln (per exemple, una t-norma, t-conorma,
etc.). Denotarem també per O, la operació binària

O : 2Ln × 2Ln −→ 2Ln

(X, Y) 7−→ O(X, Y)

on O(X, Y) = {O(x,y) | x ∈ X,y ∈ Y}. Per exemple, si consideram els α-conjunts de nivell,

Aα = {xα1 , ..., xαp } (4.1)

Bα = {yα1 , ...,yαk } (4.2)

dels nombres borrosos discrets A i B respectivament, aleshores

T(Aα,Bα) = {T(x,y) | x ∈ Aα,y ∈ Bα}

per a cada α ∈ [0, 1], on A0 i B0 denoten supp(A) i supp(B) respectivament.

Definició 4.2.1. Sigui T : Ln×Ln → Ln una operació monòtona. Per a cada α ∈ [0, 1], considerem
el conjunt

Cα = {z ∈ T(supp(A), supp(B)) | min T(Aα,Bα) 6 z 6 max T(Aα,Bα)}

Nota 4.2.2. A partir de la monotonia de l’operació T , els conjunts Cα es podran representar com:

Cα = {z ∈ T(supp(A), supp(B)) | T(minAα, minBα) 6 z 6 T(maxAα, maxBα)}

és a dir, si Aα i Bα venen donats respectivament per les expressions 4.1 i 4.2

Cα = {z ∈ T(supp(A), supp(B)) | T(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 T(x
α
p ,yαk )}

En particular, si α = 0 aleshores C0 és el conjunt T(supp(A), supp(B)).

Ara demostrarem que amb aquests conjunts Cα (definits en 4.2.1) és possible construir
un únic nombre borrós discret que els té per α-nivells. Per això:
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Proposició 4.2.3. Per a cada α ∈ [0, 1] els conjunts Cα verifiquen les següents propietats:

1. Cα és un subconjunt no buit.

2. Cβ ⊆ Cα per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.

3. Per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1, si x ∈ Cα −Cβ, aleshores x < y per a tot
y ∈ Cβ, o x > y per a tot y ∈ Cβ.

4. Per a cada α ∈ (0, 1], existeix un nombre real α ′ amb 0 < α ′ < α tal que Cα
′
= Cα ( és a

dir Cr = Cα, per a cada r ∈ [α ′,α] ).

Demostració. Ho farem per passes:

1. Per a cada α ∈ [0, 1], Cα és un conjunt finit no buit perquè Aα i Bα són ambdós
conjunts no buits finits i T(supp(A), supp(B)) és un conjunt finit.

2. Cβ ⊆ Cα per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.
Perquè si A,B ∈ DFN i

Aα = {xα1 , ..., xαp }, A
β = {x

β
1 , ..., xβr },

Bα = {yα1 , ...,yαk }, B
β = {y

β
1 , ...,yβl },

aleshores

Aβ ⊆ Aα implica que xα1 6 xβ1 i xβr 6 xαp (4.3)

Bβ ⊆ Bα implica que yα1 6 yβ1 i yβl 6 yαk (4.4)

A més, com T és una funció monòtona tenim

T(xα1 ,yα1 ) 6 T(x
β
1 ,yβ1 ) 6 T(x

β
r ,yβl ) 6 T(x

α
p ,yαk )

Per tant, Cβ ⊆ Cα.

3. Si x ∈ Cα −Cβ aleshores x ∈ T(supp(A), supp(B)) i x no pertany al conjunt Cβ, així
o bé x < T(xβ1 ,yβ1 ), que és el mínim del conjunt Cβ, o x > T(xβr ,yβl ), que és el màxim
del conjunt Cβ.

4. Com A,B ∈ DFN, tenint en compte el Teorema 3.2.2 (de representació del nombres
borrosos dicrets), per a cada α ∈ (0, 1] existeixen nombres reals α ′1 i α ′2 amb 0 < α ′1 <
α i 0 < α ′2 < α tals que per a cada r ∈ [α ′1,α], Aα = Ar. A més, Bα = Br, per a cada
r ∈ [α ′2,α]. Així, si α ′ = α ′1 ∨α

′
2, obtenim:

min(Ar) = min(Aα) i max(Ar) = max(Aα)
min(Br) = min(Bα) i max(Br) = max(Bα)

per a cada r ∈ [α ′,α]. Aleshores

T(min(Ar), min(Br)) = T(min(Aα), min(Bα))
T(max(Ar), max(Br)) = T(max(Aα), max(Bα))
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Així,

Cα = {z ∈ T(supp(A), supp(B)) |
T(min(Aα), min(Bα)) 6 z 6 T(max(Aα), max(Bα))}

= {z ∈ T(supp(A), supp(B)) |
T(min(Ar), min(Br)) 6 z 6 T(max(Ar), max(Br))}

= Cr

per a cada r ∈ [α ′,α].

Teorema 4.2.4. Existeix un únic nombre borrós discret, que denotarem per T(A,B), tal que els
seus α-conjunts de nivell T(A,B)α són exactament els conjunts Cα (definits en 4.2.1) per a cada
α ∈ [0, 1] i T(A,B)(z) = sup{α ∈ [0, 1] | z ∈ Cα}.

Demostració. És immediata a partir de la proposició 4.2.3 i del teorema 3.2.2 (de representa-
ció de nombres borrosos discrets)

Ara, donarem alguns exemples de nombres borrosos discrets obtinguts a partir del
mètode anterior emprant dos coneguts casos de t-normes i t-conormes discretes.

Exemple 4.2.5. Considerem la cadena finita L5 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} i els nombres borrosos discrets
A = {0.2/0, 0.5/2, 1/3, 0.8/5} i B = {0.1/1, 0.8/3, 1/4, 0.6/5}. Per altre part, siguin
TŁ(x,y) = max(0, x+ y− 5) i SŁ(x,y) = min(5, x+ y)
la t-norma i la t-conorma de Łukasiewicz respectivament. Sigui també

TD =


x si y = 5

y si x = 5

0 altre cas

i SD =


x si y = 0

y si x = 0

5 altre cas
la t-norma i la t-conorma dràstica respectivament.
Aleshores uns càlculs senzills demostren que

• TŁ(A,B) = {0.5/0, 0.8/1, 1/2, 0.8/3, 0.8/4, 0.6/5}

• TD(A,B) = {1/0, 0.8/1, 0.8/2, 0.8/3, 0.8/4, 0.6/5}

• SŁ(A,B) = {0.1/1, 0.2/3, 0.2/4, 1/5}

• SD(A,B) = {0.1/1, 0.2/3, 0.2/4, 1/5}

Definició 4.2.6. D’acord al teorema 4.2.4 veim que a partir d’una operació monòtona T sobre
Ln, es dedueix que és possible definir una operació binària sobre el conjunt DLn = {A ∈ DFN |

supp(A) ⊆ Ln},
T : DLn ×DLn −→ DLn

(A,B) 7−→ T(A,B)

que serà anomenada l’extensió de l’operació T a DLn .

Anam ara a estudiar algunes propietats rellevants d’aquesta operació. Per això, introdui-
rem la següent notació.
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Notació 4.2.7. Donat un element a ∈ Ln, dontarem per 1a l’únic nombre borrós discret que té per
suport el subconjunt unitari {a} ⊆ Ln. Llavors, per exemple, es veu fàcilment que l’element més
petit de ALn1 i el més gran són els nombres borrosos discrets 10 i 1n respectivament. Amb aquesta
notació, notem que l’ apartat 2. de la següent proposició ens assegura que T és efectivament una
extensió de T .

Teorema 4.2.8. Sigui T : DLn ×DLn → DLn l’extensió d’una operació monòtona T sobre DLn
considerada en la definició 4.2.6. Aleshores, per a cada A,B,C ∈ DLn és verifiquen les següents
propietats:

1. T és monòtona creixent.

2. T(1a, 1b) = 1T(a,b).

3. T és commutativa si i només si ho és T .

4. T és associativa si i només si ho és T .

Demostració. Siguin A, B i C tres nombres borrosos discrets del conjunt DLn . Considerem
els seus α-nivells: Aα = {xα1 , ..., xαp }, Bα = {yα1 , ...,yαk }, C

α = {wα1 , ...,wαl } per A, B i C
respectivament.

1. Volem veure que T és una aplicació monòtona creixent, és a dir, per a cada A,B,C ∈
DLn tals que B � C (on � és l’ordre parcial considerat en la nota 3.2.25) aleshores
T(A,B) � T(A,C), és a dir, min(T(A,B),T(A,C)) = T(A,B). Aquesta darrera relació
és equivalent a demostrar que min(T(A,B),T(A,C))α = T(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1]
on

T(A,B)α = {z ∈ T(supp(A), supp(B)) | T(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 T(x
α
p ,yαk )}

T(A,C)α = {z ∈ T(supp(A), supp(C)) | T(xα1 ,wα1 ) 6 z 6 T(x
α
p ,wαl )}

Com que B � C implica que min(B,C)α = Bα, és té que yα1 6 wα1 , yαk 6 wαl per a tot
α ∈ [0, 1]. Emprant aquesta darrera relació i el fet de que T és monòtona, obtenim que

T(xα1 ,yα1 ) 6 T(x
α
1 ,wα1 ) i T(xαp ,yαk ) 6 T(x

α
p ,wαl )

Per tant,

min(T(A,B),T(A,C))α = {z ∈ T(supp(A), supp(B))∧ T(supp(A), supp(C)) |
min(T(xα1 ,yα1 ), T(x

α
1 ,wα1 )) 6 z 6 min(T(xαp ,yαk ), T(x

α
p ,wαl ))}

= {z ∈ T(supp(A), supp(B))∧ T(supp(A), supp(C)) |
T(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 T(x

α
p ,yαk )}

B � C implica, en particular, que min(supp(B), supp(C)) = supp(B) i, per tant,

min(T(A,B),T(A,C))α = {z ∈ T(supp(A), supp(B)) | T(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 T(x
α
p ,yαk )}

= T(A,B)α.

2. Basta adonar-se’n que per a tot α ∈ [0, 1] els α-conjunts de nivell de T(1a, 1b) venen
donats per

T(1a, 1b)α = {z ∈ T(a,b) | T(min 1a, min 1b) 6 z 6 T(max 1a, max 1b)}
= {z ∈ T(a,b) | T(a,b) 6 z 6 T(a,b)} = {T(a,b)}.



68 funcions d’agregació en el reticle borrós discret

3. Si T és commutativa, per demostrar que T(A,B) = T(B,A), basta comprovar que els
nombres borrosos discrets T(A,B) i T(B,A) tenen els mateixos α-nivells per a cada
α ∈ [0, 1].

Per definició

T(A,B)α = {z ∈ T(supp(A), supp(B)) |
T(minAα, minBα) 6 z 6 T(maxAα, maxBα)}

= {z ∈ T(supp(A), supp(B)) | T(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 T(x
α
p ,yαk )}

Per la commutativitat de l’operació T
= {z ∈ T(supp(B), supp(A)) | T(yα1 , xα1 ) 6 z 6 T(y

α
k , xαp)}

= T(B,A)α

Recíprocament, si T és commutativa llavors tenim en particular, que T(1a, 1b) =
T(1b, 1a) per a tot a,b ∈ Ln. És a dir, tenim que 1T(a,b) = 1T(b,a) i per tant T(a,b) =
T(b,a).

4. Suposem que T és associativa. Per veure que T(T(A,B),C) = T(A,T(B,C)), basta
demostrar que els nombres borrosos discrets T(T(A,B),C) i T(A,T(B,C)) tenen els
mateixos α-nivells per a cada α ∈ [0, 1].

Per definició

T(T(A,B),C)α = {z ∈ T(supp(T(A,B)), supp(C)) |
T(minT(A,B)α, minCα) 6 z 6 T(maxT(A,B)α, maxCα)}

= {z ∈ T(supp(T(A,B)), supp(C)) |
T(T(xα1 ,yα1 ),w

α
1 ) 6 z 6 T(T(x

α
p ,yαk ),w

α
l )}

= {z ∈ T(T(supp(A), supp(B)), supp(C)) |
T(T(xα1 ,yα1 ),w

α
1 ) 6 z 6 T(T(x

α
p ,yαk ),w

α
l )}

Per l’associativitat de T
= {z ∈ T(supp(A), T(supp(B), supp(C)) |
T(xα1 , T(yα1 ,wα1 )) 6 z 6 T(x

α
p , T(yαk ,wαl ))}

= T(A,T(B,C))α.

Recíprocament, si T és associativa llavors tenim en particular, que T(T(1a, 1b), 1c) =
T(1a,T(1b, 1c)) per a tot a,b, c ∈ Ln. És a dir, tenim que 1T(a,T(b,c)) = 1T(a,T(b,c)) i
per tant T(a, T(b, c)) = T(a, T(b, c)).

Volem veure ara que l’extensió d’una operació monòtona T sobre Ln, T, és tancada en el
conjunt A1. És a dir, que si consideram dos nombres borrosos discrets A,B ∈ A1 llavors
T(A,B) ∈ A1.

Lema 4.2.9. Siguin T i S una t-norma suau i una t-conorma suau sobre Ln = {0, 1, · · · ,n}
respectivament. Si X i Y són subconjunts de nombres naturals consecutius de L aleshores T(X, Y) i
S(X, Y) també són subconjunts de nombres naturals consecutius de Ln, on T(X, Y) = {T(a,b), a ∈
X, b ∈ Y} i S(X, Y) = {S(a,b), a ∈ X, b ∈ Y}.

Demostració. Només demostrarem el cas per a la t-norma suau T perquè el cas de la t-
conorma S és totalment semblant. Si T és suau, llavors verifica el teorema del valors interme-
dis (veure la proposició 2.1.8) i, per tant, T(X, Y) agafa tots els valors entre T(min X, min Y)
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i T(max X, max Y). Per tant T(X, Y) és un subconjunt de nombres naturals consecutius de
Ln.

Nota 4.2.10. A partir dels lema 4.2.9 observem que si X, Y són subconjunts de nombres naturals
consecutius el conjunt T(X, Y) = {T(x,y) | x ∈ X, y ∈ Y} pot ser expressat com T(X, Y) =
{z ∈N | T(x1,y1) 6 z 6 T(xp,yk)} on x1, xp denoten el mínim i màxim element del conjunt X
respectivament i y1,yk denoten el mínim i màxim element del conjunt Y respectivament.

Proposició 4.2.11. Per a cada parella de nombres borrosos discrets A,B ∈ A1 i qualsevol operació
monòtona i suau T sobre Ln, T(A,B) és un nombre borrós discret que pertany al conjunt A1.

Demostració. Segons el teorema 4.2.4, T(A,B) és un nombre borrós discret. A més, com
que T és suau aplicant el lema 4.2.9, els conjunts T(supp(A), supp(B)) i T(A,B)α = {z ∈
T(supp(A), supp(B)) | T(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 T(x

α
p ,yαk )} per a cada α ∈ [0, 1] són subconjunts de

nombres naturals consecutius i per tant T(A,B) ∈ A1.

Nota 4.2.12. Quan treballam en A1 els α-nivells de nombres borrosos discrets de A1 són en
realitat intervals continguts dins Ln. Aleshores, extrapolant la notació habitual per a t-normes
interval-valorades [59, 60] podríem escriure T(A,B)α = T(Aα,Bα).

En el cas de t-normes i t-conormes suaus tenim el següent corol·lari.

Corol.lari 4.2.13. Sigui T(S) una t-norma(t-conorma) suau sobre Ln i sigui

T(S) : A1 ×A1 → A1

(A,B)→ T(A,B)

l’extensió de T(S) a A1, definida d’acord a la definició 4.2.6. Aleshores, aquesta operació binària
T(S) és monòtona creixent, associativa i commutativa.

Demostració. Immediata a partir de les proposicions 4.2.8 i 4.2.11.

Nota 4.2.14. A partir d’ara, cada sentència sobre una t-norma T definida sobre la cadena finita Ln
pot ser obtinguda també per una t-conorma S també definida sobre Ln, simplement canviant les
paraules i l’element màxim n de Ln, per l’element mínim 0 de Ln.

En el teorema 3.2.32 hem demostrat que el triplet (ALn1 , min, max) és un reticle fitat
distributiu. En el següent resultat provarem que es possible definir una t-norma (t-conorma)
sobre el mateix a partir d’una t-norma (t-conorma) suau definida sobre Ln.

Teorema 4.2.15. Sigui T una t-norma suau sobre Ln i sigui

T : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ T(A,B)

l’extensió de T sobre ALn1 , (definida d’acord a la definició 4.2.6). Aleshores, T és una t-norma en el
reticle fitat ALn1 .

Demostració. Primer de tot, com T és una operació tancada sobre la cadena finita Ln, tenint
en compte la proposició 4.2.11, la operació binària T és tancada sobre ALn1 . A més, a partir
dels teorema 4.2.8 podem veure que T és una operació monòtona creixent, associativa i
commutativa. Finalment, considerem el nombre borrós discret 1n, aleshores, és fàcil veure
que T(A, 1n) = A perquè
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T(A, 1n)α = {z ∈ T(suppA,n) | T(xα1 ,n) 6 z 6 T(xαp ,n)}

= {z ∈ suppA | xα1 6 z 6 xαp }

= Aα

per a tot α ∈ [0, 1].

Nota 4.2.16. És important recalcar que per a cada t-conorma suau S definida sobre la cadena finita
Ln l’operació binària

S : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ S(A,B)

és una t-conorma sobre el reticle fitat ALn1 , on S(A,B) és el nombre borrós discret que té per
α-conjunts de nivell els conjunts

S(A,B)α = {z ∈ S(supp(A), supp(B)) | S(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 S(x
α
p ,yαk )}

per a cada α ∈ [0, 1].

En la proposició 3.2.34 veiem que B és un subreticle fitat de ALn1 . Es veu trivialment que
les extensions de t-normes i t-conormes sobre Ln a ALn1 es poden restringir al subreticle B.

Proposició 4.2.17. Sigui T una t-norma suau sobre Ln i sigui

T : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ T(A,B)

l’extensió de T sobre ALn1 . Aleshores, la restricció de T al reticle fitat B és una t-norma en dit reticle.

Similarment,

Proposició 4.2.18. Sigui S una t-norma suau sobre Ln i sigui

S : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ T(A,B)

l’extensió de S sobre ALn1 . Aleshores, la restricció de S al reticle fitat B és una t-norma en dit reticle.

Nota 4.2.19. Notem que en el cas de A1 o del reticle fitat ALn1 , els α-nivells d’una t-norma T
(t-conorma S) es poden escriure com

T(A,B)α = {z ∈ Ln | T(minAα, minBα) 6 z 6 T(maxAα, maxBα)}

És a dir, si A,B ∈ ALn1 llavors els α-nivells Aα, Bα són intervals de Ln i T(A,B)α és l’interval de
Ln donat per [T(minAα, minBα), T(maxAα, maxBα)]. I, seguint la notació habitual de t-normes
interval valorades podríem escriure T(A,B)α = T(Aα,Bα).

En el cas en que la t-norma T (o l’operació monòtona) no és suau això ja no es verifica i no té
perquè ser tancada sobre A1 o ALn1 . Per exemple, si consideram la norma dràstica

TD =


x si y = 5

y si x = 5

0 altre cas

definida sobre la cadena L5 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} i A = {0.4/3, 1/4, 0.8/5} i

B = {0.4/3, 0.8/4, 1/5}, resulta TD(A,B) = {0.8/0, 0.8/3, 1/4, 0.8/5} 6∈ A
L5
1 .

Llavors si volem estendre operacions no suaus sobre Ln a operacions sobre ALn1 caldrà modificar
un mínim la definició. El que farem serà agafar en els α-nivells els z ∈ Ln en lloc dels z ∈
T(supp(A), supp(B)), com ho proposarem en una propera secció.
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Notació 4.2.20. Quan considerem nombres borrosos discrets del conjunt A1 o del reticle fitat
ALn1 , el seu suport o els seus α-nivells, com són subconjunts de nombres naturals consecutius, les
representarem per simplicitat en forma d’intervals, en comptes d’enumerar cadascuns dels seus
elements. Per exemple, si Aα = {xα1 , · · · , xαp } és el α-nivell del nombre A, llavors ho representarem
com l’interval Aα = [xα1 , xαp ].

Per acabar aquesta secció veurem com l’ordre puntual de t-normes i t-conormes suaus es
manté ens les seves respectives extensions sobre ALn1 .

Proposició 4.2.21. Siguin T1(S1) i T2(S2) dues t-normes (t-conormes) suaus sobre la cadena finita
Ln = {0, 1, · · · ,n} verificant que T1(S1) 6 T2(S2). Aleshores, per a tota parella A,B ∈ ALn1 és
satisfà la següent desigualtat T1(S1)(A,B) � T2(S2)(A,B).

Demostració. A partir de la nota 3.2.25, basta demostrar que

min(T1(A,B),T2(A,B))α = T1(A,B)α

per a tot α ∈ [0, 1]. Per aquesta raó, considerem els α-nivells Aα = [xα1 , xαp ] i Bα = [yα1 ,yαk ]
de A i B respectivament. Així,

T1(A,B)α = {z ∈ Ln | T1(x
α
1 ,yα1 ) 6 z 6 T1(x

α
p ,yαk )} = T1(A

α,Bα)

T2(A,B)α = {z ∈ Ln | T2(x
α
1 ,yα1 ) 6 z 6 T2(x

α
p ,yαk )} = T2(A

α,Bα)

Aleshores, com T1(x,y) 6 T2(x,y) per a tot x,y ∈ Ln

min(T1(A,B),T2(A,B))α = {z ∈ Ln | min(T1(xα1 ,yα1 ), T2(x
α
1 ,yα1 )) 6

z 6 min(T1(xαp ,yαk ), T2(x
α
p ,yαk ))}

= {z ∈ Ln | T1(x
α
1 ,yα1 ) 6 z 6 T1(x

α
p ,yαk )}

= T1(A,B)α.

4.2.2 Negacions i dualitat sobre el reticle borrós discret

Negacions i negacions fortes sobre l’interval unitat i les seves aplicacions en la teoria de
conjunts borrosos han estat estudiades i caracteritzades per molts d’autors (per exemple,
cal destacar els treballs [71, 70, 135]). Les negacions neixen per a realitzar la modelització
del complementari o negació clàssica i s’utilitzen especialment per a temes de dualitat. Dins
de la lògica borrosa són útils també en molts altres aspectes. Per exemple en la construcció
d’implicacions borroses de diversos tipus com les implicacions fortes , les QL-implicacions
i les D-implicacions. Per altre banda, en l’entorn discret, sabem ([105], veure també la
nota 2.1.20) que existeix una única negació forta sobre Ln que ve donada per l’expressió
N(x) = n− x per a tot x ∈ Ln. L’objectiu d’aquesta secció serà, per una part construir una
funció de negació forta sobre el reticle distributiu fitat ALn1 . I per una altra, fer un estudi
clàssic de dualitat sobre t-normes i t-conormes sobre aquest reticle fitat.

Prèviament recordarem la definició i alguns resultats sobre funcions de negació.

Definició 4.2.22. [70] Una funció de negació o simplement negació definida sobre un reticle fitat
L = (L,∨,∧, 0, 1) és una aplicació N : L→ L tal que

i) x 6 y implica N(x) > N(y)

ii) N(1) = 0 i N(0) = 1.
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Si N2 = Id aleshores N serà anomenada negació forta.

Nota 4.2.23. Cal recalcar els següent fets:

1. [88] Si nosaltres consideram la negació N sobre l’interval tancat [0, 1], aleshores la negació
associada sobre el conjunt d’intervals tancats sobre [0, 1] (denotat per I([0, 1])) vindrà definida
per N : I([0, 1])→ I([0, 1]) on N([a,b]) = [N(b),N(a)].

2. Anàlogament a l’ítem anterior, és possible considerar un negació forta en el conjunt d’intervals
tancats de la cadena finita Ln (denotat per I(Ln)) a partir d’una negació forta N definida
sobre Ln, de la següent manera: N : I(Ln)→ I(Ln) on N([a,b]) = [N(b),N(a)].

Com sempre, en aquesta secció, els α-conjunts de nivell del nombre borrós discret
A ∈ ALn1 seran denotats per Aα = {xα1 , · · · , xαp } o equivalentment per [xα1 , xαp ] on [xα1 , xαp ] =
{z ∈ Ln | xα1 6 z 6 xαp }, per a cada α ∈ [0, 1].

Lema 4.2.24. Sigui N la negació forta sobre Ln. Si X ⊆ Ln és un subconjunt de nombres naturals
consecutius aleshores N(X) = {N(x) | x ∈ X} = {n− x | x ∈ X} també és un subconjunt de
nombres naturals consecutius.

Demostració. Com N és una bijecció estrictament decreixent sobre Ln aleshores N(X) =
N([x1, xp]) = (tenint en compte la nota 4.2.23) [N(xp),N(x1)] = {z ∈ N | N(xp) 6 z 6
N(x1)}.

Proposició 4.2.25. Sigui A ∈ ALn1 . A més, per a cada α ∈ [0, 1] considerem els subconjunts
N(A)α = {z ∈ N(supp(A)) | min(N(Aα)) 6 z 6 max(N(Aα))}. Aleshores existeix un únic
nombre borrós discret, que denotarem per N(A), tal que té per α-conjunts de nivell el conjunts
N(A)α.

Demostració. Sabem que si A ∈ ALn1 aleshores els seus α-nivells són conjunts de nombres
naturals consecutius per a cada α ∈ [0, 1]. Per tant, a partir del lema 4.2.24 els conjunts
N(Aα) per a cada α ∈ [0, 1] també. A més, tenint en compte la monotonia de la negació
forta N,

N(A)α = {z ∈ N(supp(A)) | min(N(Aα)) 6 z 6 max(N(Aα))}

= {z ∈ N(supp(A)) | N(xαp) 6 z 6 N(xα1 )}

= [N(xαp),N(xα1 )]

= N(Aα).

Ara només queda provar que els conjunts N(A)α verifiquen per a cada α ∈ [0, 1] les
condicions 1-4 del teorema 3.2.2 i per tant el resultat quedarà demostrat. En efecte,

1. N(A)α són subconjunts finits no buits perquè cada Aα són subconjunts fintis no buits
i N(supp(A)) és un subconjunt finit.

2. Volem comprovar ara que la inclusió N(A)β ⊆ N(A)α per a cada α,β ∈ [0, 1] amb
0 6 α 6 β 6 1 és certa.
Si A ∈ ALn1 i Aα = [xα1 , xαp ], Aβ = [xβ1 , xβr ], llavors

Aβ ⊆ Aα implica que xα1 6 xβ1 i que xβr 6 xαp (4.5)

A més, com N és una negació forta sobre L i tenint en compte la relació (4.5) obtenim:

N(xαp) 6 N(xβr ) 6 N(xβ1 ) 6 N(xα1 )

Per tant, N(A)β ⊆ N(A)α.
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3. Si x no pertany a N(A)β, aleshores o bé x < N(xβr ), que és el mínim N(A)β, o
x > N(xβ1 ), que és el màxim de N(A)β.

4. Com A ∈ ALn1 , aleshores a partir del teorema 3.2.2, per a cada α ∈ (0, 1] existeix un
nombre real α ′ amb 0 < α ′ < α tal que per a cada r ∈ [α ′,α], Aα = Ar. Aleshores

min(Ar) = min(Aα) i max(Ar) = max(Aα)

per a cada r ∈ [α ′,α]. Per tant

min(N(Ar)) = min(N(Aα))

max(N(Ar)) = max(N(Aα)) per a cada r ∈ [α ′,α]

Així,

N(A)α = N(Aα)

= N(Ar)

= N(A)r per a cada r ∈ [α ′,α].

Exemple 4.2.26. Considerem la cadena finita L7 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} i el nombre borrós discret
A ∈ A

L7
1 , A = {0.3/1, 0.5/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5}.

Aleshores N(A) = {0.8/2, 1/3, 0.7/4, 0.5/5, 0.3/6} (Veure figura 22.)

1 2 3 4 5 6 7

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

0

Figura 22: En la figura es pot veure el nombre borrós A (representat amb punts blaus) i el
transformat N(A) (representat amb creus vermelles) de l’exemple 4.2.26.

Proposició 4.2.27. Considerem la negació forta N sobre la cadena finita Ln i l’aplicació

N : ALn1 −→ ALn1

A 7→ N(A)

(on N(A) és el nombre borrós discret tal que té per α-nivells els conjunts N(Aα) = [N(xαp),N(xα1 )]
per a cada α ∈ [0, 1], essent [xα1 , xαp ] els α-nivells de A) és una negació forta sobre el reticle fitat
ALn1 = (ALn1 , min, max).
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Demostració. A partir de la proposició 4.2.25, N(A) ∈ ALn1 perquè A ∈ ALn1 i N és una
negació forta sobre la cadena Ln. Ara, provarem que N és decreixent i involutiva. Per
aquesta raó, considerem A,B ∈ ALn1 verificant A � B, on els seus α-conjunts de nivell per a
cada α ∈ [0, 1] venen donats per Aα = [xα1 , xαp ] i Bα = [yα1 ,yαk ] , per A i B respectivament.
Com A � B, d’acord a la nota 3.2.25, implica que [xα1 , xαp ] 6 [yα1 ,yαk ] per a cada α ∈ [0, 1],
i per tant, xα1 6 yα1 i xαp 6 yαk per a cada α ∈ [0, 1]. Ara, tenint en compte la nota 4.2.23,
com N és una negació forta es verifica la desigualtat [N(yαk ),N(yα1 )] 6 [N(xαp),N(xα1 )] per
a cada α ∈ [0, 1], és a dir, N(B) � N(A).

Finalment, la involució de la funció N és deriva immediatament de la nota 4.2.23 per ser
N una negació forta sobre Ln.

Dualitat de t-normes i t-conormes sobre ALn1

És ben conegut (veure definició 2.1.21) que si T és una t-norma sobre la cadena finita Ln i N
és la negació forta sobre Ln aleshores TN(x,y) = N(T(N(x),N(y))) és una t-conorma sobre
Ln. Recíprocament, si S és una t-conorma sobre Ln aleshores SN(x,y) = N(S(N(x),N(y)))
és una t-norma sobre Ln. El que veurem ara és, que a partir de les corresponents extensions
de T i S en el reticle borrós discret (ALn1 ,�) és pot obtenir un resultat similar.

Teorema 4.2.28. Sigui S una t-conorma suau sobre Ln i sigui S la seva extensió a ALn1 . Sigui N la
negació forta sobre Ln. L’operació binària

SN : ALn1 ×ALn1 → ALn1

(A,B) 7−→ SN(A,B)

on SN(A,B) = N(S(N(A),N(B))) és una t-norma sobre el reticle fitat ALn1 , que serà anomenada
la t-norma dual de S respecte de N (o la N-dual). Anàlogament, si T és una t-norma suau sobre
Ln aleshores l’aplicació binària

TN : ALn1 ×ALn1 → ALn1

(A,B) 7−→ TN(A,B)

on TN(A,B) = N(T(N(A),N(B))) és una t-conorma sobre ALn1 , que serà anomenada t-conorma
dual de T respecte de la negació N (o la N-dual).

Demostració. TN(SN) és clarament una operació tancada sobre ALn1 i llavors les propietats
de t-conorma (t-norma) és dedueixen de forma immediata.

A més a més, la dualitat en ALn1 conserva la de Ln en el sentit de la següent proposició.

Proposició 4.2.29. Sigui N la negació forta de Ln, T una t-norma suau sobre Ln i N i T les seves
extensions a ALn1 . Llavors la t-conorma N-dual de T, TN, coincideix amb l’extensió a ALn1 de la
t-conorma N-dual de T , TN.

Demostració. Sigui TN la N-dual de T i denotem per S la seva extensió a ALn1 . Només cal
veure que TN(A,B)α = S(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1].

Llavors segons la definició dels α-talls TN(A,B)α, tenim que

N(T(N(A),N(B)))α = N(T(N(A),N(B))α)

= N(T(N(A)α,N(B)α))

= N(T(N(Aα),N(Bα)))

= TN(A
α,Bα)

= S(A,B)α.
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Una proposició anàloga es pot veure per a t-conormes sobre ALn1 .

Proposició 4.2.30. Sigui N la negació forta de Ln, S una t-conorma suau sobre Ln i N i S les
seves extensions a ALn1 . Llavors la t-norma N-dual de S, SN, coincideix amb l’extensió a ALn1 de la
t-norma N-dual de S, SN.

Demostració. Similar a la demostració de la proposició anterior.

4.2.3 Equació de Frank i nombres borrosos dicrets

Es ben conegut una interessant relació entre l’equació de Frank i la condició de suavitat
per a t-normes (t-conormes) definides sobre una cadena finita Ln (veure proposició 2.1.23).

En aquesta secció volem estudiar si és possible trobar una relació semblant a l’anterior
emprant t-normes i t-conormes sobre el reticle fitat AL1 obtingudes com extensió de t-normes
(t-conormes) suaus definides sobre Ln. Per això,

Sigui I(Ln) el conjunt de tots els intervals de Ln definit per

I(Ln) = {X ⊆ Ln | X és un subconjunt de nombres naturals consecutius de Ln}

Proposició 4.2.31. Una parella (T ,S), on T és una t-norma i S és una t-conorma sobre la cadena
finita Ln, és una solució de l’equació funcional

T(X, Y) + S(X, Y) = X + Y per a tots X, Y ∈ I(Ln)

si i només si (T ,S) és una solució de l’equació de Frank.

Demostració. Suposem primer que l’equació funcional T(X, Y)+S(X, Y) = X+Y és certa per
a cada parella X, Y ∈ I(Ln), aleshores l’equació és certa per a cada parella de subconjunts
unitaris X = {x} i Y = {y} de I(Ln) amb x,y ∈ Ln. En aquest cas obtenim que

T({x}, {y}) + S({x}, {y}) = {T(x,y)}+ {S(x,y)} = {T(x,y) + S(x,y)}

per a tot x,y ∈ Ln. Per altre part, com X + Y = {x}+ {y} = {x+ y}, aplicant les hipòtesi del
teorema, els conjunts

{T(x,y) + S(x,y)} = {x+ y} per a tots {x}, {y} ∈ I(Ln)

Aleshores T(x,y) + S(x,y) = x+ y per a tot x,y ∈ Ln , és a dir, la parella (T ,S) és una
solució de l’equació funcional

T(x,y) + S(x,y) = x+ y per a tot x,y ∈ Ln

Reciprocament, si X = [x1, xp] i Y = [y1,yk] són intervals dins Ln aleshores

X + Y = {z = x+ y, x ∈ X, y ∈ Y}
= {z = x+ y, x ∈ X, y ∈ Y | x1 + y1 6 z 6 xp + yk}

= {z ∈ Ln | x1 + y1 6 z 6 xp + yk}

= [x1 + y1, xp + yk].

Ara, com (T ,S) és una solució de l’equació funcional T(x,y)+S(x,y) = x+y per a tot x,y ∈
Ln, a partir de la proposició 2.1.23, (T ,S) són una parella de t-normes (t-conormes) suaus
definides sobre Ln. Llavors, d’acord al lema 4.2.9, T(X, Y) i S(X, Y) són també subconjunts
de nombres naturals consecutius. Per tant,

T(X, Y) = {T(x,y) | x ∈ X, y ∈ Y} = {z ∈ Ln | T(x1,y1) 6 z 6 T(xp,yk)} i
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S(X, Y) = {S(x,y) | x ∈ X, y ∈ Y} = {z ∈ Ln | S(x1,y1) 6 z 6 S(xp,yk)}

D’aquesta manera,

T(X, Y) + S(X, Y) = {z ∈ Ln | T(x1,y1) + S(x1,y1) 6 z 6 T(xp,yk) + S(xp,yk)} (4.6)

A més, per hipòtesi T i S verifiquen l’equació de Frank i així,

T(X, Y) + S(X, Y) = {z ∈ Ln | T(x1,y1) + S(x1,y1) 6 z 6 T(xp,yk) + S(xp,yk)}
= {z ∈ Ln | x1 + y1 6 z 6 xp + yk}

= [x1 + y1, xp + yk].

Nota 4.2.32. Volem destacar alguns fets derivats de la proposició anterior:

(i) A partir de la proposició 2.1.23, la proposició anterior pots ser reescrita com:

Una parella (T ,S), on T és una t-norma i S és una t-conorma sobre Ln, és una solució de
l’equació funcional

T(X, Y) + S(X, Y) = X + Y per a tot X, Y ∈ I(Ln)

si i només si T i S són suaus amb el mateix conjunts d’elements idempotents.

(ii) Si els subconjunts X, Y /∈ I(Ln) la proposició anterior no és certa. Per exemple, considerem la
cadena finita L5 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, els subconjunts de L5, X = {0, 3} i Y = {2, 4}, i finalment
la t-norma discreta T(x,y) = max(0, x+ y− 5) i la t-conorma S(x,y) = min(5, x+ y).
Aquestes t-norma i t-conorma verifiquen l’equació de Frank, però en aquest cas,

X + Y = {2, 4, 5, 7} 6= T(X, Y) + S(X, Y) = {2, 4, 5, 6, 7}

Corol.lari 4.2.33. Una parella (T ,S), on T és una t-norma i S és una t-conorma sobre la cadena
finita Ln, és una solució de l’equació funcional

T(supp(A), supp(B)) + S(supp(A), supp(B)) = supp(A) + supp(B)

per a tot A,B ∈ ALn1 si i només si la parella (T ,S) és una solució de l’equació de Frank.

Demostració. És dedueix a partir de la proposició 4.2.31, perquè els suports dels nombres
borrosos discrets A i B són subconjunts de nombres naturals consecutius i pel fet que
qualsevol subconjunt de nombres naturals consecutius pot ser considerat com el suport
d’un nombre borrós discret de ALn1 .

Teorema 4.2.34. Siguin T i S una t-norma i una t-conorma suaus sobre Ln, i siguin T i S les seves
respectives extensions a ALn1 . Llavors, la parella (T, S) satisfà l’equació funcional

T(A,B)⊕ S(A,B) = A⊕B per a cada A,B ∈ ALn1 (4.7)

on ⊕ representa la suma de nombres borrosos discrets segons el principi de Zadeh, si i només si, la
parella (T ,S) satisfan l’equació de Frank.
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Demostració. Suposem que la parella (T ,S) verifiquen l’equació de Frank. Llavors es verifica
la relació

T(supp(A), supp(B)) + S(supp(A), supp(B)) = supp(A) + supp(B) per a tot A,B ∈ ALn1

Aleshores, basta provar que els nombres borrosos discrets T(A,B)⊕ S(A,B) i A⊕B tenen
els mateixos α-nivells per a cada α ∈ [0, 1]. Per aquesta raó, considerem els α-nivells
Aα = [xα1 , xαp ] i Bα = [yα1 ,yαk ] per A,B respectivament. Sabem que (A ⊕ B)α = {z ∈
supp(A) + supp(B) | xα1 + yα1 6 z 6 xαp + yαk } = [xα1 + yα1 , xαp + yαk ]. Llavors,

(T(A,B)⊕ S(A,B))α = {z ∈ supp(T(A,B)) + supp(S(A,B)) |
min(T(A,B)α + S(A,B)α) 6 z 6 max(T(A,B)α + S(A,B)α)}
= {z ∈ T(supp(A), supp(B)) + S(supp(A), supp(B)) |
min(T(Aα,Bα) + S(Aα,Bα)) 6 z 6 max(T(Aα,Bα) + S(Aα,Bα))}
= {z ∈ supp(A) + supp(B) |
T(xα1 ,yα1 ) + S(x

α
1 ,yα1 ) 6 z 6 T(x

α
p ,yαk ) + S(x

α
p ,yαk )}.

Ara bé, com la parella (T ,S) verifiquen l’equació de Frank,

(T(A,B)⊕ S(A,B))α = {z ∈ supp(A) + supp(B) | xα1 + yα1 6 z 6 xαp + yαk }

= [xα1 + yα1 , xαp + yαk ]

= (A⊕B)α per a tot α ∈ [0, 1].

Recíprocament, suposem que T(A,B)⊕ S(A,B) = A⊕B per a tot A,B ∈ ALn1 . Llavors, per
a cada a,b ∈ Ln, tindrem que

T(1a, 1b)⊕ S(1a, 1b) = 1a ⊕ 1b

Ara bé, és clar que per a cada nivell α ∈ [0, 1] es verifica que (1a ⊕ 1b)α = {a+ b} i per tant
1a ⊕ 1b = 1a+b. Per una altra part, sabem que T(1a, 1b) = 1T(a,b) i S(1a, 1b) = 1S(a,b).

Conseqüentment,

T(1a, 1b)⊕ S(1a, 1b) = 1T(a,b) ⊕ 1S(a,b) = 1T(a,b)+S(a,b) = 1a+b

És a dir, T(a,b) + S(a,b) = a+ b per a tot a,b ∈ Ln.

Nota 4.2.35. Notem que en el teorema 4.2.34 hem exigit la suavitat de T i S per poder-les estendre a
ALn1 . En canvi, en la proposició 2.1.23 no és necessari perquè la suavitat es dedueix de la satisfacció
de la pròpia equació de Frank.

En la propera secció estudiarem com estendre funcions d’agregació no suaus sobre Ln a
funcions d’agregació sobre ALn1 . Amb els resultats que es veuran tindrem que la hipòtesis
de suavitat del teorema 4.2.34 tampoc és necessària i que, en realitat, la suavitat de T i S es
deriven de l’equació 4.7.

4.3 extensió de funcions d’agregació binàries (no suaus)

En aquesta secció volem estudiar si és possible construir funcions d’agregació sobre el
reticle distributiu fitat ALn1 a partir de funcions d’agregació, no necessàriament suaus,
definides sobre la cadena finita Ln. A més, s’aprofundirà en dos casos ben coneguts que
seran els de les uninormes i els de les nulnormes. Per això, necessitam algunes definicions
i consideracions prèvies.
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Definició 4.3.1. Una funció d’agregació n-ària definida sobre un conjunt fitat parcialment ordenat
P, on 0 denotarà l’element mínim i 1 denotarà l’element màxim, és una funció F : Pn → P tal que
és creixent en cada component i verifica a més que F(0, . . . , 0) = 0 i F(1, . . . , 1) = 1.

És clar que, el nombre d’entrades que poden ser agregades pot ser diferent en cada cas.
Per aquesta raó, habitualment les funcions d’agregació no estan definides a Pn, sinó a
∪n>1P

n i aleshores, en aquest cas, reben el nom de funcions d’agregació esteses. Una manera
senzilla de construir funcions d’agregació esteses és a partir de l’utilització de funcions
d’agregació binàries associatives. Per això, a partir d’ara, l’objectiu del nostre estudi serà
el cas binari, i en particular, els dos casos especials de funcions associatives anomenats
uninormes i nulnormes.

En la secció 4.2 hem construït t-normes i t-conormes sobre ALn1 a partir de t-normes
i t-conormes suaus definides sobre la cadena Ln. En aquest cas, utilitzarem un mètode
de construcció semblant al presentat en el teorema 4.2.15, però fent una modificació dels
conjunts de nivell proposats en aquest resultat. Sobre aquests conjunts de nivells cal
destacar el següent:

Nota 4.3.2. Quant una t-norma T : Ln × Ln → Ln és suau, si consideram la seva extensió a
ALn1 , T, tal com es proposa en el teorema 4.2.15, resulta que per a cada parella A,B ∈ ALn1 el
suport del nombre borrós discret T(A,B) assoleix tots els valors compresos entre min T(Aα,Bα) i
max T(Aα,Bα), i així, els seus α-conjunts de nivell podem ser reescrits com

T(A,B)α = {z ∈ Ln | min T(Aα,Bα) 6 z 6 max T(Aα,Bα)}.

Cal destacar que aquesta propietat no és certa si T no és suau (veure l’exemple de la nota 4.2.19).

Ara, volem procedir de manera semblant, però en aquest cas a partir de funcions
d’agregació binàries F sobre Ln, no necessàriament suaus. D’acord a la nota 4.3.2 serà
necessari modificar la definició dels α-conjunts de nivell per a construir la seva extensió F.
Així, en lloc d’agafar z ∈ F(supp(A), supp(B)) com es plantejava a la definició 4.2.1, ara
necessitarem agafar els valors que satisfan la condició z ∈ Ln. 1

Definició 4.3.3. Sigui F una funció d’agregació binària sobre Ln, i considerem A,B ∈ ALn1 . Per a
cada α ∈ [0, 1] definim els conjunts

CαF,A,B = {z ∈ Ln | min F(Aα,Bα) 6 z 6 max F(Aα,Bα)}.

Noteu que, a partir de la monotonia de l’aplicació binària discreta F, el conjunt CαF,A,B
per a cada α ∈ [0, 1] pot ser escrit com

CαF,A,B = {z ∈ Ln | F(minAα, minBα) 6 z 6 F(maxAα, maxBα)}.

Proposició 4.3.4. Sigui F una funció d’agregació binària sobre Ln i considerem A,B ∈ ALn1 .
Aleshores existeix un únic nombre borrós discret que té per α-conjunts de nivell els conjunts CαF,A,B,
i que serà denotat per F(A,B). A més, F(A,B) ∈ ALn1 .

Demostració. Només necessitam provar que els conjunts CαF,A,B satisfan les quatre condici-
ons del Teorema 3.2.2.

1. Per a cada α ∈ [0, 1], CαF,A,B és un conjunt finit no buit, perquè Aα i Bα són finits i no
buits.

1 Per suposat, quant F és suau les dues expressions coincideixen també com en el cas de les t-normes suaus.
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2. CβF,A,B ⊆ C
α
F,A,B per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.

Suposem que Aα,Aβ,Bα,Bβ són els següents subconjunt de nombres naturals conse-
cutius

Aα = [xα1 , xαp ], Aβ = [xβ1 , xβr ],

Bα = [yα1 ,yαk ], Bβ = [yβ1 ,yβl ].

Aleshores

Aβ ⊆ Aα implica que xα1 6 xβ1 i xβr 6 xαp (4.8)

Bβ ⊆ Bα implica que yα1 6 yβ1 i yβl 6 yαk (4.9)

A més, d’acord amb la monotonia de la funció d’agregació F i de les relacions (4.8) i
(4.9) obtenim:

F(xα1 ,yα1 ) 6 F(x
β
1 ,yβ1 ) 6 F(x

β
r ,yβl ) 6 F(x

α
p ,yαk )

Per tant, CβF,A,B ⊆ C
α
F,A,B.

3. Emprant la mateixa notació que abans, si x ∈ CαF,A,B −CβF,A,B aleshores x ∈ L i x no
pertany a CβF,A,B. Així o x < F(xβ1 ,yβ1 ), que és el mínim de CβF,A,B, o x > F(xβr ,yβl ),
que és el màxim de CβF,A,B.

4. Com A,B ∈ ALn1 , segons el teorema 3.2.2, per a cada α ∈ (0, 1] existeixen nombres
reals α ′1 i α ′2 amb 0 < α ′1 < α i 0 < α ′2 < α tals que per a cada r ∈ [α ′1,α], Aα = Ar.
A més Bα = Br, per a cada r ∈ [α ′2,α]. Per tant, si α ′ = α ′1 ∨α

′
2, obtenim:

min(Ar) = min(Aα) i max(Ar) = max(Aα)
min(Br) = min(Bα) i max(Br) = max(Bα)

per a cada r ∈ [α ′,α]. Aleshores,

F(min(Ar), min(Br)) = F(min(Aα), min(Bα))
F(max(Ar), max(Br)) = F(max(Aα), max(Bα))

Així,

CαF,A,B = {z ∈ Ln | F(min(Aα), min(Bα)) 6 z 6 F(max(Aα), max(Bα))}

= {z ∈ Ln | F(min(Ar), min(Br)) 6 z 6 F(max(Ar), max(Br))}
= CrF,A,B

per a cada r ∈ [α ′,α].

Com els conjunts CαF,A,B verifiquen, per a cada α ∈ [0, 1], les condicions establertes en el
teorema 3.2.2, existeix un únic nombre borrós discret, que serà denotat per F(A,B), tal que
els tindrà per α-conjunts de nivell.

A més, és evident que els conjunts CαF,A,B són conjunts de nombres naturals consecutius.
Per tant, F(A,B) ∈ ALn1 .

La proposició anterior ens permet definir una operació binària F sobre ALn1 a partir
d’una funció d’agregació binària F definida sobre la cadena finita Ln.
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Definició 4.3.5. Sigui F una funció d’agregació binària definida sobre la cadena finita Ln. L’operació
binària sobre ALn1 definida com

F : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ F(A,B)

serà anomenada extensió de la funció d’agregació discreta F sobre ALn1 , on F(A,B) és el
nombre borrós discret que té per α-conjunts de nivell els conjunts

{z ∈ Ln | min F(Aα,Bα) 6 z 6 max F(Aα,Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Ara volem provar que la funció F definida abans és de fet, una funció d’agregació sobre
el reticle ALn1 .

Proposició 4.3.6. Sigui F : ALn1 ×ALn1 → ALn1 l’extensió a ALn1 de la funció d’agregació discreta
F definida Ln. Siguin 10 i 1n el mínim i el màxim del reticle ALn1 , respectivament. Aleshores, es
verifiquen les següents propietats:

1. F és creixent en cada component

2. F(10, 10) = 10

3. F(1n, 1n) = 1n.

Demostració. Només demostrarem la primera i segona propietat, perquè la darrera és
totalment similar a la segona.

1. Volem provar que F és una aplicació creixent, i.e., per a cada A,B,C ∈ ALn1 tals
que B � C (on � és l’ordre parcial considerat en la nota 3.2.25) aleshores F(A,B) �
F(A,C). És a dir,

min(F(A,B),F(A,C)) = F(A,B). (4.10)

Suposem ara que els α-conjunts de nivell Aα,Bα,Cα venen donats per

Aα = [xα1 , xαp ], Bα = [yα1 ,yαk ], Cα = [wα1 ,wαl ].

Llavors demostrar la relació (4.10) és equivalent a veure que

min(F(A,B),F(A,C))α = F(A,B)α per a totα ∈ [0, 1],

on

F(A,B)α ={z ∈ Ln | F(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 F(x
α
p ,yαk )}

F(A,C)α ={z ∈ Ln | F(xα1 ,wα1 ) 6 z 6 F(x
α
p ,wαl )}

Com B � C és cert que

min(B,C)α = Bα, és a dir , yα1 6 wα1 i yαk 6 wαl

per a tot α ∈ [0, 1]. Emprant aquestes darreres relacions i la monotonia d’ F, obtenim
que

F(xα1 ,yα1 ) 6 F(x
α
1 ,wα1 ) i F(xαp ,yαk ) 6 F(x

α
p ,wαl ).

A partir d’aquestes desigualtats es deriva immediatament que

min(F(A,B),F(A,C))α = F(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1].
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2. És fàcil veure que F(10, 10) = 10 perquè

F(10, 1O)α = {z ∈ Ln | F(0, 0) 6 z 6 F(0, 0)} = {0} = 1α0

per a tot α ∈ [0, 1].

Per tant, donada una funció d’agregació binària F sobre Ln, la seva extensió F sobre ALn1
també és una funció d’agregació binària sobre ALn1 . A més ara veurem que quan restringim
aquesta extensió a nombres crisp de ALn1 , la funció F coincideix amb la funció original F i
el mateix passa en el subreticle B.

Proposició 4.3.7. Sigui F : Ln × Ln → Ln una funció d’agregació sobre Ln i sigui F la seva
extensió sobre ALn1 . Aleshores es verifiquen les següents propietats:

• F(1a, 1b) = 1F(a,b) per a tots a,b ∈ Ln.

• F(A,B) ∈ B per a tots nombres borrosos discrets A,B ∈ B.

Demostració. Totalment anàloga a la demostració de l’apartat segon del teorema 4.2.8.

Proposició 4.3.8. Sigui F : ALn1 ×ALn1 → ALn1 l’extensió de la funció d’agregació F definida sobre
Ln. Aleshores,

1. F és una funció d’agregació commutativa si i només si ho és F.

2. F és una funció d’agregació associativa si i només si ho és F.

Demostració. Similar a la demostració donada en el teorema 4.2.8. Recordem que els recí-
procs són conseqüència immediata de la proposició 4.3.7.

Teorema 4.3.9. Sigui F : ALn1 ×ALn1 → ALn1 l’extensió de la funció d’agregació F sobre ALn1 .
Aleshores, es verifiquen les següents propietats:

1. e és l’element neutre de F si i només si 1e és l’element neutre de F. (És a dir, F(A, 1e) =
F(1e,A) = A per a tot A ∈ ALn1 ).

2. k és l’element absorbent de F si i només si 1k és l’element absorbent de F. (És a dir, F(A, 1k) =
F(1k,A) = 1k per a tot A ∈ ALn1 .

3. F és idempotent si i només si ho és F).

Demostració. Considerem A ∈ ALn1 ,

1. Si e és l’element neutre de F aleshores F(A, 1e) = A perquè

F(A, 1e)α = {z ∈ Ln | min F(Aα, 1αe ) 6 z 6 max F(Aα, 1αe )}
= {z ∈ Ln | F(minAα, e) 6 z 6 F(maxAα, e)}
= {z ∈ Ln | minAα 6 z 6 maxAα}
= Aα

per a tot α ∈ [0, 1].

Recíprocament, si 1e és l’element neutre de F, aleshores per a tot a ∈ Ln tenim que
F(1a, 1e) = 1a i el resultat es deriva de la proposició 4.3.7.

2. Anàlogament a l’ítem anterior.
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3. Si F és una funció d’agregació idempotent tenim que

F(A,A)α = {z ∈ Ln | min F(Aα,Aα) 6 z 6 max F(Aα,Aα)}
= {z ∈ Ln | minAα 6 z 6 maxAα}

= Aα per a tot α ∈ [0, 1] i A ∈ ALn1 .

Per tant F(A,A) = A per a tot A ∈ ALn1 i F és idempotent. El recíproc és també una
conseqüència de la proposició 4.3.7.

És ben conegut que les uninormes i les nulnormes són dos casos molt importants de
funcions d’agregació binàries sobre Ln. Ara utilitzant els resultats obtinguts en aquesta
secció proposarem un mètode que permetrà construir uninormes i nulnormes sobre el
reticle fitat ALn1 .

4.3.1 Agregacions basades en uninormes

En aquesta secció tractarem un dels casos més rellevants de funcions d’agregació discreta,
com són les uninormes.

Definició 4.3.10. Sigui U una uninorma discreta definida sobre la cadena finita Ln. L’aplicació
binària sobre ALn1 definida com

U : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ U(A,B)

serà anomenada l’extensió de la uninorma discreta U a ALn1 , on U(A,B) representa el nombre
borrós discret que té per α-conjunts de nivell els conjunts

{z ∈ Ln | minU(Aα,Bα) 6 z 6 maxU(Aα,Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

El següent teorema demostra que l’anterior aplicació binària és una uninorma sobre el
reticle fitat ALn1 . Per tant per a cada uninorma discreta U sobre Ln, la seva extensió U sobre
ALn1 satisfà les condicions de ser una uninorma.

Teorema 4.3.11. Sigui U una uninorma discreta sobre Ln on e ∈ L representa l’element neutre i
sigui

U : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ U(A,B)

l’extensió de U en ALn1 , construïda d’acord a la definició 4.3.10. Aleshores, U és una uninorma
sobre ALn1 amb element neutre 1e. A més, U és una uninorma idempotent si i només si ho és la seva
extensió U.

Demostració. Immediata a partir dels resultats anteriors.

Nota 4.3.12. En particular, cal destacar que t-normes sobre Ln produeixen t-normes sobre ALn1 i
que t-conormes sobre Ln generen t-conormes sobre ALn1 . Per tant, no només t-normes i t-conormes
suaus sobre Ln poden ser esteses sobre ALn1 (tal com hem presentat en el teorema 4.2.15 i nota
4.2.16), sinó també qualsevol t-norma i t-conorma discreta, no necessàriament suau.
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Exemple 4.3.13. Considerem la uninorma idempotent discreta [55] (veure també l’exemple 2.2.6)

U(x,y) =

min(x,y) si y 6 6− x

max(x,y) altrament

definida sobre la cadena finita L6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} i A = {0.3/0, 0.5/1, 1/2, 0.3/3}, B =

{0.3/2, 0.5/3, 1/4, 0.8/5} ∈ A
L6
1 .

Aleshores, U(A,B) = {0.3/0, 0.5/1, 1/2, 0.8/3, 0.8/4, 0.8/5}.
Cal destacar que, com U és idempotent, també ho és U. Així, per exemple, U(A,A) = A i

U(B,B) = B. Els nombres borrosos discrets A,B ∈ A
L6
1 es poden veure a les figures 23 i 24. Per

altra banda, la seva agregació es pot veure a la figura 25.

1 2 3 4 5 6
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0.5
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0.7
0.8
0.9
1

0

Figura 23: El nombre borrós discret A ∈ A
L6
1

de l’exemple 4.3.13
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Figura 24: El nombre borrós discret B ∈ A
L6
1

de l’exemple 4.3.13
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Figura 25: L’agregació U(A,B) de l’exemple 4.3.13

El que veurem ara és si l’extensió U conserva les principals propietats de la uninorma U.
Per això:

Lema 4.3.14. Sigui U una uninorma sobre la cadena finita Ln amb e com element neutre. Aleshores,

(i) Per a cada A ∈ ALn1 es verifica A � 1e si i només si supp(A) ⊆ [0, e].
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(ii) Per a cada A ∈ ALn1 es verifica 1e � A si i només si supp(A) ⊆ [e,n].

Demostració. Sigui A ∈ ALn1 un nombre borrós discret. D’acord amb la nota 3.2.25 sabem
que,

(i) A � 1e si i només si min(Aα, 1αe ) = Aα per a tot α ∈ [0, 1] si i només si min(x, e) = x
per a tot x ∈ supp(A) si i només si supp(A) ⊆ [0, e].

(ii) 1e � A si i només si min(Aα, 1αe ) = 1αe per a tot α ∈ [0, 1] si i només si min(x, e) = e
per a tot x ∈ supp(A) si i només si supp(A) ⊆ [e,n].

Proposició 4.3.15. Sigui U una uninorma sobre la cadena finita Ln. La seva extensió

U : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ U(A,B)

satisfà:

1. U(A, 1n) = 1n per a tot A � 1e i U(A, 10) = 10 per a tot A � 1e

2. U(10, 1n) ∈ {10, 1n}. De fet, U(10, 1n) = 1U(0,n)

on 1n i 10 denoten el màxim i el mínim del reticle distributiu fitat ALn1 respectivament.

Demostració. El primer item és conseqüència del creixement de U i del fet que U(1e, 1n) =
1n.

El segon item és conseqüència de la proposició 4.3.7 (recordam que el mínim i el màxim
element coincideixen amb els elements 10 i 1n, respectivament).

Ara volem veure com l’estructura de les uninormes de Umin i Umax donades en les
definicions 2.2.3 i 2.2.4 és conservada parcialment.

Proposició 4.3.16. Considerem la uninorma de Umin

U(x,y) =


T(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

min(x,y) altre cas

sobre Ln amb element neutre 0 < e < n, sent T una t-norma sobre l’interval [0, e] i S una
t-conorma sobre l’interval [e,n] qualsevol. Sigui U l’extensió de U en ALn1 d’acord a la definició
4.3.10. Aleshores

(i) Si A,B � 1e aleshores U(A,B) = T(A,B) on T és l’extensió de T en A
[0,e]
1 .

(ii) Si A,B � 1e aleshores U(A,B) = S(A,B) on S és l’extensió de S en A
[e,n]
1 .

(iii) Si A � 1e � B aleshores U(A,B) = min(A,B) = A.

Demostració. Considerem U l’extensió a ALn1 de la uninorma discreta U.
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(i) Suposem que A,B � 1e. Per demostrar que U(A,B) = T(A,B) basta veure que es
verifica que U(A,B)α = T(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1]. D’acord amb la definició 4.3.10,

U(A,B)α = {z ∈ Ln | minU(Aα,Bα) 6 z 6 maxU(Aα,Bα)}
= {z ∈ Ln | U(minAα, minBα) 6 z 6 U(maxAα, maxBα)}

Com A,B � 1e, aplicant el lema 4.3.14, tenim que supp(A), supp(B) ⊆ [0, e] i així

U(A,B)α = {z ∈ Ln | T(minAα, minBα) 6 z 6 T(maxAα, maxBα)}
= {z ∈ Ln | min T(Aα,Bα) 6 z 6 max T(Aα,Bα)}

= T(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1] i A,B ∈ A
[0,e]
1 .

(ii) Similar a l’ítem anterior.

(iii) Suposem ara que A � 1e � B. Per demostrar que U(A,B) = min(A,B) només cal
veure que U(A,B)α = min(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1]. D’acord amb la definició 4.3.10,

U(A,B)α = {z ∈ Ln | minU(Aα,Bα) 6 z 6 maxU(Aα,Bα)}
= {z ∈ Ln | U(minAα, minBα) 6 z 6 U(maxAα, maxBα)}

Aplicant el lema 4.3.14, com A � 1e � B tenim que supp(A) ⊆ [0, e] i supp(B) ⊆ [e,n].
Així, la uninorma U ve donada per la funció mínim en tots el punts (x,y) amb
x ∈ supp(A) i y ∈ supp(B). Conseqüentment,

U(A,B)α = {z ∈ Ln | min(minAα, minBα) 6 z 6 min(maxAα, maxBα)}
= {z ∈ Ln | min(min(A,B)α) 6 z 6 max(min(A,B)α)}

= min(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1] A ∈ A
[0,e]
1 i B ∈ A

[e,n]
1 .

Anàlogament es té un resultat semblant per a les uninormes en Umax,

Proposició 4.3.17. Considerem una uninorma de Umax

U(x,y) =


T(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

max(x,y) cas contrari

sobre Ln amb element neutre 0 < e < n, sent T una t-norma sobre l’interval [0, e] i S una t-conorma
sobre l’interval [e,n] qualsevol. Sigui U l’extensió de U en ALn1 d’acord a la definició 4.3.10.

(i) Si A,B � 1e aleshores U(A,B) = T(A,B) on T és l’extensió de T en A
[0,e]
1 .

(ii) Si A,B � 1e aleshores U(A,B) = S(A,B) on S és l’extensió de S en A
[e,n]
1 .

(iii) Si A � 1e � B aleshores U(A,B) = max(A,B) = B.

Nota 4.3.18. Cal destacar que els dos teoremes previs no donen una estructura completa de les
uninormes sobre ALn1 que són extensions d’uninormes en Umin i Umax sobre Ln. La causa és que
l’ordre que es dona en el reticle ALn1 no és total, és a dir, existeixen elements A ∈ ALn1 que no
són comparables amb 1e (aquells que el seu suport no està contingut ni en l’interval [0, e] ni en
l’interval [e,n] segons el lema 4.3.14). Així, si A és un d’aquests elements, només l’expressió general
de U(A,B) donada per la definició 4.3.10 funciona.
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Exemple 4.3.19. Considerem la cadena finita L5 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, els nombres borrosos discrets
A = {0.2/0, 0.3/1, 0.5/2, 1/3, 0.8/4, 0.8/5}, B = {0.1/1, 0.7/2, 0.8/3, 1/4, 0.6/5} i la uninorma
discreta

U(x,y) =


max(0, x+ y− 3) si (x,y) ∈ [0, 3]2

min(5, x+ y− 3) si (x,y) ∈ [3, 5]2

min(x,y) cas contrari

Aleshores
U(A,B) = {0.3/0, 0.5/1, 0.7/2, 0.8/3, 1/4, 0.8/5}.

Notau que la t-norma definida com una component deU és la t-norma de Łukasiewicz TL sobre l’inter-
val [0, 3]. Així, pels nombres borrosos discrets A0 = {0.2/0, 1/1, 0.8/2} i B0 = {0.6/1, 1/2, 0.7/3}
es té d’acord a la proposició 4.3.16 que U(A0,B0) = TL(A0,B0) = {1/0, 0.8/1, 0.7/2}, on TL

denota l’extensió de la t-norma de Łukasiewicz TL sobre [0, 3] a A
[0,3]
1 .

4.3.2 Agregacions borroses basades en nulnormes

En aquesta secció estudiarem el cas de l’extensió sobre el reticle borrós ALn1 de nulnormes
definides sobre una cadena finita Ln, que com és ben conegut [97] representen un altre
important cas de funcions d’agregació.

Definició 4.3.20. Sigui F una nulnorma definida sobre la cadena finita Ln. L’operació binària
definida sobre el reticle ALn1 de la següent manera

F : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ F(A,B)

serà anomenada l’extensió de la nulnorma discreta F en ALn1 , essent F(A,B) el nombre borrós
discret que té per α-nivells els conjunts

{z ∈ Ln | min F(Aα,Bα) 6 z 6 max F(Aα,Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

El següent teorema prova que, en efecte, aquesta nova aplicació binària satisfà les
condicions de nulnorma sobre el reticle fitat ALn1 .

Teorema 4.3.21. Sigui F una nulnorma discreta sobre Ln amb k ∈ Ln com element absorbent i
sigui

F : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ F(A,B)

l’extensió de F en ALn1 . Aleshores F és una nulnorma sobre ALn1 que té per element absorbent el
nombre borrós discret 1k.

Demostració. És immediata a partir dels resultats anteriors.

Similarment al cas de les uninormes, podem veure fàcilment que l’estructura de les
nulnormes discretes [97] és conserva parcialment quan consideram la seva extensió sobre
el reticle fitat ALn1 . Així,

Proposició 4.3.22. Sigui F una nulnorma sobre Ln amb element absorbent k i T i S la corresponent
t-norma i t-conorma que la representen. Aleshores, la seva extensió F a ALn1 verifica les següents
propietats:
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(i) Si A,B � 1k aleshores U(A,B) = S(A,B) on S és l’extensió en A
[0,e]
1 de la t-conorma S.

(ii) Si A,B � 1k aleshores U(A,B) = T(A,B) on T és l’extensió en A
[e,n]
1 de la t-norma T .

(iii) Si A � 1k � B aleshores U(A,B) = 1k.

Demostració. És similar a la demostració donada a la proposició 4.3.16.

Nota 4.3.23. Anàlogament com en el cas de les uninormes en Umin i Umax, els resultats anteriors
no donen una completa caracterització de l’estructura de les nulnormes en ALn1 que són extensions
de nulnormes sobre la cadena finita Ln. Els elements A ∈ ALn1 que no són comparables amb 1k
(d’acord al lema 4.3.14, és el cas de qualsevol nombre borrós discret A ∈ ALn1 que verifiqui que el
seu suport no està contingut ni en [0,k] ni en [k,n]), no estan considerats en aquesta proposició, i
per això per aquests tipus només l’expressió de F(A,B) donada en la definició 4.3.20 funciona.

Nota 4.3.24. En el cas de les uninormes sabem que no n’hi ha de suaus a tot Ln, llevat de les
pròpies t-normes i t-conormes. Per tant, si 0 < e < n l’extensió d’una uninorma amb neutre e és
l’extensió d’una agregació no suau. Per contra, en el cas de nulnormes tenim que una nulnorma F
sobre Ln amb element absorbent k (amb 0 < k < n) és suau si i només si ho són la t-norma T i la
t-conorma S subjacents.

Exemple 4.3.25. Considerem la nulnorma discreta F definida sobre la cadena finita L6

F(x,y) =


min(x+ y, 3) si (x,y) ∈ [0, 3]2

max(3, x+ y− 6) si (x,y) ∈ [3, 6]2

3 altre cas
Siguin A = {0.3/0, 0.5/1, 1/2, 0.3/3},B = {0.3/2, 0.5/3, 1/4, 0.8/5} ∈ A

L6
1 .

Aleshores F(A,B) = {0.3/2, 1/3}.

4.4 agregacions definides per parelles de funcions d’agregació

En aquesta secció volem investigar si és possible construir funcions d’agregació sobre el
reticle fitat distributiu ALn1 a partir d’una parella de funcions d’agregació definides sobre
la cadena finita Ln. En particular, es desenvoluparan els casos de parelles d’uninormes i
nulnormes. Veurem que, considerant parelles de funcions d’agregació F,G sobre Ln amb
F 6 G, podem generar una funció d’agregació sobre ALn1 que serà compensatòria entre F i
G, les extensions de F i G a ALn1 respectivament.

Nota 4.4.1. Recordem que en les seccions anteriors (veure seccions 4.3.1 i 4.3.2) ja s’ha plantejat
l’estudi de funcions d’agregació sobre el reticle fitat ALn1 a partir de funcions d’agregació definides
sobre la cadena finita Ln.

Ara procedirem de manera similar a les seccions 4.3.1 i 4.3.2 abans esmentades, però en
aquest cas emprant parelles de funcions binàries F i G definides sobre la cadena finita Ln
verificant la condició F 6 G.

Definició 4.4.2. Sigui F i G una parella de funcions d’agregació definides sobre la cadena finita
Ln verificant F 6 G, i considerem dos nombres borrosos discrets A,B ∈ ALn1 . Definim per a cada
α ∈ [0, 1] els conjunts

CαF,G(A,B) = {z ∈ Ln | min F(Aα,Bα) 6 z 6 maxG(Aα,Bα)} (4.11)
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Cal comentar que per la monotonia de les funcions d’agregació F i G, el conjunt
CαF,G(A,B) pot ser escrit, com sempre, com

CαF,G(A,B) = {z ∈ Ln | F(minAα, minBα) 6 z 6 G(maxAα, maxBα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Proposició 4.4.3. Siguin A,B ∈ ALn1 , F i G una parella de funcions d’agregació binàries definides
sobre Ln amb F 6 G. Existeix un únic nombre borrós discret que té per α-conjunts de nivell els
conjunts CαF,G(A,B) (definits abans en la definició 4.4.2), que serà denotat per [F,G](A,B). A més,
[F,G](A,B) ∈ ALn1 .

Demostració. Només provarem que aquests conjunts CαF,G(A,B) satisfan les 4 condicions
del teorema 3.2.2.

1. Per a cada α ∈ [0, 1], el conjunt CαF,G(A,B) és un conjunt finit no buit perquè el nivell
Aα i Bα són ambdós finits i no buits (recordem que els nombres borrosos discrets
són subconjunts borrosos normals).

2. CβF,G(A,B) ⊆ CαF,G(A,B) per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.
Suposem que Aα,Aβ,Bα,Bβ venen donats per els següents conjunts de nombres
naturals consecutius:

Aα = [xα1 , xαp ], Aβ = [xβ1 , xβr ],

Bα = [yα1 ,yαk ], Bβ = [yβ1 ,yβl ].

Aleshores

Aβ ⊆ Aα implica xα1 6 xβ1 i xβr 6 xαp (4.12)

Bβ ⊆ Bα implica yα1 6 yβ1 i yβl 6 yαk (4.13)

A més, d’acord a la monotonia de la funcions d’agregació F i G i a les relacions (4.12)
i (4.13) obtenim:

F(xα1 ,yα1 ) 6 F(x
β
1 ,yβ1 ) 6 G(x

β
r ,yβl ) 6 G(x

α
p ,yαk )

Per tant, CβF,G(A,B) ⊆ CαF,G(A,B).

3. Emprant la mateixa notació que abans, si x ∈ CαF,G(A,B) −CβF,G(A,B) aleshores x ∈ L
i x no pertanyen a CβF,G(A,B). Així, o bé x < F(xβ1 ,yβ1 ), que és el mínim del conjunt
C
β
F,G(A,B), o x > G(xβr ,yβl ), que és el màxim element del conjunt CβF,G(A,B).

4. Com A,B ∈ ALn1 , d’acord al teorema 3.2.2, per a cada α ∈ (0, 1] existeixen nombres
reals α ′1 i α ′2 amb 0 < α ′1 < α i 0 < α ′2 < α tals que per a cada r ∈ [α ′1,α], Aα = Ar.
A més, Bα = Br, per a cada r ∈ [α ′2,α]. Llavors, si α ′ = α ′1 ∨α

′
2, obtenim per a cada

r ∈ [α ′,α] les relacions,

F(min(Ar), min(Br)) = F(min(Aα), min(Bα)) i
G(max(Ar), max(Br)) = G(max(Aα), max(Bα))

Per tant, CαF,G(A,B) = CrF,G(A,B) per a cada r ∈ [α ′,α].
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Com el conjunts CαF,G(A,B) verifiquen per a cada α ∈ [0, 1] les condicions proposades en el
teorema 3.2.2, existeix un únic nombre borrós discret, que denotarem per [F,G](A,B), tal
que els seus α-conjunts de nivell són exactament aquests conjunts.

Endemés, és clar que els conjunts CαF,G(A,B) són subconjunts de nombres naturals
consecutius. Llavors, [F,G](A,B) ∈ ALn1 .

La proposició anterior, ens permet definir una operació binària [F,G] sobre el reticle ALn1 ,
a partir d’una parella de funcions d’agregació binàries F i G definides sobre la cadena finita
L satisfent la condició F 6 G.

Definició 4.4.4. Siguin F,G una parella de funcions d’agregació binàries sobre la cadena finita Ln
verificant F 6 G. L’aplicació binària sobre el reticle ALn1 definida com

[F,G] : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ [F,G](A,B)

serà anomenada l’extensió en ALn1 de la parella de funcions d’agregació F i G, sent [F,G](A,B) el
nombre borrós discret que té per α-conjunts de nivell els conjunts

[F,G](A,B)α = {z ∈ Ln | min F(Aα,Bα) 6 z 6 maxG(Aα,Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Ara demostrarem que la funció binària [F,G] definida abans, és de fet una funció
d’agregació sobre el reticle ALn1 . Primerament, a partir d’ara denotarem per [F,G](A,B)α

els conjunts de nivell del nombre borrós discret [F,G](A,B) per a cada α ∈ [0, 1].

Proposició 4.4.5. Sigui [F,G] : ALn1 ×ALn1 → ALn1 l’extensió de les funcions d’agregació F i G
definides sobre la cadena finita Ln a ALn1 . Siguin 10 i 1n el nombres borrosos discrets que representen
el mínim i el màxim del reticle ALn1 , respectivament. Aleshores, es verifiquen les següents propietats

1. [F,G] és creixent en cada component

2. [F,G](10, 10) = 10

3. [F,G](1n, 1n) = 1n.

Demostració. Només demostrarem la primera i segona condició perquè la darrera és similar
a la segona.

1. Ara, volem veure que [F,G] és una funció creixent, és a dir, per a cada A,B,C ∈ ALn1
tals que B � C aleshores [F,G](A,B) � [F,G](A,C). D’acord a la nota 3.2.25, bastará
provar que

min([F,G](A,B), [F,G](A,C))α = [F,G](A,B)α (4.14)

per a tot α ∈ [0, 1]. Suposem ara que Aα,Bα,Cα venen donats per Aα = [xα1 , xαp ],Bα =
[yα1 ,yαk ],C

α = [wα1 ,wαl ]. Com B � C, min(Bα,Cα) = Bα , és a dir, yα1 6 wα1 i
yαk 6 wαl per a tot α ∈ [0, 1]. Emprant aquestes darreres relacions i emprant el fet de
que F i G són funcions monòtones, obtenim que

F(xα1 ,yα1 ) 6 F(xα1 ,wα1 ) i
G(xαp ,yαk ) 6 G(xαp ,wαl )

A partir d’aquestes desigualtats la relació (4.14) es deriva directament.
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2. És fàcil provar que [F,G](10, 10) = 10 perquè

[F,G](10, 10)α = {z ∈ Ln | F(0, 0) 6 z 6 G(0, 0)} = {0} = 1α0

per a tot α ∈ [0, 1].

Nota 4.4.6. D’aquesta forma aplicant la proposició anterior, tenim que donada una parella de
funcions d’agregació binàries F i G sobre una cadena finita Ln verificant F 6 G, la seva extensió
[F,G] definida sobre el reticle fitat ALn1 és també una funció d’agregació en ALn1 . A més, si F = G, és
clar a partir de les definicions donades que [F,F] = F, és a dir, les extensions per parelles de funcions
d’agregacions generalitzen l’original extensió de funcions d’agregació donades en les seccions 4.3.1 i
4.3.2.

Endemés, en el cas general, l’extensió d’una parella de funcions d’agregació (F,G), [F,G],
sempre produeix una funció d’agregació compresa entre F i G, com es demostrarà en la
següent proposició:

Proposició 4.4.7. Siguin F,G una parella de funcions d’agregació sobre Ln amb F 6 G i sigui
[F,G] la seva extensió. Aleshores F � [F,G] � G, és a dir, F(A,B) � [F,G](A,B) � G(A,B) per a
tot A,B ∈ ALn1 .

Demostració. Considerem A,B ∈ ALn1 on els seus α-conjunts de nivell Aα,Bα venen donats
respectivament per Aα = [xα1 , xαp ] i Bα = [yα1 ,yαk ]. Per tant, d’acord a la nota 3.2.25,
demostrar el resultat és equivalent a provar que

F(A,B)α 6 [F,G](A,B)α 6 G(A,B)α (4.15)

per a tot α ∈ [0, 1], on

F(A,B)α = {z ∈ Ln | F(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 F(x
α
p ,yαk )}

[F,G](A,B)α = {z ∈ Ln | F(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 G(x
α
p ,yαk )}

G(A,B)α = {z ∈ Ln | G(xα1 ,yα1 ) 6 z 6 G(x
α
p ,yαk )}

Ara, com F 6 G tenim que F(xα1 ,yα1 ) 6 G(xα1 ,yα1 ) i F(xαp ,yαk ) 6 G(xαp ,yαk ) per a tot α ∈
[0, 1]. Així, a partir d’aquestes desigualtats la relació (4.15) és deriva immediatament.

Proposició 4.4.8. Siguin F i G una parella de funcions d’agregació sobre Ln verificant F 6 G.
Quant es restringeix la funció d’agregació [F,G] a números crisp de AL1 , diguem 1a i 1b amb
a,b ∈ Ln, s’obtenen nombres borrosos discrets que tenen per α-conjunt de nivell l’interval de la
cadena finita Ln, [F(a,b),G(a,b)] per a tot α ∈ [0, 1].

Demostració. En efecte,

[F,G](1a, 1b)α = {z ∈ Ln | F(min 1a, min 1b) 6 z 6 G(max 1a, max 1b)}
= {z ∈ Ln | F(a,b) 6 z 6 G(a,b)}
= [F(a,b),G(a,b)]

per a tot α ∈ [0, 1].

Proposició 4.4.9. Sigui [F,G] : ALn1 ×ALn1 → ALn1 l’extensió de la parella de funcions d’agregació
F i G definides sobre Ln. Aleshores es verifiquen les següents propietats:

1. [F,G] és una funció commutativa si i només si ho són F i G.
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2. [F,G] és una funció associativa si i només si ho són F i G.

Demostració. Suposem que F i G són funcions commutatives (associatives). Aleshores
seguint un raonament semblant al teorema 4.2.8 es demostra la propietat.

El recíproc d’aquesta proposició és conseqüència immediata de la proposició 4.4.8.

Teorema 4.4.10. Sigui [F,G] : ALn1 ×ALn1 → ALn1 l’extensió a ALn1 de la parella de funcions
d’agregació F i G amb F 6 G. Aleshores es verifiquen les següents propietats:

1. [F,G] té element neutre 1e si i només si F i G ambdues tenen per element neutre e ∈ Ln.

2. [F,G] té element absorbent 1k (és a dir, [F,G](A, 1k) = [F,G](1k,A) = 1k per a tot A ∈ AL1)
si i només si F i G ambdues tenen per element absorbent k ∈ Ln.

3. [F,G] és idempotent si i només si F i G ho són.

Demostració. Considerem A ∈ ALn1 ,

1. Si e és l’element comú de la parella F i G aleshores [F,G](A, 1e) = A perquè

[F,G](A, 1e)α = {z ∈ Ln | min F(Aα, 1αe ) 6 z 6 maxG(Aα, 1αe )}
= {z ∈ Ln | F(minAα, e) 6 z 6 G(maxAα, e)}
= {z ∈ Ln | minAα 6 z 6 maxAα}
= Aα

per a tot α ∈ [0, 1].

Recíprocament, si 1e és l’element neutre de [F,G], aleshores per a tot a ∈ Ln tenim
que [F,G](1a, 1e) = 1a i el resultat es deriva a partir de la proposició 4.4.8.

2. Anàlogament a l’apartat descrit abans.

3. Si F i G són funcions d’agregació idempotents tenim que

[F,G](A,A)α = {z ∈ Ln | min F(Aα,Aα) 6 z 6 maxG(Aα,Aα)}
= {z ∈ Ln | minAα 6 z 6 maxAα}
= Aα

per a tot α ∈ [0, 1] i A ∈ ALn1 . Per tant [F,G](A,A) = A per a tot A ∈ ALn1 i [F,G] és
idempotent.

El recíproc és també conseqüència de la proposició 4.4.8.

En la següent secció nosaltres volem estudiar la construcció d’uninormes i de nulnormes
sobre el reticle ALn1 construïdes a partir de parelles d’uninormes i de nulnormes definides
sobre Ln.

Funcions d’agregació borroses basades en parelles d’uninormes discretes

Definició 4.4.11. Considerem una parella d’uninormes U i U ′ sobre la cadena finita Ln que tenen
per element neutre comú e ∈ Ln i verifiquen la condició U 6 U ′. L’aplicació binària [U,U ′] definida
de la següent manera

[U,U ′] : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ [U,U ′](A,B)

serà anomenada l’extensió de la parella d’uninormes discretes U i U ′ a ALn1 .
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El següent resultat provarà que aquesta aplicació binària verifica les condicions de ser
una uninorma sobre el reticle fitat ALn1 .

Teorema 4.4.12. Sigui U i U ′ una parella de funcions d’agregació sobre Ln verificant la condició
U 6 U ′ i que tenen l’element e ∈ Ln com element neutre comú. Sigui

[U,U ′] : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ [U,U ′](A,B)

l’extensió de la parella U i U ′ a ALn1 , definida d’acord a la definició 4.4.11. Aleshores, [U,U ′] és una
uninorma sobre ALn1 que té per element neutre el nombre borrós discret 1e. Endemés, U i U ′ són
idempotents si i només si ho és la seva extensió [U,U ′].

Demostració. És immediata a partir dels resultats anteriors.

Nota 4.4.13. Cal destacar que, en particular, una parella de t-normes sobre Ln produeix una
t-norma sobre AL1 i que una parella de t-conormes sobre Ln produeix una t-conorma sobre ALn1 ,
casos corresponents a que e = 1 i e = 0 respectivament.

Exemple 4.4.14. Considerem les uninormes idempotents [55]

U(x,y) =

min(x,y) si y 6 6− x

max(x,y) altrament
i U ′(x,y) =

min(x,y) si (x,y) ∈ [0, 3]2

max(x,y) altrament

definides sobre la cadena finita L6 (És obvi que U 6 U ′ per a tota parella (x,y) ∈ [0, 6]2 i que
ambdues tenen neutre e = 3).

Considerem, A = {0.3/0, 0.5/1, 1/2, 0.3/3},B = {0.3/2, 0.5/3, 1/4, 0.8/5} ∈ A
L6
1 . Aleshores,

[U,U ′](A,B) = {0.3/0, 0.5/1, 1/2, 1/3, 1/4, 0.8/5}.
Notem que, com U i U ′ són uninormes idempotents sobre L6, també ho és [U,U ′]. Així, per

exemple, [U,U ′](A,A) = A i [U,U ′](B,B) = B.

Una generalització del lema 4.3.14 ens la proporciona el següent resultat:

Proposició 4.4.15. Siguin U i U ′ una parella d’uninormes definides sobre la cadena Ln que tenen
el mateix element neutre e ∈ Ln i verificant la condició U 6 U ′. Aleshores la seva extensió

[U,U ′] : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ [U,U ′](A,B)

satisfà:

1. [U,U ′](A, 1n) = 1n per a tot A � 1e i [U,U ′](A, 10) = 10 per a tot A � 1e.

2. [U,U ′](10, 1n) ∈ {10, 1n, L}

on 1n i 10 denoten respectivament el màxim i el mínim element del reticle distributiu fitat ALn1
i L és el nombre borrós discret tal que té per α-conjunts de nivell l’interval L = [0,n] per a tot
α ∈ [0, 1].

Demostració. El primer item és clar a partir de la propietat de creixement de la uninorma
[U,U ′] i el segon item és conseqüència de la proposició 4.4.8.
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Finalment, el cas [U,U ′](10, 1n) = L és satisfà quan U,U ′ són uninormes conjuntives i
disjuntives respectivament sobre la cadena Ln, ja que llavors, per a tot α ∈ [0, 1], tendríem

[U,U ′](10, 1n) = {z ∈ Ln | minU(1α0 , 1αn) 6 z 6 maxU ′(1α0 , 1αn)}
= {z ∈ Ln | U(0,n) 6 z 6 U ′(0,n)}
= L

En les dues següents proposicions ens plantejam com és l’estructura de les uninormes
sobre el reticle ALn1 construïdes d’acord a la definició 4.4.11, de manera semblant a l’es-
tructura que tenen les uninormes discretes de Umin i de Umax (veure definicions 2.2.3 i
2.2.4).

Proposició 4.4.16. Considerem les uninormes

U(x,y) =


T(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

min(x,y) altrament

i U ′(x,y) =


T ′(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S ′(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

min(x,y) altrament

sobre Ln amb element neutre 0 < e < n, sent T 6 T ′ una parella de t-normes sobre [0, e] i S 6 S ′

una parella de t-conormes sobre [e,n]. Sigui [U,U ′] l’extensió de la parella de uninormes U i U ′ a
ALn1 d’acord a la definició 4.4.11. Aleshores

(i) Si A,B � 1e llavors [U,U ′](A,B) = [T,T ′](A,B) on [T,T ′] és l’extensió de la parella de
t-normes T i T ′ en A

[0,e]
1 construïdes d’acord a la definició 4.4.11.

(ii) Si A,B � 1e llavors [U,U ′](A,B) = [S, S ′](A,B) on [S, S ′] és l’extensió de la parella de
t-conormes S i S ′ en A

[e,n]
1 construïdes d’acord a la definició 4.4.11.

(iii) Si A � 1e � B llavors [U,U ′](A,B) = min(A,B) = A.

Demostració. Considerem [U,U ′] l’extensió en ALn1 de la parella d’uninormes U i U ′.

(i) Suposem que A,B � 1e. Per demostrar que [U,U ′](A,B) = [T,T ′](A,B) bastarà com-
provar que [U,U ′](A,B)α = [T,T ′](A,B)α per a tot α ∈ [0, 1]. D’acord a la definició
4.4.11,

[U,U ′](A,B)α = {z ∈ Ln | minU(Aα,Bα) 6 z 6 maxU ′(Aα,Bα)}
= {z ∈ Ln | U(minAα, minBα) 6 z 6 U ′(maxAα, maxBα)}

(Com que A,B � 1e, d’acord al lema 4.3.14, tenim que supp(A), supp(B) ⊆ [0, e] i
així:

[U,U ′](A,B)α = {z ∈ Ln | T(minAα, minBα) 6 z 6 T ′(maxAα, maxBα)}
= {z ∈ Ln | min T(Aα,Bα) 6 z 6 max T ′(Aα,Bα)}
= [T,T ′](A,B)α

per a tot α ∈ [0, 1] i A,B ∈ A
[0,e]
1 .
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(ii) Similar a l’ítem anterior.

(iii) Suposem que A � 1e � B. Demostrar [U,U ′](A,B) = A és equivalent a veure que
[U,U ′](A,B)α = Aα per a tot α ∈ [0, 1]. D’acord a la definició 4.4.11,

[U,U ′](A,B)α = {z ∈ Ln | minU(Aα,Bα) 6 z 6 maxU ′(Aα,Bα)}
= {z ∈ Ln | U(minAα, minBα) 6 z 6 U ′(maxAα, maxBα)}

D’acord al lema 4.3.14, com A � 1e � B tenim que supp(A) ⊆ [0, e] i supp(B) ⊆ [e,n].
Per tant, les uninormes U i U ′ venen donades per el mínim en tots el punts (x,y)
amb x ∈ supp(A) i y ∈ supp(B). Conseqüentment,

[U,U ′](A,B)α = {z ∈ Ln | min(minAα, minBα) 6 z 6 min(maxAα, maxBα)}
= {z ∈ Ln | minAα 6 z 6 maxAα}
= Aα

per a tot α ∈ [0, 1], A ∈ A
[0,e]
1 i B ∈ A

[e,n]
1 .

Anàlogament,

Proposició 4.4.17. Considerem les uninormes

U(x,y) =


T(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

max(x,y) altrament

i U ′(x,y) =


T ′(x,y) si (x,y) ∈ [0, e]2

S ′(x,y) si (x,y) ∈ [e,n]2

max(x,y) altrament

sobre Ln amb element neutre 0 < e < n, sent T 6 T ′ t-normes sobre [0, e] i S 6 S ′ t-conormes
sobre [e,n]. Sigui [U,U ′] l’extensió de la parella U i U ′ en ALn1 d’acord a la definició 4.4.11. Llavors

(i) Si A,B � 1e aleshores [U,U ′](A,B) = [T,T ′](A,B) on [T,T ′] és l’extensió de la parella de
t-normes T i T ′ en A

[0,e]
1 .

(ii) Si A,B � 1e aleshores [U,U ′](A,B) = [S, S ′](A,B) on [S, S ′] és l’extensió de la parella de
t-conormes S i S ′ en A

[e,n]
1 .

(iii) Si A � 1e � B aleshores U(A,B) =MAX(A,B) = B.

Nota 4.4.18. Cal destacar que les proposicions anteriors no donen una completa estructura de les
uninormes sobre el reticle ALn1 que són extensions de uninormes en Umin i Umax sobre Ln. Com
l’ordre definit sobre ALn1 no és total, existeixen elements A,B ∈ ALn1 que no són comparables amb
1e (aquells que el seu suport no està contingut ni en [0, e] ni en [e,n] d’acord al lema 4.3.14). Per
tant, si A o B és un d’aquests elements només l’expressió general U(A,B) donada en la definició
4.4.11 funciona.

Exemple 4.4.19. Considerem la cadena finita L5, el nombres borrosos discrets

A ={0.2/0, 0.3/1, 0.5/2, 1/3, 0.8/4, 0.8/5}
B ={0.1/1, 0.7/2, 0.8/3, 1/4, 0.6/5}



4.4 agregacions definides per parelles de funcions d’agregació 95

i les uninormes discretes

U(x,y) =


max(0, x+ y− 3) si (x,y) ∈ [0, 3]2

min(5, x+ y− 3) si (x,y) ∈ [3, 5]2

min(x,y) altrament

i U ′(x,y) =

min(x,y) si (x,y) ∈ [0, 3]2

max(x,y) altrament

Aleshores [U,U ′](A,B) = {0.3/0, 0.5/1, 0.7/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5}.
Notem que la corresponent t-norma de U és la t-norma de Łukasiewicz TL sobre [0, 3] i la correspo-

nent t-conorma sobre [0, 3] deU ′ és la t-norma mínim ,min(x,y). Així, perA0 = {0.2/0, 1/1, 0.8/2}
i B0 = {0.6/1, 1/2, 0.7/3} tenim d’acord a la proposició 4.4.16 que

[U,U ′](A0,B0) = [TL, min](A0,B0) = {1/0, 1/1, 0.8/2}

on [TL, min] denota l’extensió de la parella formada per la t-norma de Łukasiewicz i la t-norma
mínim, definides sobre [0, 3] a A

[0,3]
1 .

Funcions d’agregació borroses basades en parelles de nulnormes discretes

Definició 4.4.20. Considerem la parella de nulnormes F i F ′ definides sobre la cadena finita Ln,
verificant que F 6 F ′ i que ambdós tenen el mateix element absorbent. L’operació binària sobre ALn1
definida de la següent manera

[F,F ′] : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ [F,F ′](A,B)

serà anomenada l’extensió de la parella de nulnormes discretes F i F ′ en ALn1 , sent [F,F ′](A,B)
el nombre borrós discret que té per α-conjunts de nivell el conjunts

{z ∈ Ln | min F(Aα,Bα) 6 z 6 max F ′(Aα,Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Teorema 4.4.21. Siguin F i F ′ una parella de nulnormes definides sobre la cadena finita Ln, que
tenen ambdues per element absorbent k ∈ Ln i verifiquen que F 6 F ′. I, sigui

[F,F ′] : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ [F,F ′](A,B)

l’extensió de la parella F i F ′ a ALn1 . Aleshores [F,F ′] és una nulnorma sobre el reticle ALn1 amb
element absorbent 1k.

Demostració. És evident a partir dels resultats anteriors.

Similarment al cas de les uninormes, podem veure que es preserva part de l’estructura
de les extensions de les nulnormes.

Proposició 4.4.22. Siguin F i F una parella de nulnormes sobre la cadena Ln que tenen per element
absorbent el valor k, i que verifiquen a més, la condició F 6 F ′. Aleshores, la seva extensió [F,F ′] en
ALn1 satisfà les següents propietats:

(i) Si A,B � 1k aleshores [F,F ′](A,B) = [S, S ′](A,B) on [S, S ′] és l’extensió en A
[0,e]
1 de la

parella de t-conormes S i S ′.



96 funcions d’agregació en el reticle borrós discret

(ii) Si A,B � 1k aleshores [F,F ′](A,B) = [T,T ′](A,B) on [T,T ′] és l’extensió en A
[e,n]
1 de la

parella de t-normes T i T ′.

(iii) Si A � 1k � B aleshores [F,F ′](A,B) = 1k.

Demostració. Similar a la demostració de la proposició 4.4.16.

Exemple 4.4.23. Considerem les nulnormes discretes definides sobre la cadena L6

F(x,y) =


min(x+ y, 3) si (x,y) ∈ [0, 3]2

max(3, x+ y− 6) si (x,y) ∈ [3, 6]2

3 altrament

F ′(x,y) =


min(x+ y, 3) si (x,y) ∈ [0, 3]2

min(x,y) si (x,y) ∈ [3, 6]2

3 altrament

Considerem els nombres borrosos discrets de A
L6
1 donats per A = {0.3/0, 0.5/1, 1/2, 0.3/3} i

B = {0.3/2, 0.5/3, 1/4, 0.8/5}.
Aleshores un senzill càlcul prova que [F,F ′](A,B) = {1/3}.

4.5 extensió de funcions d’agregació n-dimensionals

Fins ara hem estudiat només funcions d’agregació binàries associatives sobre el reticle ALn1 ,
que desprès es poden estendre a un caràcter multidimensional via l’associativitat. Ara bé,
amb la propietat associativa assumida, les possibles funcions d’agregació difícilment són
compensatòries, és a dir, prenen valors entre el mínim i el màxim dels valors agregats. De
fet, de totes les estudiades només les uninormes i nulnormes idempotents ho són. Recordem
que, per a funcions monòtones, la propietat compensatòria i la propietat idempotent són
equivalents.

Així, en aquest apartat ens interessa trobar funcions d’agregació sobre ALn1 de tipus
compensatori i, en aquest cas, ho farem diredctament per a funcions n-dimensionals.
Començarem però pel cas general de funcions d’agregació sobre el conjunt de nombres
borrosos discrets DFN.

4.5.1 Funcions d’agregació n-dimensionals sobre DFN

No existeixen molts de treballs en els que s’estudien possibles funcions d’agregació sobre el
conjunt de nombres borrosos. Podríem destacar simplement el treball de Mayor et al. [104]
on es proposa utilitzar el principi d’extensió de Zadeh a tal efecte. La idea és construir, a
partir d’una funció d’agregació n-dimensional, F, una altra F definida sobre el conjunt de
nombres borrosos, que conservi, en particular, les propietats de monotonia i que s’exigeixen
a la funció numèrica de partida.

Concretament, els resultats obtinguts són els següents:

Definició 4.5.1. [104] Sigui (L,6) un reticle i f : Ln → L una funció. Direm que f és una funció
d’agregació n-dimensional és idempotent o compensativa si verifica:

i. f és idempotent: f(a, . . .n ,a) = a per a tot a ∈ L
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ii. f és creixent respecte a l’ordre producte de Ln, és a dir, si xi 6 yi, per a tot i = 1, . . . ,n,
aleshores f(x1, . . . , xn) 6 f(y1, . . . ,yn)

La següent proposició demostra que el principi d’extensió de Zadeh transforma funcions
d’agregació n-dimensionals continues sobre R en funcions d’agregació n-dimensionals
sobre el reticle dels nombres borrosos.

Proposició 4.5.2. [104] SiguinA1, . . . ,An ∈ FN números borrosos amb paràmetres (a1,b1, c1,d1)
, · · · , (an,bn, cn,dn), respectivament, i f : Rn → R una funció contínua i estrictament creixent.
Sigui F la funció induïda per f , a partir del principi d’extensió de Zadeh. Llavors F verifica que
F(A1, · · · ,An) és un nombre borrós i, per tant, F : FNn → FN, està ben definida.

A més,

Proposició 4.5.3. [104] SiguinA1, . . . ,An ∈ FN números borrosos amb paràmetres (a1,b1, c1,d1),
. . . , (an,bn, cn,dn), respectivament, i f : Rn → R una funció contínua i estrictament creixent.
Aleshores, els α-conjunts de nivell del nombre borrós A = F(A1, . . . ,An) venen donats per:

Aα = f(Aα1 , . . . ,Aαn) = {y ∈ R | y = f(x1, . . . , xn), on xi ∈ Aαi , i = 1, . . . ,n}

La primera idea per a construir funcions d’agregació n-dimensionals sobre el conjunt de
nombres borrosos discrets seria emprar un mètode semblant al proposat en les proposicions
4.5.2-4.5.3 a partir del principi d’extensió. Però, en general, aquest falla com es pot observar
en el següent exemple:

Exemple 4.5.4. Siguin A = {0.3/1, 1/2, 0.5/3} i B = {0.4/4, 1/5, 0.8/6} dos nombres borrosos
discrets. Sigui f : R2 → R la funció d’agregació donada per l’expressió f(x1, x2) = ω1x1 +
ω2x2 amb ω1 +ω2 = 1. Així, si agafam com a pesos ω1 = 1

4 i ω2 = 3
4 resulta el següent

subconjunt borrós F(A,B) donat per

F(A,B) = ω1A+ω2B = {0.3/3.25, 0.4/3.5, 0.4/3.75, 0.3/4, 1/4.25,
0.5/4.5, 0.3/4.75, 0.8/5, 0.5/5.25}

que no satisfà les condicions imposades en la definició 3.2.1 de nombre borrós discret. Aquest fet es
pot observar en el següent gràfic:

2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

Figura 26: El subconjunt borrós F(A,B) = ω1A+ω2B de l’exemple 4.5.4 no verifica les
condicions de nombre borrós discret. Els punts amb una creu vermella mostren
que el creixement i el decreixement que s’imposa en la definició 3.2.1 es perd.

Per evitar aquest problema„ intentem construir una funció borrosa en DFN que pugui ser
interpretada com una mitjana ponderada borrosa d’un conjunt finit de nombres borrosos
discrets. Ho farem seguin la idea introduïda en el capítol 3.
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Proposició 4.5.5. Considerem un vector normal de pesos w = (w1, · · · ,wn) i una família finita
de nombres borrosos discrets A1, · · · ,An ∈ DFN. Existeix un únic nombre borrós discret W que té
per α-conjunts de nivells els conjunts [w1 ·A1 ⊕ · · · ⊕wn ·An]α definits com

[w1 ·A1 ⊕ · · · ⊕wn ·An]α = {z ∈ (supp(w1 ·A1) + · · ·+ supp(wn ·An)) |
min(w1 ·Aα1 + · · ·+wn ·Aαn) (4.16)
6 z 6 max(w1 ·Aα1 + · · ·+wn ·Aαn)}

sent

min(w1 ·Aα1 + · · ·+wn ·Aαn) = min{x1 + · · ·+ xn | xi ∈ supp(wi ·Ai), i = 1, · · · ,n}
max(w1 ·Aα1 + · · ·+wn ·Aαn) = max{x1 + · · ·+ xn | xi ∈ supp(wi ·Ai), i = 1, · · · ,n}

per a cada α ∈ [0, 1].

Demostració. Senzilla a partir del teorema de representació de nombres borrosos discrets
3.2.2.

Ara aplicant la proposició 4.5.5 volem veure si és possible definir a partir d’una mitjana
aritmètica ponderada sobre Rn, f(x1, · · · , xn) =

∑n
i=1wi · xi (on (w1, · · · ,wn) és un

vector de pesos normalitzat) una mitjana aritmètica ponderada sobre el conjunt de nombres
borrosos discrets. Per això,

Definició 4.5.6. Considerem la funció d’agregació sobre Rn, donada per l’expressió

f(x1, · · · , xn) =
n∑
i=1

xi ·wi

(on (w1, · · · ,wn) és un vector de pesos normalitzat). La funció n-ària definida sobre el conjunt
DFN,

W : DFNn −−→ DFN

(A1, · · · ,An) 7−→W(A1, · · · ,An)

serà anomenada mitjana ponderada borrosa discreta, sent W(A1, · · · ,An) el nombre borrós
discret construït d’acord a la proposició 4.5.5.

Nota 4.5.7. Gràcies a la proposició 4.5.5, la funció W està ben definida. A més a més, com que
f(x, · · · , x) =

∑n
i=1 x ·wi = x ·

∑n
i=1wi = x (perquè (w1, · · · ,wn) és un vector de pesos

normalitzat) aleshores W(A, · · · ,A) = A per a tot vector de pesos normalitzat sobre Rn i qualsevol
A ∈ DFN.

Exemple 4.5.8. Siguin A = {0.3/1, 1/2, 0.5/3} i B = {0.4/4, 1/5, 0.8/6} els números borrosos
discrets emprats en l’exemple 4.5.4. Sigui f : Rn → R la funció d’agregació donada per l’expressió
f(x1, x2) = ω1x1 +ω2x2 amb ω1 +ω2 = 1. Aleshores, si ω1 = 1

4 i ω2 = 3
4 obtenim

W(A,B) = {0.3/3.25, 0.4/3.5, 0.4/3.75, 0.4/4, 1/4.25, 0.8/4.5, 0.8/4.75, 0.8/5, 0.5/5.25}

El nombre W(A,B) es pot veure en la figura 27.
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2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
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1

Figura 27: Mitjana ponderada borrosa discreta de A i B corresponent a l’exemple 4.5.8

4.5.2 Funcions d’agregació r-dimensionals sobre ALn1

Volem tornar ara a nombres borrosos discrets del reticle ALn1 , és a dir, amb suport un
subinterval de Ln qualsevol. Recordem primer la següent definició.

Definició 4.5.9. [91] Una funció creixent m : Lrn → Ln tal que verifica la condició min(x1, · · · , xr) 6
m(x1, · · · , xr) 6 max(x1, · · · , xr) per a tot (x1, · · · , xr) ∈ Lrn serà anomenada mitjana r-
dimensional sobre Ln.

Nota 4.5.10. [91] Donada la monotonia de les funcions mitjanes sobre Ln aquestes poden ser
caracteritzades per la seva idempotència, és a dir, una funció creixent m : Lrn → Ln és una funció
mitjana si i només si verifica la propietat m(x, · · · , x) = x per a tot x ∈ Ln.

Nota 4.5.11. Volem fer notar que:

i. Si f és una funció mitjana suau aleshores f(Lrn) = Ln, sent

f(Lrn) = {x ∈ Ln | x = f(x1, · · · , xr) amb xi ∈ L, i = 1, · · · , r}

ii. Considerem el reticle ALn1 i sigui A ∈ ALn1 . Denotem per Aα els seus α-conjunts de ni-
vell. Si f és una funció mitjana r-dimensional aleshores max f(Aα, · · · ,Aα) = maxAα i
min f(Aα, · · · ,Aα) = minAα, on f(Aα, · · · ,Aα) = {z ∈ Ln | z = f(a1, · · · ,ar) amb ai ∈
Aα, i = 1, · · · , r}.

Ara volem veure que a partir d’una mitjana r-dimensional definida sobre la cadena finita
Ln, és possible construir una funció mitjana r-dimensional sobre el reticle fitat ALn1 .

Teorema 4.5.12. Sigui m : Lrn → Ln una funció mitjana r-dimensional suau. Aleshores, la funció

M : [ALn1 ]r −−→ ALn1

(A1, · · · ,Ar) 7−→M(A1, · · · ,Ar)

on M(A1, · · · ,Ar) és el nombre borrós discret que te per α-conjunts de nivells el conjunts

M(A1, · · · ,Ar)α = {z ∈ L|minm(Aα1 , · · · ,Aαr ) 6 z 6 maxm(Aα1 , · · · ,Aαr )}

és una funció creixent tal que

min(A1, · · · ,Ar) �M(A1, · · · ,Ar) � max(A1, · · · ,Ar)
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Demostració. D’acord a la nota 3.2.25, A � B si i només si min(A,B)α = Aα o equivalent-
ment, A � B si i només si max(A,B)α = Bα. Per tant, si Ai � Bi per a tot i = 1, · · · , r
aleshores minAαi 6 minBαi i maxAαi 6 maxBαi . Ara, tenint en compte la monotononia de
la funció mitjana r-dimensional m es verifiquen les següents relacions

minm(Aα1 , · · · ,Aαr ) = m(minAα1 , · · · , minAαr )
6 m(minBα1 , · · · , minBαr )
= minm(Bα1 , · · · ,Bαr )

per a tot α ∈ [0, 1]. Anàlogament podem veure la mateixa desigualtat pels màxims. Així,
emprant les darreres desigualtats és evident que M(A1, · · · ,Ar) �M(B1, · · · ,Br), és a dir,
M és una funció creixent.

Ara, volem provar que

min(A1, · · · ,Ar) �M(A1, · · · ,Ar)

Com m és una mitjana r-dimensional, aquestes desigualtats

min(x1, · · · , xr) 6 m(x1, · · · , xr) 6 max(x1, · · · , xr)

es satisfan per a tot x1, · · · , xr ∈ Ln. Com a conseqüència,

min(min(Aα1 , · · · ,Aαr )) 6 min(m(Aα1 , · · · ,Aαr ))

max(min(Aα1 , · · · ,Aαr )) 6 max(m(Aα1 , · · · ,Aαr ))

i llavors
min(A1, · · · ,Ar)α �M(A1, · · · ,Ar)α

per a tot α ∈ [0, 1], és a dir ,

min(A1, · · · ,Ar) �M(A1, · · · ,Ar)

La demostració de l’altre desigualtat és similar.

A partir de la proposició anterior, es pot definir el següent:

Definició 4.5.13. Sigui m una funció mitjana suau r-dimensional sobre Ln. La funció

M : [ALn1 ]r −−→ ALn1

(A1, · · · ,Ar) 7−→M(A1, · · · ,Ar)

on M(A1, · · · ,Ar) és el nombre borrós discret que té per α-conjunts de nivell el conjunts

M(A1, · · · ,Ar)α = {z ∈ L | minm(Aα1 , · · · ,Aαr ) 6 z 6 maxm(Aα1 , · · · ,Aαr )}

serà anomenada mitjana n-dimensional generada sobre ALn1 per la funció m.

Tal i com el seu nom indica, gràcies al teorema 4.5.12, M és una mitjana r-dimensional
sobre ALn1 , ja que és creixent i pren valors entre el mínim i el màxim.

Nota 4.5.14. Pel fet de ser M una funció d’agregació compensatòria, és també idempotent i per tant
M(A, · · · ,A) = A per a tot A ∈ ALn1 .

D’aquesta manera hem obtingut noves funcions d’agregació sobre ALn1 compensatòries
que són susceptibles de ser emprades en les diferents aplicacions que exposarem en el
proper capítol 6.



5F U N C I O N S D ’ I M P L I C A C I O N S E N E L C O N J U N T S D E N O M B R E S
B O R R O S O S D I S C R E T S

Les funcions d’implicació en la lògica borrosa, han estat estudiades com a extensions de les
funcions d’implicacions de la lògica clàssica. Les dues més esteses són les (S,N)-implicacions
que neixen de la generalització del condicional clàssic "p→ q ≡ ¬p∨ q" i s’escriuen com

IS,N(x,y) = S(N(x),y) per a tots x,y ∈ [0, 1]

on S habitualment és una t-conorma i N és una negació forta, i les R-implicacions o
implicacions residuades que provenen de la teoria de reticles residuats i que s’escriuen com

IT (x,y) = sup{z ∈ [0, 1] | T(x, z) 6 y} per a tots x,y ∈ [0, 1]

on T és habitualment una t-norma contínua per l’esquerra. La caracterització de (S,N)-
implicacions generades a partir de negacions fortes i la caracterització d’implicacions
residuals generades per t-normes contínues o contínues per l’esquerra, han estat profun-
dament estudiades per molts d’autors [6, 7, 23, 72, 90, 101, 138]. Recentment, sobre una
cadena finita Ln aquestes dues classes de funcions d’implicacions, entre d’altres, han estat
definides i caracteritzades [99, 100] emprant t-normes i t-conormes discretes que satisfan
la condició de suavitat (veure també els preliminars). Altres tipus d’implicacions són les
anomenades QL-implicacions que provenen de la lògica quàntica i les D-implicacions que
són les seves contraposades respecte d’una negació (forta). Aquests altres tipus definits
sobre la cadena Ln han estat estudiades també en [100, 101] (veure també els preliminars).
Ara, en aquest capítol tractarem la possibilitat de construir funcions d’implicació sobre el
reticle fitat distributiu ALn1 .

Recordem primer unes quantes definicions generals.

Definició 5.0.15. [55] Sigui (P,6) un conjunt parcialment ordenat, on el símbol 0 denotarà el
menor element i 1 denotarà el major element. Una funció d’implicació I sobre P és un operador
binari que és decreixent en la primera component i creixent en la segona i que satisfà les següents
condicions frontera: I(0, 0) = I(1, 1) = 1 i I(1, 0) = 0.

Nota 5.0.16. [55] Recalcar que qualsevol funció d’implicació I sobre (P,6) verifica

I(0,α) = I(α, 1) = 1, per a totα ∈ P

propietat anomenada principi d’absorció.

Definició 5.0.17. [55] Un implicador frontera I sobre (P,6) és una funció d’implicació que satisfà
el principi de neutralitat per l’esquerra

I(1,β) = β, per a tot β ∈ P.

5.1 funcions d’implicacions borroses generades per implicacions discre-
tes

En aquesta secció volem estudiar la possibilitat de construir funcions d’implicació borroses
directament a partir d’extensions de funcions d’implicació definides sobre la cadena finita

101
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Ln. En aquesta secció emprarem com sempre la següent notació. Si

O : Ln × Ln −→ Ln

(x,y) 7−→ O(x,y)

és una funció binària discreta sobre Ln (per exemple una t-norma, t-conorma, funció
d’implicació, etc.), denotarem també per O, l’operació binària

O : 2Ln × 2Ln −→ 2Ln

(X, Y) 7−→ O(X, Y)

on O(X, Y) = {O(x,y) | x ∈ X,y ∈ Y}. El que farem primer és demostrar un lema tècnic que
serà emprat en moltes de les demostracions d’aquesta secció.

Lema 5.1.1. Siguin A,B ∈ ALn1 . I sigui I una implicació discreta definida sobre la cadena finita
Ln. Aleshores és verifiquen les següents relacions

min I(Aα,Bα) = I(maxAα, minBα)
max I(Aα,Bα) = I(minAα, maxBα)

per a cada α ∈ [0, 1], on Aα,Bα representen els α-conjunts de nivell dels nombres borrosos discrets
A i B respectivament.

Demostració. Només provarem la segona relació perquè la demostració de la primera és
similar. Notem que la desigualtat

I(minAα, maxBα) 6 max I(Aα,Bα)

és clara. Per demostrar l’altra desigualtat, donat que la funció d’implicació I és decreixent
en la primera variable i creixent en la segona, tenim que

I(x,y) 6 I(minAα, maxBα)

per a tot x ∈ Aα i per a tot y ∈ Bα. Per tant

max I(Aα,Bα) 6 I(minAα, maxBα)

d’on es dedueix el resultat.

Proposició 5.1.2. Considerem A,B ∈ ALn1 . Sigui I una funció d’implicació discreta definida sobre
la cadena finita Ln. Aleshores existeix un únic nombre borrós discret tal que té per α-conjunts de
nivell els conjunts

Cα = {z ∈ L | min I(Aα,Bα) 6 z 6 max I(Aα,Bα)}

que serà denotat per I(A,B). A més, I(A,B) ∈ ALn1 .

Demostració. Demostrarem que el conjunts Cα satisfan les quatre condicions establertes en
el teorema 3.2.2:

1. Per a cada α ∈ [0, 1], els conjunts Cα són finits i no buits perquè cada conjunt de
nivell Aα i Bα són també finits i no buits.
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2. Cβ ⊆ Cα per a cada α,β ∈ [0, 1] amb 0 6 α 6 β 6 1.
Perquè si A,B ∈ ALn1 sabem que

Aβ ⊆ Aα implica que minAα 6 minAβ i maxAβ 6 maxAα (5.1)

Bβ ⊆ Bα implica que minBα 6 minBβ i maxBβ 6 maxBα (5.2)

Endemés, com I és decreixent en la primera variable, emprant la relació (5.1) obtenim

I(maxAα, z) 6 I(maxAβ, z) per a tot z ∈ Ln.

I, en particular, per la relació (5.2),

I(maxAα, minBα) 6 I(maxAβ, minBβ).

Així, a partir del lema 5.1.1

min I(Aα,Bα) 6 min I(Aβ,Bβ). (5.3)

Similarment, podem veure que

max I(Aβ,Bβ) 6 max I(Aα,Bα). (5.4)

Combinant les relacions anteriors (5.3) i (5.4), resulta

Cβ = {z ∈ Ln | min I(Aβ,Bβ) 6 z 6 max I(Aβ,Bβ)}
⊆ {z ∈ Ln | min I(Aα,Bα) 6 z 6 max I(Aα,Bα)}
= Cα

Per tant, Cβ ⊆ Cα.

3. Si x ∈ Cα − Cβ aleshores x ∈ Ln i x no pertany al conjunt Cβ. Llavors, o bé
x < I(maxAβ, minBβ), que es el mínim del conjunt Cβ, o x > I(minAβ, maxBβ),
que és el màxim del conjunt Cβ.

4. Com A,B ∈ ALn1 , d’acord al teorema 3.2.2, per a cada α ∈ [0, 1] existeixen nombres
reals α ′1 i α ′2 amb 0 < α ′1 < α i 0 < α ′2 < α tals que, per a cada r ∈ [α ′1,α], Aα = Ar.
A més Bα = Br, per a cada r ∈ [α ′2,α]. D’aquesta manera, si α ′ = α ′1 ∨α

′
2, obtenim:

minAr = minAα i maxAr = maxAα

minBr = minBα i maxBr = maxBα

per a cada r ∈ [α ′,α]. Per tant, aplicant el lema 5.1.1

min I(Ar,Br) = I(maxAr, minBr) = I(maxAα, minBα) = min I(Aα,Bα)
max I(Ar,Br) = I(minAr, maxBr) = I(minAα, maxBα) = max I(Aα,Bα).

Així,

Cr = {z ∈ Ln | min I(Ar,Br) 6 z 6 max I(Ar,Br)}
= {z ∈ Ln | min I(Aα,Bα) 6 z 6 max I(Aα,Bα)}
= Cα per a cada r ∈ [α ′,α].
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Com els conjunts Cα verifiquen per a cada α ∈ [0, 1] les condicions del teorema 3.2.2,
existeix un únic nombre borrós discret, que serà denotat per I(A,B), tal que els seus
α-conjunts de nivell són exactament aquests conjunts esmentats.

A més, a partir de la construcció dels conjunts Cα per a cada α ∈ [0, 1], és clar que són
subconjunts de nombres naturals consecutius que pertanyen a la cadena finita Ln. Per tant,
I(A,B) ∈ ALn1 .

La proposició anterior ens permet definir, a partir d’una funció d’implicació discreta I
definida sobre la cadena finita Ln, una operació binària I sobre el reticle ALn1 .

Definició 5.1.3. Sigui I una funció d’implició discreta definida sobre la cadena finita Ln. L’operació
binària ALn1 definida de la següent manera

I : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ I(A,B)

serà anomenada l’extensió de la funció d’implicació discreta I a ALn1 , sent I(A,B) el nombre
borrós discret que té per α-conjunts els conjunts

I(A,B)α = {z ∈ Ln | min I(Aα,Bα) 6 z 6 max I(Aα,Bα)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Ara volem estudiar si l’extensió de la funció d’implicació discreta I a ALn1 definida abans
satisfà les condicions de funció d’implicació sobre el reticle fitat ALn1 d’acord al que
s’estableix en la definició 5.0.15.

Teorema 5.1.4. Sigui I una funció d’implicació discreta definida sobre la cadena finita Ln. Aleshores
l’extensió de la funció d’implicació discreta I, I, és una funció d’implicació sobre el reticle fitat
ALn1 .

Demostració. Per demostrar el resultat, el que farem es comprovar les condicions imposades
en la definició 5.0.15. Considerem A,B ∈ ALn1 .

- Volem provar que I és decreixent en la primera component, és a dir, si A � B aleshores
I(A,C) � I(B,C) per a tot C ∈ ALn1 . D’acord a la nota 3.2.25 és equivalent a provar
que min(I(B,C), I(A,C))α = I(B,C)α per a tot α ∈ [0, 1]. Com A � B aleshores
minAα 6 minBα i maxAα 6 maxBα. Així, com que I és una funció d’implicació
sobre la cadena finita Ln, és decreixent en la primera component, llavors aplicant el
lema 5.1.1

min I(Aα,Cα) = I(maxAα, minCα)
> I(maxBα, minCα)
= min I(Bα,Cα) (5.5)

Anàlogament,

max I(Aα,Cα) = I(minAα, maxCα)
> I(minBα, maxCα)
= max I(Bα,Cα) (5.6)

Finalment emprant les relacions (5.5) i (5.6) anteriors

I(A,C)α = {z ∈ Ln | min I(Aα,Cα) 6 z 6 max I(Aα,Cα)}
> {z ∈ Ln | min I(Bα,Cα) 6 z 6 max I(Bα,Cα)}
= I(B,C)α

per a cada α ∈ [0, 1].
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- El creixement de la segona variable es dedueix de manera similar a l’apartat anterior.

- Respecte a les condicions frontera tenim

I(10, 10)α = {z ∈ Ln | min I(10α, 10α) 6 z 6 max I(10α, 10α)}
= {n}

= 1n
α

perquè min I(10α, 10α) = max I(10α, 10α) = n per a tot α ∈ [0, 1]. Aleshores hem
provat que I(10, 10) = 1n.

Les altres dues condicions I(1n, 1n) = 1n i I(1n, 10) = 10 es deriven similarment.

Nota 5.1.5. Notam que, com que I és una funció d’implicació sobre el reticle fitat ALn1 , també
verificarà la propietat d’absorció, és a dir,

I(10,A) = I(A, 1n) = 1n

per a tot a ∈ ALn1 .

Exemple 5.1.6. Considerem la cadena finita L6 i els nombres borrosos discrets

A ={0.3/0, 0.5/1, 1/2, 0.8/3, 0.5/4}
B ={0.6/2, 0.8/3, 0.9/4, 1/5, 0.8/6}

que pertanyen a A
L6
1 . Si consideram les funcions d’implicació discretes

IR(x,y) =



6 si x 6 y

3+ y− x si existeixen 0 6 y < x 6 3

6+ y− x si existeixen 3 6 y < x 6 6

y altrament

IS(x,y) =


min(6, 3+ y− x) si x ∈ [0, 3],y ∈ [3, 6]

min(3, 6+ y− x) si x ∈ [3, 6],y ∈ [0, 3]

max(6− x,y) altrament

Aleshores un senzill càlcul prova que

IR(A,B) ={0.6/2, 0.6/3, 0.6/4, 0.6/5, 1/6}
IS(A,B) ={0.8/3, 0.8/4, 0.9/5, 1/6}.

En les següents dues proposicions volem estudiar altres propietats com ara el principi
d’intercanvi o la llei de contraposició, que en molts casos són requerides a les funcions
d’implicacions depenent dels contextos on s’emprin. Comencen per un detall tècnic que
ens ajudarà en les propietats esmentades.

Proposició 5.1.7. Sigui I una implicació sobre Ln i sigui I la seva extensió a ALn1 . Considerem
a,b ∈ Ln i 1a, 1b ∈ ALn1 els nombres borrosos amb suport els subconjunts unitaris {a} i {b}
respectivament. Llavors, I(1a, 1b) = 1I(a,b).
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Demostració. Basta veure que tenen els mateixos α-conjunts de nivell per a cada α ∈ [0, 1].
Llavors,

I(1a, 1b)α = {z ∈ Ln | min I(1αa , 1αb) 6 z 6 max I(1αa , 1αb)}
= {z ∈ Ln | I(max 1αa , min 1αb) 6 z 6 I(min 1αa , max 1αb)}
= {z ∈ Ln | I(a,b) 6 z 6 I(a,b)}
= {I(a,b)}

Nota 5.1.8. De manera anàloga es pot veure que la restricció d’una implicació I sobre ALn1 , que és
extensió d’una funció d’implicació I sobre Ln, al subreticle B dona una funció d’implicació sobre B.

Proposició 5.1.9. Sigui I una funció d’implicació sobre la cadena Ln i sigui I la seva extensió cap
ALn1 . Llavors es verifiquen les següents propietats:

i) I verifica la neutralitat per l’esquerra si i només si I ho verifica.

ii) I satisfà (EP) si i només si I satisfà (EP).

iii) I satisfà (CL) si i només si I satisfà (CL).

Demostració. Ara estudiarem cada apartat.

i) Per demostrar aquesta propietat basta veure que

I(1n,B)α = {z ∈ Ln | min I(1nα,Bα) 6 z 6 max I(1nα,Bα)}
= {z ∈ Ln | I(n, minBα) 6 z 6 I(n, maxBα)}
= {z ∈ Ln | minBα 6 z 6 maxBα}
= Bα per a cada α ∈ [0, 1].

El recíproc és clar a partir de la proposició 5.1 anterior ja que per a tot b ∈ Ln tenim
I(1n, 1b) = 1I(n,b) = 1b.

ii) Suposem que la funció d’implicació I satisfà (EP) i considerem A,B,C ∈ ALn1 . Basta
demostrar que

I(A, I(B,C))α = I(B, I(A,C))α,

o equivalentment, que

min I(Aα, I(B,C)α) = min I(Bα, I(A,C)α)

i
max I(Aα, I(B,C)α) = max I(Bα, I(A,C)α).

A més, aplicant el lema 5.1.1 els mínims en la condició anterior vindran donats per
I(maxAα, I(maxBα, minCα)) i I(maxBα, I(maxAα, minCα)), respectivament, que
coincideixen perquè I satisfà (EP).

Recíprocament, suposem que I verifica (EP) i considerem els elements de la cadena
a,b, c ∈ Ln. Siguin 1a, 1b and 1c els nombres borrosos discrets que tenen per suport
els conjunts unitaris {a}, {b}, {c}, respectivament. Aleshores, clarament

I(1a, I(1b, 1c)) = I(1b, I(1a, 1c))

i això implica directament que I verifiqui (EP).
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iii) De manera similar com abans, per a tot α ∈ [0, 1] i A,B ∈ ALn1 tenim

min I(N(B)α,N(A)α) = min I(Aα,Bα)
max I(N(B)α,N(A)α) = max I(Aα,Bα)

i aleshores
I(N(B),N(A))α = I(A,B)α

per a tot α ∈ [0, 1].

El recíproc es similar al pas anterior.

En canvi el principi d’ordre no es comporta de la mateixa manera. De fet, l’extensió
d’una implicació I sobre Ln a ALn1 , no satisfà el principi d’ordre,

Proposició 5.1.10. Sigui I una implicació sobre Ln que satisfà el principi d’ordre i siguin a,b ∈
ALn1 . Llavors:

i) Si A � B és té que n ∈ I(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1].

ii) I(A,B) = 1n si i només si max supp(A) 6 min supp(B).

Demostració. Si A � B aleshores minAα 6 maxAα 6 maxBα per a tot α ∈ [0, 1] i així
I(minAα,maxBα) = n. Per tant n ∈ I(A,B)α per a tot α ∈ [0, 1].

A més, quan maxAα 6 minBα tenim també que I(maxAα, minBα) = n i així, I(A,B)α =
{z ∈ Ln | n 6 z 6 n} = {n} per a tot α ∈ [0, 1], és a dir, I(A,B) = 1n.

Exemple 5.1.11. Sigui I(x,y) = min(6, 6+ y− x) la implicació de Łukasiewicz definida sobre
la cadena finita L6. Sabem que I verifica les propietats (EP), (CL) i (OP) (veure preliminars).
Considerem la seva extensió I a ALn1 i els nombres borrosos discrets

A = {0.6/0, 0.7/1, 1/2, 0.8/3}
B = {0.8/3, 1/4, 0.7/5, 0.6/6}
C = {0.6/0, 0.7/1, 0.8/2, 1/3, 0.8/4}
D = {0.7/1, 0.8/2, 1/3, 1/4, 0.8/5}.

i) D’acord a l’anterior proposició I verifica (CL). Així, pot ser verificat trivialment que

I(N(D),N(C)) = I(C,D) = {0.7/3, 0.8/4, 0.8/5, 1/6}

ii) És senzill veure que C � D. Per tant, segons la proposició 5.1.10 anterior,

6 ∈ I(C,D)α per a tot α ∈ [0, 1],

però notem que I(C,D) 6= 1n, ja que max suppC = 4 66 1 = min suppD. Per altra part, és
immediat demostrar que A � B i max supp(A) 6 min supp(B). Així, en aquest cas tenim
que I(A,B) = {1/6} = 1n.

És ben conegut que les funcions de negació borroses poden ser construïdes a partir de
funcions d’implicació [8]. Similarment és possible obtenir una funció de negació sobre el
reticle fitat ALn1 a partir de funcions d’implicació d’aquest mateix reticle.
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Proposició 5.1.12. Sigui I una funció d’implicació sobre el reticle ALn1 . Aleshores la funció

NI : ALn1 −→ ALn1

A 7→ NI(A) = I(A, 10),

és una funció de negació borrosa sobre el reticle fitat ALn1 .

Demostració. Immediata.

Sabem que la comparació de funcions d’implicació definides sobre la cadena finita
Ln es du a terme de la manera usual, és a dir, punt a punt. Seguin la mateixa idea, si
es consideren dues funcions d’implicació I1, I2 definides sobre ALn1 generades per les
implicacions discretes I1, I2 definides sobre Ln verificant I1 6 I2, és possible obtenir un
ordre entre I1 i I2. Així,

Proposició 5.1.13. Siguin I1 i I2 dues funcions d’implicació definides sobre la cadena finita Ln
verificant I1 6 I2. Considerem les seves corresponents extensions a ALn1 , I1 i I2 per a I1 i I2
respectivament. Aleshores I1(A,B) � I2(A,B) per a tot A,B ∈ ALn1 .

Demostració. Basta demostrar d’acord a la nota 3.2.25 que min(I1(A,B), I2(A,B))α =
I1(A,B)α per a cada α ∈ [0, 1]. Per fer-ho, notam que

min I1(A,B)α = min I1(Aα,Bα)
= I1(maxAα, minBα)
6 I2(maxAα, minBα)
= min I2(Aα,Bα),

i de manera similar pels màxims. Això implicarà que

min(I1(A,B), I2(A,B))α = I1(A,B)α.

i per tant es deriva el resultat.

5.1.1 S-implicacions borroses discretes

Com en qualsevol reticle fitat, en ALn1 podem fàcilment construir (S,N)-implicacions o
S-implicacions (ja que en el nostre cas la negació sempre és la mateixa) a partir d’una
t-conorma S (que és extensió d’una t-conorma suau S definida sobre la cadena finita Ln) i
la negació forta N (que és l’extensió de la negació forta N sobre la cadena finita Ln).

Teorema 5.1.14. Sigui S t-conorma suau sobre Ln i S la seva extensió a ALn1 . L’aplicació

I : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7→ I(A,B) = S(N(A),B)

és una funció d’implicació sobre el reticle fitat ALn1 , que serà anomenada S-implicació generada per
la t-conorma suau S.

Sabem que aquest tipus d’implicació verifica sempre el principi de neutralitat per
l’esquerra, el principi d’intercanvi i la contraposició respecte a la negació N. Ara, volem
provar que qualsevol d’aquestes S-implicacions són, de fet, l’extensió d’una S-implicació
definida sobre Ln construïda emprant el mètode general presentat abans en la definició
5.1.3. Concretament,
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Proposició 5.1.15. Sigui S una t-conorma suau sobre Ln i I l’implicació discreta sobre Ln definida
a partir de S i N. Siguin S, N i I les extensions de S, N i I a ALn1 respectivament. Aleshores
I = IS,N.

Demostració. Considerem A,B ∈ ALn1 i siguin Aα,Bα els seus α-conjunts de nivell per a
cada α ∈ [0, 1] respectivament. Així, d’acord a la definició 5.1.3 tenim

I(A,B)α = {z ∈ L | I(maxAα, minBα) 6 z 6 I(minAα, maxBα)}.

Com I(a,b) = S(N(a),b) per a tot a,b ∈ L obtenim

I(A,B)α = {z ∈ Ln | S(N(maxAα), minBα) 6 z 6 S(N(minAα), maxBα)}
= {z ∈ Ln | S(minN(Aα), minBα) 6 z 6 S(maxN(Aα), maxBα)}
= S(N(A),B)α

= IS,N(A,B)α

per a cada α ∈ [0, 1].

5.1.2 QL i D-implicacions borroses

En aquesta secció volem estudiar el comportament de les QL i D-implicacions, de manera
similar al cas de les S-implicacions. Cal tenir en compte que en general QL i D-operadors
no verifiquen [100, 101] les condicions imposades a la definició 5.0.15.

Proposició 5.1.16. Siguin T una t-norma suau i S una t-conorma suau sobre la cadena finita Ln, i
considerem I el QL-operador obtingut a partir d’ells I(x,y) = S(N(x), T(x,y)) per a tots x,y ∈ Ln.
Siguin T i S les extensions de T i S a ALn1 , i siqui N l’extensió de N a ALn1 . Podem construir el
QL-operador I sobre ALn1 donat per

IS,N,T(A,B) = S(N(A),T(A,B)), per a tot A,B ∈ ALn1 .

Aleshores I és una funció d’implicació sobre el reticle fitat ALn1 si i només si I és una funció
d’implicació sobre la cadena Ln.

Demostració. És ben conegut que qualsevol QL-operador sobre Ln satisfà totes les propietats
de funció d’implicació excepte en alguns casos la propietat de decreixement respecte de la
primera variable (veure nota 2.3.9), i el mateix passa per QL-operadors definits sobre ALn1 .
Per tant, només necessitam demostrar que I és decreixent en la primera component si i
només si ho és I.

Suposem que I és decreixent en la primera variable i siguin A,B,C ∈ ALn1 . Llavors,

I(A,C)α = {z ∈ Ln | min I(Aα,Cα) 6 zmax I(Aα,Cα)}
= {z ∈ LN | I(maxAα, minCα) 6 z 6 I(minAα, maxCα)}
> {z ∈ Ln | I(maxBα, minCα) 6 z 6 I(minBα, maxCα)}
= I(B,C)α

Recíprocament, donats a,b, c ∈ Ln tals que a 6 b. tenim que T(1a, 1c) � T(1b, 1c),
llavors tenim que 1I(a,c) � 1I(b,c) d’on es dedueix que I(a, c) > I(b, c).

Anàlogament al cas de les S-implicacions podem veure el següent resultat.

Proposició 5.1.17. Siguin T ,S una t-norma i una t-conorma suaus sobre Ln i siguin T, S les
seves extensions a ALn1 . Sigui ISNT la QL-operació obtinguda a partir de S,N i T ; i sigui I la seva
extensió a ALn1 . Llavors I = IS,N,T .
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Demostració. Similar a la demostració de la proposició 5.1.15.

Uns resultats similars es poden obtenir pel cas dels D-operadors.

Proposició 5.1.18. Considerem una t-norma suau T i una t-conorma suau S sobre la cade-
na finita Ln, i sigui I el D-operador obtingut a partir d’ells donat per l’expressió I(x,y) =
S(y, T(N(x),N(y))), per a tots x,y ∈ Ln. Siguin T i S les extensions de T i S a ALn1 . Podem
construir el D-operador I sobre ALn1

ISNT (A,B) = S(B,T(N(A),N(B))), per a tot A,B ∈ ALn1 .

Aleshores I és una funció d’implicació sobre el reticle ALn1 si i només si I és una funció d’implicació
sobre la cadena Ln.

Demostració. En aquest cas, l’única propietat que pot fallar de la definició de funció d’im-
plicació és la condició de creixement respecte de la segona variable. Ara, de manera similar
a la proposició 5.1.16, podem demostrar que I és creixent en la segona variable si i només
si també ho és I, provant així la proposició.

Proposició 5.1.19. Siguin T ,S una t-norma i una t-conorma suaus sobre Ln i siguin T, S les seves
extensions a ALn1 . Sigui ISNT la D-operació obtinguda a partir de S,N i T ; i sigui I la seva extensió
a ALn1 . Llavors I = IS,N,T .

Demostració. Similar a la demostració de la proposició 5.1.15.

Nota 5.1.20. És obvi que les construccions fetes en les seccions 5.1.1 i 5.1.2 corresponent a S,QL i
D-implicacions sobre ALn1 es poden du a terme a partir de t-normes i t-conormes no suaus. En el
nostre estudi ens restringim a les suaus perquè són les que estan caracteritzades.

Recordem ara, tal com hem mencionat als preliminars, que QL i D-implicacions sobre
la cadena Ln han estat estudiades i caracteritzades en [100]. Les dues caracteritzacions
es poden trobar en les proposicions 2.3.23 i 2.3.24. Així, emprant les dues proposicions
esmentades, és clar que podem construir QL i D-implicacions sobre el reticle fitat ALn1 a
partir de corresponents QL i D-implicacions definides sobre la cadena finita Ln, verificant
les condicions de la proposició 2.3.23 i de la proposició 2.3.24, respectivament.

Proposició 5.1.21. Sigui T una t-norma suau sobre la cadena finita Ln, T la seva extensió i N
l’extensió de la negació forta N. Aleshores l’operació binària

IN,T : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ IN,T(A,B) = N(A)⊕ T(A,B),

(on el símbol ⊕ denota la suma de nombres borrosos discrets d’acord al principi d’extensió de Zadeh
[35, 90]) són les úniques QL implicacions sobre ALn1 que són extensió d’una QL implicació definida
sobre la cadena finita Ln.

Demostració. És clar a partir de les proposicions 5.1.16 i 2.3.23 que l’única QL funció
d’implicació sobre ALn1 que és una extensió d’una QL funció d’implicació sobre Ln és
l’extensió de la funció d’implicació

I(x,y) = N(x) + T(x,y)

Ara, un procediment anàleg al donat en la proposició 5.1.15 mostra que en efecte es tal
extensió.
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Anàlogament,

Proposició 5.1.22. Sigui T una t-norma suau sobre la cadena finita Ln, i sigui T la seva extensió.
Sigui N l’extensió d’ N (negació forta sobre Ln). Aleshores l’operació binària

IN,T : ALn1 ×ALn1 −→ ALn1

(A,B) 7−→ IN,T(A,B) = B⊕ T(N(A),N(B))

és l’única D-implicació sobre ALn1 que és una extensió d’una D-implicació sobre Ln.

Demostració. Similar a la demostració de la proposició anterior.

5.2 implicacions residuades sobre el reticle borrós discret

En la proposició 5.1.15 de la secció 5.1.1, hem vist que si I és una (S,N)-implicació construïda
a partir d’una t-conorma S i la negació N definides sobre la cadena finita Ln, aleshores
la seva corresponent extensió I és també una (S,N)-implicació en el reticle ALn1 , que ve
determinada a partir de la t-conorma S (extensió de la t-conorma S) i de la negació N

(extensió de la negació N), i el mateix passa en el cas de QL i D-implicacions.
Desafortunadament, aquesta situació no es certa en el cas de R-implicacions. Si conside-

ram una t-norma T sobre Ln i T és la seva extensió a ALn1 . La R-implicació associada a T ve
donada per l’expressió

IT(A,C) = sup{B ∈ ALn1 | T(A,B) � C}. (5.7)

Si consideram IT la implicació residual sobre Ln obtinguda a partir de T , aleshores la
seva extensió a ALn1 no coincideix en general amb la R-implicació sobre ALn1 donada per
l’expressió (5.7), com es mostra en el següent exemple.

Exemple 5.2.1. Considerem la cadena L7, i sobre aquesta cadena siguin T(x,y) = min(x,y) la
t-norma mínim i Imin la seva implicació residual que ve donada per l’expressió

Imin(x,y) =

7 si x 6 y

y si x > y

Denotem també per min i Ĩmin la extensió de la t-norma mínim i l’extensió de la seva implicació
residual a A

L7
1 . Considerem els nombres borrosos discrets

A ={0.7/2, 1/3, 0.9/4}
B ={0.6/1, 0.6/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5}.

que pertanyen a A
L7
1 . Un senzill càlcul mostra que min(A,B) = {0.6/1, 0.7/2, 1/3, 0.9/4}. Ara,

sigui C =MIN(A,B). Si calculam els α-nivells de Ĩmin(A,C), obtenim:

Ĩmin(A,C)0.6 = [1, 7] Ĩmin(A,C)0.7 = [2, 7]

Ĩmin(A,C)0.8 = [3, 7] Ĩmin(A,C)0.9 = [3, 7]

Ĩmin(A,C)1 = [7, 7]

i conseqüentment

Ĩmin(A,C) = {0.6/1, 0.7/2, 0.9/3, 0.9/4, 0.9/5, 0.9/6, 1/7}.

Per tant és clar que MIN(A,B) � C, però B 6� Ĩmin(A,C) i per tant Ĩmin no satisfà l’equació
(5.7).
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D’aquesta forma, una pregunta es planteja de manera natural, com podem obtenir
implicacions residuals en el reticle ALn1 ? Ara resoldrem la qüestió plantejada.

Començarem per donar la notació que utilitzarem en aquesta secció. Primer de tot,
destacar que per a qualsevol nombre borrós discret A ∈ ALn1 només un nombre finit de
nivells són rellevants. Així, donats A,B ∈ ALn1 , podem suposar sense pèrdua de generalitat
que els valors 0 = α0 6 α1 6 · · · 6 αm = 1 representen la unió dels nivells rellevants
d’ambdós nombres A i B, i suposarem sempre, a partir d’ara, aquesta hipòtesi.

Proposició 5.2.2. Sigui T una t-norma discreta sobre Ln i IT la seva implicació residual. Per a cada
parella de nombres borrosos A,B ∈ ALn1 siguin α0 = 0 6 α1 6 · · · 6 αm = 1 els corresponents
nivells per A,B i siguin Aαj = [a

αj
1 ,aαj2 ] i Bαj = [b

αj
1 ,bαj2 ] els seus αj-nivells per a A i B

respectivament, per a cada 0 6 j 6 m. Aleshores, existeix un únic nombre borrós discret R ∈ ALn1
tal que els seus αj-nivells s’expressen com a intervals de la cadena finita Ln, de la següent manera,

Rαj = [ min
j6i6m

IT (a
αj
1 ,bαj1 )∧ min

06i6m
IT (a

αj
2 ,bαj2 ), min

06i6j
IT (a

αj
2 ,bαj2 )] (5.8)

per a cada j = 0, · · · ,m.

Demostració. Només demostrarem la condició (2) del teorema 3.2.2, perquè les altres con-
dicions són senzilles. Així, volem veure que Rαj+1 ⊆ Rαj per a tot j = 0, · · · ,m. Per a
simplificar la notació, anomenarem

d
αj
1 = IT (a

αj
1 ,bαj1 ) i d

αj
2 = IT (a

αj
2 ,bαj2 )

per a cada j = 0, · · · ,m i també

r
αj
1 = min

j6i6m
dαi1 ∧ min

06i6m
dαi2 (5.9)

r
αj
2 = min

06i6j
dαi2 (5.10)

Llavors, aplicant la propietat associativa de la funció min, es verifiquen les següents
desigualtats

r
αj+1
2 = min

06i6j+1
dαi2 6 min

06i6j
dαi2 = r

αj
2

r
αj+1
1 = min

j+16i6m
dαi1 ∧ min

06i6m
dαi2 > min

j6i6m
dαi1 ∧ min

06i6m
dαi2 = r

αj
1

Proposició 5.2.3. Sigui T una t-norma discreta sobre Ln i IT la seva implicació residuada. Siguin
A,B ∈ ALn1 i suposem que α0 = 0 6 α1 6 · · · 6 αm = 1 representen els nivells d’aquests
nombres. Considerem l’aplicació binària

IT : ALn1 ×ALn1 → ALn1

(A,B)→ IT(A,B)

on IT(A,B) és el nombre borrós discret que té per αj-nivells els intervals de la cadena Ln donats
per

Rαj = [r
αj
1 , rαj2 ] (5.11)

per a cada j = 0, · · · ,m, sent els valors rαj1 i rαj2 definits d’acord a les expressions (5.9) i (5.10)
respectivament. Aleshores, IT és una funció d’implicació en el reticle fitat (ALn1 , 10, 1n).
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Demostració. Volem demostrar que IT verifica les condicions de la definició 5.0.15:

• IT(10, 10) = IT(1n, 1n) = 1n i IT(1n, 10) = 10.

Per veure que IT(10, 10) = 1n notem que els αj-nivells de 10 venen donats per
[a
αj
1 ,aαj2 ] = [b

αj
1 ,bαj2 ] = [0, 0] i, per tant, com IT és una funció d’implicació sobre Ln,

per a cada nivell αj es verifiquen les següents condicions:

r
αj
1 = IT (0, 0) = n

r
αj
2 = IT (0, 0) = n

Per tant, Rαj = [n,n] , és a dir, IT(10, 10) = 1n.

Per altra part, per a calcular IT(1n, 10), notem que els αj-nivells de 1n són [a
αj
1 ,aαj2 ] =

[n,n] i llavors

r
αj
1 = IT (n, 0) = n

r
αj
2 = IT (n, 0) = n

Per tant, Rαj = [n,n] , això és, IT(1n, 10) = 1n.

• IT és decreixent en la primera component.

Suposem que A � B, volem provar que IT(A,C) � IT(B,C) per a tot C ∈ ALn1 .
Equivalentment, basta demostrar que

IT(A,C)α > IT(B,C)α per a tot α ∈ [0, 1]

Com A � B, aleshores es satisfan les següents desigualtats aαj1 6 b
αj
1 i aαj2 6 b

αj
2 per

a tot αj amb j = 0, · · · ,m. Per tant, com IT és una funció d’implicació sobre Ln, és
decreixent en la primera variable i, si [cαi1 , cαi2 ] representa el αi-nivell de C, tenim que

min
j6i6m

IT (a
αi
1 , cαi1 ) > min

j6i6m
IT (b

αi
1 , cαi1 )

min
06i6m

IT (a
αi
2 , cαi2 ) > min

06i6m
IT (b

αi
2 , cαi2 )

Com la funció ∧ = min és creixent, obtenim la següent desigualtat:

min
j6i6m

IT (a
αi
1 , cαi1 )∧ min

06i6m
IT (a

αi
2 , cαi2 ) > (5.12)

min
j6i6m

IT (b
αi
1 , cαi1 )∧ min

06i6m
IT (b

αi
2 , cαi2 )

Un procediment anàleg demostra que

min
06i6j

IT (a
αi
2 , cαi2 ) > min

06i6j
IT (b

αi
2 , cαi2 ) (5.13)

Finalment, d’acord a les expressions (5.12) i (5.13) el resultat es deriva perquè

IT(A,C)αj = [ min
j6i6m

I(aαi1 , cαi1 )∧ min
06i6m

IT (a
αi
2 , cαi2 ), min

06i6j
IT (a

αi
2 , cαi2 )]

> [ min
j6i6m

IT (b
αi
1 , cαi1 )∧ min

06i6m
IT (b

αi
2 , cαi2 ), min

06i6j
IT (b

αi
2 , cαi2 )]

= IT(B,C)αj
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• IT és creixent en la segona variable. Emprant les mateixes condicions de l’apartat
anterior, com IT és una funció d’implicació sobre Ln, és creixent en la segona variable.
Aleshores, si [cαi1 , cαi2 ] representa el αi-nivell de C, es dedueix que

min
j6i6m

IT (c
αi
1 ,aαi1 )∧ min

06i6m
IT (c

αi
2 ,aαi2 ) 6 (5.14)

min
j6i6m

IT (c
αi
1 ,bαi1 )∧ min

06i6m
IT (c

αi
2 ,bαi2 ) i també que

min
06i6j

IT (c
αi
2 ,aαi2 ) 6 min

06i6j
IT (c

αi
2 ,bαi2 ) (5.15)

Ara, tenint en compte les expressions (5.14) i (5.15) el resultat es dedueix, perquè

IT(C,A)αj = [ min
j6i6m

IT (c
αi
1 ,aαi1 )∧ min

06i6m
IT (c

αi
2 ,aαi2 ), min

06i6j
IT (c

αi
2 ,aαi2 )]

6 [ min
j6i6m

IT (c
αi
1 ,bαi1 )∧ min

06i6m
IT (c

αi
2 ,bαi2 ), min

06i6j
IT (c

αi
2 ,bαi2 )]

= IT(B,C)αj

Teorema 5.2.4. Sigui T una t-norma discreta sobre Ln i IT la seva implicació residuada. Sigui
T l’extensió de T a ALn1 . Aleshores la implicació residuada sobre ALn1 derivada de T és la funció
d’implicació IT obtinguda en la proposició 5.2.3.

Demostració. Volem provar que IT(A,B) = sup{C ∈ ALn1 | T(A,C) � B}. Per això, con-
siderem el conjunt M = {C ∈ ALn1 | T(A,C) � B} i sigui H ∈ M un element d’aquest
conjunt. Suposem que 0 = α0 6 α1 6 · · · 6 αm = 1 representen els nivells de variació de
H,A,B ∈ ALn1 .

• Primerament, volem veure que per a cada nivell αj es verifica la desigualtat Hαj 6
IT(A,B)αj . Per a cada j = 0, · · · ,m, sigui Hαj = [h

αj
1 ,hαj2 ] el αj-nivell de H ∈ M i

sigui IT(A,B)αj = [r
αj
1 , rαj2 ] el αj-nivell de IT(A,B)αj , on els valors rαj1 i rαj2 estan

definits d’acord a les expressions (5.9) i (5.10) respectivament.

Com H ∈M, es dedueix que T(A,H) � B, i equivalentment T(A,H)αj � Bαj per a tot
j ∈ {0, 1, · · · ,m}. D’acord al teorema 4.2.15, aquesta darrera expressió pot ser escrita
com

T(a
αj
1 ,hαj1 ) 6b

αj
1 (5.16)

T(a
αj
2 ,hαj2 ) 6b

αj
2 . (5.17)

Com IT és la implicació residual de la t-norma T , les desigualtats (5.16) i (5.17) son
equivalents a les expressions:

IT (a
αj
1 ,bαj1 ) > h

αj
1 (5.18)

IT (a
αj
2 ,bαj2 ) > h

αj
2 . (5.19)

Ara, emprant el fet de que H ∈ ALn1 i les relacions (5.18) i (5.19), obtenim que

i. Tots els valors hαi1 6 min
06j6m

h
αj
2 6 min

06j6m
IT (a

αi
2 ,bαi2 ) per a cada i ∈ {0, 1, · · · ,m}.

ii. Es verifiquen les desigualtats:

h
αj
1 6hαk1 per a tot j 6 k 6 m

hαk1 6IT (a
αk
1 ,bαk1 ) per a tot j 6 k 6 m

h
αj
1 6 min

06j6m
IT (a

αk
1 ,bαk1 ) per a tot j 6 k 6 m
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En aquests sentit, tenint en compte els dos ítems anteriors, deduïm que

h
αj
1 6 r

αj
1 (5.20)

Similarment, com que H ∈ ALn1 es verifica

h
αj
2 6hαk2 per a tot 0 6 k 6 j (5.21)

i, per tant, es té que
h
αj
2 6 min

06k6j
IT (a

αk
2 ,bαk2 ) = r

αj
2 .

• Ara, veurem que IT(A,B) ∈ M. Per això, volem demostrar que T(A, IT(A,B)) � B,
que és equivalent a comprovar que per a cada nivell αj (j = 0, · · · ,m) es verifica la
desigualtat T(A, IT(A,B))αj 6 Bαj , és a dir,

[T(a
αj
1 , min

j6i6m
IT (a

αi
1 ,bαi1 )∧ min

06i6m
IT (a

αi
2 ,bαi2 )), T(aαj2 , min

06i6j
IT (a

αi
2 ,bαi2 ))] 6[b

αj
1 ,bαj2 ].

(5.22)

Per altra part, tenim que

T(a
αj
1 , min

j6i6m
IT (a

αi
1 ,bαi1 )∧ min

06i6m
IT (a

αi
2 ,bαi2 )) 6 T(a

αj
1 , IT (a

αj
1 ,bαj1 )) 6 b

αj
1 (5.23)

on la darrera desigualtat és certa perquè IT és la implicació residuada obtinguda a
partir de la t-norma T de Ln i aleshores aquesta satisfà la propietat de Modus Ponens
(veure secció 2.3.2). Anàlogament,

T(a
αj
2 , min

06i6j
IT (a

αi
2 ,bαi2 )) 6 T(a

αj
2 , IT (a

αj
2 ,bαj2 )) 6 b

αj
2 . (5.24)

Ara, aplicant les relacions (5.23) i (5.24) anteriors és dedueix l’equació (5.22) i així
IT(A,B) és un element del conjunt M.

Finalment, com a conseqüència dels dos ítmes anteriors, hem demostrat que el nombre
borrós discret IT(A,B) és una fita superior del conjunt M i a més, que pertany a M, és a
dir, IT(A,B) és l’element màxim del conjunt M.

Nota 5.2.5. Volem destacar que en la demostració del teorema anterior es dedueix, en particular,
que el suprem de l’equació 5.7 pot ser substituït per un màxim. Això és, per a qualsevol t-norma T

sobre ALn1 , que és extensió d’una t-norma T de Ln, és té que

IT(A,B) = max{C ∈ ALn1 | T(A,C) � B}. (5.25)

per a tot A,B ∈ ALn1 .

Exemple 5.2.6. Considerem T(x,y) = min(x,y) la t-norma mínim definida a Ln i sigui

Imin(x,y) =

{
n si x 6 y

y si x > y

la seva implicació residuada. Volem emprar la fórmula 5.8 per calcular IT . Siguin A,B ∈ ALn1 on
Aαj = [a

αj
1 ,aαj2 ] i Bαj = [b

αj
1 ,bαj2 ] denoten els seus αj-nivells per A i B respectivament, per a

qualsevol 0 6 j 6 m. Per obtenir els αj-nivells IT(A,B)αj procedirem per passos.
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i. Suposem que

aαk1 6 bαk1 per a tot j 6 k 6 m

aαk2 6 bαk2 per a tot 0 6 k 6 m

En aquest cas, obtenim que IT(A,B)αj = [n,n].

ii. Suposem que

aαk1 6 bαk1 per a tot j 6 k 6 m

aαk2 > bαk2 per algun 0 6 k 6 j

Denotem per k0 = max{0 6 k 6 j, tal que aαk2 > bαk2 }. En aquest cas, es té que
IT(A,B)αj = [b

αk0
2 ,b

αk0
2 ].

iii. Suposem que

aαk1 6 bαk1 per a tot j 6 k 6 m

aαk2 6 bαk2 per a tot 0 6 k 6 j

aαk2 > bαk2 per algun j < k 6 m

Denotem per k0 = max{j < k 6 m, tal que aαk2 > bαk2 }. En aquest cas, resulta
IT(A,B)αj = [b

αk0
2 ,n].

iv. Sigui ara aαk1 > bαk1 per algun j 6 k 6 m. Ara, denotem per k0 = min{j 6 k 6
m tal que aαk1 > bαk1 }. En aquest cas, consideram dos casos:

a) Si aαk2 6 bαk2 per a tot 0 6 k 6 j aleshores IT(A,B)αj = [b
αk0
1 ,n].

b) Si aαk2 > bαk2 per algun 0 6 k 6 j llavors IT(A,B)αj = [b
αk0
1 ,b

αk1
2 ] on k1 =

max{0 6 k 6 j tal que aαk2 > bαk2 }.

Volem fer notar que els casos estudiats abans, cobreixen totes les possibilitats i així el αj-nivell de
IT(A,B) s’expressa sempre per uns dels intervals donats en aquests casos. En particular, notem que:

1. Si A � B, estam en les condicions del primer cas per a tot αj amb 0 6 j 6 m i aleshores
IT(A,B) = 1n (veure la següent proposició 5.2.8 més endavant).

2. Si A � B, estem en el segon cas del 4t pas on k0 = k1 = j per a tot αj amb 0 6 j 6 m. És a
dir, IT(A,B) = B.

3. Si A i B no són comparables, s’aplica algun dels altres casos proposats per a calcular IT(A,B).

Nota 5.2.7. R. Alcalde et al. [1], proposen un mètode constructiu que permet obtenir un operador
d’implicació interval-valorat a partir d’un operador d’implicació borrós definit a l’interval [0, 1]. En
particular, aquest procediment és emprat per calcular R-implicacions interval-valorades. Així, si
IT es la implicació residual obtinguda a partir de la t-norma T definida en [0, 1], la R-implicació
interval-valorada IT (que serà anomenada extensió de la implicació residuada IT , a I([0, 1]) =
{[a,b],a,b ∈ [0, 1],a 6 b}) ve donada per la següent expressió:

IT([a,b], [c,d]) = [IT (a, c)∧ IT (b,d), IT (b,d)] (5.26)

Notem que, si consideram una cadena finita Ln en comptes de l’interval unitat , és possible obtenir
una fórmula semblant a l’expressada en (5.26), en el conjunt d’intervals tancats de Ln, I(Ln),
emprant en aquest cas operadors discrets (t-normes i funcions d’implicació definides en Ln) en
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comptes d’operadors definits en l’interval unitat. També, volem destacar que si consideram el
subreticle

B = {A ∈ ALn1 | supp(A) = core(A)} ⊆ ALn1 , (5.27)

té per elements els nombres borrosos discrets tals que els seus α-nivells són sempre iguals per a
qualsevol α ∈ [0, 1] i òbviament continguts en Ln. Per tant, si A,B són nombres borrosos discrets
del conjunt B que tenen per α-nivells els intervals [a,b] i [c,d] respectivament, aleshores un simple
càlcul mostra que

IT(A,B)α = [I(a, c)∧ I(b,d), I(b,d)]

per a tot α ∈ [0, 1]. És a dir, la fórmula (5.26) pot ser vista com un cas particular de la funció
d’implicació residuada definida en el reticle ALn1 .

En la següent proposició volem estudiar algunes propietats ben conegudes que són
comuns a qualsevol funció d’implicació residuada.

Proposició 5.2.8. Per a cadaA,B,C ∈ ALn1 la funció d’implicació IT satisfà les següents propietats:

P1. IT(1n,A) = A. (Neutralitat de la veritat).

P2. IT(A,B) = 1n si i només si A � B. (Propietat d’ordenació).

P3. IT(A,A) = 1n. (Principi d’identitat).

P4. T(A,B) � C si i només si IT(A,C) � B. (Principi de residuació).

P5. T(A, IT(A,B)) � B. (Modus ponens).

P6. IT(A,B) � B.

P7. IT(A, IT(B,C)) = IT(T(A,B),C). (LLei d’importació per a T).

P8. IT(A, IT(B,C)) = IT(B, IT(A,C)). (Principi d’intercanvi).

Demostració. Sense pèrdua de generalitat podem suposar que els nombres borrosos discrets
A,B,C ∈ ALn1 tenen per αj-nivells els intervals definits de Ln [a

αj
1 ,aαj2 ], [bαj1 ,bαj2 ] i [cαj1 , cαj2 ]

respectivament, on 0 6 j 6 m.

P1. En aquest cas, els valors per a cada component del αj-nivell són aαj1 = a
αj
2 = n. Per

altra part, d’acord a la condició d’anidament dels αj-nivells (com A és un nombre
borrós discret, i donat el fet de que IT és la implicació residuada derivada de T
definida a Ln),

min
j6i6m

IT (n,aαi1 ) = min
j6i6m

aαi1 = a
αj
1

min
06i6m

IT (n,aαi2 ) = min
06i6m

aαi2 = aαm2

min
06i6j

IT (n,aαi2 ) = min
06i6j

aαi2 = a
αj
2 (5.28)

Ara, a partir de l’expressió (5.28) anterior, deduïm que els αj-nivells de IT(1n,A)
seran:

IT(1n,A)αj = [ min
j6i6m

IT (n,aαi1 )∧ min
06i6m

IT (n,aαi2 ), min
06i6j

IT (n,aαi2 )]

= [a
αj
1 ∧ aαm2 ,aαj2 ] = [a

αj
1 ,aαj2 ] = Aαj
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P2. ⇐ Suposem que A � B, aleshores per a cada nivell αj amb j ∈ {0, 1, · · · ,m} tenim
Aαj 6 Bαj , és a dir, aαj1 6 b

αj
1 i aαj2 6 b

αj
2 .

Ara, com IT és la implicació residuada obtinguda a partir de la t-norma T es
verifiquen les següents relacions

IT (a
αj
1 ,bαj1 ) =n

IT (a
αj
2 ,bαj2 ) =n

per a tot αj. Per tant IT(A,B)αj = [1, 1] per a tot αj amb j ∈ {0, 1, · · · ,m}.
Aleshores, IT(A,B) = 1n.

⇒ En aquest cas, notam que

min
j6i6m

IT (a
αi
1 ,bαi1 ) =n

min
06i6m

IT (a
αi
2 ,bαi2 ) =n

min
06i6j

IT (a
αi
2 ,bαi2 ) =n (5.29)

Per tant, a partir d’aquestes darreres expressions (5.29) i donat el fet de que IT
és la implicació residuada, obtenim per a cada αj que

a
αj
1 6 b

αj
1 i a

αj
2 6 b

αj
2 .

És a dir, A � B.

P3. Immediata a partir de l’apartat anterior.

P4. Si T(A,B) � C és clar per definició que IT(A,C) � B. Recíprocament, sabem d’acord
a la nota 5.2.5 que IT(A,C) ve donat, de fet, pel màximum, és a dir, per l’equació 5.25

i així obtenim

T(A, IT(A,C)) � C.

P5. S’ha provat en la demostració del teorema 5.2.4.

P6. És òbvia a partir de l’ítem P1 i del fet que IT és decreixent en la primera variable.

P7. Volem veure que
IT(A, IT(B,C)) = IT(T(A,B),C)

Per això, volem provar que els conjunts A i B donats per

A ={D ∈ ALn1 /T(A,D) � IT(B,C)}

B ={D ∈ ALn1 /T(T(A,B),D) � C}

són iguals. D’acord a la definició de IT , del teorema 5.2.4 i pel fet de que T és una
funció associativa, tenim

D ∈ A⇔ T(A,D) � IT(B,C)⇔T(A,D) � max{D ∈ ALn1 /T(B,D) � C}
⇔T(B,T(A,D)) � C⇔ T(T(B,A),D) � C⇔ D ∈ B

És a dir, A = B. Per tant,

IT(A, IT(B,C)) =max{D ∈ ALn1 /T(A,D) � IT(B,C)}

=max{D ∈ ALn1 /T(T(A,B),D) � C}
=IT(T(A,B),C)
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P8. És deriva de l’apartat anterior i del fet de que T és commutativa.

Corol.lari 5.2.9. Sigui T una t-norma discreta sobre Ln i T la seva extensió a ALn1 . Sigui IT la seva
implicació residual definida en ALn1 i derivada a partir de T. Aleshores (ALn1 , 10, 1n, min, max,T, IT)
és un reticle residuat fitat.

Demostració. Sabem segons el teorema 3.2.32 (AL1 , 10, 1n, min, max) és una reticle afitat. I la
residuació es deriva del les propietats de T i IT demostrades en la proposició anterior.

Exemple 5.2.10. Sigui L7 una cadena finita i considerem A,B ∈ A
L7
1 donats per

A ={0.7/2, 1/3, 0.9/4}
B ={0.6/1, 0.6/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5}

Els seus conjunts de nivells vindran dotats per:

A0.6 = [2, 4] A0.7 = [2, 4] A0.8 = [3, 4] A0.9 = [3, 4] A1 = [3, 3]

B0.6 = [1, 5] B0.7 = [3, 5] B0.8 = [4, 5] B0.9 = [4, 4] B1 = [4, 4]

Calcularem IT(A,B) en els següents dos casos:

• Sigui TL(x,y) = max{0, x+y− 7} la t-norma de Łukasiewicz i IT (x,y) = min{7, 7+y− x}
la seva implicació residuada. Aplicant la fórmula (5.8) obtenim

IT(A,B) = {0.6/6, 1/7}

• Ara sigui T(x,y) = min(x,y) la t-norma mínim i

Imin(x,y) =

7 if x 6 y

y si x > y

la seva implicació residuada. De nou aplicant la fórmula (5.8) obtenim

IT(A,B) = {0.6/1, 0.6/2, 0.6/3, 0.6/4, 0.6/5, 0.6/6, 1/7}

El teorema 5.2.4 demostra que per a cada t-norma T (que és extensió d’una t-norma T
definida sobre Ln) és possible construir la seva implicació residuada IT . Per altra banda,
sabem que si consideram la implicació residuada sobre Ln, IT , obtinguda a partir de la
t-norma T , podem estendre-la obtenint una funció d’implicació en ALn1 , que denotam per
ĨT . Notem que l’exemple 5.2.1 prova que, en general, IT 6= ĨT . Ara veurem en el següent
exemple que la situació és la mateixa pel cas de la t-norma de Łukasiewicz.

Exemple 5.2.11. Considerem la cadena L7 i siguin A,B els nombres borrosos discrets de l’exemple
anterior. Sigui T la t-norma de Łukasiewicz i IT la seva implicación residual. Per una part, recordem
que els α-nivells de ĨT , venen expressats per

ĨT (A,B)α = [IT (maxAα, minBα), IT (minAα, maxBα)].

Per tant,un senzill càlcul demostra que

ĨT (A,B) = {0.6/4, 0.6/5, 0.7/6, 1/7}.

Per altra part, hem vist en l’anterior exemple que

IT(A,B) = {0.6/6, 1/7}.
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Denotem per IS la (S,N)-implicació de Ln obtinguda a partir de la t-conorma S i la
única negació forta N(x) = n− x. Notem que, quan T és la t-norma de Łukasiewicz i S la
t-conorma de Łukasiewicz definides en Ln, és verifica que IT = IS (veure proposició 2.3.19

dels preliminars). Però, en el nostre entorn aquesta propietat no és certa. Efectivament,
és clar que ĨT = ĨS i, com l’extensió d’una (S,N)-implicació de Ln produeix una (S,N)-
implicació ALn1 , també és verifica que ĨS = IS. És a dir, en general,

IS = ĨT 6= IT .

5.3 el reticle de les funció d’implicació borroses

Es ben conegut [8] que en la família de totes les implicacions borroses, FI, definides sobre
l’interval unitat és possible considerar un ordre parcial que ve induït per l’ordre natural que
es defineix en el propi [0, 1]. Endemés, parelles de funcions d’implicacions no comparables,
generen noves funcions d’implicacions a partir de les operacions min(inf) i max(sup). Per
altra part, es possible considerar en aquest conjunt una estructura de reticle distributiu
complet de la següent manera.

Teorema 5.3.1. [8] La família (FI,6) és un reticle distributiu complet amb les operacions reticulars
següents:

(I∨ J))(x,y) = max(I(x,y), J(x,y)) per a tot x,y ∈ [0, 1]
(I∧ J)(x,y) = min(I(x,y), J(x,y)) per a tot x,y ∈ [0, 1]

on I, J ∈ FI.

Seguint una idea semblant, en aquesta secció volem estudiar la possibilitat de construir
noves funcions d’implicació en el reticle ALn1 , a partir de parelles de funcions d’implicació
I, J que són extensions d’una parella (I, J) de funcions d’implicació definides sobre la
cadena finita Ln. A més, provarem que en el conjunt de funcions d’implicació sobre ALn1 ,
FI(ALn1 ), que són extensions de funcions d’implicacions definides sobre Ln, és possible
construir una estructura de reticle distributiu. Per fer això necessitam unes definicions
prèvies.

Definició 5.3.2. Siguin I, I ′ ∈ FI(ALn1 ). Considerem l’aplicació binària

max(I, I ′) : ALn1 ×ALn1 → ALn1

(A,B)→ max(I, I ′)(A,B) = max(I(A,B), I ′(A,B))

on max és l’extensió a ALn1 de la t-conorma màxim sobre Ln.

Proposició 5.3.3. L’operació binària max(I, I ′) considerada abans és una funció d’implicació en el
reticle fitat ALn1 .

Demostració. Similar a la demostració en el cas de l’interval unitat [8].

Anàlogament podem definir,

Definició 5.3.4. Siguin I, I ′ ∈ FI(ALn1 ). Considerem l’aplicació binària

min(I, I ′) : ALn1 ×ALn1 → ALn1

(A,B)→ min(I, I ′)(A,B) = min(I(A,B), I ′(A,B))

on min és l’extensió a ALn1 de la t-norma mínim sobre Ln.
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I de manera semblant tenim la següent proposició,

Proposició 5.3.5. L’operació binària min(I, I ′) considerada abans és una funció d’implicació en el
reticle fitat ALn1 .

A partir del resultat anterior, és fàcil veure que FI(ALn1 ) té estructura de reticle amb les
operacions definides en les proposicions 5.3.3 i 5.3.5 interpretades com a unió i intersecció
respectivament.

Teorema 5.3.6. El conjunt FI(ALn1 ) és un reticle distributiu amb les operacions:

(I ∨ J)(A,B) =max(I, J)(A,B) (5.30)
(I ∧ J)(A,B) =min(I, J)(A,B) (5.31)

on I, J ∈ FI(ALn1 ) representen les extensions de les funcions d’implicació definides sobre la cadena
Ln, I i J respectivament.

Demostració. El teorema 3.2.32 afirma que (ALn1 , min, max) és un reticle fitat distributiu.
Ara, d’acord a les propietats que verifiquen les operacions max i min el resultat es dedueix
immediatament, ja que les propietats commutativa, associativa, idempotència, absorció
i distributivitat de les operacions ∨ i ∧ definides en 5.3.2 i en 5.3.4 respectivament, es
dedueixen immediatament de les propietats anàlogues de les operacions max i min en el
reticle ALn1 .

Ara bé, tant max(I, I ′) com min(I, I ′) són en realitat extensions d’implicacions sobre Ln
i, per tant pertanyen a FI(ALn1 ), com es veu en la següent proposició.

Proposició 5.3.7. Siguin I, I ′ funcions d’implicació sobre Ln i siguin I, I ′ les seves extensions a
ALn1 . Llavors es verifica que

i) max(I, I ′) és l’extensió a ALn1 de la funció d’implicació max(I, I ′) definida sobre Ln.

ii) min(I, I ′) és l’extensió a ALn1 de la funció d’implicació min(I, I ′) definida sobre Ln.

Al llarg d’aquest capítol hem vist que si les funcions d’implicació I, I ′ definides sobre
Ln satisfan certes propietats, com ara, el principi d’intercanvi o la llei de contraposició
aleshores les seves extensions I, I ′ a Aln1 també les verifiquen. Emprant aquest fet tenim,

Proposició 5.3.8. Siguin I, I ′ una parella de funcions d’implicació en Ln i siguin I, I ′ les seves
extensions a AL1 .

i) Si les funcions d’implicació I i I ′ són implicacions frontera a Ln aleshores max(I, I ′) i min(I, I ′)
també ho són en el reticle ALn1 .

ii) Si I, I ′ verifiquen (CL) llavors max(I, I ′) i min(I, I ′) satisfan (CL)

Demostració. Només demostrarem el cas de la funció max(I, I ′) perquè l’altre cas min(I, I ′)
és semblant.

i) D’acord a la proposició 5.1.9 sabem que si I és una implicació frontera llavors la seva
extensió I també ho és a ALn1 . Aleshores per a tot B ∈ ALn1

max(I, I ′)(1n,B) = max(I(1n,B), I ′(1n,B))
= max(B,B)
= B

Similarment pel mínim.
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ii) Volem provar que

max(I, I ′)(A,B) = max(I, I ′)(N(B),N(A))

Per tant,

max(I, I ′)(A,B) = max(I(A,B), I ′(A,B))
Com I, I ′ verifiquen la propietat (CL)

= max(I(N(B),N(A)), I ′(N(B),N(A)))

= max(I, I ′)(N(B),N(A))

Baczyński i Jayaram [8], estudiem funcions d’implicació que no satisfan la llei de con-
traposició (CL) respecte de certes funcions de negació definides en l’interval unitat [0, 1].
En aquest cas, aquests autors consideren un tipus de funcions d’implicació anomenades
implicacions recíproques. Endemés, investiguen l’estructura de reticle que presenten.

Motivat per aquestes idees, volem investigar la possibilitat de construir funcions d’impli-
cació recíproques definides en el reticle ALn1 .

Definició 5.3.9. Sigui N la negació forta definida en Ln, N la seva extensió a ALn1 i I ∈ FI(ALn1 ).
L´aplicació

IN : ALn1 ×ALn1 → ALn1

(A,B)→ IN(A,B)

on IN(A,B) = I(N(B),N(A)) s’anomenarà N-recíproca de I.

Teorema 5.3.10. Per a cada I ∈ FI(ALn1 ), es verifica que IN pertany al conjunt FI(ALn1 ).

Demostració. Considerem A,B,C ∈ ALn1 .

Decreixent en la primera variable:

Com N és una negació forta en el reticle ALn1 ,es té que si A � B aleshores N(B) �
N(A). Per altra part, com I creixent en la segona variable,

IN(A,C) = I(N(C),N(A)) � I(N(C),N(B)) = IN(B,C)

Creixent en la segona variable:

Com N és una funció de negació forta en el reticle AL1 , tenim que si B � C aleshores
N(B) � N(C). Però, com I és decreixent en la primera variable,

IN(A,B) = I(N(B),N(A)) � I(N(C),N(A)) = IN(A,C)

Condicions frontera:

IN(10, 10) =I(N(10),N(10)) = I(1n, 1n) = 1n
IN(1n, 1n) =I(N(1n),N(1n)) = I(10, 10) = 1n
IN(10, 10) =I(N(10),N(1n)) = I(1n, 10) = 10
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Proposició 5.3.11. Sigui N la negació forta en el reticle ALn1 . Si I, J ∈ FI(ALn1 ) alehores l’operació
considerada en la definició 5.3.9 preserva l’ordre, és a dir,

I � J implica que IN � JN (5.32)

i endemés, també preserva les operacions reticulars, això és,

(I ∨ J)N = IN ∨ JN (5.33)
(I ∧ J)N = IN ∧ JN (5.34)

Demostració. Com I � J llavors per a tota parella A,B ∈ ALn1 es verifica la relació I(A,B) �
J(A,B). En particular, si consideram N(A),N(B) ∈ ALn1 ,

IN(A,B) = I(N(B),N(A)) � J(N(B),N(A)) = JN(A,B)

Per tant la relació (5.32) queda provada.
Ara, només demostrarem la relació (5.33) perquè l’altre cas (5.34) és similar. Per a cada

A,B ∈ ALn1

(I ∨ J)N(A,B) = (I ∨ J)(N(B),N(A))

= max(I, J)(N(B),N(A))

= max(I(N(B),N(A)), J(N(B),N(A)))

= max(IN(A,B), JN(A,B))
= max(IN, JN)(A,B)
= (IN ∨ JN)(A,B)

Aquesta proposició implica que l’operació donada en la definició 5.3.9 preserva l’estruc-
tura de reticle en FI(ALn1 ). Finalment, a partir del teorema 5.3.6 i de la proposició 5.3.11,
tenim

Teorema 5.3.12. El conjunt de totes les funcions d’implicació recíproques és un reticle distributiu.





6
P R O C E S S O S D ’ A G R E G A C I Ó E N E L C O N J U N T D E N O M B R E S
B O R R O S O S D I S C R E T S

6.1 introducció

És ben conegut el problema d’agregar una col·lecció de dades (numèriques, borroses, etc)
per tal d’obtenir un valor promig que pugui representar aquesta informació. Tal problema
de fusió, està present en un nombre creixent d’àrees que no només inclouen les de ma-
temàtiques i física, sinó també branques tan diverses del coneixement com l’enginyeria,
l’economia, les ciències socials, etc [12, 94, 134, 147, 148, 156, 157, 158]. Habitualment, quan
s’utilitzen dades borroses per realitzar una descripció de la informació, per exemple em-
prant nombres borrosos [148, 147], no es sol emprar un mètode que agregui directament la
informació borrosa (per exemple, obtenint també un nombre borrós que faci una descripció
el més acurada possible de les dades borroses agregades) sinó que generalment solen
emprar un procés de defusificació previ, i finalment amb aquestes noves dades obtingudes,
és usual considerar una mitjana ponderada o un altre operador d’agregació per obtenir un
valor representatiu. Un objectiu d’aquest capítol, ha estat construir operadors que agreguin
directament nombres borrosos discrets, i com a resultat d’aquesta operació, obtenir un
nombre borrós discret que representi el més adientment possible les dades descrites per
aquests conjunts borrosos. D’aquesta forma, pensam que s’evitarà una pèrdua d’informació
en els processos de defusificació tradicionalment considerats a l’hora d’agregar informació
expressada com a conjunts borrosos.

Per aquesta raó, s’han proposat diferents possibilitat d’estendre funcions d’agregació
definides en una cadena finita Ln sobre el reticle fitat distributiu ALn1 . S’ha demostrat
que aquestes extensions produeixen funcions d’agregació sobre aquest reticle i que a
més conserven moltes de les propietats de la funció d’agregació inicial. Així, hem vist
que extensions de t-normes, t-conormes, uninormes, nulnormes i, en general, funcions
d’agregació sobre Ln produeixen anàlogues funcions sobre el reticle borrós discret. El
que ens plantejam ara, és la possibilitat d’emprar aquestes noves funcions d’agregació, en
diferents problemes de presa de decisions. En aquest sentit, cal tenir present que aquesta
proposta inclou dues idees noves. Per una part, l’utilització d’aquests nous operadors
d’agregació borrosos en la presa de decisions, i per una altra part, la possibilitat d’emprar
directament informació borrosa produint també, una decisió expressada com un nombre
borrós discret resultat de l’agregació efectuada.

6.2 presa de decisions basades t-normes i t-conormes borroses discre-
tes

Considerem una situació on hi ha un grup d’experts, i cadascun d’ells avalua una alternativa
basada en un únic criteri. A més, per a realitzar aquesta valoració, es suposa que els
especialistes utilitzen una escala ordinal finita L (per exemple, L = {N,MB,B,M,A,MA,E}
on les etiquetes es refereixen als termes lingüístics nul, molt baix, baix, mitja, alt, molt alt
i excel·lent). Es ben conegut, que aquesta pot ser interpretada com una cadena finita de
nombres naturals consecutius Ln (en el cas anterior, L6). Suposem endemés, que cadascun
dels avaluadors té assignat un grau de credibilitat que ponderarà l’avaluació que realitzi
i que dita ponderació s’expressarà amb un valor de l’escala ordinal elegida. En aquesta
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situació, el que tindrem és una col·lecció finita de parelles (wi,ai) (tantes com experts)
on wi,ai ∈ Ln, i on wi indicarà el pes associat a la valoració ai efectuada per l’i-èssim
expert (generalment basada en la credibilitat o importància que s’atribueix a dit expert). Un
objectiu ben conegut és trobar funcions d’agregació adients per aquest tipus de problema.

Yager [158] suggereix un marc general per avaluar t-normes i t-conormes ponderades
definides sobre una escala ordinal Ln, que resolen perfectament aquest problema inicial-
ment plantejat. Per fer això, desenvolupa un marc teòric, i construeix operadors basats en
t-conormes o t-normes, per a realitzar l’agregació d’una col·lecció d’arguments de la forma
(w1,a1), · · · , (wk,ak), i on, en aquestes expressions, els valors aj representen els valors
argumentals (és a dir, la valoració efectuada per l’expert "j") i els valors wj representen el
pes que mesura la importància associada a cada argument aj (interpretat com un grau de
credibilitat atorgat a cada expert "j") sent aj,wj ∈ Ln per a tot j = 1, · · · ,k.

Els dos mètodes que proposa són els següents:

a) Per a obtenir l’agregació dels valors (w1,a1), (w2,a2), · · · , (wk,ak):

1. En primer lloc transformam cada parella (wi,ai) en un únic valor bi = T(wi,ai)
on T és una t-norma sobre la cadena Ln.

2. A partir dels valors obtinguts anteriorment, calculam S(b1, · · · ,bn).

b) Per a obtenir l’agregació dels valors (w1,a1), (w2,a2), · · · , (wk,ak):

1. En primer lloc, transformam cada parella (wi,ai) en un únic valor di = S(wi,ai)
on S és una t-conorma sobre la cadena Ln i wi = N(wi), on N representa la
única negació forta existent en la cadena finita Ln.

2. A partir dels resultats obtinguts anteriorment, calculam T(d1, · · · ,dn).

Nota 6.2.1. En cadascuns dels dos mètodes proposats per Yager, quan es consideren graus de
credibilitat als experts, es transforma cada parella (wi,ai) amb i = 1, · · · ,k, en un únic valor
de la cadena finita Ln que s’obté emprant una funció (en el primer cas, una t-norma que s’aplica
directament sobre la parella; i en el segon cas, una t-conorma que s’aplica al transformat de wi
per la negació forta sobre Ln, N, amb el valor ai) que anomena funció d’importància. L’obtenció
d’aquestes depèn de l’operador d’agregació que s’empri, i a més, de les propietats que se li exigeix:
monotonia, consistència, etc. (Veure [156, 157, 158])

Si ens basam en aquesta idea, i d’acord amb el que hem desenvolupat en els capítols
anteriors, és possible considerar dues generalitzacions de cadascun d’aquests mètodes. En
el nostre cas, els valors ai seran considerats nombres borrosos discrets que pertanyent
al reticle ALn1 . A més dels valors ai, també considerarem els pesos associats a cadascun
d’aquests elements, com a nombres borrosos discrets del reticle ALn1 . Per tant el que farem
a continuació, i en la pròxima secció 6.2.2, és proposar dues possibles extensions d’aquests
procediments d’agregació que es basaran en la teoria exposada en aquest capítol.

Vegem en la següent secció una generalització del primer mètode, mètode A) de Yager i
desprès en veurem una altra del segon mètode.

6.2.1 t-conormes ponderades borroses discretes

Siguin T i S una t-norma suau i una t-conorma suau respectivament sobre Ln. Endemés,
siguin T i S les seves respectives extensions, d’acord al teorema 4.2.15 i a la nota 4.2.16. I
finalment considerem A1,A2, · · · ,Ak ∈ ALn1 .

El problema és agregar A1,A2, · · · ,Ak ∈ ALn1 , possiblement ponderats, amb pesos
{wi}{i=1···k} que pertanyen a la cadena finita Ln. Per a poder operar, cada pes ωi ∈ Ln el
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considerarem com el nombre borrós discret 1ωi ∈ ALn1 i llavors el procediment serà com
segueix:

Primer pas: Transformam cada parella (1wi ,Ai) en un nombre borrós discret que pertany
a ALn1 , Bi = T(1wi ,Ai), on el seus α-conjunts de nivell vindran donats per

T(1wi ,Ai)
α = {z ∈ Ln | T(wi, minAαi ) 6 z 6 T(wi, maxAαi )}

per a cada α ∈ [0, 1].

Segon pas: Obtenim l’agregació de tots els Bi = T(1wi ,Ai) amb i = 1, · · · ,k, donada per
S(B1, · · · ,Bk). Anomenarem a aquesta operació t-conorma ponderada borrosa discreta.

El valor S(B1, · · · ,Bk) és un nombre borrós discret que pertany al reticle ALn1 que té
per α-conjunts de nivell els conjunts:

{z ∈ Ln | S(minBα1 , · · · , minBαn) 6 z 6 S(maxBα1 , · · · , maxBαn)}

per a cada α ∈ [0, 1].

Nota 6.2.2. Si wi = n per a cada i = 1, · · · ,k aleshores Bi = T(1n,Ai) = Ai per a tot
i = 1, · · · ,k. Per tant, l’agregació resultant seria

S((1n,A1), (1n,A2), · · · , (1n,Ak)) = S(A1, · · · ,Ak)

Una altra possibilitat seria considerar els pesos ωi també com a nombres borrosos discrets
de ALn1 . Llavors,

El problema és agregar valors que pertanyen al reticle ALn1 , possiblement ponderats, amb
pesos {Wi}{i=1···k} que també pertanyen a ALn1 . Per tant:

Primer pas: Transformam cada parella (Wi,Ai) en un nombre borrós discret que pertany
al reticle ALn1 , Bi = T(Wi,Ai), que té per α-conjunts de nivell, els conjunts

T(Wi,Ai)α = {z ∈ Ln | min T(minWα
i , minAαi ) 6 z 6 T(maxWα

i , maxAαi )}

per a cada α ∈ [0, 1].

Segon pas: Calculam el valor S(B1, · · · ,Bn) que serà el nombre borrós discret del reticle
ALn1 que té per α-conjunts de nivell, el conjunts

{z ∈ Ln | S(minBα1 , · · · , minBαk ) 6 z 6 S(maxBα1 , · · · , maxBαn)}

per a cada α ∈ [0, 1].

A continuació proposam un exemple de presa de decisions on s’aplica el mètode exposat
abans.

Exemple 6.2.3. Considerem l’escala ordinal L = {N,MB,B,M,A,MA,P} on les lletres es refe-
reixen als termes lingüístic nul, molt baix, baix, mitja, alt, molt alt i perfecte. Endemés, aquests
termes estan llistats en ordre creixent: N ≺ MB ≺ B ≺ M ≺ A ≺ MA ≺ P. És obvi que
es possible considerar una aplicació bijectiva entre aquesta escala lingüística L i la cadena finita
L6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} amb l’ordre usual. A més, cada subconjunt borrós normal convex definit
sobre l’escala L pot ser considerat com un nombre borrós discret del reticle AL61 , i viceversa.

Suposem que tres experts donen la seva opinió sobre una determinada decisió comercial i que
aquestes opinions estan expressades per tres nombres borrosos discrets O1,O2,O3 ∈ A

L6
1 . Endemés,

cada expert té un grau de coneixement que vindrà determinat pels valors w1,w2,w3 ∈ L6
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respectivament. L’objectiu serà combinar cadascuna d’aquestes valoracions individuals per obtenir
una decisió que pugui ser representativa de les opinions efectuades per aquest grup d’experts.

Considerem els nombres borrosos discrets

O1 ={0.3/1, 0.4/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5, 0.6/6}
O2 ={0.2/0, 0.4/1, 1/2, 0.4/3, 0.2/4}
O3 ={0.5/2, 0.6/3, 0.7/4, 1/5, 0.7/6}

que pertanyent al reticle AL61 (representats a la figura 28). A més, considerem TŁ(x,y) = max(0, x+
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Figura 28: Opinions dels 3 experts corresponent a l’exemple 6.2.3. Les creus blaves re-
presenten l’avaluació del primer expert expressada amb el nombre borrós
discret O1 ∈ A

L6
1 , els rombes vermells representen l’avaluació del segon ex-

pert O2 ∈ A
L6
1 , i els triangles verds representen l’avaluació del tercer expert

O3 ∈ A
L6
1 .

y− 6) i SŁ(x,y) = min(6, x+ y) la t-norma i la t-conorma de Łukasiewicz, respectivament.

Primer cas:

En aquest, els pesos venen donats pels valors w1 = 2,w2 = 3 i w3 = 2, que pertanyen a la
cadena L6 per a O1,O2 i O3 respectivament. Si nosaltres aplicam el mètode proposat:

1. Transformam cada parella (wi,Oi) en un nombre borrós discret que pertany al reticle
A
L6
1 , d’acord al valor Bi = T(1wi ,Ai) on i = 1, 2, 3. Així, obtenim

B1 ={1/0, 0.8/1, 0.6/2}
B2 ={1/0, 0.2/1}
B3 ={0.7/0, 1/1, 0.7/2}

Aquests nombres borrosos discrets es poden veure representats en la figura 29.

2. Calculam ara l’agregació S(B1,B2,B3). Finalment resulta

S(B1,B2,B3) = {0.7/0, 1/1, 0.8/2, 0.7/3, 0.6/4, 0.2/5}

representat en la figura 30. Ara, expressam aquest nombre borrós discret com un sub-
conjunt borrós discret de la cadena ordinal L = {N,MB,B,M,A,MA,P}. Finalment
l’agregació obtinguda que representarà la decisió final serà el subconjunt borrós

GCO = {0.7/N, 1/MB, 0.8/B, 0.7/M, 0.6/A, 0.2/MA}



6.2 presa de decisions basades t-normes i t-conormes borroses discretes 129
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Figura 29: En la figura es representen els transformats Bi = T(1ωi ,Oi) per a i = 1, 2, 3
del primer cas de l’exemple 6.2.3. El nombre borrós discret B1 està representat
per creus blaves, el nombre borrós discret B2 per triangules verds i B3 està
representat rombes vermells.

Per tant, la decisió comercial serà molt baixa. Per exemple, si la decisió comercial es
tractàs de la venta d’una partida d’accions d’una determinada empresa, la decisió que es
prendria, en aquest cas, seria de no vendre aquest paquet d’accions.
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Figura 30: El nombre S(B1,B2,B3) = {0.7/0, 1/1, 0.8/2, 0.7/3, 0.6/4, 0.2/5} determinarà la
decisió final sobre la proposta comercial avaluada.

Segon cas:

En aquest cas, els pesos considerats són els nombres borrosos discrets

W1 ={0.6/1, 0.8/2, 1/3, 0.7/4}
W2 ={0.4/2, 0.6/3, 1/4, 0.8/5}
W3 ={0.4/3, 0.6/4, 1/5, 0.8/6}

que pertanyen al reticle AL61 , per a O1,O2 i O3 respectivament. Si aplicam el procediment
abans esmentat:

1. Transformam cada parella (Wi,Oi) en un nombre borrós discret del reticle AL61 , Bi =
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T(Wi,Ai) on i = 1, 2, 3. Així, obtenim

B1 ={0.8/0, 1/1, 0.8/2, 0.7/3, 0.6/4}
B2 ={1/0, 0.8/1, 0.4/2, 0.2/3}
B3 ={0.5/0, 0.6/1, 0.6/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5, 0.7/6}

Aquests nombres borrosos discrets estan representats en la figura 31.
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Figura 31: En la figura es representen els transformats Bi = T(Wi,Oi) per a i = 1, 2, 3
del segon cas de l’exemple 6.2.3. El nombre borrós discret B1 està representat
per creus blaves, el nombre borrós discret B2 per triangules verds i B3 està
representat rombes vermells.

2. Calculam l’agregació S(B1,B2,B3). Finalment, resulta

S(B1,B2,B3) = {0.5/0, 0.6/1, 0.6/2, 0.7/3, 0.8/4, 1/5, 0.8/6}

representat en la figura 32. Ara, si expressam aquest nombre borrós discret com un
subconjunt borrós de la cadena ordinal L = {N,MB,B,M,A,MA,P} resulta

GCO = {0.5/N, 0.6/MB, 0.6/B, 0.7/M, 0.8/A, 1/MA, 0.8/P}

Per tant, en aquest cas la decisió comercial és molt favorable. Per exemple, si la decisió
comercial és vendre un paquet d’accions d’una companyia, la decisió final serà vendre
aquestes accions.

En la següent secció proposam una altra generalització del mètode B) proposat per Yager
on, en aquest cas, es considerem com a operadors extensions de t-normes n-dimensionals i
les aplicarem a l’avaluació subjectiva.

6.2.2 t-normes ponderades borroses discretes: Agregacions d’avaluacions subjectives

En els darrers anys, un gran nombre d’investigadors han aplicat conceptes propis de la
teoria de conjunts borrosos amb l’objectiu d’obtenir mètodes més eficients per a realitzar
avaluacions d’estudiants. En aquesta direcció, destacar els treballs de R. Biswas [15] on
proposa l’ús d’una escala lingüística borrosa i una funció de similaritat que utilitzarà,
juntament amb una funció d’agregació (mitjana ponderada), per obtenir la nota final
d’un determinat tipus de qüestionaris. Aquest mètode mostra una bona aplicació de
la teoria de conjunts borrosos [161] en l’educació. Amb aquesta idea, Chen i Lee [53],
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Figura 32: El nombre S(B1,B2,B3) = {0.5/0, 0.6/1, 0.6/2, 0.7/3, 0.8/4, 1/5, 0.8/6} determina-
rà la decisió final sobre la proposta comercial avaluada.

presenten un primer mètode que intenta millorar el proposat per Biswas. El procediment
presentat per aquests autors, resol els principals problemes que presentava el mètode de
Biswas (gran quantitat de temps per a la realització dels càlculs i certes ambigüitats en
l’assignació de les notes borroses), i a més, resulta més senzill d’aplicar a l’hora d’obtenir el
resultat de l’avaluació dels estudiants. Seguint l’idea de modelitzar avaluacions mitjançant
subconjunts borrosos, Wang i Chen (veure [147] i [148]), presenten una altre algorisme
per l’avaluació de qüestionaris d’estudiants emprant nombres borrosos. Així, cadascun
dels valors avaluats venen associats amb un grau de confidència entre 0 i 1, i un grau
d’optimisme de l’avaluador, que permetrà calcular finalment un valor que representarà la
nota final aconseguida en aquest procés d’avaluació.

De fet, una característica que s’observa en tots aquests mètodes d’avaluació, és que, en
aquests processos es planteja el problema d’agregar una col·lecció d’entrades per obtenir un
valor mitjà representatiu. El que passa en els mètodes exposats abans [15, 147, 148], és que
els nombres borrosos o etiquetes lingüístiques borroses emprades per cada avaluador, no
són directament agregades, sinó que prèviament són defusificades, i desprès una mitjana
aritmètica ponderada dels valors defusificats, és habitualment emprada per obtenir la
valoració final. El nostre objectiu serà aplicar t-normes ponderades borroses per agregar
directament les avaluacions subjectives (expressades com a nombres borrosos discrets
amb suport un subconjunt de nombres naturals consecutius de Ln), perquè d’aquesta
forma pensam que es perdrà menys informació donat que en el procés d’agregació sempre
utilitzam informació borrosa que produirà també un subconjunt borrós del mateix tipus.

Abans de començar repassarem un dels principals mètodes que es troben en la literatura.

Mètode de Wang i Chen

En el mètode de Wang i Chen, és proposen 9 nivells de satisfacció per avaluar als estudiants,
a partir de les respostes que s’han donat a les preguntes plantejades en els qüestionaris.
Els nivells de satisfacció atorgats a cada resposta per aquests autors són: Extremadament
Dolenta, Molt Dolenta, Dolenta, Més o manco Dolenta, Normal, Més o manco Bona, Bona,
Molt Bona i Extremadament bona.

Aquests nou nivells de satisfacció estan representats per nombres borrosos triangulars
(veure la taula 1). Cada nivell de satisfacció Fi, és associat amb el grau de confidència αi
de l’avaluador. El concepte de grau de confidència associat a cada nivell de satisfacció, que
s’ha atorgat a cada pregunta puntuada, és entès com el grau de certesa de l’avaluador. Per
tant, aquests autors interpreten que, el major grau de confidència que s’associa amb el
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nivell de puntuació assignat a la resposta de cada pregunta, és el major grau de certesa que
un avaluador puntua d’acord al nivell de significació assignat a la resposta de la qüestió.

En concret el procés que utilitzen aquests autors és:

• Pas 1: Calculam el αi-conjunt de nivell (Fi)αi del nombre borrós Fi, amb 0 6 i 6 k,
aleshores (Fi)αi = [ai,bi], per a cada 0 6 i 6 k.

• Pas 2: Calculam la mitjana aritmètica ponderada dels intervals (Fi)αi , amb 0 6 i 6 k,
és a dir, l’interval:

[m1,m2] =

k∑
i=1

si(Fi)αi

k∑
i=1

si

=


k∑
i=1

siai

k∑
i=1

si

,

k∑
i=1

sibi

k∑
i=1

si


• Pas 3: La nota total de l’estudiant és determinada de la següent manera:

(1− λ)×m1 + λ×m2

on λ denota l’índex d’optimisme determinat per l’avaluador i on el paràmetre λ ∈
[0, 1]. Finalment aquesta nota té associat un grau de confidència que es calcula a partir
de l’expressió min(αi), on 0 6 i 6 k.

Els nombres borrosos triangulars emprats per Wang i Chen com a nivells de satisfacció
estan representats en la següent taula:

Nivells de satisfacció Nombre borrós triangular

Extremadament Bona (100,100,100)

Molt Bona (90,100,100)

Bona (70,90,100)

Més o manco Bona (50,70,90)

Normal (30,50,70)

Més o manco Dolenta (10,30,50)

Dolenta (0,10,30)

Molt Dolenta (0,0,10)

Extremadament Dolenta (0,0,0)

Taula 1: Nivells de satisfacció

Vegem un exemple senzill d’aplicació d’aquest mètode:

Exemple 6.2.4. Suposem que el qüestionari inclou 4 qüestions i que l’avaluador puntua cadascuna
d’elles emprant els nombres borrosos que podem veure en la taula 2 respectivament.

Els intervals de confidència associats als corresponents nivells de significació de les pregun-
tes Q1,Q2,Q3 i Q4 són [65, 75], [90, 90], [25, 35] i [99.5, 100] respectivament (Es poden veure
representats en la figura 33.)

Ara, si consideram s1 = s2 = s3 = s4 = 25, aleshores la mitjana aritmètica dels intervals és
[69.875, 75]. Finalment, si agafam λ = 0.75 com a índex d’optimisme, obtenim que la nota total serà
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Qüestion No. Nivell de Satisfacció
Grau de

confidència dels
Nivells de significació

Q1 Més o manco Bona 0.75

Q2 Bona 1

Q3 Més o manco Dolenta 0.75

Q4 Molt Bona 0.95

Taula 2: Mètode de Wang i Chen segons l’exemple 6.2.4
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Figura 33: Interval de confidència

73.71875. Sent el grau de confidència de la nota total de l’estudiant igual a min(0.75, 0.75, 1, 0.95) =
0.75.

A la vista de l’exemple 6.2.4, Wang i Chen agregen intervals que han estat obtinguts
a partir d’un procés de defusificació dels nombres borrosos emprats en el procés de
puntuació de les preguntes avaluades. A partir d’aquesta assignació, s’obté un nou interval
que serà defusificat emprant l’index d’optimisme. D’aquesta forma, es veu que els nombres
borrosos inicialment considerats, no són agregats directament, ni el resultat final del procés
avaluador s’expressa com un nombre borrós. Aquests autors el que fan és calcular una
mitjana aritmètica ponderada dels intervals obtinguts a través del procés de defusificació, i
finalment, amb aquest nou interval obtenen un valor numèric final (que serà el resultat de
l’avaluació) emprant una funció que depèn de l’index d’optimisme elegit.

En conclusió, en el mètode anterior, així com els procediments establerts en [15, 53,
147, 148] els nombres borrosos no són agregats directament. Per tant, en el procés de
defusificació una gran quantitat d’informació i de característiques es perden. Per aquesta
raó, pensam que la possibilitat de construir funcions d’agregació que agreguin directament
subconjunts borrosos i que produeixin com a resultat un subconjunt borrós de la mateixa
família, implicaria una minimització de la pèrdua d’informació a l’hora de realitzar un
procés d’avaluació borrosa.

El següent mètode proposa un possible camí per obtenir una avaluació subjectiva basant-
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nos en operadors ponderats discrets borrosos.

Primer cas:

El problema que ens plantejam és agregar valors del conjunt ALn1 , possiblement
ponderats, amb pesos {wi}{i=1···k} que pertanyen a la cadena finita Ln. Per tant,

Primer pas:

Transformam cada parella (1wi ,Ai) en un nombre borrós discret que pertany al
reticle ALn1 , Bi = S(N(1wi),Ai), on els seus α-conjunts de nivells,

S(N(1wi),Ai)
α = {z ∈ Ln | S(N(wi), minAαi ) 6 z 6 S(N(wi), maxAαi )}
= {z ∈ Ln | S(n−wi, minAαi ) 6 z 6 S(n−wi, maxAαi )}

per a cada α ∈ [0, 1].

Segon pas:

Calculam l’agregació T(B1, · · · ,Bk).

El valor T(B1, · · · ,Bk) és un nombre borrós discret que té per α-conjunts de
nivells els conjunts T(B1, · · · ,Bk)α, definits com

{z ∈ Ln | T(minBα1 , · · · , minBαk ) 6 z 6 T(maxBα1 , · · · , maxBαk )}

per a cada α ∈ [0, 1].

Nota 6.2.5. Podem observar que si wj = n per a tot j = 1, · · · ,k aleshores N(1wj) = 10 i
Bi = S(N(1n),Ai) = Ai per a tot j = 1, · · · ,k. Llavors, l’agregació resultant seria:

T(S(N(1n),A1), · · · , S(N(1n),Ak)) = T(A1, · · · ,Ak).

Segon cas:

Podríem igualment considerar els pesos com a nombres borrosos discrets de ALn1 .
Llavors, el problema és agregar valors del reticle ALn1 , possiblement ponderats, amb
pesos {Wi}{i=1···k} que també pertanyen al reticle ALn1 . D’aquesta forma,

Primer pas:

Transformar cada parella (Wi,Ai) en un nombre borrós discret que pertany al
reticle ALn1 , Bi = S(N(Wi),Ai), que té per α-conjunts de nivell, S(N(Wi),Ai)α,
els següents conjunts

{z ∈ Ln | S(minN(Wi)
α, minAαi ) 6 z 6 S(maxN(Wi)

α, maxAαi )}

per a cada α ∈ [0, 1], i N(Wi) construïts d’acord a la proposició 4.2.27.

Segon pas:

Calculam el valor T(B1, · · · ,Bk), que serà el nombre borrós discret que té per
α-conjunts de nivells, T(B1, · · · ,Bk)α, els conjunts

{z ∈ Ln | T(minBα1 , · · · , minBαk ) 6 z 6 T(maxBα1 , · · · , maxBαk )}

per a cada α ∈ [0, 1].
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Exemple 6.2.6. Considerarem la mateixa escala lingüística proposada per Wang i Shen [148]
L = {EB,VB,B,MB, F,MG,G,VH,EG} identificada amb L8, on aquests termes estan expressats
en ordre creixent:

EB ≺ VB ≺ B ≺MB ≺ F ≺MG ≺ G ≺ VH ≺ EG.

Suposem també que tres experts donen la seva opinió sobre un aspecte d’una determinada aptitud
educativa d’un alumne (per exemple, necessitat d’ajuda psicològica, aptituds envers a ciències
o lletres, avaluar la maduresa personal, etc.) i que aquestes opinions estan expressades per tres
nombres borrosos discrets O1,O2,O3 ∈ A

L8
1 . Endemés, cada expert té un grau de coneixement

w1,w2,w3 ∈ L8 respectivament. El propòsit es combinar les opinions individuals per aconseguir
una opinió final basada en t-normes i t-conormes borroses discretes ponderades.

Suposem que les opinions atorgades per cada expert són

O1 ={0.3/3, 0.4/4, 0.7/5, 1/6, 0.8/7, 0.6/8}
O2 ={0.2/2, 0.4/3, 1/4, 0.4/5, 0.2/6}
O3 ={0.5/4, 0.6/5, 0.7/6, 1/7, 0.7/8}

que òbviament pertanyen al reticle A
L8
1 (representats a la figura 34). A més, considerem la t-

norma de Łukasiewicz TŁ(x,y) = max(0, x+ y− 8) i la t-conorma de Łukasiewicz SŁ(x,y) =
min(8, x+ y).
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Figura 34: Opinions dels 3 experts corresponent a l’exemple 6.2.6. Les creus blaves repre-
senten l’opinió del primer expert O1, els rombes vermells representen l’opinió
del segon expert O2, i els triangles verds representen la del tercer expert O3.

Primer cas:

En aquest cas els pesos considerats són w1 = 5,w2 = 4 i w3 = 3 que pertanyen a la cadena
L6 per a O1,O2 i O3 respectivament. Si aplicam el procediment proposat:

1. Transformam cada parella (wi,Oi) en un nombre borrós discret del reticle AL81 , Bi =
S(N(1wi),Ai) on i = 1, 2, 3. Així, obtenim

B1 ={0.3/6, 0.4/7, 1/8}
B2 ={0.2/6, 0.4/7, 1/8}
B3 ={1/8}
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2. Calculam l’agregació T(B1,B2,B3). Finalment resulta

T(B1,B2,B3) = {0.2/4, 0.3/5, 0.4/6, 0.4/7, 1/8}

Ara, expressam aquest nombre borrós discret com un subconjunt normal de l’escala
ordinal L = {EB,VB,B,MB, F,MG,G,VH,EG}. Finalment la decisió final serà

DF = {0.2/F, 0.3/MG, 0.4/G, 0.4/VH, 1/EG}

Per tant, l’opinió de consens sobre l’aspecte educatiu tractat és molt favorable (veure
figura 35). Per exemple, en el cas de considerar com aspecte la possibilitat d’ajuda
psicològica a l’alumne avaluat, la decisió final serà favorable a la mateixa.
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Figura 35: Representació del nombre borrós discret que representa la decisió final obtingu-
da aplicant el procés descrit al primer cas de l’exemple 6.2.6.

Segon cas:

En aquest cas els pesos considerats seran

W1 ={0.6/1, 0.8/2, 1/3, 0.7/4}
W2 ={0.4/2, 0.6/3, 1/4, 0.8/5}
W3 ={0.4/3, 0.6/4, 1/5, 0.8/6}

per a O1,O2 i O3 respectivament, que pertanyen al reticle AL81 . Si aplicam el procediment
proposat:

1. Transformam cada parella (Wi,Oi) en un nombre borrós discret de AL81 , Bi = S(N(Wi),Ai)
on i = 1, 2, 3. Així,

B1 ={0.3/7, 1/8}
B2 ={0.2/5, 0.4/6, 0.8/7, 1/8}
B3 ={0.5/6, 0.6/7, 1/8}

2. Calculam l’agregació T(B1,B2,B3). Finalment resulta

T(B1,B2,B3) = {0.2/2, 0.3/3, 0.4/4, 0.5/5, 0.6/6, 0.8/7, 1/8}

expressam aquest nombre borrós discret com un subconjunt normal de l’escala ordinal
L = {EB,VB,B,MB, F,MG,G,VH,EG}. Finalment la decisió final serà

DF = {0.2/B, 0.3/MB, 0.4/F, 0.5/MG, 0.6/G, 0.8/VH, 1/EG}



6.3 evaluacions subjectives basades en extensions d’uninormes discretes 137

Per tant, l’opinió de consens sobre l’aspecte educacional tractat és molt favorable (veure
figura 36) . Per exemple, en el cas de considerar com aspecte educacional la valoració
d’aptituds respecte de posteriors estudis relacionats en ciències, la decisió final serà
favorable a la mateixa.
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Figura 36: Representació del nombre borrós discret que representa la decisió final obtingu-
da aplicant el procés descrit del segon cas de l’exemple 6.2.6.

6.3 evaluacions subjectives basades en extensions d’uninormes discretes

Com s’ha comentat en la secció anterior, un gran nombre d’investigadors [15, 53, 148, 147]
han proposats mètodes d’avaluació emprant conceptes propis de conjunts borrosos. El que
proposam ara en la subsecció 6.3.1 és emprar extensions d’uninormes idempotents per a
agregar avaluacions subjectives efectuades per un conjunt d’experts1.

Finalment, en la secció 6.3.2 es proposa una possible aplicació de les funcions d’agregació
basades en extensions de parelles d’uninormes discretes en un problema de presa de
decisions2.

6.3.1 Processos d’avaluació basats en extensions d’uninormes idempotents discretes

En qualsevol sistema educatiu, l’avaluació és una part fonamental en el procés d’ensenyança-
aprenentatge. Aquest procés d’avaluació depèn de diferents paràmetres. Per exemple,
és interessant conèixer les motivacions i aptituds d’un estudiant, l’esforç realitzat per
un estudiant o la determinació d’aptituds en aspectes científics o humanístics, entre
d’altres. Molts d’aquests paràmetres podran ser modelats emprant conceptes de teoria de
conjunts borrosos. En la secció 6.2.2 hem recordat alguns mètodes ben coneguts d’avaluació
subjectiva d’estudiants. Amb aquesta direcció, volem proposar un altre possibilitat de
realitzar avaluacions subjectives emprant extensions d’uninormes idempotents discretes.
Amb aquest tipus de funcions d’agregació borroses proporcionam un mètode que permet
agregar directament avaluacions subjectives realitzades per un grup de professors per
obtenir una decisió final sobre un determinat aspecte educatiu d’estudiant en un determinat
període educatiu (trimestre, semestre, etc).

1 En comptes d’uninormes discretes podríem emprar evidentment, qualsevol altre tipus de funció d’agregació
sobre ALn

1 segons els casos.
2 Prodríem emprar anàlogament parelles de funcions d’agregació sobre ALn

1 de qualsevol tipus.
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Suposem que r professors avaluen un conjunt de paràmetres P = {P1, · · · ,Ps} del
procés d’avaluació (per exemple P1= l’esforç realitzat per un estudiant i P2= la seva
motivació i aptituds). Endemés, les avaluacions corresponents als paràmetres Pi ∈ P estan
expressades per r nombres borrosos discrets que pertanyen al reticle ALn1 . Suposem que
OPi1 , · · · ,OPir ∈ ALn1 denoten les avaluacions efectuades per cada expert corresponent al
paràmetre P elegit 3.

Suposem que l’avaluador utilitza la taula 3 per indicar la seva satisfacció de cada
paràmetre Pi ∈ P expressat com un nombre borrós discret del reticle ALn1 . En aquesta taula,
la primera columna indica el nombre de l’avaluador, les columnes compreses entre la segona
i la penúltima indiquen les notes borroses assignades a cada Pi des del primer paràmetre
P1 fins al darrer paràmetre Ps respectivament. La darrera columna (anomenada Nivell
de Satisfacció) indica l’agregació de les notes borroses que un avaluador ha proporcionat.
Aquesta agregació ha estat obtinguda emprant l’extensió d’una uninorma idempotent, Uj,
definida sobre la cadena Ln. Finalment, la darrera fila indica l’agregació dels graus de
satisfacció dels avaluadors.

El mètode proposat per realitzar l’avaluació d’estudiants es presenta a continuació:

pas 1: Cada professor Oj realitza una avaluació OPij ∈ ALn1 de tots el paràmetres Pi ∈ P
elegits per a l’avaluació del estudiant.

pas 2: Cada professor d’acord a la seva experiència utilitza una uninorma Uj (obtinguda a
partir de l’extensió d’una uninorma idempotent discreta Uj definida sobre la cadena
Ln) per a calcular l’agregació de totes les seves valoracions Uj(O

P1
j , · · · ,OPsj ).

pas 3: Finalment, es calcula una agregació de totes les avaluacions Uj(O
P1
j , · · · ,OPsj )

efectuades pels professors (emprant una uninorma U obtinguda a partir de l’extensió
d’una uninorma idempotent discreta U, definida sobre la cadena Ln) d’acord a
l’expressió U(U1(O

P1
1 , · · · ,OPs1 ), · · · ,Ur(O

P1
r , · · · ,OPsr )).

Nom del pro-
fessor

P1 P2 · · · Ps Nivell de satisfacció

O1 OP11 OP21 · · · · · · OPs1 U1(O
P1
1 , · · · ,OPs1 )

O2 OP12 OP22 · · · · · · OPs2 U2(O
P1
2 , · · · ,OPs2 )

O3 OP13 OP23 · · · · · · OPs3 U3(O
P1
3 , · · · ,OPs3 )

...
...

...
...

...
...

...

Or OP1r OP2r · · · · · · OPsr Ur(O
P1
r , · · · ,OPsr )

Agregació de les notes borroses= U(U1(O
P1
1 , · · · ,OPs1 ), · · · ,Ur(O

P1
r , · · · ,OPsr ))

Taula 3: Taula d’avaluacions de r experts

Exemple 6.3.1. Considerarem la mateixa escala lingüística proposada per Wang i Shen [148]
L = {EB,VB,B,MB, F,MG,G,VH,EG} identificada amb L8, on aquests termes estan expressats
en ordre creixent:

EB ≺ VB ≺ B ≺MB ≺ F ≺MG ≺ G ≺ VH ≺ EG
3 Per suposat, els paràmetres Pi poden representar diferents qüestions en un text, com es dona en el mètode de

Wang i Chen, i aleshores OPi

J denotarà l’avaluació donada pel professor “j” a la qüestió Pi.
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Suposem que 3 professors avaluen el conjunt de paràmetres P = {P1,P2,P3} on P1= L’esforç fet
per un estudiant, P2= Motivació i coneixement en l’àrea específica i P3= L’estudiant empra
els coneixements de l’àrea per interpretar i comprendre la realitat. Suposem que

OP11 = {0.6/2, 1/3, 0.8/4, 0.7/5}

OP21 = {0.3/3, 0.6/4, 1/5, 0.7/6}

OP31 = {0.7/2, 0.8/3, 1/4, 0.5/5}

OP12 = {0.8/6, 0.9/7, 1/8}

OP22 = {0.6/5, 0.7/6, 1/7, 0.7/8}

OP32 = {0.5/4, 0.7/5, 1/6, 0.7/7, 0.4/8}

OP13 = {0.1/0, 0.6/1, 1/2, 0.4/3}

OP23 = {0.5/3, 0.7/4, 1/5}

OP33 = {0.6/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5}

representen les avaluacions de cada professor corresponent a cada paràmetre elegit Pi. Suposem que
tots el professors empren l’extensió de la uninorma idempotent discreta

U(x,y) =

min(x,y) si y 6 8− x

max(x,y) altrament

definida sobre la cadena finita L8 per obtenir els nivells de satisfacció. Finalment, suposem que
l’institució educativa empra aquesta uninorma idempotent discreta

U(x,y) =

max(x,y) si (x,y) ∈ [4, 8]2

min(x,y) altrament

definida sobre la cadena L8 per obtenir la nota mitjana borrosa, que representarà l’avaluació final
corresponent al procés d’ensenyança aprenentatge de l’alumne avaluat. Amb aquestes condicions, les
avaluacions de cada expert són:

U1(O
P1
1 ,OP21 ,OP31 ) = {0.7/2, 1/3, 0.8/4, 0.8/5, 0.7/6}

U2(O
P1
2 ,OP22 ,OP32 ) = {0.7/6, 0.9/7, 1/8}

U3(O
P1
3 ,OP23 ,OP33 ) = {0.1/0, 0.6/1, 1/2, 0.4/3}

Llavors, l’avaluació de l’institució educativa per avaluar el procés d’ensenyança aprenentatge de
l’estudiant és:

U(U1(O
P1
1 ,OP21 ,OP31 ),U2(O

P1
2 ,OP22 ,OP32 ),U3(O

P1
3 ,OP23 ,OP33 )) =

{0.1/0, 0.6/1, 1/2, 0.4/3}

Concretament, la figura 37 mostra les avaluacions dels tres experts en un mateix gràfic
i la figura 38 mostra l’avaluació de l’institució educativa corresponent al procés d’ense-
nyança aprenentatge del estudiant. Destacar també que a l’eix d’abscisses tenim també
representades les lletres corresponent als termes lingüístics.

Una altra possible aproximació per part de la institució educativa, per a realitzar l’agre-
gació de les notes borroses, seria emprar l’extensió d’una nulnorma discreta. Destacar que
d’acord a la nota 4.3.12 el mateix algorisme proposat abans també seria possible emprar-ho
per aquesta classe d’agregacions. El següent exemple mostra l’efecte de tal implementació
en les mateixes condicions de l’exemple 6.3.5.
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Figura 37: Avaluació dels 3 experts corresponent a l’exemple 6.3.5. Les creus blaves re-
presenten l’avaluació del primer expert U1(O

P1
1 ,OP21 ,OP31 ), els rombes vermells

representen la del segon expert U2(O
P1
2 ,OP22 ,OP32 ), i els triangles verds represen-

ten la del tercer expert U3(O
P1
3 ,OP23 ,OP33 ).
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Figura 38: L’avaluació final efectuada per l’institució educativa corresponent a l’exemple
6.3.5

Exemple 6.3.2. En les mateixes condicions de l’exemple 6.3.5 anterior, si utilitzam l’extensió de la
nulnorma

G(x,y) =


min(x+ y, 4) si (x,y) ∈ [0, 4]2

max(4, x+ y− 8) si (x,y) ∈ [4, 8]2

4 altrament

en lloc de l’extensió de la uninorma

U(x,y) =

max(x,y) si (x,y) ∈ [4, 8]2

min(x,y) altrament

definida sobre la cadena L8 per a calcular l’avaluació de l’institució educativa, obtenim:

G(U1(O
P1
1 ,OP21 ,OP31 ),U2(O

P1
2 ,OP22 ,OP32 ),U3(O

P1
3 ,OP23 ,OP33 )) = {1/4}
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Aquest darrer resultat emfatitza la divergència de punts de vista entre les valoracions de les
agregacions de cada paràmetre Pi, C(O,Pi) amb i = 1, 2, 3. Basta adonar-se’n que el paràmetre P2
té una avaluació positiva (el seu suport és el conjunt {6, 7, 8}), mentre que el tercer és bastant fluix
(el seu suport és el conjunt {0, 1, 2, 3}).

6.3.2 Processos de decisió basats en parelles d’uninormes sobre ALn1

En els darrers anys, els operadors d’agregació han estat emprats en les ciències socials (per
exemple, en processos de decisió [85, 156, 157]), en ciències de l’educació, etc. En particular,
es ben conegut que, les uninormes definides sobre l’interval unitat o sobre una cadena finita
són un eina molt útil en problemes de presa de decisió [103, 156, 157]. Abans hem tractat
la possibilitat de construir uninormes sobre el reticle ALn1 , a partir de parelles d’uninormes
definides sobre la cadena finita Ln. Per tant, ara proposam l’utilització d’aquests operadors,
obtinguts a partir de parelles d’uninormes sobre Ln, en un cas de presa de decisions en
grups.

Suposem que una empresa hotelera contracte els serveis de dos grups d’experts per
avaluar una possible inversió en un país estranger. El primer grup, NEG, és usualment
contractat per la companyia per aquest tipus de decisions. El segon grup, FEG, és espe-
cíficament contractat en aquest país estranger només per avaluar la viabilitat d’aquesta
inversió. El mètode proposat és presentat ara:

pas 1: Establim el grup d’experts:

NEG = {O1, · · · ,Or} i FEG = {(FO)1, · · · , (FO)k} que duran a terme el procés d’ava-
luació dels paràmetres P = {P1, · · · ,Ps} .

pas 2: Elegim l’escala lingüística Ln que serà emprada per realitzar el procés d’avaluació.

pas 3: Cada expertOj ∈ NEG (amb j = 1 · · · r) realitza una avaluacióOPij ∈ ALn1 de tots els
paràmetres Pi ∈ P elegits. Anàlogament cada expert (FO)j ∈ FEG (amb j = 1, · · · ,k)
efectua una avaluació (FO)Pij ∈ ALn1 de tots els paràmetres Pi ∈ P estriats.

pas 4: Per a cada paràmetre Pi ∈ P, el FEG estria una uninorma FUi per a calcular
l’agregació de totes les valoracions efectuades {(FO)Pi1 , · · · , (FO)Pik }. D’acord a l’elecció
efectuada, el grup NEG elegeix una altra uninorma Ui per a calcular l’agregació de
totes les valoracions {OPi1 , · · · ,OPir }, verificant la relació d’ordre Ui � FUi. 4 Aquestes
agregacions seran denotades per

C(NO,Pi) = Ui(O
Pi
1 , · · · ,OPir ) i C(FO,Pi) = FUi(O

Pi
1 , · · · ,OPik )

pas 5: Ara, la companyia (basada en la seva experiència) calcula per a cada paràmetre Pi
l’agregació

C(O,Pi) = [Ui,FUi](C(NO,Pi),C(FO,Pi))

que serà denotada per C(O,Pi). Finalment, la companyia calcula l’agregació de totes
aquestes valoracions C(O,Pi) emprant una altra uninorma [U,FU] amb U � FU,
d’acord a l’expressió [U,FU](C(O,P1), · · · ,C(O,Ps)), per obtenir una decisió final per
avaluar la viabilitat de la inversió.

4 Aquest ordre és interpretat com a una compensació al fet de que el grup d’experts estrangers mostri un punt
de vista marcadament favorable sobre la proposta d’inversió de la companyia en el seu país.
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Nota 6.3.3. Una altra possible situació seria considerar que el grup d’experts estranger expressa el
seu rebuig a l’inversió estrangera. En aquest cas, si Ui i FUi denoten l’extensió de les uninormes
emprades pels grups d’experts NEG i FEG respectivament per avaluar el paràmetre Pi, aquestes
uninormes verificarien la relació d’ordre FUi � Ui.

Nota 6.3.4. Notam que a partir de la proposició 4.4.7 el nombre borrós discret

[Ui,FUi](C(NO,Pi),C(FO,Pi))

pot ser interpretat com a una mitjana de C(NO,Pi) i C(FO,Pi).

Les següents taules 4, 5 i 6 il·lustren el procediment explicat prèviament.

Taula 4: Taula del grup d’experts nacional

Expert
Grup d’experts nacional

P1 P2 · · · Ps

O1 OP11 OP21 · · · OPs1

O2 OP12 OP22 · · · OPs2
...

...
...

...
...

Or OP1r OP2r · · · OPsr

NO C(NO,P1) C(NO,P2) · · · C(NO,Ps)

Taula 5: Taula del grup d’experts estrangers

Expert
Grup d’experts estrangers

P1 P2 · · · Ps

(FO)1 (FO)P11 (FO)P21 · · · (FO)Ps1
(FO)2 (FO)P12 (FO)P22 · · · (FO)Ps2

...
...

...
...

...

(FO)k (FO)P1k (FO)P2k · · · (FO)Psk

FO C(FO,P1) C(FO,P2) · · · C(FO,Ps)

Exemple 6.3.5. Suposem que el grup d’experts nacional i que el grup d’experts estranger estan
formats per tres experts (NEG = {O1,O2,O3}) i dos experts (FEG = {(FO)1, (FO)2}) respectiva-
ment. Siguin P = {P1,P2,P3} el conjunts de paràmetres que seran avaluats, on P1= Risc de la
inversió, P2= Anàlisi de l’impacte social i polític i P3= Beneficis fiscals.

Considerem les següents 9 etiquetes lingüístiques L = {EB,VB,B,MB, F,MG,G,VG,EG} on
les lletres es refereixen als termes lingüístics: Extremadament Dolenta, Molt Dolenta, Dolenta, Més
o Manco Dolenta, Acceptable, Més o Manco Bona, Bona, Molt Bona i Extremadament Bona. Com
sempre identificam L amb la cadena L8. Llavors, suposem que
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Taula 6: Taula d’agregacions finals

Companyia
Agreg. finals

P1 P2 · · · Ps

C(NO, P) C(NO,P1) C(NO,P2) · · · (C(NO,Ps)

C(FO, P) C(FO,P1) C(FO,P2) · · · (C(FO,Ps)

C(O, P) C(O,P1) C(O,P2) · · · C(O,Ps)

Decisió final: [U,FU](C(O,P1), · · · ,C(O,Ps))

OP11 = {0.6/2, 1/3, 0.8/4, 0.7/5} OP12 = {0.8/6, 0.9/7, 1/8}
OP21 = {0.3/3, 0.6/4, 1/5, 0.7/6} OP22 = {0.6/5, 0.7/6, 1/7, 0.7/8}
OP31 = {0.7/2, 0.8/3, 1/4, 0.5/5} OP32 = {0.5/4, 0.7/5, 1/6, 0.7/7, 0.4/8}

OP13 = {0.4/0, 0.6/1, 1/2, 0.4/3}

OP23 = {0.5/3, 0.7/4, 1/5}

OP33 = {0.6/2, 0.7/3, 1/4, 0.8/5}

representen les avaluacions del grup d’experts nacionals corresponent als paràmetres elegits Pi.
Ara, suposem que
(FO)P11 = {0.4/2, 0.7/3, 1/4, 0.7/5} (FO)P12 = {0.7/6, 1/7, 0.9/8}
(FO)P21 = {0.4/3, 0.8/4, 1/5, 0.8/6} (FO)P22 = {0.7/5, 0.8/6, 1/7, 0.8/8}
(FO)P31 = {0.6/2, 0.9/3, 1/4, 0.6/5} (FO)P32 = {0.6/4, 0.8/5, 0.9/6, 1/7, 0.7/8}

representen les avaluacions del grup d’experts estrangers corresponents als paràmetres elegits Pi.
Suposem que el grup d’experts nacional (NEG) i que el grup d’experts estranger (FEG) utilitzen

respectivament les extensions U,FU de les uninormes definides sobre la cadena L8,

U(x,y) =

max(0, x+ y− 4) si (x,y) ∈ [0, 4]2

max(x,y) altrament

FU(x,y) =


min(x,y) si (x,y) ∈ [0, 4]2

min(8, x+ y− 4) si (x,y) ∈ [4, 8]2

max(x,y) altrament

És fàcil veure que U i FU verifiquen la relació d’ordre U � FU perquè les uninormes U i FU
verifiquen les desigualtats U(x,y) 6 FU(x,y) per a tota parella (x,y) ∈ L28.

Ara, d’acord al pas 4 obtenim:

C(NO,P1) = {0.8/6, 0.9/7, 1/8}
C(NO,P2) = {0.6/5, 0.7/6, 1/7, 0.7/8}
C(NO,P3) = {0.5/0, 0.5/1, 0.5/2, 0.5/3, 0.5/4, 0.7/5, 1/6, 0.7/7, 0.4/8}

i

C(FO,P1) = {0.7/6, 1/7, 0.9/8}
C(FO,P2) = {0.7/5, 0.8/6, 0.8/7, 1/8}
C(FO,P3) = {0.6/2, 0.6/3, 0.6/4, 0.8/5, 0.9/6, 1/7, 0.7/8}
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D’acord al pas 5 podem calcular l’agregació de les avaluacions corresponents a cada paràmetre Pi
(representades en la figura 39):

C(O,P1) = {0.7/6, 0.9/7, 1/8}
C(O,P2) = {0.6/5, 0.7/6, 0.8/7, 1/8}
C(O,P3) = {0.5/0, 0.5/1, 0.5/2, 0.5/3, 0.5/4, 0.7/5, 0.9/6, 1/7, 1/8}

1 2 3 4 5 6 7 8

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

0

EB VB B F G VG EGMGMB

Figura 39: Agregacions de les avaluacions corresponents a cada paràmetre Pi corresponent
a l’exemple 6.3.5. Les creus blaves representen la del paràmetre P1, els rombes
vermells representen la del paràmetre P2, i els triangles verds representen la del
tercer paràmetre P3.

Finalment, obtenim el nombre borrós discret (representat en la figura 40) que expressa l’avaluació
final respecte a la possible inversió:

[U,FU](C(O,P1),C(O,P2),C(O,P3)) = {0.7/6, 0.8/7, 1/8}

essent ara [U,FU] l’extensió de la parella d’uninormes U i FU amb U 6 FU considerades abans.
Així, d’acord al resultat obtingut prèviament, la companyia considera possible la inversió en aquest
país estranger.

1 2 3 4 5 6 7 8
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0

EB VB B F G VG EGMGMB

Figura 40: Representació del nombre borrós discret que representa la decisió final obtingu-
da aplicant el procés descrit del primer cas de l’exemple 6.3.5.



7M U LT I C O N J U N T S VA L O R AT S E N E L C O N J U N T D E N O M B R E S
B O R R O S O S D I S C R E T S

7.1 introducció

La paraula multiconjunt va ser proposta per De Bruijin en una comunicació privada
l’any 1881 a D. Knuth, però va ser Richard Dedekind l’any 1898, la primera persona que
va utilitzar-los [16]. Els multiconjunts (també anomenats bags en la literatura [155]) són
estructures on, en contra del que passa per a conjunts, un element pot aparèixer més
d’una vegada. Formalment, un multiconjunt definit sobre un univers X és una aplicació M
definida, usualment, entre l’univers X i el conjunt de nombres naturals N, M : X→N. Els
multiconjunts han estat estudiats per molts d’investigadors des de diferents punts de vista.
Per exemple, en l’anàlisi i presa de decisions, en bases de dades flexibles, etc [76, 111, 123].
Un interessant resum de la matemàtica dels multiconjunts inclosa la seva fonamentació
axiomàtica es pot trobar en [17].

D’acord a l’interpretació de multiconjunt M : X→N, aquest descriu un conjunt o univers,
Ω, que està format de M(x) còpies “exactes” de cada element x ∈ X. Concretament, per a
cada element x ∈ X, M(x) serà anomenat multiplicitat de l’element x en el multiconjunt M o
cardinal del subconjunt Ωx ⊂ Ω. Un dels més naturals i simples exemples de multiconjunts,
és el multiconjunt format pels factors primers d’un nombre natural n. Per exemple, el
nombre 504 té per factorització 504 = 23 · 32 · 71 que dóna com a multiconjunt {2, 2, 2, 3, 3, 7}.
Notem que totes les propietats (inclusió, igualtat, etc.) i operacions (suma, unió, intersecció,
etc.) entre multiconjunts es dedueixen de les propietats anàlogues que es verifiquen en
el conjunt de nombres naturals. Generalitzacions del concepte de multiconjunt han anat
apareguent en la literatura, la majoria d’elles variant el conjunt de valoració dels mateixos.
Per tant, un estudi en profunditat del conjunt de valoració dels multiconjunts definits sobre
un univers X, ens permetrà obtenir noves propietats. De la mateixa manera, nous canvis
del conjunt de valoració ens possibilitarà construir noves extensions.

En [31], els autors proposen una definició més general que anomenen "multiconjunts
estesos", com a aplicacions M : X → Ln, on Ln és una cadena finita o infinita de nom-
bres naturals, on, a més, es considera també N = N ∪ {∞}, amb l’ordre i operacions
usuals. Aquesta nova definició possibilita la construcció d’operadors d’agregació entre
multiconjunts (t-normes i t-conormes) a partir d’operadors anàlegs definits sobre Ln.

Altres interessants generalitzacions dels multiconjunts són els multiconjunts híbrids (on
el conjunt de valoració és Z), els multiconjunts amb valors reals [109] o els multiconjunts amb
valors borrosos [93, 109]. Un interessant exemple de multiconjunt híbrid ho proporciona el
conjunt d’arrels d’una fracció polinòmica. Per exemple, si consideram la fracció polinòmica

(x+1)3

(x−1)3(x−5)
obtenim el multiconjunt {(−1)3, (1)−3, 51}. Per altre lloc, els multiconjunts amb

valors borrosos, descriuen per a cada x ∈ X, un subconjunt borrós Ωx que és el conjunt
de ”còpies possiblement inexactes” de x amb graus de similaritat M(x) que pertanyen a
l’interval unitat. En aquesta direcció, en [112] es proposa una immediata generalització
emprant com a possibles valoracions nombres borrosos en comptes de nombres naturals.
D’aquesta forma, fixant un determinat tipus de nombre borrós (triangular, trapezoïdal,
gaussià, etc [90]), es defineixen així, els multiconjunts amb valors nombres borrosos d’aquest
tipus prefixat.

Anàlogament com en el cas dels multiconjunts valorats en el conjunt de nombres naturals

145
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(on la multiciplitat d’element x ∈ X, M(x), representa el cardinal del conjunt Ωx), quan
consideram multiconjunts borrosos, necessitam associar a cada x ∈ X la cardinalitat del
conjunt borrós Ωx. La primera definició de cardinal d’un conjunt borrós va ser proposta
per Zadeh [65, 68, 90, 159] i des de llavors, ha generat molta literatura amb l’objectiu de
formalitzar o axiomatitzar el concepte de cardinal d’un subconjunt borrós. Entre d’altres,
cal destacar la cardinalitat escalar (que assigna a cada subconjunt borrós un nombre real
positiu) que ha estat estudiada de manera axiomàtica en [49]. De manera semblant, la
cardinalitat borrosa (que assigna a cada subconjunt borrós un altre subconjunt borrós
anomenat en la literatura nombre borrós enter relatiu o nombre borrós natural generalitzat)
[48, 68, 65, 152, 153], també ha estat objecte d’un interessant estudi axiomàtic.

Basant-se en la definició de cardinal borrós proposada per Zadeh, usualment anomenada
FGCount(A) [90], D. Rocacher [123, 124] proposa una altra extensió dels multiconjunts. En
aquest cas, M(x) és el cardinal del conjunt Ωx i ve donat per un nombre borrós enter relatiu
(és dir, és un subconjunt borrós normal i convex, tal que la seva funció de pertinença és
monòtona decreixent i el seu suport és un subconjunt finit de nombres naturals consecutius
on està inclòs sempre el zero). Arà bé, aquest tipus de subconjunt borrós és, en realitat, un
cas particular de nombre borrós discret que pertany al reticle A1.

Per altra part, J. Casasnovas i G. Mayor en [31] defineixen i estudien propietats d’un
tipus especials de multiconjunts, que anomenen multiconjunts fitats, és a dir, aquells on la
multiciplitat de cada element x ∈ X sempre esta fitada per un determinat nombre natural,
això és, M(x) 6 n per a tot x ∈ X.

Motivats per els nous tipus de multiconjunts proposats per D. Rocacher [123, 124] i per J.
Casasnovas i G. Mayor [31], en aquesta secció es proposarà, a partir dels resultats obtinguts
en els capítols 3, 4 i 5, definir dues possibles noves extensions dels multiconjunts, on en
aquests casos els conjunts de valoració considerats seran A1 (que generalitza el proposat
per D. Rocacher en [123]) i ALn1 (que generalitza el proposat per J. Casasnovas i G. Mayor en
[31]). Per aquests tipus de multiconjunts estudiarem noves operacions i diferents propietats
que es derivin de les mateixes.

7.1.1 Multiconjunts

El que farem ara és definir els conceptes més usuals que es donen en la teoria de multicon-
junts. Altres resultats i aplicacions es poden trobar, per exemple, en [17, 76, 111, 112].

Definició 7.1.1. Un muticonjunt sobre un conjunt X és una aplicació M : X→N, on N denota
el conjunt dels nombres naturals inclòs el 0. Per a cada x ∈ X el nombre natural M(x) s’anomenarà
multiplicitat (el nombre d’ocurrències) de x.

Definició 7.1.2. Un multiconjunt M sobre X és finit si el seu suport supp(M) = {x ∈ X |

M(x) > 0}. és un subconjunt finit de X.

Nota 7.1.3. Sigui X un conjunt. Denotarem perMS(X) al conjunt de tots els multiconjunts definits
sobre l’univers X. I per FMS(X) al conjunt de tots els multiconjunts finits sobre l’univers X. A més,
es denotarà per ⊥ al multiconjunt nul, definit per ⊥(x) = 0 per a cada x ∈ X.

Definició 7.1.4. Un singleton és un multiconjunt sobre X tal que assigna a un element x ∈ X el
valor 1 ∈ N i a tots els altres elements de X el valor 0 ∈ N. El denotarem per 1/x. En general,
denotarem per n/x el multiconjunt sobre X tal que assigna a l’element x ∈ X el valor n ∈N i a tots
els altres elements de X el valor 0. En particular, segons aquesta notació, tenim que podem escriure
⊥ = 0/x per a qualsevol x ∈ X.

Definició 7.1.5. Siguin M,N dos multiconjunts sobre X. Direm que M és un submuticonjunt de
N i ho denotarem per M ⊆ N si per a tot x ∈ X és verifica que M(x) 6 N(x).
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Definició 7.1.6. Sigui M un multiconjunt sobre X. El seu cardinal, denotat per card(M), es
defineix com card(M) =

∑
x∈XM(x).

Definició 7.1.7. [132] Per a cada A,B ∈MS(X), la suma, denotada per A]B, és el multiconjunt
definit puntualment com

(A]B)(x) = A(x) +B(x) per a cada x ∈ X

Proposició 7.1.8. Si A,B,C pertanyen al conjunts FMS(X) o MS(X) és verifica:

1. A]B = B]A (Propietat commutativa.)

2. (A]B)]C = A] (B]C) (Propietat associativa.)

3. Existeix un multiconjunt, anomenat nul, ⊥, tal que A]⊥ = A

Definició 7.1.9. Siguin A,B dos multiconjunts sobre X. Es defineix la diferència entre el multi-
conjunt A i el multiconjunt B, com el multiconjunt, denotat per A	B, tal que per a cada x ∈ X
(A	B)(x) = max(A(x) −B(x), 0)

Definició 7.1.10. Per a cadaA,B ∈MS(X), la seva unió, denotada perA∪B, i la seva intersecció,
denotada per A∩B, són respectivament els multiconjunts sobre X definits per a tot x ∈ X com:

(A∪B)(x) = max(A(x),B(x)) i (A∩B)(x) = min(A(x),B(x))

Nota 7.1.11. Endemés cal tenir en compte que:

• Si A,B ∈ FMS(X) aleshores A]B,A∪B,A∩B ∈ FMS(X).

• A partir de l’ordre natural que es té en el conjunt N, es pot induir un ordre parcial en el
conjunt MS(X) de la següent manera:

A 6 B si i només si A(x) 6 B(x) per a cada x ∈ X.

Proposició 7.1.12 (Propietats de la unió i intersecció). La unió ∪ i intersecció ∩ de multiconjunts
són operacions binàries sobre el conjuntM(X) que verifiquen les propietats associativa, commutativa,
idempotència, i distributiva. A més respecte de l’operació suma ], es verifica per a cada A,B, C
multiconjunts definits sobre X:

1. Distributivitat respecte de l’operació ]:

A] (B∩C) = (A]B)∩ (A]C)
A] (B∪C) = (A]B)∪ (A]C)

2. Absorció:

A∩ (A]B) = A

A∪ (A]B) = A]B

3. Descomposició:

A]B = (A∪B)] (A∩B)
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7.1.2 Multiconjunts estesos

En [31], podem trobar el contigut d’aquesta secció. Anomenarem indistintament al llarg
d’aquesta secció, multiconjunts valorats a N̄ = N∪∞ o multiconjunts estesos.

Definició 7.1.13. Sigui X un conjunt qualsevol no buit. Un multiconjunt estès sobre X és
una aplicació A : X → N̄. Un multiconjunt estès A sobre X s’anomenarà finit si A(x) <∞, per a tot x ∈ X. En el cas A(x) = ∞ per algun x ∈ X, direm que A és infinit. En aquesta
secció, la paraula multiconjunt significa multiconjunt estès.

Nota 7.1.14. Si X = {a,b, c,d}, adoptarem la notació

A = {a,a,b, c, c, c} = {a, c, c,a,b, c} = {a,a, c, c,b, c} = . . .

per descriure el multiconjunt A : X→ N̄ definit per

A(a) = 2, A(b) = 1, A(c) = 3, A(d) = 0.

Denotarem per M(X) = N̄X el conjunt del multiconjunts estesos sobre X.

Nota 7.1.15. En el conjunt N̄X es defineixen de manera anàloga al cas MS(X): el suport, el
cardinal, la suma, la diferència, la unió i la intersercció de multiconjunts estesos.

Proposició 7.1.16. El conjunt M(X) de multiconjunts sobre X amb la relació binària 6, definida
abans, és una reticle fitat que conté a l’àlgebra booleana de subconjunts ordinaris de X, 2X, com a
subreticle.

Nota 7.1.17. Sigui M(X) el conjunt de multiconjunts sobre X amb la relació binària 6 definida
abans.

• El reticle M(X) és distributiu però no és un àlgebra de Boole. Això és obvi perquè, en general,
donat A ∈ M(X), no existeix el seu complementari Ac ∈ M(X) tal que A∧Ac = 0 i
A∨Ac =∞.

• El conjunt parcialment ordenat de multiconjunts sobre X és isomorf al producte de tantes
còpies de la cadena N̄ com a número d’elements tingui X.

Proposició 7.1.18. La intersecció i la unió de multiconjunts són operacions binàries sobre M(X)
monòtones (preserven l’ordre), commutatives, associatives amb elements neutres∞, 0, respectiva-
ment. Així, la intersecció és una t-norma sobre M(X) i la unió és una t-conorma sobre M(X), és a
dir, ∩ = T∧ i ∪ = S∨. A més ∩ i ∪ són divisibles.

Proposició 7.1.19. Si A,B dos multiconjunts amb suport finit. Aleshores, és verifica la següent
equació:

Card(A∪B) +Card(A∩B) = Card(A) +Card(B)

Definició 7.1.20. Una operació binària F definida en M(X), es diu puntualment i funcionalment
expressable (abreujadament p.f.e.) si i només si existeix una família {Fx}x∈X d’operacions binàries
sobre N̄ tals que:
F(A,B)(x) = Fx(A(x),B(x)); per a tot A,B ∈M(x) i per a tot x ∈ X. També es dirà que F és el
producte de Fx, x ∈ X i ho denotarem per F =

∏
x∈X Fx.

Quant totes les operacions Fx siguin la mateixa, ho expressarem com F(A,B)(x) =
F(A(x),B(x)), ∀A,B ∈ M(X) i ∀x ∈ X, on F indica una operació binària sobre M(X) . En
aquest cas direm que F és funcionalment expressable (abreujadament f.e.).
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Proposició 7.1.21. Sigui F una operació binària sobre M(X) que és p.f.e. Aleshores:

1. F és una t-norma (t-conorma) si i només si cada Fx és una t-norma (t-conorma).

2. En aquest cas, F és divisible si i només si cada Fx és divisible ∀x ∈ X.

Proposició 7.1.22. Una p.f.e. t-norma T sobre M(X) és divisible si i només si es verifiquen les
següents condicions:

Per a cada x ∈ X existeix un conjunt infinit I(x) = {0 = a0(x) < a1(x) < ... < am(x)(x) <
am(x)+1(x) < ... <∞} d’elements de N̄ tals que:

T(A,B)(x) =

max(ai(x),A(x) +B(x) − ai+1(x)) si (A(x),B(x)) ∈ [ai(x),ai+1(x)]2, i > 0

min(A(x),B(x)) en cas contrari
(7.1)

Proposició 7.1.23. Una p.f.e. t-conorma S sobre M(X) és divisible si i només si una de les següents
condicions es verifica, per a cada x ∈ X:

• Existeix un conjunt infinit I(x) = {0 = a0(x) < a1(x) < ... < am(x)(x) < am(x)+1(x)... <∞} d’elements de N̄ tals que:

S(A,B)(x) =


min(ai+1(x),A(x) +B(x) − ai(x)) si i > 0 i

(A(x),B(x)) ∈ [ai(x),ai+1(x)]2,

max(A(x),B(x)) en cas contrari
(7.2)

• Existeix un conjunt finit I(x) = {0 = a0(x) < a1(x) < ... < am(x)(x) < am(x)+1(x) =∞} d’elements de N̄ tals que:

S(A,B)(x) =


min(ai+1(x),A(x) +B(x) − ai(x)) si 0 6 i 6 m(x) i

(A(x),B(x)) ∈ [ai(x),ai+1(x)]2,

max(A(x),B(x)) en cas contrari
(7.3)

7.1.3 Multiconjunts borrosos

Sigui X un conjunt no buit (usualment anomenat univers).

Definició 7.1.24. Un multiconjunt borrós sobre X és una aplicació

M : X→MS(]0, 1])

on M(x) és un multiconjunt de MS(]0, 1]).

Definició 7.1.25. Un multiconjunt borrós M sobre X és finit si el seu suport

Supp(M) = {x ∈ X |M(x) 6= ⊥}

és un subconjunt finit de X, i per a cada x ∈ Supp(M), M(x) és un multiconjunt finit de ]0, 1].

Nota 7.1.26. Denotarem per ⊥ el multiconjunt finit definit per ⊥(x) = ⊥ per a cada x ∈ X.
Donat x ∈ X i A ∈ MS(]0, 1]), denotarem per A/x el multiconjunt borrós X definit per

(A/x)(x) = A i (A/x)(y) = ⊥ per a cada y 6= x. Si A és finit aleshores A/x també és finit.
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7.1.4 Operacions amb multiconjunts borrosos

Definició 7.1.27. Siguin A,B dos multiconjunts borrosos definits sobre X. El multiconjunts A(x) i
B(x) sobre ]0, 1] poden ser funcionalment operats, i en funció d’aquest, és possible definir operacions
entre multiconjunts borrosos. Així, la suma A+ B, la unió A∨ B i la intersecció A∧ B són
respectivament els multiconjunts borrosos sobre X definits puntualment per

(A+B)(x) = A(x) +B(x)

(A∨B)(x) = A(x)∨B(x)

(A∧B)(x) = A(x)∧B(x)

on, la unió i la intersecció en el costat dret d’aquestes igualtats són operacions entre multiconjunts
de MS(]0, 1]).

Per exemple, la suma dels multiconjunts borrosos A i B, serà el multiconjunt borrós
A+B : X→MS(]0, 1]) tal que

(A+B)(x)(t) = A(x)(t) +B(x)(t) per a cada x ∈ X i t ∈]0, 1].

7.2 multiconjunts valorats en el conjunt de nombres borrosos discrets

Els nombres borrosos discrets del reticle A1 poden ser interpretats com una possible
generalització dels nombres naturals, perquè qualsevol nombre natural n pot ser entès
com el nombre borrós discret 1n (aquell que té per suport el conjunt unitari {n}). D’altra
banda, en moltes situacions quotidianes l’utilització d’expressions del tipus n’hi ha devers
5000 o n’hi ha entre 150 i 200 són habituals, i aquestes es solen donar quan hi ha incertesa
o manca d’informació a l’hora de realitzar tals afirmacions. Totes aquestes situacions es
poden modelitzar fàcilment a partir d’un nombre borrós discret de A1 . Per altra banda,
en el món físic es poden observar molts fenòmens naturals que presenten constants i
múltiples repeticions. Per exemple, en el camp de la bioquímica, es fa necessari quan
és produeix una reacció químic específica, saber quantes vegades apareix repetida una
determinada molècula (o molècules) o quantes d’elles no són còpies exactes de l’original
desprès d’aquesta reacció, etc. En tots aquests processos, hi ha un denominador comú
que és un univers X (seguin amb l’exemple exposat, serà el conjunt de totes les possibles
molècules que es generen a partir de la reacció química) i la necessitat de realitzar un
recompte de quantes vegades apareix repetit cadascun dels elements de l’univers (en el
nostre cas quantes vegades apareix repetida cadascuna de les molècules que es formen).
Desafortunadament, en molts d’aquests processos hi ha una impossibilitat física, o bé, es
comenten errors a l’hora de realitzar el mencionat recompte. Amb aquest sentit, l’ús de
nombres borrosos discrets per modelitzar la quantitat borrosa de vegades que apareixen
els elements de l’univers X sembla ser una manera adient de realitzar tals recomptes
imprecisos. Per aquesta raó sembla natural la següent definició,

Definició 7.2.1. Sigui X un conjunt no buit. Un multiconjunt natural borrós sobre l’univers X és
una aplicació M : X→ A1 tal que per a cada x ∈ X, M(x) és un nombre borrós discret del reticle
A1.

Exemple 7.2.2. Interessants exemples, que resulten de l’estudi del cardinal borrós dels multicon-
junts, es poden trobar en la literatura [47, 48, 49]:

• Recordem que la cardinalitat borrosa [90] d’un subconjunt borrós finit A, que denotarem per
C(A), és el nombre borrós discret de A1 que té per funció de pertinença

C(A)(n) = sup{α | |Aα| > n} per a tot n ∈N
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essent dita funció sempre decreixent. Aleshores, un primer exemple immediat de multiconjunt
natural borrós basat en aquest concepte és el següent: Considerem el conjunt de subconjunts
borrosos finits definits sobre l’univers X, FFS(X). Aleshores, aplicació

C : FFS(X) → A1

A 7→ C(A)

on C(A) = C(A) és un multiconjunt natural borrós. Per exemple, siA = {1/x1, 0.1/x2, 0.1/x3}
on x1, x2, x3 ∈ X tenim que C(A) = {1/0, 1/1, 0.1/2, 0.1/3}.

• D. Rocacher en [123], proposa un altre exemple de multiconjunt natural borrós basant-se
també en la cardinalitat d’un subconjunt borrós i en la cardinalitat dels multiconjunts borrosos
(definida de manera semblant al cas de multiconjunts clàssics, veure definició 7.1.6, però en
aquest cas en comptes de la suma de nombres naturals s’utitilitza la suma a partir del principi
d’extensió de Zadeh). Anomenem per FFM(X) al conjunt de multiconjunts borrosos definits
sobre l’univers X. Llavors l’aplicació

C : FFM(X) → A1

M 7→ C(M)

on C(M) =
∑
x∈X

C(M(x)) on C és el cardinal de l’apartat anterior, és un multiconjunt natural

borrós.

Per exemple, si M = {〈1, 0.1, 0.1〉/a, 〈0.5/b〉} ∈ FFM(X) és un multiconjunt borrós, per a
calcular C(M) tal com s’ha definit procedirem de la següent manera:

i. Calculam el cardinal dels multiconjunts borrosos {1, 0.1, 0.1} i {0.5},

C(M(a)) = {1/0, 1/1, 0.1/2, 0.1/3}

C(M(b)) = {1/0, 0.5/1}

ii. Finalment obté el multiconjunt natural borrós

C(M) = {1/0, 1/1, 0.5/2, 0.1/3, 0.1/4}

que s’ha obtingut a partir de la suma de Zadeh dels nombres borrosos discrets C(M(a))
i C(M(b)).

• En [47] es defineix el cardinal d’un multiconjunt borrós. A partir d’aquest fet podem proporci-
onar un altre interessant exemple de multiconjunt natural borrós.

Considerem el conjunt de multiconjunts borrosos definits sobre l’interval ]0, 1]. Així, l’aplicació

[ ] : FMS(]0, 1]) → A1

A 7→ [A]

on per a cada A ∈ FMS(]0, 1]), és defineix el nombre borrós discret donat per l’expressió

[A] : N → [0, 1]
i 7→ [A]i

on es defineix [A]i, com

[A]i =
∨

{t ∈ [0, 1] |
∑
t ′>t

A(t ′) > i}.
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D’aquesta manera, la funció: A→ [A] és un multiconjunt valorat en A1. Per exemple, sigui
A :]0, 1]→N el multiconjunt definit com: A(1/3) = 1, A(2/3) = 2, A(3/4) = 1 i A(t) = 0
altrament. Aleshores

∑
t ′>t

A(t ′) =



4 si t 6 1/3

3 si 1/3 < t 6 2/3

1 si 2/3 < t 6 3/4

0 si 3/4 < t

D’aquesta manera obtenim que [A]0 = 1, [A]1 = 3/4, [A]2 = [A]3 = 2/3, [A]4 = 1/3 i
[A]i = 0 per a tot i > 4, i per tant, obtenim el nombre borrós discret

[A] = {1/0, (3/4)/1, (2/3)/2, (2/3)/3, (1/3)/4} ∈ A1

• En [47, 48] es caracteritzava la cardinalitat borrosa d’un multiconjunt del conjunt FMS(]0, 1]).
Així, si f : [0, 1] → [0, 1] és una funció creixent tal que f(0) ∈ {0, 1} i f(1) = 1, i
g : [0, 1]→ [0, 1] és una funció decreixent tal que g(1) ∈ {0, 1} i g(0) = 1 aleshores, seguint
les notacions de les referències esmentades, tenim que el cardinal borrós d’un multiconjunt
A ∈ FMS(]0, 1]) generat per les funcions f i g vindrà donat per

Cf,g(A)(i) = f([A]i)∧ g([A]i+1)

per a cada i ∈N. Així, l’aplicació

Cf,g : FMS(]0, 1]) → A1

A 7→ Cf,g(A)

on Cf,g(A)(i) = f([A]i)∧ g([A]i+1) per a cada i ∈N, serà el multiconjunt natural borrós
generat per les funcions f i g.

7.2.1 Operacions amb multiconjunts naturals borrosos

En aquesta secció, a partir dels resultats obtinguts en els capítols 3, 4 i 5 definirem i
estudiarem les principals operacions entre multiconjunts naturals borrosos.

Nota 7.2.3. Denotarem per FNM(X) al conjunt de tots el multiconjunts naturals borrosos definits
sobre l’univers X.

La suma de nombres borrosos discrets estudiada en el reticle A1 (veure corol·lari 3.3.23 i
teorema 3.3.37) ens permet definir la suma entre multiconjunts naturals borrosos, així com
estudiar les seves propietats.

Definició 7.2.4. Siguin A,B : X → A1 dos multiconjunts naturals borrosos. La seva suma,
denotada A+B, es el multiconjunt natural borrós definit puntualment per a cada x ∈ X per

(A+B)(x) = A(x)⊕B(x)

on A(x)⊕B(x) denota la suma dels nombres borrosos discrets A(x),B(x) ∈ A1.

Proposició 7.2.5. El conjunt FNM(X), de multiconjunts naturals borrosos definits sobre l’univers
X, és un monoide commutatiu amb la suma com a operació monoidal, sent el multiconjunt neutre,
denotat per M0, el que verifica M0(x) = 10 per a tot x ∈ X.
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Demostració. La demostració es dedueix immediatament del fet que A1 és un monoide
commutatiu amb la suma de nombres borrosos discrets (veure teorema 3.3.37, i col·lorari
3.3.38).

De manera semblant a la suma de multiconjunts estudiada abans, a partir de l’estructura
de reticle definida en A1 (veure teorema 3.2.32) amb les operacions binàries max i min
(veure nota 3.2.14), podem definir la unió i la intersecció de dos multiconjunts naturals
borrosos i, endemés, induir en FNM(X) una estructura de reticle distributiu.

Definició 7.2.6. Siguin A,B : X → A1 dos multiconjunts naturals borrosos. La seva unió,
denotada per A∨ B, i la seva intersecció, denotada per A∧ B, seran els multiconjunts naturals
borrosos definits respectivament com

(A∨B)(x) = max{A(x),B(x)}

(A∧B)(x) = min{A(x),B(x)}

per a tot x ∈ X, on max{A(x),B(x)} i min{A(x),B(x)} s’han calculat segons la nota 3.2.14 o
equivalent, segons la proposició 3.2.36, emprant el principi d’extensió de Zadeh.

El que farem ara és estudiar quines propietats tenen aquestes noves operacions entre
multiconjunts.

Proposició 7.2.7. Siguin A,B,C ∈ FNM(X). Aleshores les operacions ∨ i ∧ definides abans
verifiquen les propietats commutativa, associativa, idempotència, d’absorció i distributiva. A més
respecte de la suma de multiconjunts també verifiquen:

1. Distributivitat respecte de la suma de multiconjunts:

A+ (B∨C) = (A+B)∨ (A+C)

A+ (B∧C) = (A+B)∧ (A+C)

2. Absorció:

A∨ (A+B) = A+B

A∧ (A+B) = A

3. Descomposició:

A+B = (A∨B) + (A∧B)

Demostració. Les propietats commutatives, associatives, idempotens, distributives i d’ab-
sorció de les operacions ∨ i ∧ es dedueixen immediatament pel fet que A1 és un reticle
distributiu amb les operacions max i min (veure teorema 3.2.32). El que demostrarem serà
la propietat distributiva respecte de la suma de multiconjunts, la propietat d’absorció de
la suma respecte de les operacions ∨ i ∧ i la propietat de descomposició. Per això, siguin
A,B,C ∈ FNM(X) suposem que per a cada x ∈ X els α-conjunts de A(x),B(x) i B(x) venen
donats respectivament pels intervals [aα1 ,aαp ], [bα1 ,bαq ] i [cα1 , cαk ].

Demostrar que A+ (B∨C) = (A+B)∨ (A+C) és equivalent a provar que

A(x)⊕max(B(x),C(x)) = max(A(x)⊕B(x),A(x)⊕C(x))
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per a tot x ∈ X. I aquesta darrera relació és certa perquè per a tot α ∈ [0, 1] es té que

(A(x)⊕max(B(x),C(x)))α = [aα1 + max(bα1 , cα1 ),a
α
p + max(bαq , cαk )]

= [max(aα1 + bα1 ,aα1 + cα1 ), max(aαp + bαq ,aαp + cαk )]

= max(A(x)⊕B(x),A(x)⊕C(x))α

Anàlogament es pot comprovar que A+ (B∧C) = (A+B)∧ (A+C).
Per altra banda, és clar que A∨ (A+B) = A+B perquè per a tot α ∈ [0, 1] es té que

max(A(x),A(x)⊕B(x))α = [max(aα1 ,aα1 + bα1 ), max(aαp ,aαp + bαq)]

= [aα1 + bα1 ,aαp + bαq ]

= (A(x)⊕B(x))α

Similarment es demostra que A∧ (A+B) = A.
Finalment, la propietat de descomposició és dedueix del fet de que per a tot α ∈ [0, 1]

(A(x)⊕B(x))α = [aα1 + bα1 ,aαp + bαq ]

= [max(aα1 ,bα1 ) + min(aα1 ,bα1 ), max(aαp ,bαq) + min(aαp ,bαq)]

= [max(aα1 ,bα1 ), max(aαp ,bαq)] + [min(aα1 ,bα1 ), min(aαp ,bαq)]

= (max(A(x),B(x))⊕min(A(x),B(x)))α

Una conseqüència immediata d’aquesta proposició és que el conjunt FNM(X), de multi-
conjunts naturals borrosos de l’univers X, té una estructura de reticle distributiu tal com
afirma la següent proposició.

Proposició 7.2.8. El conjunt FNM(X) és un reticle distributiu amb les operacions unió ( ∨ ) i
intersecció ( ∧ ) definides en la definició 7.2.6.

Demostració. És immediata a partir de la proposició 7.2.7.

Per altra banda, aquesta estructura de reticle defineix un ordre parcial sobre FNM(X)
que podem descriure en funció de l’ordre de A1.

Proposició 7.2.9. Siguin A,B : X→ A1 dos multiconjunts definits sobre l’univers X. La relació
binària:
A 6 B si i només si A(x) � B(x) per a tot x ∈ X

és un ordre parcial sobre el conjunt FNM(X) que coincideix amb l’ordre reticular en A1.

Demostració. És immediata pel fet de ser FNM(X) un reticle, donat que en qualsevol reticle
[14] és possible construir un ordre parcial a partir de les operacions d’unió i intersecció
definides en el mateix.

En la proposició 3.3.40 veiem que l’operació monoidal ⊕ (amb les consideracions fetes
a la nota 3.3.35) es compatible amb l’ordre establert en el reticle borrós discret (A1,�).
Ara de manera anàloga es té que la suma de multiconjunts tal com l’hem definida en la
definició 7.2.4 és compatible amb l’ordre parcial definit en la proposició 7.2.9 anterior.

Proposició 7.2.10. Siguin A,B,C,D ∈ FNM(X). Si A 6 B i C 6 D on 6 denota l’ordre parcial
definit en el reticle FNM(X) (d’acord a la proposició 7.2.9) aleshores A+C 6 B+D (on + denota
la suma de multiconjunts definida en 7.2.4).
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De manera semblant al cas de multiconjunts valorats en el conjunt de nombre naturals,
podem definir el suport i el cardinal de multiconjunts amb valors nombres borrosos discrets.

Definició 7.2.11. El suport d’un multiconjunt A definit sobre l’univers X és el conjunt ordinari
d’elements de X, supp(A) = {x ∈ X | A(x) � 10}.

Definició 7.2.12. Direm que un multiconjunt A és finit quan ho sigui el seu suport.

Definició 7.2.13. Sigui A ∈ FNM(X). El cardinal del multiconjunt finit A és defineix com el
nombre borrós discret del reticle A1 donat per

card(A) =
∑

x∈supp(A)

A(x)

Nota 7.2.14. És clar a partir del corol·lari 3.3.23 i i del teorema 3.3.37 que card(A) ∈ A1.

Una interessant propietat dels cardinals és la següent:

Proposició 7.2.15. Siguin A, B dos multiconjunts naturals borrosos. Aleshores es verifica que

card(A∨B)⊕ card(A∧B) = card(A)⊕ card(B)

Demostració.

card(A∨B)⊕ card(A∧B) =
∑

x∈supp(A∨B)

(A∨B)(x)⊕
∑

x∈supp(A∧B)

(A∧B)(x)

=
∑
x∈X

max(A(x),B(x))⊕
∑
x∈X

min(A(x),B(x))

=
∑
x∈X

A(x)⊕
∑
x∈X

B(x)

=
∑

x∈supp(A)

A(x)⊕
∑

x∈supp(B)

B(x)

= card(A)⊕ card(B)

perquè segons la proposició 7.2.7 item 7 es verifica que A∨B+A∧B = A+B i per tant
per a tot x ∈ X és té que max(A(x),B(x))⊕min(A(x),B(x)) = A(x)⊕B(x).

7.3 multiconjunts naturals borrosos fitats

En [31], s’introdueix la idea de multiconjunts fitats, sent aquells multiconjunts A valorats
en el conjunt de nombres naturals, tals que per a tot x ∈ X és té que A(x) 6 n amb n ∈N,
és a dir, la multiciplitat de qualsevol element sempre serà menor o igual que un valor n
fixat. Una idea semblant pot ser considerada en el cas dels multiconjunts naturals borrosos.

Considerem la cadena finita Ln de nombres naturals consecutius i sigui ALn1 = {A ∈ A1 |

supp(A) ⊆ Ln} el reticle borrós discret considerat en el teorema 3.2.32.

Definició 7.3.1. Sigui X un conjunt finit. Un multiconjunt natural borrós fitat és una aplicació

M : X −→ ALn1

x 7−→M(x)

Nota 7.3.2. El conjunt de multiconjunts naturals borrosos fitats definits sobre l’univers X serà
denotat per BFNMn(X). Notem a més a més que, per la definició anterior, es té que tot multiconjunt
natural borrós fitat, A, verifica que A(x) � 1n per a tot x ∈ X, per ser 1n el màxim de ALn1 .



156 multiconjunts valorats en el conjunt de nombres borrosos discrets

En la secció anterior, hem vist que l’estructura de reticle distributiu del conjunt A1
permet derivar una estructura de reticle en el conjunt FNM(X), de multiconjunts naturals
borrosos definits sobre l’univers X. De la mateixa manera, segons el teorema 3.2.32 com
ALn1 = (ALn1 , min, max, 10, 1n) és un reticle distributiu fitat, on 10 i 1n representen el mínim
i el màxim repectivament, veurem que podem induir a partir d’aquest reticle una estructura
de reticle distributiu fitat en el conjunt BFNMn(X), on les operacions unió i intersecció
seran definides de manera anàloga a les considerades en el conjunt FNMn(X).

Nota 7.3.3. Volem fer notar que:

• Si n,n ′ ∈N amb n ′ 6 n aleshores FNMn ′(X) ⊆ FNMn(X)

• Si A(x),B(x) ∈ ALn1 per a tot x ∈ X aleshores (A∨ B)(x) = max(A(x),B(x)) i (A∧

B)(x) = min(A(x),B(x)) pertanyen a ALn1 . Per tant, les operacions A∨B i A∧B sobre el
conjunts BFNNn(X) estan ben definides per a cada parella A,B ∈ BFNNn(X).

• És evident que si A,B ∈ BFNNn(X), en general, el multiconjunt A+B 6∈ BFNNn(X).

Proposició 7.3.4. El conjunt BFNMn(X), de multiconjunts naturals borrosos fitax definits sobre
l’univers X, és un reticle distributiu fitat amb les operacions ∨ i ∧.

Demostració. L’estructura de reticle distributiu es dedueix immediatament del fet de que
(ALn1 , min, max) és un reticle distributiu (veure la proposició 3.2.32). Endemés, és fàcil
veure que el multiconjunt, M0, definit per a tot x ∈ X per M0(x) = 10 és el mínim del
conjunt BFNMn(X). Anàlogament, el multiconjunt Mn definit per Mn(x) = 1n per a tot
x ∈ X és el màxim del conjunt BFNMn(X).

Proposició 7.3.5. Siguin A,B : X → ALn1 dos multiconjunts naturals borrosos fitats. La relació
binària A 6 B si i només si A(x) � B(x) per a tot x ∈ X, és un ordre parcial en el conjunt
BFNMn(X).

7.3.1 t-normes i t-conormes en el reticle BFNMn(X)

El que ens proposam en aquesta secció és la construcció de t-normes i t-conormes en el reti-
cle fitat BFNMn(X) = (BFNMn(X),∨,∧,M0,Mn), on M0 i Mn denoten els multiconjunts
naturals borrosos tal que M0(x) = 10 i Mn(x) = 1n per a tot x ∈ X.

En les següent proposicions veurem que a partir d’un t-norma (t-conorma) definida
sobre el reticle fitat ALn1 és possible construir una t-norma (t-conorma) sobre BFNMn(X).

Proposició 7.3.6. Per a cada t-norma T definida sobre ALn1 és possible construir una t-norma T

sobre el reticle fitat BFNMn(X) de la següent manera: T(A,B) és el multiconjunt natural borrós
tal que per a cada x ∈ X

T(A,B)(x) = T(A(x),B(x))

Demostració. És evident pel fet de que T és una t-norma.

Anàlogament,

Proposició 7.3.7. Per a cada t-conorma S definida sobre ALn1 és possible construir una t-conorma
S sobre el reticle fitat BFNMn(X) de la següent manera: S(A,B) és el multiconjunt natural borrós
tal que per a cada x ∈ X

S(A,B)(x) = S(A(x),B(x))

Demostració. És clara perquè S és una t-conorma.
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Sabem d’acord al teorema 4.2.15, que si T(S) són t-normes (t-conormes) suaus definides
sobre la cadena finita Ln és possible construir una t-norma (t-conorma) sobre el reticle fitat
ALn1 . Emprant aquest fet, tenim la següent proposició.

Proposició 7.3.8. Per a cada t-norma suau T definida sobre la cadena Ln és possible construir una
t-norma T sobre el reticle fitat BFNMn(X).

Demostració. D’acord al teorema 4.2.15 per a cada t-norma suau T sobre Ln és possible
obtenir una t-norma T sobre ALn1 . Ara, aplicant la proposició 7.3.6 anterior el resultat s’obté
immediatament.

Similarment,

Proposició 7.3.9. Per a cada t-conorma S definida sobre la cadena finita Ln és possible construir
un t-conorma S sobre el reticle fitat BFNMn(X).

En el teorema 4.2.34 del capítol 4 veiem el següent resultat:
Siguin T i S una t-norma i una t-conorma suaus sobre Ln, i siguin T i S les seves

respectives extensions a ALn1 . Llavors, la parella (T, S) satisfà l’equació funcional

T(A,B)⊕ S(A,B) = A⊕B per a cada A,B ∈ ALn1 (7.4)

on ⊕ representa la suma de nombres borrosos discrets segons el principi de Zadeh, si i
només si, la parella (T ,S) satisfan l’equació de Frank.

Aleshores, un resultat similar pot ser obtingut en el cas de considerar una parella
formada per una t-norma i una t-conorma (T, S) sobre BFNMn(X) construïdes d’acord a
les condicions establertes en les proposicions 7.3.8 i 7.3.9.

Teorema 7.3.10. Siguin T ,S una t-norma i una t-conorma divisibles sobre Ln i consideren respecti-
vament, la t-norma i la t-conorma T , S sobre BFNMn(X) construïdes d’acord a les proposicions
7.3.8 i 7.3.9. Aleshores, (T, S) és solució de l’equació de Frank

T(A,B) + S(A,B) = A+B per a cada A,B ∈ BFNMn(X) (7.5)

si i només si la parella (T ,S) satisfà l’equació de Frank.

Demostració. Per a cada x ∈ X tenim que

(T(A,B) + S(A,B))(x) = T(A,B)(x)⊕ S(A,B)(x)
= T(A(x),B(x))⊕ S(A(x),B(x)) (7.6)

on T i S representen les extensions de T i S a ALn1 . Per altre part,

(A+B)(x) = A(x)⊕B(x). (7.7)

Com (T, S) és solució de l’equació de Frank aleshores implica que les expressions 7.6 i 7.7
són iguals, això és, per a tot x ∈ X tenim que

T(A(x),B(x))⊕ S(A(x),B(x)) = A(x)⊕B(x)

I per tant, la parella (T, S) verifica l’equació 7.4. Ara, aplicant el teorema 4.2.34 resulta que
(T ,S) verifica l’equació de Frank.

El recíproc és totalment semblant.

En las condicions del teorema 7.3.10 anterior tenim,
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Proposició 7.3.11. Si la parella (T, S) és solució de l’equació de Frank en el reticle fitat BFNMn(X),
es verifica que

card(T(A,B)) + card(S(A,B)) = card(A) + card(B) (7.8)

per a qualsevol A,B ∈ BFNMn(X).

Demostració.

card(T(A,B)) + card(S(A,B)) =
∑
x∈X

T(A,B)(x)⊕
∑
x∈X

S(A,B)(x)

=
∑
x∈X

T(A(x),B(x))⊕
∑
x∈X

S(A,B)(x)

=
∑
x∈X

T(A(x),B(x))⊕ S(A(x),B(x))

=
∑
x∈X

A(x)⊕B(x)

=
∑
x∈X

A(x)⊕
∑
x∈X

B(x)

= card(A) + card(B)

Nota 7.3.12. De la mateixa manera com hem definit t-normes i t-conormes sobre el reticle fitat
BFNMn(X), a partir de t-normes i t-conormes definides sobre el reticle ALn1 o la cadena Ln, podem
construir altres tipus de funcions d’agregació, com ara, entre d’altres uninormes o nulnormes.

Un interessant idea suggerida en [31], en el cas de multiconjunts estesos, és la d’operació
binària funcional puntualment expressable (abreujadament f.p.e.). Concretament, en el cas
dels multiconjunts estesos definits sobre l’univers X, M(X), tenim:

Definició 7.3.13. Una operació binària F sobre M(X) es diu funcional puntualment expressable
si i només si existeix una família d’operacions binàries sobre N̄ = N ∪∞ tal que: F(A,B)(x) =
Fx(A(x),B(x)) per a tot A,B ∈M(X) i per a tot x ∈ X. En aquest cas, és dirà que F és producte de
Fx, x ∈ X i serà denotat per F =

∏
x∈X

Fx.

Quant totes les operacions Fx són les mateixes, diguem F, aleshores F(A,B)(x) = F(A(x),B(x))
per a tot A,B ∈M(X). En aquest cas direm que F és funcionalment expressable i és el cas de les
proposicions 7.3.8 i 7.3.9.

Nota 7.3.14. El concepte d’operació funcional puntualment expressable és motiva pel fet de que en
el context dels multiconjunts definits sobre un univers X, cadascuns dels seus elements pot tenir una
naturalesa diferent (per exemple es poden tractar de diferents components químics, etc) i per tant a
l’hora d’agregar informació de diferents multiconjunts del mateix univers és raonable pensar que
s’empri depenent de l’element elegit una funció d’agregació o una altra i que no sigui necessàriament
la mateixa funció d’agregació per a tots els elements de l’univers.

De la mateixa manera, en el cas de BFNMn(X) tenim:

Definició 7.3.15. Una operació binària F sobre BFNMn(X) es diu funcional puntualment ex-
pressable si i només si existeix una família d’operacions binàries sobre ALn1 tal que: F(A,B)(x) =
Fx(A(x),B(x)) per a tot A,B ∈ BFNMn(X) i per a tot x ∈ X. En tal cas, denotarem F per
F =
∏
x∈X

Fx.
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Proposició 7.3.16. Sigui F una operació binària sobre BFNMn(X) que sigui f.p.e. com {Fx∈X}.
Aleshores: F és una t-norma (t-conorma) si i només si per a cada x ∈ X, Fx és una t-norma
(t-conorma) en el reticle fitat ALn1 .

Demostració. Immediata.

Nota 7.3.17. En general, és possible trobar exemples de t-normes sobre BFNMn(X) que no siguin
f.p.e. Per exemple, considerem un univers X que tal que card(X) > 2, i sigui xo ∈ X. Definim

T(A,B)(x) =


A(x) si B(x) = 1n

B(x) si A(x) = 1n

min(A(x),B(x),A(xo),B(xo)) altrament

7.4 multiconjunts valorats mitjançants intervals

Sigui X un conjunt qualsevol i considerem el conjunt

B = {A ∈ ALn1 | supp(A) = core(A)} ⊆ ALn1 , (7.9)

En la proposició 3.2.34 hem vist que B = (B, max, min, 10, 1n) és un reticle distributiu fitat,
sent 10 i 1n els nombres borrosos discrets que tenen per suport els intervals [0, 0] i [n,n]
respectivament. Ara, usant aquest reticle com a conjunt de valoració, podem considerar
una altra extensió dels multiconjunts clàssics de la següent manera.

Definició 7.4.1. Anomenarem multiconjunt valorat mitjançant intervals a un multiconjunt M
definit sobre l’univers X i valorat en el reticle B = (B, max, min, 10, 1n), és a dir, M és una
aplicació M : X→ B tal que M(x) ∈ B.

Nota 7.4.2. Aquest tipus de multiconjunts és interpretat així:
Per a cada element x ∈ X la multiciplitat M(x) d’aquest element, pot ser un nombre natural

qualsevol de la cadena Ln que estigui inclòs en el suport del nombre borrós discret M(x), però que
no es té la certesa de quin és exactament però que si que se sap que ha de ser sempre un element del
suport de M(x).

Notació 7.4.3. Denotarem per MB(X) al conjunt de multiconjunts interval valorats definits sobre
l’univers X i valorats en B.

A partir de les operacions min i max definides sobre el reticle B podem definir la unió i
la intersecció de multiconjunts interval valorats de la següent manera,

Definició 7.4.4. Siguin M,N ∈ MB(X).

• La intersecció dels multiconjunts valorats mitjançant intervals M i N, serà el multiconjunt
valorat mitjançant intervals, M∧N, definit puntualment per a tot x ∈ X com

(M∧N)(x) = min(M(x),N(x))

• La unió dels multiconjunts valorats mitjançant intervals M i N, serà el multiconjunt valorat
mitjançant intervals, M∨N, definit puntualment per a tot x ∈ X com

(M∨N)(x) = max(M(x),N(x))

A partir de la proposició 3.2.34 es verifica el següent resultat.
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Proposició 7.4.5. El conjunt MB(X) és un reticle distributiu fitat amb les operacions unió ∨ i
intersecció ∧ definides abans i amb fites els multiconjunts M0 (definit puntualment per a tot x ∈ X
com M0(x) = 10) i Mn (definit puntualment per a tot x ∈ X com Mn(x) = 1n).

D’altra banda, aquestes operacions ens permeten induir un ordre parcial.

Proposició 7.4.6. Siguin A,B : X→ MB(X) dos multiconjunts valorats mitjançants intervals. La
relació binària A 6 B si i només si A(x) � B(x) per a tot x ∈ X, és un ordre parcial en el conjunt
MB(X).

7.4.1 t-normes i t-conormes en el reticle MB(X)

Similarment com hem fet en la secció 7.3.1, el que ens plantejam ara és la construcció
de t-normes i t-conormes en el reticle fitat MB(X) = (MB(X),∨,∧,M0,Mn), on M0 i Mn

denoten els multiconjunts valorats mitjançant intervals tals que M0(x) = 10 i Mn(x) = 1n
per a tot x ∈ X.

En la següent resultat veurem que a partir d’un t-norma (t-conorma) definida sobre el
reticle fitat B és possible construir una t-norma (t-norma) sobre MB(X).

Proposició 7.4.7. Per a cada t-norma T definida sobre B és possible construir una t-norma T sobre
el reticle fitat MB(X) de la següent manera: T(A,B) és el multiconjunt valorat mitjançant intervals
tal que per a cada x ∈ X

T(A,B)(x) = T(A(x),B(x))

Demostració. Similar a la demostració de la proposició 7.3.6.

Anàlogament,

Proposició 7.4.8. Per a cada t-conorma S definida sobre B és possible construir una t-conorma S

sobre el reticle fitat MB(X) de la següent manera: S(A,B) és el multiconjunt valorat mitjançant
intervals tal que per a cada x ∈ X

S(A,B)(x) = S(A(x),B(x))

Demostració. Immediata per ser S una t-conorma sobre B.

Sabem d’acord a les proposicions 4.2.17 i 4.2.18, que si T(S) són t-normes (t-conormes)
suaus definides sobre la cadena finita Ln és possible construir una t-norma (t-conorma)
sobre el reticle fitat B. Emprant aquest fet, tenim la següent proposició.

Proposició 7.4.9. Per a cada t-norma suau T definida sobre la cadena Ln és possible construir una
t-norma T sobre el reticle fitat MB(X).

Demostració. Semblant a la demostració de la proposició 7.3.9.

Similarment,

Proposició 7.4.10. Per a cada t-conorma S definida sobre la cadena finita Ln és possible construir
un t-conorma S sobre el reticle fitat MB(X).

Anàlogament al teorema 7.3.10 i a la proposició 7.3.11, es té els següents resultats.

Teorema 7.4.11. Siguin T ,S una t-norma i una t-conorma divisibles sobre Ln i consideren respecti-
vament, la t-norma i la t-conorma T , S sobre MB(X) construïdes d’acord a les proposicions 7.4.9 i
7.4.10. Aleshores, (T, S) és solució de l’equació de Frank

T(A,B) + S(A,B) = A+B per a cada A,B ∈ MB(X) (7.10)

si i només si la parella (T ,S) satisfà l’equació de Frank.
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Demostració. Similar al teorema 7.3.10.

En las condicions del teorema 7.4.11 anterior tenim,

Proposició 7.4.12. Si la parella (T, S) és solució de l’equació de Frank en el reticle fitat MB(X), es
verifica que

card(T(A,B)) + card(S(A,B)) = card(A) + card(B) (7.11)

per a qualsevol A,B ∈ MB(X).

Nota 7.4.13. De la mateixa manera com hem definit t-normes i t-conormes sobre el reticle fitat
MB(X), a partir de t-normes i t-conormes definides sobre el reticle B o la cadena Ln, podem construir
altres tipus de funcions d’agregació, com ara, entre d’altres uninormes o nulnormes.

De la mateixa manera que com s’ha fet en el cas de BFNMn(X) tenim:

Definició 7.4.14. Una operació binària F sobre BFNMn(X) es diu funcional puntualment ex-
pressable si i només si existeix una família d’operacions binàries sobre ALn1 tal que: F(A,B)(x) =
Fx(A(x),B(x)) per a tot A,B ∈ BFNMn(X) i per a tot x ∈ X. En tal cas, denotarem F per
F =
∏
x∈X

Fx.

Proposició 7.4.15. Sigui F una operació binària sobre MB(X) que sigui f.p.e. com {Fx∈X}. Aleshores:
F és una t-norma (t-conorma) si i només si per a cada x ∈ X, Fx és una t-norma (t-conorma) en el
reticle fitat B.

Demostració. Immediata.

Nota 7.4.16. En general, és possible trobar exemples de t-normes sobre MB(X) que no siguin f.p.e.
El mateix exemple donat en la nota 7.3.17.
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C O N C L U S I O N S I L Í N I E S D E T R E B A L L F U T U R

En aquesta memòria s’ha realitzat un estudi en profunditat d’una sèrie de qüestions
relacionades amb els nombres borrosos discrets, inicialment des d’una vesant més teòrica i
desprès des d’una altra més aplicada.

Una primera part l’hem dedicada a l’estudi de possibles estructures algebraiques (reticu-
lars i monoidals) en el conjunt de nombres borrosos discrets DFN, fet que ha possibilitat
posteriorment la construcció de funcions d’agregació i d’implicació en dit conjunt. Primera-
ment, hem comprovat que les operacions, màxim (MAX) i mínim (MIN), obtingudes a
partir del principi d’extensió de Zadeh i usualment emprades com a operacions reticulars
en el conjunt de nombres borrosos FN, no són, en general, operacions tancades en el conjunt
DFN. Així, hem construït unes noves operacions, màxim (max) i mínim (min), que ens ha
permès dotar al conjunt ASr , de nombres borrosos discrets tals que tenen per suport un
subconjunt finit de termes consecutius d’una progressió aritmètica S de nombres naturals
de diferència r, d’una estructura de reticle distributiu. En particular, hem demostrat que per
a cada cadena finita Ln = {0, · · · ,n}, el conjunt ALn1 , de nombres borrosos discrets tals que
tenen per suport un subconjunt de nombres naturals consecutius inclòs en la cadena Ln, és
un reticle distributiu fitat amb les operacions max i min. Endemés, hem estudiat la relació
que tenen aquestes noves operacions amb el principi d’extensió de Zadeh, comprovant que
en el conjunt ASr i, en particular també en ALn1 , es verifiquen les igualtats MAX = max i
MIN = min. Finalment hem abordat l’estudi d’estructures monoidals en el conjunt DFN.
Per això, ens hem plantejat la suma com a possible operació monoidal. Ara bé, donat
que la suma de nombres borrosos discrets tampoc és tancada en DFN, hem proposat
un conjunt de possibles sumes que dependran d’una funció que introduïm anomenada
associació. En particular, es demostra que en el cas de considerar l’anomenada α-associació,
la suma obtinguda a partir d’ella i la proposta per W. Wang (primer algorisme tancat de
suma dins DFN conegut) coincideixen. A més, s’ha establert un ordre parcial que permet
ordenar-les segons el tipus d’associació que hem fet servir per calcular-les. Per altra banda,
hem analitzat si existeix algun tipus de relació entre el principi d’extensió de Zadeh i
les sumes obtingudes a partir de les associacions. Així, s’ha comprovat que en el conjunt
ASr la suma de nombres borrosos discrets calculada emprant el principi d’extensió és un
mètode vàlid que coincideix amb la suma de nombres borrosos discrets realitzada a través
de l’α-associació. En particular, hem vist que el reticle distributiu A1, de nombres borrosos
discrets tals que tenen per suport un subconjunt de nombres naturals consecutius, té també
estructura de monoide ordenat amb l’ordre induït a partir de les operacions max i min, i
amb la suma de Zadeh (equivalent a la suma emprant les α-associacions) com a operació
monoidal.

Una segona part d’aquest treball, ha abordat l’estudi i construcció de funcions d’agregació
en el conjunt de nombres borrosos discrets, i en particular, sobre els reticles fitats ALn1
i B = {A ∈ ALn1 | supp(A) = core(A)}. En primer lloc, es proporciona un mètode que
permet estendre una t-norma T (t-conorma S) suau definida sobre Ln al reticle fitat ALn1 ,
comprovant que dita extensió T (S) és una t-norma (t-conorma) i demostrant endemés
que la restricció de T (S) sobre B és una t-norma (t-conorma) a B. També, s’estudia
l’equació de Frank amb parelles (T, S). Similarment al cas de les t-normes suaus, es
construeix una negació forta N sobre el reticle borrós ALn1 a partir de l’única negació forta
N definida sobre la cadena finita Ln que ens servirà per estudiar la dualitat. En segon lloc,
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s’investiga la construcció de funcions d’agregació sobre el reticle borrós ALn1 a partir de
funcions d’agregació, no necessàriament suaus, definides sobre la cadena Ln. En concret,
s’estudia en detall l’extensió d’uninormes, proporcionant caracteritzacions parcials de
les uninormes que són extensions d’uninormes de Umin i de Umax. De manera semblant,
s’analitzen les extensions de nulnormes comprovant que només és possible obtenir, en
aquest cas, una caracterització parcial de dites extensions a diferència del cas discret. En
tercer lloc, s’investiga la construcció de funcions d’agregació sobre ALn1 a partir de parelles
de funcions d’agregació definides sobre la cadena Ln. En particular, són considerats els
casos d’extensions de parelles d’uninormes i nulnormes. Es completa aquesta segona part
del treball amb un estudi sobre les extensions de funcions d’agregació n-dimensionals.

Una tercera part s’ha centrat en l’estudi i construcció de funcions d’implicació sobre ALn1 .
Així, de manera semblant al cas de les funcions d’agregació s’ha demostrat que l’extensió
I d’una funció d’implicació discreta I és una funció d’implicació sobre el reticle borrós, i
que aquesta conserva moltes propietats de la funció I, com ara, el principi d’intercanvi,
contraposició, etc. En el cas particular de l’extensió d’una S, QL o D implicació discreta,
s’ha comprovat que dita extensió també és una S, QL i D implicació sobre el reticle borrós
ALn1 respectivament. Continuant amb aquest estudi, es comprova que l’extensió d’una
R-implicació discreta no produeix una funció d’implicació residual en ALn1 . Per aquesta raó,
es proposa un mètode especific que permet obtenir la implicació residual d’una t-norma T

que és extensió d’una t-norma discreta T . Demostrant, en particular, que aquesta funció
d’implicació satisfà, entre d’altres, el principi de residuació i el Modus ponens. Com a
conseqüència d’aquestes propietats, i tenint en compte que ALn1 és un reticle fitat, es prova
que dit conjunt és a més residuat. Per acabar, es dedica un apartat a l’estudi dels reticles de
les implicacions borroses en general i de les funcions d’implicació borroses recíproques.

En la darrera part d’aquesta memòria, s’han presentat dues possibles aplicacions basades
en els punts descrits anteriorment. Així, s’analitzen diferents processos d’agregació de la
informació basats en l’extensió de funcions d’agregació discretes. En concret, es proposen
dos mètodes. El primer d’ells es fonamenta en l’extensió de t-normes i t-conormes discretes
i el segon en extensions d’uninormes idempotents discretes tot i que es pot fer la mateixa
aproximació amb qualsevol funció d’agregació discreta. Cadascun d’aquests mètodes és
aplicat a problemes de presa de decisions i d’avaluació subjectiva, que permeten fer una
agregació directa de les valoracions borroses donant com a resultat una valoració borrosa
de la mateixa classe. A més s’ha vist que, en el cas d’utilitzar una aproximació basada
en un parell de funcions d’agregació (F,G) amb F � G, obtenim un resultat intermedi
entre l’agregació a partir de la funció F i l’agregació a partir de G. Finalment, es defineixen
dues extensions del concepte clàssic de multiconjunt, resultat de l’estudi de les propietats i
operacions dels reticles ALn1 i B obtingudes al llarg d’aquest treball. D’aquesta forma és
defineixen els multiconjunts naturals borrosos, els multiconjunts naturals borrosos fitats i
els multiconjunts valorats per intervals. De cadascuns d’ells es realitza un estudi de les
seves propietats i es comprova que es pot construir sobre els tres casos una estructura de
reticle distributiu.

A la vista del treball desenvolupat en aquesta memòria, ens hem plantejat una sèrie de
punts que poden ser interessants i que servirien per a aprofundir en l’estudi dels nombres
borrosos discrets.

1.- Definició i estudi d’aritmètiques en el conjunt DFN.

De manera semblant a com s’han definit una família de possibles sumes tancades
en el conjunt DFN mitjançant les associacions, un primer objectiu seria estudiar la
resta d’operacions aritmètiques sobre DFN (multiplicació, divisió i resta) i les seves
propietats, per així poder tenir una aritmètica completa similar a la construïda en el
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Figura 41: Els punts blaus corresponent al dfn B = {0.4/2, 1/5, 1/6, 0.8/9} utilitzat com a
valoració per part de l’expert i les creus vermelles forats corresponen a la possible
incongruència o manca d’informació en la valoració efectuada per part de l’expert.

conjunt de nombres borrosos FN. Notem que d’aquesta forma es tindrà una aritmètica
diferent per a cada associació possible i, per tant, diferents opcions a elegir segons els
casos. Un primer intent en aquest sentit es pot trobar a [146] on a més de la suma
també s’estudia la multiplicació. El que ens plantejam en aquesta direcció, és analitzar
si existeix una relació entre els mètodes exposats en [146] i els que pensam que es
poden desenvolupar a partir de les associacions.

2.- Agregació amb falta d’informació.

Treballar amb informació interpretada en el reticle ALn1 suposa que el suport de cada
nombre borrós discret és un subconjunt de nombres naturals consecutius de Ln, és a
dir, un subinterval de Ln. Notem que això és lògic perquè, si demanam a un expert
que ens faci una valoració d’un fet concret emprant un nombre borrós discret sobre
la cadena Ln, cal esperar que el suport del mateix no tingui forats (veure figura 41)
que podrien ser interpretats com una possible incongruència en la seva avaluació.
Emperò, en moltes ocasions pot ser que dita informació no sigui completa i que
falti part d’ella (perquè s’hagi perdut o perquè es desconeix pel motiu que sigui).
Treballar amb aquesta manca d’informació equival en el nostre entorn a treballar amb
nombres borrosos discrets en general (amb suport un subconjunt qualsevol de Ln),
és a dir, treballar en DFN(Ln) en lloc de treballar en ALn1 . Per això, en un futur ens
proposam l’estudi de funcions d’agregació basades en informació incompleta, és a dir,
aquelles que fusionin informació expressada mitjançant nombres borrosos discrets de
DFN(Ln). Per tal de poder recuperar i/o manipular la informació perduda, la idea és,
mitjançant una associació discreta A (veure definició 3.3.26), assignar a cada nombre
B ∈ DFN(Ln) un nombre borrós discret A(B) ∈ ALn1 . Desprès, es podran manipular
a partir de les funcions d’agregació conegudes sobre ALn1 i donar com a resultat, o bé,
el nombre obtingut resultat de l’agregació, o bé, restringir-ho al suport corresponent
i donar-ho com una informació incompleta, només manipulada en la part coneguda.

3.- Relació dels nombres borrosos discrets amb altres aproximacions borroses

En la literatura, com hem anat comentant en aquest treball, existeixen moltes ge-



166 conclusions i lí nies de treball futur

neralitzacions que han estat desenvolupades per a millorar el modelat de variables
lingüístiques i la pròpia incertesa. Entre elles podem esmentar, els subconjunts in-
terval valorats [27, 61], els conjunts intuïcionistes d’Atanassov [2], equivalents als
anteriors [61], o els subconjunts borrosos tipus 2 [106, 114] que inclouen als an-
teriors. Recentment, algunes generalitzacions d’aquestes aproximacions han estat
introduïdes: conjunts borrosos n-dimensionals [10, 11, 131] i subconjunts borrosos hesitant
[126, 133, 154].

Així com a [61] s’estudia la equivalència entre conjunts interval valorats i intuïcionis-
tes, la nostra intenció és precisament estudiar la relació entre el conjunt ALn1 i dites
aproximacions, en especial, amb els conjunts borrosos n-dimensionals. Notem que
que qualsevol nombre borrós discret A ∈ ALn1 coincideix, en cada nivell α, amb un
interval de Ln. A més, les operacions definides sobre elements de ALn1 coincideixen
en cada nivell amb les operacions interval valorades corresponents. Per altra banda,
a cada A ∈ ALn1 li corresponen un número finit de nivells que siguin rellevants
(segons el nombre finit de valors que agafi), diguem α0,α1, . . . ,αm. Recordem que
cada nivell αi és un interval [ai,bi] de manera que aquests intervals estan encaixats,
[ai,bi] ⊆ [ai−1,bi−1]] per a tot i = 1, . . . ,m. D’aquesta forma, podríem assignar a
cada A ∈ ALn1 , un número borrós n-dimensional donat per el grau de pertinència
(a0,a1, . . . ,am,bm, . . . ,b0). La nostra intenció és estudiar dites connexions i establir
les relacions entre les diverses aproximacions que puguin existir.

4.- Construcció, caracterització i estudi de funcions d’agregació i d’implicació en el
conjunt de nombres borrosos discrets

Al llarg d’aquesta memòria hem vist que l’extensió d’una t-norma (t-conorma) de-
finida sobre Ln és una t-norma (t-conorma) en el reticle ALn1 . Una qüestió que es
planteja immediatament és a veure si totes les t-normes sobre ALn1 són d’aquesta
forma. És a dir, són totes les t-normes sobre ALn1 extensió d’alguna t-norma T sobre
Ln? Estam convençuts de que no és així i estam treballant actualment en un possible
contraexemple. Si la nostra previsió es confirma, llavors la pregunta clau seria: És
possible una caracterització de les t-normes (t-conormes) sobre ALn1 que són extensió
de t-normes (t-conormes) definides sobre Ln?. Similars qüestions és poden plantejar
en el cas d’uninormes, nulnormes i de les funcions d’implicacions. Un altre possible
treball futur per tal d’apropar-nos a una possible caracterització consistiria en cercar
quines són les propietats de les t-normes sobre ALn1 que són extensió de t-normes
sobre Ln.

Estudiar altres connectius lògics com les extensions de funcions d’implicacions
discretes obtingudes a partir d’uninormes i les coimplicacions (connectius duals de
les implicacions que han estat estudiats en altres àmbits, veure [56, 129]).

D’altra banda, en [92] es proposa una classificació de les funcions d’agregació defi-
nides sobre conjunts parcialment ordenats generalitzant l’inicialment establerta per
Dubois-Prade [69] donada sobre l’interval unitat [0, 1] i definida a partir de la seva
relació entre les funcions min i max. El que seria interessant és classificar aquestes
noves funcions d’agregació sobre el conjunt parcialment ordenat ALn1 d’acord als
criteris donats en [92].

En [130] es realitza un estudi sobre extensions de t-normes definides sobre reticles
fitats. Seguint aquesta idea, un altre punt interessant a desenvolupar en un futur
seria l’extensió de t-normes (t-conormes) que estan definides sobre el subreticle fitat
B ⊆ ALn1 . Hem vist que qualsevol t-norma (t-conorma) sobre ALn1 restringida a B

és també una t-norma (t-conorma) sobre dit reticle. El que voldríem estudiar és el
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problema a l’inrevés, és a dir, donada una t-norma T definida sobre B és possible
estendre-la, de manera que dita extensió sigui una t-norma (t-conorma) en ALn1 tal
que la seva restricció coincideixi de nou amb T.

5.- Relació de diferents estructures reticulars dels nombres borrosos discrets amb les
lògiques subestructurals

En els darrers anys els estudis sobre reticles residuats no s’han centrat només des
de l’òptica de pures estructures algebraiques, sinó com a possibles semàntiques
de diferents tipus de lògiques subestructurals [89] . El cas més general de lògica
subestructural és la lògica plena de Lambek [89, 118], denotada per FL, que resulta
de la lògica clàssica suprimint les tres regles estructurals anomenades intercanvi,
contracció i debilitament i que corresponen semànticament a reticles residuats amb
element 0, no commutatius i no afitats. Entre els principals exemples de lògiques
subestructurals a més de l’anterior, cal recordar la lògica intuicionista (IL-lògica, no
considerada com a lògica borrosa), la lògica monoidal de Höhle (ML-lògica) [86], no
considerada com a lògica borrosa, la lògica monoidal basada amb t-normes contínues
per la esquerra d’Esteva i Godo (MTL-lògica) [72], la lògica bàsica de Hájek (BL
lògica) [87], la lògica de Lukasiewicz [87], la lògica producte [87], la lògica basada en
uninormes de Metcalfe i Montagna (UL lògica) [107, 108], que tenen com a semàntica
les àlgebres de Heyting, les ML-àlgebres , les MTL-àlgebres, les BL-àlgebres, les MV-
àlgebres, les àlgebres de Heyting prelineals i les UL-àlgebres respectivament. Totes
aquestes àlgebres comparteixen una estructura comuna que és un reticle residuat,
amb més o menys propietats addicionals depenent de la lògica subestructural que
representin.

En el capítol 5 (corol·lari 5.2.9) demostram que ALn1 = (ALn1 , 10, 1n, min, max,T, IT)
és un reticle residuat fitat. El que ens plantejam és quin tipus de lògica subestructural,
de manera semblant als casos que hem recordat abans, modelitzarà aquest reticle.
Bona part de l’estudi d’aquest problema consistirà en analitzar amb detall quines
propietats algebraiques té exactament l’esmentat reticle ALn1 .

D’altra banda, A. Tzouvaras [140, 141] estudia els multiconjunts clàssics des de la
perspectiva d’una possible semàntica d’un fragment de la lògica lineal. La lògica
lineal, també anomenada lògica dels recursos finits, introduïda i desenvolupada
per J.Y. Girard [79], es també una lògica subestructural que resulta de la lògica
clàssica suprimint les regles de contracció i debilitament. Per aquesta lògica, s’han
presentat diverses semàntiques, principalment les Xarxes de Petri [95], Categories
[95] i algebraiques [3, 4, 142, 143]. Aquestes darreres consideren àlgebres que han
rebut distints noms, com ara, Àlgebra lineal intuicionista [139], Àlgebra Clàssica
lineal [139], Estructures de Girard [3, 4], Girales [143], Arabescos [142], etc; segons
les operacions unitàries i binàries que s’hi considerin, però que, en definitiva, són
reticles residuats commutatius on s’hi consideren, a més a més, les possibilitat de
completitud, d’existència de fites superiors i inferiors, negació involutiva i partícules
modals o exponencials que defineixen reductes booleans.

D’aquesta forma, seria interessant estudiar primerament l’estructura de reticle residu-
at fitat que pot tenir el conjunt de multiconjunts natural borrosos fitats derivat del fet
de que ALn1 = (ALn1 , 10, 1n, min, max,T, IT) té dita estructura. També cal investigar, a
partir d’aquest fet, quina semàntica de lògica subestructural modelitzarà. En aquesta
direcció, seria raonable comparar el resultat obtingut amb els treballs de A. Tzouvaras
sobre la lògica lineal dels multiconjunts.
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